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ADVERTENCGIAS

En gracia a la sencillez que debe campear en este libro, dedicado tini-
camente a principiantes, se admiten en €l como axiomdticas ¢iertas propo-
siciones que podrian ser deducidas de otras, aunque al hacerlo asf se con-
ceda a la experiencia lo que se merma al raciocinio. Por igual causa, se
restringen algunos conceptos cuya total comprensin exige esfuerzos para
lectores infantiles.

En las demostraciones prolijas en detalles, preséntase expurgada de
ellos la idea sintética de las mismas, tendiendo a evitar el caso, no raro, del
alumno que, después de brillante perorata, ignora si ha llegado al término
de la prueba o se halla a medio camino. Esto permitird, ademds, que el
discfpulo cuyo entendimiento lo consienta esclarezea por sf mismo los ex-
presados pormenores, ejecutando labor personal—la mds eficaz de todas—
o percibiendo al menos mds clara y enérgicamente destacado el fin a que
su discurso se encamina.

Entiéndase, no obstante, que la separacion entre lo fundamental y lo ex-
plicativo es innecesaria una vez que el alumno se haya asimilado la demos-
tracién, y que, en consecuencia, cuando él haya de exponerla puede ir al
lado de cada verdad afirmada la prueba de la misma.

Varias demostraciones se hacen intuitivas mediante objetos materiales
(de madera, papel, alambre, etc ), 1lebiendo utilizarse este recurso de ense-
fianza siempre que sea oportuno, y en especial en los casos en que intervie-
ne el movimiento (traslacidn, rotacion...}, y en el estudio de los poliedros.

En el texto se ofrecen resueltos tinicamente los problemas fundamenta-
les, y se proponen como ejercicios sus derivados mds inmediatos, los cuales,
precedidos a veces de ligeras indicaciones, pueden ser asequibles a la esca-
sa potencia investigadora de los principiantes. Cuando se agotan, presen:
tando su resolucion, estos primeros y mas sencillos problemas, hay que va-
lerse para despertar la iniciativa del estudiante de otras cuestiones mds
complicadas o menos ttiles.

Los ejercicios de demostracién que entre algunas se intercalan, obede-
cen al mismo deseo de facilitar al alumno el ensayo de sus propias fuerzas.

En cuanto al plan general del libro, y a las variantes introducidas en
algunas demostraciones o enunciados, el lector juzgard sin necesidad de
mds advertencias,






GEOMETRIA

CAPITULO PRIMERO

PRELIMINARES

1. Extension de un cuerpo es el lugar que ocupa
en el espacio indefinido.

2. Cuerpo geomélirico es la entidad abstracta que
resulta de prescindir en el cuerpo fisico de las propieda-
des de la materia, para no considerar sino su forma,
magnitud y posicion.

3. Superficie de un cuerpo es su parte externa,
que lo separa del resto del espacio, y aunque material-
mente no se puede desligar del cuerpo, por abstraccién
se consideran en Geometria superficies aisladas, sin preo-
cuparse del cuerpo a que pertenezcan.

4. Linea es el limite que da forma a las superfi-
cies, o separa dos porciones de una superficie.

5. Punto es el elemento en que se limita una linea
o dos partes de ella.

Elementos geométricos son los puntos, lineas y super-
ficies, y combinados entre si forman las fiouras.
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6. La Geometria estudia las propiedades de las
figuras y la medida de la extension.

7. Los elementos geométricos y las figuras tienen
representacién grafica por medio del dibujo. <

El punto se representa con uno de estos signos - X,
y para distinguir un punto de otro se coloca en su pro-
ximidad una letra mayuscula, con la cual se nombra.

La linea se representa por un trazo, continuo o inte-
rrumpido. (Véase en cualquiera de las figuras del texto).

Las supeérficies y los cuerpos se representan median-
te las lineas que los limitan, y su dibujo requiere nociones
practicas. (Véanse las figuras correspondientes a la 2.2 parte).

8. [Entre las superficies, la mds importante es el
Plano; y entre las lineas, la recta.

La superficie del agua en reposo, la de un cristal de
espejo, y, mds en tosco, la tabla de una mesa o el piso de
una habitacién, son imdgenes materiales que, idealizadas
por nosotros hasta concebirlas perfectamente /Zisas, sin
rugosidad ni aspereza alguna, nos dan el concepto del
plano; y un hilo delgado y tirante nos ofrece la idea de
recta, tanto mds aproximada al sér ideal que en Geome-
tria se estudia, cuanto menores sean el grueso y la flexi-
bilidad del hilo.

9. Adquiridos los conceptos de linea recta y de
superficie plana, se podrfan definir negativamente otras
lineas y superficies llamadas curvas, diciendo que son
las que no tienen, respectivamente, ninguna porcién recta
ni plana; pero también podemos encontrar imagenes di-
rectas en la Naturaleza. Asi, el hilo de antes abandonado
a su flexibilidad da idea de la Znea curva, y ejemplo de
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superficie curva lo tenemos en la de una naranja o del
tronco de un drbol, etc.

1o. Linea quebrada es la compuesta de trozos de
recta, tales que cada uno comienza donde acaba el ante-
rior, y no constituyen entre ambos recta dnica.

11. Relativamente al plano y a la recta admitiremos
algunas verdades intuitivas o experimentales, que sirven
de fundamento a la Geometrfa, y podrian, por ello, de-
nominarse axzomas geométricos, como son los que siguen:

12. La recta se extiende indefinidamente en dos sen-
tidos opuestos a partir de un punto de ella.

Este punto puede considerarse como orzgen de dos
_porciones indefinidas de la recta, las cuales se denominan
sematrrectas opuestas entre sf. (AX, AY de la fig. 1).

Segmento de recta es la porcion
de ella limitada por dos puntos, X A B ¥
llamados extremos del segmento. Fig.1
(AB de la fig. 1).

13.  Ln un plano, de un punto a otro solo se puede
b azar una recla, la cual estda toda ella contenida en el
Pplanc, y queda determinada o fiyada en posicion por ague-
los puntos.

Despréndese de aqui que dos rectas con dos puntos
comunes coinciden o se confunden por completo. Cual-
quier segmento de recta puede colocarse sobre otra recta

o sobre otro segmento. Si los extremos de ambos seg
mentos pueden coincidir, dichos segmentos son zguales.
14 Bl segmento rectilinee que une dos puntos es mas
corto que cualguier otyo camino formado por una linea
quebrada o curva gue fuese del uno al otre punlo.
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La magnitud de dicho segmento rectilineo se llama
distancia entre los puntos dados.

Si un punto A estd @ toual distancia de otros, B, C...,
se dice que eguzdista de ellos; lo cual significa que los seg-
mentos AB, AC... son iguales. (Hdgase la figura).

15.  Un segmento de vecta, AB (fig. 1), puede moverse
resbalando sobre la vecta indefinida, XY, a que pertenece,
sin dejar de estar sobre ella. Del mismo modo, una rec-
ta, confundida con otra puede resbalar a lo largo de ella
sin perder la coincidencia.

Cuando se dice que una recta reséale sobre si misma,
se entiende que resbala sobre otra recta confundida con
ella. ;

16.  Una figura puede girvar alvededor de una recta
Jya sin sufrir deformacion. '

El movimiento de que la figura estd animada se lla-
ma de-rolacton alvededor de un ¢je: €l ¢re es la recta que
se conserva inmévil.

17.  Una vecta tndefinida, situada en un plano, lo
divide en dos regiones (lamadas semzplanos) que coinciden
al doblar el plano por dicha recta.

18. 1.~ Una semirrecta situada en un Plano puede
girar alrededor de su origen dando la vuella sin saley del
plano, coineidir con la semiyrecla opuesta y volver a su
postcion inicial.

En este movimiento, llamado de rolacion alrededor
de un punto, no hay punto del plano por el cual no pase,
una séla vez, la recta moévil.

Lo

2.°  Una recta que se-apoye en otra fija, y se mueva

sin girar wi saltr del plano, lo recorre por completo de
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modo que cada semirrecta de las dos en que queda dividida
I

por la vecta fiya pasard sucestvamente por todos los puntos

del plano situados en la region en que ella se mueve.

19. Segmentos.—Con frecuencia se considera el
segmento rectilineo como camino recorrido por un punto
que partiendo de un extremo llegase al otro. Entonces,
el punto de partida se llama origen; y €l de término, ex-
fremo. Si se invirtiesen cambiaria el sentido del movi-
mizento. :

Los segmentos se enuncian y designan con las letras
correspondientes a su origen y a su extremo, enuncian-
do primero aquélla. '

Los segmentos AB y BA son de sentido contrario,
porque el primero tiene su origen en A y su extremo en
B, y el segundo inyersamente.

Dos segmentos _del mismo sentido son Zguales si
puestos sobre una recta con los origenes juntos coinci-
den los extremos; y, si no acontece asi, es menor aquel
cuyo extremo caiga dentro del otro segmento.

20. Para sumar segmentos de un mismo sentido,
basta colocarlos sobre una recta de modo que el extremo
de cada uno sea origen del siguiente. La suma ¢s la dis-
lancia entre el origen del primer sumando y el extremo
del wltimo.

Para restar un segmento de otro se procede como pa-
ra sumarlos, pero invirtiendo el sentido del substraendo.

Se colocard, pues, sobre una recta el minuendo, y
tomando su extremo como origen del substraendo, se
llevara éste en sentido contrario. La parte comprendida
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entre el origen del minuendo y el extremo del substraen-
do es la diferencia. (Efectiese pricticamente).

Se desprende de aquf que la diferencia de dos seg-
mentos iguales es cero; y que también es cero la suma de
dos segmentos de sentido contrario e igual magnitud; es
decir: = ;

AB—AB=o0 y AB+4 BA =o.

No hay, pues, imposibilidad, entendida la substraccién como
se ha dicho, en restar de un segmento otro mayer que él; sola- -
mente se advierte que la diferencia serd un segmento de senti-
do contrario al que se hubiere atribuido al minuendo. Para
distinguir esto, se llama positzvo un sentido cualquiera de reco-
rriclo, v. gr.: de izquierda a derecha, y rzegative el sentido opues-
to, y entonces se puede decir que restar es lo mismo que sumar
un sumando zegative, y que si se resta de un segmento otro
mayor, la diferéncia es negativa.

(Estas consideraciones son dtiles en el estudio del Algebra,
y alli deberdn ampliarse).

No obstante lo dicho, nosotros generalmente haremos
caso omiso del sentido de los segmentos, lo que equiva-
le a considerarlos todos del mismo.

21. Entre las lineas curvas, la mds importdnte es
la circunferencia.

‘@

Circunferencia es /o linea curva que describe el ex-
tremo de un segmento de lamano fijo, cuando gira dicho
segmento alrededor de su ovigen, en un plano, hasta vol-
ver @ su posicron inicial.

La porcién de plano recorrida por el segmento en su
movimiento se llama circulo; el segmento, radio; su ori-
gen, centro. (Fig. 2).

La anterior definicién sugiere la idea del trazado de



la circunferencia, que podrfa hacerse con un hilo tirante
sujeto por un extremo al plano y que en el otro llevase
= ! un ldpiz, c]ariéln,'etc. ‘Pero mds i:(nno-
‘ damente se dibuja la circunferencia con
v el compds, instrumento tan conocido

que creemos initil describirlo.
Despréndese de la definicién dada,
ésta, que frecuentemente la sustituye:
la circunferencia es una curva, cerrade
9 plana, cuyos punlos equidistan de otio interior, llamade

Centio.

]:‘iﬁ. 2.

La distancia constante entre el centro y un punto de
la circunferencia es el radio de ésta y del circulo por
ella limitado.

Dedtcese también que segin un punto esté dentro
del circulo, en la circunferencia o fuera del efrculo, su dis-
tancia al centro serd menor, igual o mayor que el radio,
y reciprocamente. |

22. Se dice que una linea es el lugar geométrico de
una serie de puntos que tienen cierta propiedad, cuando
ésta pertenece exclusivamente a todos los puntos de la
linea.

Seglin esto: la circunferencia ¢s ol lugar geomiétrico
de los punios de su plano que se encuentran a una distan-
cta del centro tgual al radio.

Porque Zodos los puntos de la circuaferencia cumplen
con esa condicion, y son los #nicos que satisfacen a ella.

23. ProsLeMaA.  Dade un punto, O, hallar lodos los
que en el mismo plano, estén a unw distancia de aguel
firada por el segmento r. (Fig. 2).
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Solucion. Con una abertura de compds igual a 7, o
con un hilo de igual tamarfio, se describird, haciendo cen-
tro en O, una circunferencia, cuyos puntos seran los pe-
didos.

La solucién del problema es tnica, pues claramente
se advierte que con centro y radio fijos, sélo se puede
trazar una circunferencia, o varias coincidentes. Luego
dos circunferencias de igual radio coinciden al superponer
sus centros y sus planos.

A veces se supone hecha esta coincidencia de dos
circunferencias para hacer resbalar una sobre la otra gi-
rando alrededor del centro sin levantarse del plano; y
esto indica que wna porcion de circunferencia se ajusta
sobre ella cualguiera que sea la parte de la circunferencia
tolal sobre la cual se cologue.

24. Arco de una curva es una porcion de ella, limi-
tada por dos puntos extremos.

Segun lo dicho, dos arcos de una misma circunferen-
cia, o de dos circanferencias iguales, se adaptan per-
fectamente al superponerlos; y si entonces se puede ha-
cer que sus extremos coincidan, los' arcos serdn zguales.

En sentido mds general, arco de crcunferencia es
cualquier poreién recorrida sobre la misma, desde un pun-
to llamado orzgen hasta otro denominado extremo.

Las consideraciones acerca del sentido, y las opera-
ciones de suma y resta con esta clase de arcos, son com-
pletamente andlogas a las de los segmentos de recta que
se explicaron en los pdrrafos 19 y 20, quedando a cargo
del lector su enunciacién y préctica.

25. Didmetro de una circunferencia es la recta que



pasando por el centro se limita en los puntos en que cor-
ta a la circunferencia. (Fig. 2).

El didmetro es la suma de dos radios opuestos, y,
por consiguiente, fodos los didmetros son iguales, pues-
to que lo son los radios.

Un segmento, BC, que une dos puntos de la circun-
ferencia es menor que la suma de los dos radios OB y
OC que van a sus extremos, (14), luego es menor que
un didmetro.

Trazando un didmetro de la circunferencia y doblando
"por él el plano, los arcos que cafan a distinta region,
coincidirdn; porque sus puntos estan a igual distancia del
centro. :

Estos arcos iguales se llaman semeicircunferencias (mi-
tades de circunferencia) y las porciones de circulo que se-
paran, semeiciyculos.

26. Cuerda es el segmento de recta que une los
extremos de un arco. (BC; fig. 2).

Las cuerdas de arcos iguales, son iguales.

Porque a la par se podrfan hacer coincidir los arcos
y los extremos de las cuerdas.

Para arcos (menores que la semicircunferencia) des-
Lonales, al menor arco le corresponde menor cuerda (1).

Para justificar este aserto supongamos los arcos BC y
BD, (fig. 2), de los cuales el menor, BC, tendrd su ex-
tremo entre B y D, y, de consiguiente, a distinta region
que el centro O con relacién a la cuerda BD, por lo cual

(1) No secrea por esto que hay proporcionalidad entre los arcos y las
cuerdas, pues es facil probat que adoble arco no corresponde doble cuerda.
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el radio OC cortard a ésta en un punto E. Se podra
entonces escribir segtin un axioma conocido (14):
Cuerda BC < BE 4+ EC
Radio OD < OE 4 ED
y sumando estas desigualdades y teniendo presente que
los trozos BE y ED componen la cuerda BD y los EC
y OE el radio OC, saldra:

cuerda BC +- radio < cuerda BD -+ radio
y, en consecuencia,
cuerda BC < cuerda BD

como se habfa afirmado.

Reciprocamente: en dos circunferenceas iguales, a cuer-
das tguales corvesponden arcos iguales, siempre que éstos
sean todos menores o todos mayores que la semicircun-
ferencia.

Porque si los arcos no fuesen iguales, habrfa uno
menor que otro y entonces ya no podrian ser iguales las
cuerdas, contradiciendo lo que admitiamos.

27. Secante es una cuerda prolongada.

Segtn esto, la secante corfa a la circunferencia en dos
puntos, llamados de znterseccién. (Mds adelante se de-
mostrard que la secante sélo tiene esos dos puntos co-
munes con la circunferencia).

Cuando se habla del tamafio de una secante que par-
te de un punto exterior al circulo, se entiende limitada en
dicho punto y en el mas lejano de los de interseccion.

Asi, por secante que parte de A (fig. 3) se entende-
ria el segmento AB. El otro segmento, AC, se llama
externo.
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28. Tangente es la recta que solo tiene con la cir-
cunferencia un punto comun, lla-
mado de conlacto o de langenca.
(AD: fig. 3).

(Por ahora admitiremos la existen-

n

cia. de la tangente como hecho expe-
rimental, sin perjuicio de establecerla
racionalmente mads adelante).

5 11&. S

Por tamafio de una tangente que parte de un punto
exterior se entiende el del segmento comprendido entre
este punto y el de contacto (AD).

29. Segmento de circulo es la parte de él compren-
dida entre un arco y su cuerda. (Fig. 3).

Si el arco es una semicircunferencia, el segmento es
un semicireulo (mitad del circulo).

30. Sector circular es la parte de circulo limitada
por dos radios y el arco que une sus extremos. (Fig. 3).

Si los radios forman un didmetro, el sector serd un
semicirculo. |

31. Angulos.—Angulo es /a figura plana for-
mada por dos semarrectas que parten de un punto.

Este punto se llama wértice, y las semirrectas, /lados.

Para precisar la definicion de dngulo y adquirir idea
de su magnitud, se supone que una de las semirrectas
gira alrededor del vértice, sin sa-
lir del plano, desde la posicién
inicial que constituye uno de los
lados, llamado Zado de origen, has-

ta la final o lado extremo, en sen-
lido determinado. (Flg 4).. Ellado de origen es OA;



el extremo OB, y el sentido el que indica la flecha).

Concebido asf el dngulo, es la porcién de plano sobre
la cual resbala la semirrecta mévil desde su posicién ini-
cial a la final.

32. Angulos iguales son aquellos en que, supuesto
el mismo sentido de giro, pueden coincidir los lados de
origen y los lados extremos.

Region interior de un dngulo es la que se supone
recorrida por una semirrecta que lo engendrase. La otra
region del plano es exterior.

Los puntos del plano son interiores o exteriores al
angulo segun se hallen en la primera o en la segunda de
las regiones dichas.

Si dos dngulos son del mismo sentido y se hacen
coincidir sus lados de origen, serd menor aquel de los
angules cuyo lado extremo quede en la regién interior
del otro.

33. Angulo llano e¢s ¢/ formado por una semirrec-
ta que gira hasta colocarse sobre la semirrecla opuesta.
(AOC: fig. 4).

El dngulo Ilano tiene, pues, los dos lados formando
una recta unica, y por eso vulgarmente no suele llamar-
se angulo; pero su admisién, (consecuencia del concepto
dmplio que del dngulo hemos formado), facilita algunas
proposiciones.

Segun lo dicho, toda recta indefinida puede conside-
rarse como un angulo llano cuyo vértice sea un punto
cualquiera de ella.

Todos los angulos lanos son iguales; porque toda
recta puede coincidir con otra.
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Angulo saliente es el menor que un llano, y entrante,
el mayor. Dos semirrectas que parten de un punto for-
man, en general, un dngulo saliente y otro entrante, pero
nosotros, siguiendo el sentido corriente atribuido a la pa-
labra angulo, consideraremos siempre el dngulo salente,
mientras expresamente no se advierta lo contrario. (En
la fig. 4 el que contiene la flecha).

34. Los lados de un dngulo deben considerarse co-
mo semirrectas, y son, por tanto, indefinidos, pero como
en algunas figuras aparecen como segmentos limitados,
debe tenerse en cuenta que, en este caso, ¢/ mayor o me-
nor tamano de los lados para nada influye en el del an-
gulo, el cual depende vinicamente de su abertura, aprecia-
ble por el pivo efectuado para engendrario.

35. Un dngulo se designa por tres letras, corres:
pondientes una a cada lado y otra al vértice, enuncidn-
dose ésta en medio; v. gr.: angulo AOB. (Fig. 4).

Puede también nombrarse por la letra del vértice, si
no hay confusién, o por un numero o letra mintiscula co-
locados cerca del vértice.

Ejemplos: dngulo O, dngulo 1. (Fig. 4).

En la escritura se reemplaza la palabra dngulo por el
signo A colocado sobre las letras o el namero que de-
signan el dngulo.

36. Supuesto el mismo sentido, se llaman d@ngulos
conseculivos aquellos en que el lado ektremo de uno es
origen del siguiente. (AOB y BOC: fig. 4).

Para sumar angulos de tyual sentido se colocan conse-
cutivos, siendo la suma el angulo _formado por el lado de
origen del primere y el extremo del dltimo,
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Esta suma pudiera exceder no sélo de un dngule llano, sino
de un giro completo alrededor del vértice, por lo cual deben ad-
mitirse angulos de una o varias vueltas, es decir, que se han en-
gendrado por uno o varios giros completos y sucesivos alrededor
del vértice.

Para restar angulos (de igual sentido) se procede co-
mo para sumarlos, pero invirliendo el substraendo.

Si el substraendo fuese mayor que el minuendo, la diferencia
serfa negativa, etc.; todo andlogamente a lo que se dijo respecto
de los segmentos y de los arcos.

No obstante lo dicho, nosotros haremos generalmen-
te caso omiso del sentido de los dngulos, suponiendo que
todos son del mismo.

37. Bisectriz de un dngulo es la semirrecla que
partiendo del vértice lo divide en dos partes iguales.

(La existencia de esta recta la admitimos como nocién ex-
perimental).

La bisectriz de un angulo llano, se dice que es per-
pendicular o normal a la recta que
forman los lados del dngulo (OC.
Fig. 5).

38. Angulo recto es la mitad 21
de un angulo lano (AOC: fig. 5). BN & o

Como todos los angulos llanos
son iguales, fodos los angulos rectos

Bt
son 1oules.

Siendo la perpendicular a una recta en un punto bi-
sectriz del dngulo llano que puede suponerse formado en
dicho punto, (33) podemos también decir:

Una recta es perpendicular a otra, cuando forma con
ella angulo recto.
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Si las rectas son indefinidas forman al cortarse los
cuatro dngulos 1, 2, 3 y 4 (fig. 5) pero si es recto el 1,

lo sera el 2, que forma con él un llano, y por serlo el 2

lo sera el 3, que forma con €l otro llano, etc., de modo
que los cuatro angulos seran rectos, y podra afirmarse:
sL una reca es perpendicular a otra, ésta lo es a la pri-
mera, y st una semirrecta (o segmento) es perpendicular
a una recte, la prolongacion de aquélla tambicn lo es.

39. Por un punto puede lrazarse una perpendicular
a una recta: y es unica.

a) Si el punto estd sobre la recta (como el O de la
fig. 5) se puede considerar como vértice de un dngulo
llano (AOB), y teniendo éste una bisectriz tnica (la OC),
ésta serd la unica perpendicular a la recta dada.

4) Si el punto es exterior a la recta (como el P de
la fig. 6), construyendo antes, como en el caso a) un 4n-
gulo recto AOB, y haciendo que uno de sus lados OA,
resbale sobre la recta dada y el otro lado caiga hacia la
region en que estd el punto exterior P, habrd una posi-
cién en que dicho lado pase por el punto P (18-2.%), y,
por consiguiente, existird una perpendicular desde él a

L la recta. Ademas, el vértice O
LY, ) Pl :
\ del angulo mévil tomard entonces
* { - s op
\it cierta posicién, de tal suerte que
A\ e
< ual ste v 5
— ~ cuando este vértice se coloque en

otro punto de la recta dada el lado
OB del angulo recto no pasara
por P (*) Esto impide que por P exista otra perpendi-

FiG. 6.
D

{(*) Admitimos esto como axioma o postulado de indole experimental .
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cular, pues si ésta fuese PM, haciendo coincidir el vér-
tice O del angulo mévil con M, MB no pasaria por P, y
existirian por el punto M dos perpendiculares: MB y MP;
(contradiciendo lo expuesto en el caso a.

40.  Angulo agudo es el menor que un recto; y 06-
tuso, el mayor. Los lados de estos dngulos, y por ex-
tensién los angulos mismos, se denominan oblzcuos.

Angulos complementarios son aquellos cuya suma es
un recto, y suplementarios aquellos cuya suma es un lla-
no (2 rectos). Cada dngulo de éstos es, respectivamen-
te, complemento o suplemento del otro, o de la suma de
los otros (si son varios).

Los dngulos que tienen el mismo complemento o su-
plemento son iguales: porque les falta lo mismo ‘para va-
ler un recto o un llano.

41. Angulos adyacentes son /los consecutivos cuyos
lados no comunes forman un llano, es deciy , caen en linea
recte. Ejemplo: los 1 y 2. (Fig. 4).

Luego, los angulos adyacentes son suplementarios.
Pero dos dngulos pueden ser suplementarios sin ser ad-
yacentes, bastando para ello que no sean consecutivos.

42. Angulos opuestos por el vértice son aguellos
en que los lados del uno son las semirrvectas opuestas a los
lados del otro.

Ejemplo: los 1 y 3. (Fig. 4).

Cuando dos rectas se cortan, forman cuatro dngulos,
de los cuales dos consecutivos (1 y 2,2y 36 3y4—
fig. 4) son adyacentes, y dos no consecutivos (1 y 36
2 y 4) opuestos por el vértice.

Los dngulos opuestos por el vértice son iguales; por-
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que tienen igual suplemento. El 1 y el 3 v gr.: tienen

por suplementario su adyacente 2 6 4.

(Fig. 4).

43. EJERcICIOS.—Dado un dngulo, formar su adyacente.
Dado un angulo, formar su opuesto por el vértice.

44. Sison'dos las rectas cortadas por otra, ésta se

tantes, exlernos.

Fis. 7
o

llama secante o transversal, y forma con
aquéllas ocho dngulos (fig. 7), de los
cuales cuatro tienen puntos interiores
situados entre las rectas dadas y se lla-
man Znfernos, (3, 4, 5 y 6), y los res-

Tanto los internos como los exter-

nos se llaman allernos cuando caen a dzstinio lado de la

secante y no son adyacentes.

Asi, son alternos internos €l 3 yel6 6 2l 4 yel 57y

allernos externosel 1y 76 2y 8.

Angulos correspondientes son los no adyacentes, del
mismo lado de la secante y uno interno y otro externo:

(ry6,4y8,2y563y7)

A los demds dngulos no les daremos nombres espe-

ciales.

45. Con relacién a un circulo pue-
de un dngulo situado en el mismo pla-
no ocupar las posiciones y recibir los .
nombres que siguen:

Angulo central es aguel cuyo vér-
tice esta en el centro (como el AOB de
la fig. 8). El arco comprendido entre

l":.g.s.

los lados {que serdn radios o radios prolongados), se llama
arco correspondiente al angulo (como el AB del dngulo AOB).
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Angulo interior es e/ que tiene el vértice dentro del
cerculo.  Sus lados son secantes. Ejemplo: el CDE de
la fig. 8.

Angulo exterior es e/ que liene el virlice fuera del
cereulo.  Sus lados pueden ser secantes (BFG, fig. 8) o
una secante y una tangente (GFH) o dos tangentes (LFH).
A este Gltimo se le llama también cZrecunscriplo.

Angulo inscripto es e/ que B
tienc el vértice en lacivcunferen- '
cia, y sus lados son cuerdas (o
secanles, st se prolongan). Ejem-
plo: ABC, fig. 9.

Angulo semi - inscripto ¢
del segmento es el que liene el
vértice en la circunferencia y por lados una cucrda y una
tangente; como el CBD, (fig. 9).

46. Paralelas.—Dos rectas de un plano se dice
gue son paralelas, cuando no tienen ningun punto coniin.

o A B . Dos segmentos cualesquiera de
> estas rectas se llaman también pa-
e ralelos, (Pig: 10¢ ABy CD son
rectas paralelas, y los segmentos
TARO: AB y A'B’ paralelos).

Un caso particular basta para confirmar la existencia
de las paralelas, y entre ellos merece citarse el siguiente:

Dos rectas perpendiculaves (en puntos distintos) a
olrd, son paralelas; esto es, no tienen punto comin.

Porque si tuviesen punto comun, habria desde él esas
dos perpendiculares a la otra recta, cosa imposible. (39).
47. Lor un punto, C, se puede trazar una paralela
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a una recta, a, del plano (ig. 10). Porque desde C se
pueden trazar, una perpendicular, 4, a la recta a, y otra,
¢, a esta perpendicular 4.  De modo que @ y ¢ serdn pa-
ralelas, como perpendiculares ambas a 4.

Ademds, por este metodo, no se podria trazar mds pa-
ralela que la ¢, puesto que ésta es la dnica perpendicular
a 6 por el punto C; pero permanece en duda si una
oblicua (la sefialada de puntos) cortaria o no a la recta «.
Admitiendo que sf la corta, y, de consiguiente, que no es
paralela, por un punto exterior a una vecla no se le puede
trazar mds que una paralela; proposicion fundamental
llamada postulado de Euclides.

48. Poligonos.—Se sabe (10) que la linea que-
brada se compone de varios segmentos de recta, de modo
que dos consecutivos no formen una recta tnica. Di-
chos segmentos se llaman Zados, y los puntos en que cada
uno enlaza con el siguiente, z¢rices. Las lineas quebra-
das son comvexas cuando uno cualguiera de los lados, con-

siderado como indefinido, deja a
todo el resto de la linea a una séla

i
/1_]'\[75 de las regiones en que dicho lado

divide al plano (fig. 11-1.%); cdnca-

A g
\‘, vas, si no ocurre esto para todos
x B - - 3
, D .. los lados (fig. 11-2.%); abiertas, si
; N el extremo del tltimo lado no coin-

cide con el origen del primero (1.%);
cerradas, si coinciden (2.%); cruzadas, si los lados se cortan

i 3
El.g.ll_ e

entre sf (3.%), y #o cruzadas, en caso contrario (4.%).
Las lineas conwvexas no pueden ser cortadas por una
recta que no pase por un vértice mas que en dos puntos
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(como M y N en la 1.?), pues si lo fueran en tres, el lado

que pasase por €l de-en medio no dejarfa a los otros en
una misma region.

Una linea cerrada y no cruzada determina en el pla-
no dos regiones: la limitada por la linea, que se Ilama
parte interior, y la indefinida que la rodea, que es la
parte exterior.

49. Poligono es la porcion de plano comprendida
en el interior de una linea quebrada no cruzada y cerrada.

Lados y vértices del poligono son los de la linea que
lo limita, la cual suele llamarse contorno del poligono, y,
a veces, por extension, también pol{gono.

Los poligonos son convexos o céncavos, segin sea
una u otra cosa su contorno.

Nosotros hablaremos siempre de los poligonos con-
vexos mientras no advirtamos lo contrario.

No obstante, mencionaremos con el nombre de poli-

gonos estyellados ciertas figuras cuyo contorno se cruza.
(Véanse en el cap. de poligonos regulares).

Angulos interiores, son los que forman cada dos la-
dos consecutivos hacia la regién interior del poligono; y
siendo éste convexo son inenores que un llano.

Por dngulos externos entenderemos los adyacentes a
los internos, obtenidos al prolongar los lados recorriendo
el contorno en un sentido constante (los numerados en
lafig. 11-4.%).

En un poligono hay igual nimero de lados que de
vértices y de dngulos (internos o externos).

El poligono de tres lados se llama #rédngulo; el
de cuatro, cuadrdangulo o cuadrilitero; el de cinco, pen-
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tdgono; €l de seis, exdagono; el de diez, decagono. A los
demas se les pueden dar nombres de andloga derivacion
o decir el nimero de lados que tienen. Todos los de
un mismo numero de lados constituyen un género.

50. Diagonal de un poligono es la recta que une
dos vértices no consecutzvos. (BD de la fig. 11-4.%).

Desde un vértice se pueden trazar tantas diagonales
como lados queden suprimiendo tres; puesto que aquel
vértice no proporciona diagonal ni consigo mismo ni‘con
los dos inmediatos.

Sabido el nimero de diagonales que parten de un
vértice, se obtendra el total de las que tiene el poligono
multiplicando por el numero de vértices o lados y divi-
diendo por 2, a causa de que la diagonal que une un
vértice B con otro D, es la misma que une el D con el B,
por lo cual todas se repiten.

Ejercicio.—Hallar el namero de diagonales de un cuadri-
litero, de un exdgono... y en general de un poligono cuyo ni-
mero de lados se represente por la letra 2. Aplicar esta tltima
expresion (que se llama formaula) al caso de un tridngulo, para
ver que no tiene diagenales.

51.—Las diagonales que parten de un vértice de un
poligono de més de tres lados, convexo, lo descomponen
en tantos tridngulos como lados queden suprimiendo dos.
Pues si suponemos el poligono cortado por ellas, como
un solo corte separa dos trozos; dos cortes, tres trozos,
etcétera, habra un tridngulo mds que diagonales, y siendo
preciso para saber cudntas eran éstas suprimir Zves lados,
s6lo habrd que suprimir dos para obtener el nimero de
tridngulos.
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También puede descomponerse el poligono en tridn-

gulos tomando un punto interior y uniéndole con todos
los vértices, con lo cual resultan Zantos tridngulos como
lados.

‘EJERCICIO.—Decir en cudntos tridngulos se descomponen
las poligonos mencionados en el gjercicio precedente, ya se to-
me como centro de descomposicion un vértice, un punto interior
o un punto situado sobre un lado.

52. Tridngulos.—Son los po-
ligonos de mayor importancia. En
ellos a cada angulo se opone un lado,
que es el que no pasa por su vértice;
y a cadalado un dngulo, que es el
que forman los otros dos. (Diganse

-en la fig. 12).

Por lo comiin designaremos con las letras A, B, C
los dngulos cuyos vértices son estos puntos, y por a, 6, ¢
los lados respectivamente opuestos, en orden de tama-
fio decreciente. _

Bisectrices de un tridngulo son las de sus dngulos;
medianas, las rectas como CM que unen un vértice con
el punto medio del ladc opuesto; alluras, las perpendicu-

lares trazadas desde un vértice al lado opuesto (como
AH) o a su prolongacién (como CH"); édase, el lado sobre
el cual cae la altura (CB si la altura es AH; BA si es CH').

Se verd que existen tridngulos con los tres lados
iguales y se les llama egauzlateros, o con solo dos lados
iguales, recibiendo entonces el tridngulo la denominacién
de zsosceles, y llamandose en él especialmente dase el la-

do que no tiene igual, zérfice el opuesto a este lado, y
alture la que parte de este vértice.
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Se vera, asimismo, que existen triangulos con un dn-
gulo recto, los cuales se llaman tridngulos rectangulos,
siendo en ellos Azpotenusa €l lado opuesto al dngulo rec-

_to, y calelos los otros lados que lo forman.

53. Cuadrangulos o cuadrildteros. Son los po-
ligonos de cuatro lados. Tienen dos diagonales. Re-
corriendo el contorno sin retroceso se llaman lados
bpuestos los que ocupan lugares no contiguos (1.%y 3.°

°y 4.°)

Los cuadriliteros que no tienen lados paralelos se
llaman #rapezoides; los que tienen dos lados opuestos pa-
ralelos se denominan #rapecios, (fig. 13) siendo sus dases
los lados paralelos y altura la perpendicular desde un
punto de una base a la otra. Un trapecio es zsdsceles s!
los lados no paralelos son iguales.

Paralelogramo ¢s ¢/ cuadranpulo que liene paralelos
sus dos pares de lados opuestos.

Puede resumirse en el siguiente cuadro la clasifica-
cion de los cuadrildteros.

‘ s E ;-" / i / ; tdrads
Trapecto Foinbotde Ttk Hectangula.

Pii‘j.li. fig-lﬁ. E‘ié.ls- Pig.lﬁ. %‘ig.l?.
gl Sin lados paralelos . . . e e et rmdagoide _
&| Con un par de lados paralelos s os e Tragecag (B
= desiguales— Romborde (fg. 14)

Con los dos pares l con cIas{ oblicuos { iguales — Rombo (fig. 15)

de lados opuestos | lados
paralelos: mmedml perpen- [ desiguales — Rectingulo (fig 16)
i3 | diculares | iguales —Cwadrado (fig. 17)

CUADRIL

Paralelogramos




54. Curvas usuales.—Ademis de la circunferencia
de la cual se ha dicho algo en anteriores parrafos, conviene co-
nocer algunas otras curvas, tales como las siguientes:

Elipse.—5e describe esta curva fijando los extremos de un
hilo en dos puntos llamados foces y manteniéndolo tenso por
medio de una punta (ldpiz, clarién, ete.), que

; : ¢
se mueve en cuanto lo consiente la condi-

PN
S,

cidn de permanecer tirante el hilo. (Fig. 18). 4 A
La recta determinada por los focos F y F' :
S ; B’
y limitada en la curva se llama eje mayor, su
Fig. 18,

punto medio centro, la perpendicular en este
punto limitada en los de interseccién de la curva ¢je menor, y
los extremos de los ejes wértices.

Las rectas que unen un punto de la curva con los focos son
los radies wectores.

LL.a propiedad caracteristica de la curva, que puede servir pa-
ra definirla es que /e suma de los dos radios vectores de un punto
(CF 4 CF°) es constante e igual al efe mayor.

De la relacion entre OF (semidistancia focal) y OA (semieje
mayor) se deduce la excentricidad de la curva. Cuando los focos
se reunen en el centro, la excentricidad es cero, v la elipse se con-
vierte en circunferencia; pero si los focos estdan préoximos a los
extremos del eje mayor, la excentricidad es grande, v la elipse
muy achatada.

Se puede construir una elipse por otro procedimiento como-
do, fundadndose en que sZ los extremos de un seginento. fijo se apo-
yan constantemente sobre los lados de wie dngilo recto. un punto
determinadeo de aguel segmento deseribe parte de una elipse.  Con
una banda de papel en que se tengan sefaladss los puntos fijos
es facil trazar la curva.

Parabola.—Es una curva de una sola rama que puede de-
finirse como lugar geomdtrico de los punitos de un plano que equi-
distan de una veca fija. lHamada divectriz, y de un punto fijo, de-
nominado foco. :
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FEje es la perpendicular a la directriz trazada desde el foco,
y wériice, el punto de la curya situado en ¢l eje.

Para trazar un arco de pardbola nos pode-
mos valer de un tridgngulo rectingulo de ma-
frressciall dera, (escuadra o cartabon), uno de cuyos ca-
: tetos se hace resbalar a lo largo de una regla
coincidente con la directriz, mientras que, con-

tra el borde del otro cateto, se mantiene tiran-

RLgILh te, con el ldpiz, un hilo, sujeto al extremo de
dicho cateto, y de longitud igual a él, que permanece fijo al foco
por la otra punta. (Fig. 19). '

Hipérbola,—Es una curva tal, que la diferencia de las dis-
tancias de uno cualquiera de sus puntos a dos fijos (llamados  jo-
¢os), es constante. (Fig. 20),

AB es el ¢je principal; su punto medio, el centro, y la perpen-
dicular CD se considera como otro eje.

en un foco, y que lleve sujeto al otro un ,
hilo cuya longitud se diferencie de la'de la / =

Las dos ramas de la hipérbola no tienen puntos comunes,
Se puede describir un arco de hipérbola
con una regla que se fija por un extremo :

=
regla en la del eje mayor, y cuyo extre-
mo libre se mantiene en el otro foco. Sia \
la vez que se hace girar la regla se sujeta
contra su borde el hilo, de modo que que- Fig.20
de tirante por medio de un ldpiz, claridn,
etcétera, la punta de éste describird un arco de hipérbola. (Fi-
gura 20). :

55. Movimiento de las figuras.-Ignaldad
y simetria.—Si consideramos una figara, v. g.: ¢l tri-
angulo ABC (fig. 21), y uniendo sus vértices con un pun-
to, O, hacemos efectuar a la figura total un giro alrededor
del punto O, sin salir del plano, (admitiendo como axio
ma que esto no la deforma), diremos que se ha ejecutado
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un movimiento de rotacion alrededor del enfro O. La
nueva figura A'B'C’ podria volver a coincidir con ABC
invirtiendo la rotacion efectuada.

Estas figuras que pueden coincidir, se dice que son
zguales. Ademids observaremos que cuando se recorre
v el lado AB del triangulo ABC en

\_ el sentido que su enunciacién ex-
7 apresa, el vértice C cae a la iz

/  quierda, y lo mismo acontece con
o el C' cuando se recorre el lado
mgn A'B' desde A’ a B’. Por esta

causa se dice que los tridngu-

los ABC y A'B'C’ son diérectamente iguales o que tienen-
igual orzentacion o sentide. lLos puntos A y A', ByB,
C y C, que coinciden al hacerlo las figuras se llaman
puntos Aomélogos (de igual lugar relativo). También son
homologos los segmentos AB y A'B’, BC y B'C/, etc.

Sin que nos detengamos ahora a demostrarlo, advertiremos
que, inversamente, cuando se sepa que dos triangulos ABC y
A'B'C’ son directamente iguales, y estos tridngulos estén sobre
un mismo plano y no tengan sus lades paralelos puede encon-

trarse cierto punto O, que sirva de centro de rotacion para lle-
var un tridngulo sobre el otro.

%

56. Simetria vespecto a un centro.—Dos puntos A
y A’ se dicen simétricos respecto
a un centro O, cuando éste es el
punto medio del segmento AA’
(fig. 22). Es claro que imprimiendo
al segmento OA’" una rotacién al- :
rededor de O, de modo que describa un angulo llano, A’
caerd sobre A. Andlogamente, si unimos los vértices




de un tridngulo ABC, con O, y tomamos los puntos si-
métricos A’, B, C’, resulta, al unirlos en el orden en que
se mencionan, otro tridngulo que es el semétrico de ABC.
Por un giro de un dngulo llano, al mismo tiempo que A
‘coincide con A’ cae B sobre B, ete., por lo cual los tri-
dngulos son zguales; y lo son directamente, porque los
puntos C y C’ caen a la misma mano (izquierda) de los
segmentos AB y A'B’, respectivamente, cuando éstos se
recorren en el sentido expresado al enunciarlos.

Si el trigngulo A'B'C’ se arrancase de la posicién
que ocupa y, sin levantarlo del plano, se colocase en
otra, seguiria siendo igual al ABC, pero no simétrico.

57. Simetria respecto a un eje.—Dos puntos A y A’
(fig. 23) son simétricos con respecto al egje XY cuando éste
b es perpendicular al segmento AA'

en su punto medro. De aqui que

N‘. para obtener el punto A" bastarfa

i trazar desde el A la perpendicular

1/ g-#%  al eje y prolongarla en un segmen
to OA” = OA.

Si se doblase el plano por XY abatiendo la region
superior sobre la inferior (rotacién alrededor de XY)
OA coincidirfa en direccion con OA’, porque el dngulo
AOY es recto, y de no coincidir con el A'OY, que tam-
bién lo es (38) y tiene con él el lado OY comin, estos
dngulos serfan desiguales, cosa absurda.

Como ademds, en tamafio, OA = OA’, el punto A
caerd precisamente sobre el A’

58. Podria esto enunciarse diciendo que al doblar
el plano por el eje, todo segmento perpendicular al mis-

3



mo, situado en una de las regiones, coincide con su pro-
longacién en la otra.

- Y esto es propiedad caracteristica de la perpendicular,
porque otro segmento oblicuo, tal como el AD, toma, al
doblar por el eje, la posicion DA’ en que los dngulos
1 y 2 son iguales; y es imposible que el camino ADA’
sea rectilineo puesto que entre los puntos A y A" no pue-
de haber recta distinta de la AA".

59. La distancia wenor entre un punto A y una
recta XY, es el segmento trazado desde el punto perpen-
dicularmente a la recta, y terminado en el punto en que
encuentra a ésta. (A este punto y a los demds en que
encuentren a la recta otros segmentos, se les llama pre
de éstos).

Porque si se traza cualquier segmento oblicuo AD y
se une D con A’ simétrico de A, el segmento de recta
AA’ doble de AO, serda menor que la linea quebrada
ADA’, doble de AD; luego AO < AD.

Demostrado que el segmento AO es menor que cual-
quier segmento oblicuo, queda probado que es minimo
absoluto, puesto que AO es el #nzeo sSegmento perpendi-
cular; y por eso se lama distancia de un p?;nto a una rec-
ta, la contada sobre el segmento perpendicular a la recta y
comprendido entre ella y el punto.

En cuanto a los segmentos oblicuos, tales como AD),
AE, etc., se observa (y se confirmard mds adelante) que
son tanto mayores cuanto mds se aleja su pie del de la
perpendicular.

60. Si tenemos ahora el tridngulo ABC (fig. 24) y
tomamos los puntos A', B, C', simétricos de sus vérti-
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ces con respecto al eje XY, al unirlos en igual orden que
lo estdn aquéllos se obtendra el tridngulo A'B'C" simeé-
trico del ABC. Estos tridngulos
son iguales, puesto que coincidi-
rian_al doblar el plano por el eje,
pero 16 son inversamente, por es-
tar orientados de distinto modo.
Y, efectivamente, mientras el vér-
tice B caerfa a wmano izquierda
de un observador que recorriese AC (de A a C) caeria
a mano derecha del que recorriese A'C’ (de A" a C).

Si se sacase A'B'C" de su posicién, sin levantarlo del
plano, ya no serfa simétrico de ABC con respecto a XY,
pero st Znversamente igual, necesitindose para la coin.
cidencia de ambos darle la wvuelta a alguno de ellos,
de modo que, admitiéndoles dos caras, el derecho pasase
a ser reves.

61. Zraslacién rectilinea o paralela.—Si considera-
mos el tridngulo ABC (fig. 25) como unido znvariable-
mente a la recta XY y le hacemos resbalar sobre el pla-
no de modo que el vértice A corra a lo largo de la recta
XY, resbalande ésta sobre si mis-
ma (15), diremos que se imprime
al tridngulo un movimiento de
traslacion rectilinea dirigido por
la recta XY. El tridngulo A'B'C’
resultante de detener el movimien-
to cuando el vértice A llegue a A’, es directamente
zgual al ABC, pues coincidiria con ¢l por la traslacion
inversa de la ejecutada,

Fig. 25,
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Advertiremos, sin demostrarlo por ahora, que en este movi-
miento los vértices A, B y C recorren segmentos paralelos e
iguales, a causa de lo cual también se dice que se ha efectuado
una traslacion paralela ala recta XY.

62. OBSERVACION.—En los pdrrafos anteriores, que tra-
tan de los movimientos, igualdad y simetria de las figuras, nos
hemos referido siempre al tridngulo, por ser ficil extender las
propiedades a las demds figuras planas considerdndolas como
conjuntos de tridngulos. As{, por ejemplo, un poligono se de-
termina por una serie de tridngulos que teniendo por base comiin
un lado del poligono tengan por tercer vértice cada uno de los
restantes del poligono en cuestién.

63. Los teoremas y las demostraciones.
Los feoremas o proposiciones cuya evidencia no es in-
mediata, constan de dos partes: una, cuya verdad se ad-
mite o se supone, llamada Zzpétesis, y otra, que es nece-
sario patentizar por medio de un raciocinio, y que recibe
el nombre de conclusion o teszs. Si decimos v. gr.: En
una crrcunferencia, las cuerdas de arcos iguales, son igua-
les, admitimos como hipbtesis que existen varios arcos
iguales, y deseamos probar, mediante un razonamiento
légico que constituye la demostracién, que las cuerdas
correspondientes a aquellos arcos han de ser zgwales: és-
ta es la conclusién o tesis. Si afirmamos que por un
punto exterior a una recta se le puede trazar una per-
pendicular unica, la hipotesis es la existencia de la recta
y el punto, y la conclusién la existencia de la perpen-
dicular y su cualidad de ser tnica.

Poniendo los enunciados en forma condicional es co-
mo mejor se percibe la separacién entre la hipétesis
y la tesis; pues al decir, por ejemplo, sz dos angulos
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son adyacentes, su suma es dos reclos, se advierte con
claridad que suponemos que los dos dngulos son ad-
yacentes, y queremos demostrar que suman dos rectos;
constituyendo lo primero la hipdtesis y lo segundo la
conclusion.

Para la demostracion o raciocinio por el cual pasamos
de la hipétesis a la tesis, conviene fijarse bien en dicha
hipétesis y tenerla muy presente en el curso de la de-
mostracién, pues si algunas veces es tan sencilla que no
exige ningun esfuerzo su comprensién y retenciéon en la
memoria, como acontece en los primeros ejemplos pre-
sentados antes, hay otras en que es util sustituir concep-
tos o palabras cuya equivalencia resulta de las definicio-
nes dadas o de principios establecidos, y estas sustitucio-
nes sirven de enlace a las premisas y las dirigen a la
conclusion.

Para aclarar estas advertencias las aplicaremos al si-
guiente sencillo ejemplo:

Al querer demostrar que si dos dngulos son adya-
centes suman dos rectos, debemos recordar, que dngu-
los adyacentes son los consecutivos cuyos lados no comunes
Jorman un llano, pues sin este recuerdo la demostracién
del teorema carecerfa de sentido. Puede, ademas, con-
venirnos decir en vez de dngulo llano, dos rectos; y asf
se aclara la demostracién, que serfa:

Hipotesis.—ILos dos dangulos dados son adyacentes
—adyacentes significa que sus lados no comunes forman
un llano—esto equivale a decir que los 4dngulos dados
suman un llano-—pero un llano son dos rectos—/uxego los
dngulos dados suman dos rectos (conclusion).
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Se ve, pues, que esta conclusion zacié de la hipéte-
sis, y la demostracion ha consistido en #ransformar aque-
lla verdad contenida en el supuesto, valiéndonos para
ello de la definicion de dngulos adyacentes, del concepto
de suma de dngulos, de la equivalencia entre el llano y
dos rectos, y de las reglas logicas del discurso.

64. Enlace entre proposiciones.—Un teorema es re-
ciproco de otro, llamado directo, cuando tiene por hipéte-
sis la conclusién y por conclusion la hipotesis de éste, y
contrario, cuando tiene la misma hipétesis y la misma
conclusién del directo, pero negadas.

El teorema (abreviado): sz dos arcos son iguales, lo
son las cuerdas, tendria por reczproco: si son iguales las
cuerdas, lo son los arcos; y por contrarto: si N0 Son igia-
les las cuerdas, no lo son los arcos.

Es principio de Loégica que una cosa no puede ser
y 70 ser a un tiempo mismo, y en virtud de ello, entre
los tres teoremas directo, reciproco y contrario, existe tal
relacién, que siendo ciertos el 1.2y el 2° lo es el 3.9
y siendo verdaderos el 1.° y el 3. lo es el 2.°

Lo probaremos valiéndonos del anterior ejemplo.

Demos por cierto que:

(Directo) Si los arcos son iguales—las cuerdas son iguales

y

(Reciproco) Silas cuerdas son iguales—los arcos son iguales
El contrario
Si los arcos no son iguales—las cuerdas no son iguales

es clerto; porque si sucediese que las cuerdas fuesen
iguales, como esto, segtn el reciproco, exige que los ar-
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cos sean iguales, dichos arcos deberdn serlo (por el re-
ciproco) y no serlo (por la hipétesis del contrario), cosa
absurda.

Andlogamente se probaria—(el lector debe intentar-
lo)—que la verdad del directo y el contrario entrafa la
del reciproco. Y que el reciproco del contrario o con-
trario del reciproco son también verdaderos.

De todo lo cual haremos uso frecuente.

65. Cuando en un teorema se hacen todas las hipo-
tesis posibles, y las conclusiones son distintas para cada
una e incompatibles entre si, los reciprocos corvespondien-
les a esas varias hipotesis son ctertos.

Supongamos, v. gr.: que las diversas hipétesis se re-
presentan por las letras A, B, C y las respectivas con-
clusiones por P, Q, R. De suerte que

Si se verifica A, se verificard P

’ B, ’ )
s & > R

Los reciprocos,

Si se verifica P se verificard A
» Q » B
> R ’ C
serdn ciertos. Porque si queremos v. gr.: probar el 1.°
de estos reciprocos, diremos: Si se verifica P, se verifi-
card A, porque si no, se verificarfa una de las hipdtesis
(tinicas posibles) B o C, y como entonces por los direc-
tos se sabe que se verificard Q o R, no se podra verifi-
car P, que es incompatible con ellas; lo cual se contradice
con nuestra afirmacién de que P se verificaba.
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Esta advertencia es también de uso frecuente, y por eso pro-
ponemos el siguiente ejercicio: aplicar los razonamientos ante-
riores al teorema referente a la comparacidn entre arcos y cuer-
das de una circunferencia. (Hipdtesis: que un arco sea igual,
mayor o menor que otro).

ADVERTENCIA.—En lo sucesivo, cuando sea necesario dis-
tinguir los teoremas directo, reciproco, etc., se designara el di-
recto por la letra T, el reciproco por R, el contrario por C, y el
reciproco del contrario por RC.

La demostracion se sefialard frecuentemente con la letra D,
y lafigura con la F.




CAPITULO II
Medida de segmentos, arcos y angulos

66. Medir un segmentc de recta es compararle
con otro tomado como unidad o médulo para averiguar
la longitud de aquél, o razén que tiene con la unidad.

Dicha razén viene expresada por un numero entero,
fraccionario o inconmensurable.

Las unidades empleadas por nosotros son las del sis-
tema métrico decimal, es decir, el metro, sus divisores y
sus multiplos. Pero a veces puede tomarse como unidad
un segmento arbitrario, y, entonces, para medir otro se
lleva aquél sobre éste (por medio de una cuerda o del
compds) las veces que se pueda. Si al hacerlo quedase
un trozo del segmento medido inferior al segmento-uni-
dad, conviene hallar la mdxima medida comin, es decir,
un segmento exactamente contenido en ambos, y que
sea el mayor entre los que cumplan esta condicién; lo
cual se consigue por un procedimiento en todo andlogo
al que se emplea en Aritmética para hallar el mdximo co-
min divisor de dos numeros.

He aquf la regla: se averigua las veces que el mayor
segmento, a, contiene al b, llevando éste sobre aquel. St
lo contiene exaclamente, b serd la mdxima medida comiin.
St queda un resto, se procede con' b y con el resto como
antes con a y b, y de igual modo se continiia hasta hallar,
Sz es posible, un resto cero. El tiltimo segmento con que
se ha operado es la medida comtn buscada.
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Si por ejemplo @ contiene a & dos veces y sobra el resto 7,
serd (hdgase la figura)

e=26b6+7r (1)
Si # estd contenido en & tres veces y sobra un resto #, serd
=3 r47 [2)
Y si 7' estuviese contenido dos veces en » y no hubiese ya
resto, seria
r=27" (3

Poniendo ahora en la igualdad (2) el valor de » que da la (3),
seria

b=3 Xe¥ +7r—="9%

y si este valor de 4 y el anterior de # se substituyen en la (1)
saldrd :

a=2X7¥v¥+z27r=167.

Luego #' es un segmento contenido 7 veces en & y 16 ve-
ces en @, esto es, una unidad comun, con la cual se evalian en
niimeros enteros los segmentos dados,

Y como otro segmento contenido en @ y #lo estarfa en #, se-
gtin se advierte fdcilmente por la igualdad (1), y de estarlo en &
y en 7 lo estaria en #, no podrd exceder a éste; luego # ¢s la
medida comun mdéxima.

La razén de dos cantidades, se aprecia, segtin la Aritmética
ensefia, por la razon o cociente de los nimeros que expresan sus
medidas hechas con una misma unidad, luego la razén de a con &
serd el cociente de 16 por 7, esto es:

a 16
&
De donde se desprende que si se tomase & por unidad, el nu-

16
mero que indicarfa la medida de ¢ serfa —.
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67. Secomprende que si al proceder como acaba de ex-
ponerse para hallar la medida comin de a y 4 los restos sucesi.
vos #, 7, etc., estuviesen siempre sometidos a cierta ley, v. g.: a
la de que cada uno fuese mayor que el duplo y menor que el
triplo del siguiente, no se alcanzarfa jamds fedricamente, €l resto
cero, y por tanto @ y & no tendrian medida comiin, y serfan jus-
tamente llamados Zuconmensurables.

Entonces, al medir @ con 4 no puede expresarse Su razon
exactamente por ningin numero entero ni fraccionario; pero las
relaciones existentes en la figura donde intervengan los segmen-
tos dados, pueden permitirnos encontrar expresiones numéricas
para dicha razon, como si, por ejemplo, cuando # fuese 1 de-
biera ser @ — V2. Entonces esta expresion, V2, se llama ni-
mero Hiconmensurable, y se dice, aunque no muy propiamente,
que expresa la medida de @ cuando se toma & por unidad.

Y nétese que la imposibilidad de medir exactamente @ con &
se traduce, en el terreno numérico, por la imposibilidad de ex-
traer exactamente la raiz cuadrada de 2. Las fracciones (gene-
ralmente decimales) como 1, 4; 1,41, ete., que expresan apro-
ximadamente esta raiz, son, de igual modo, valores aproximados
de la medida de @ con la unidad &,

Advertiremos, finalmente, que si la medida de # con & se ha-
ce mecdnicamente, llevando unos segmentos sobre otros, la in-
conmensurabilidad no se manifiesta, porque bien pronto los res-
tos adquieren un tamafio inapreciable, aun prescindiendo de los
errores inherentes al uso de los sentidos y de los instrumentos
mas perfectos.

- 68, Es frecuente el problema de cambiar de unidad, es
decir, de expresar la medida de un segmento, v. g.! en waras
teniéndola conocida en mzefros, o viceversa.

Esto constituye un problema aritmético resoluble mediante
una regla de tres, siempre que se conozca una relacidn entre las
unidades propuestas.



T
Si, por ejemplo, se sabe que
SR = G
y el segmento conocido tuviese 12 m,, dirfamos:

5 m. equivalen a 6 v.
12 m. » x

y la evidente proporcionalidad directa existente entre estas can-
tidades darfa:
12 m. 6 X 12

F=6v. X —— 6 r—
5 e X oy 6 x p de vara.

Si las transformaciones que han de hacerse son varias, és
preferible hallar el valor de la unidad, de este modo:

5 m. equivalen a 6 v.
I m. » x

6
# = —de vara
5

y luego
I m. equivale a — de vara

12 m. » ¥
6 12
P — =Sy
-
Resultado igual al de antes.
69. Arcos.—Amplitud de un arco de circunferen-
cia es la razén de aquel arco a la circunferencia entera.
Para estimar la amplitud de un arco, se supone divi-
dida la circunferencia en 360 partes (*) llamadas grados;
cada grado en 60 partes que son mznutos, y cada minu-
to en 60 segundos. Los grados suelen llevar como in-
(*) Esta division, que es atin la m4s frecuente, se llama sexagesimal.

Hay otra, llamada centesimal, segiin la cual se divide la circunferencia en
400 grados; cada grado en 100 minutos y cada minuto en oo segundos.
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dicacién un pequefio cero, asf: 37°; los minutos un acen-
to, y los segundos dos, de este modo: 25°, 36". Un
arco viene, por tanto, expresado en general por un ni-
mero complejo, que se puede reducir a incomplejo si-
guiendo las reglas de la Aritmética.

Ejemplo: 25° 15, 40", se leerd: 235 grados, 15 mi-
nutos y 40 segundos. Este arco vale, reducido a gra-

o : 40
dos, 25°y 22 grado; enminutos, 1515 —, y €n se-
3600  ° 60

gundos, g0g40.

La razén de las amplitudes de dos arcos se hallard
como en la Aritmética se preceptua, reduciéndolos ambos
a unidades de la misma clase y dividiendo los niimeros
que expresan sus medidas.

204 124

Ejemplo: e S e

70. El arco de 9o° que es la cuarta parte de la
circunferencia se llama cuadrante, y €l de 180° semicir-
cunferencia.

71 Longitud de una cireunferencia, es su relacion
con la unidad rectilinea (metro, vara, etc.)

Pero como una recta no puede adaptarse a la circun-
ferencia, la medida de ésta no se halla por aplicacién so-
bre ella de la unidad de longitud. Si se trata de un ob-
jeto material (un tubo, por ejemplo), la medida de la cir-
cunferencia puede hacerse aproximadamente rodeindola
de un hilo o cordel poco eldstico, de manera que se
amolde a ella con la mayor precision posible, y determi-
nando después la longitud de aquel hilo puesto tirante.



Pero si se trata de circunferencias dibujadas, la lon-
gitud de la circunferencia se calci/a tomando como dato
el didmetro o el radio.

Las férmulas que para ello se emplean, son las si-
guientes:

C=a.d o bien C=mw .2 . ¥

en las cuales C representa la longitud de la circunferen-
cia, @ el didmetro, » el radio y = el nimero inconmensu-
rable 3'14159..... del cual se toman por lo general como
aproximados los valores 3’14, para circunferencias no
muy grandes, y 3’1416 para las de didmetro. conside:
rable.

Con estas formulas podemos resolver los problemas
que siguen:

e

Conociendo el radio de una circunferencia, ha-
Uar su longitud. Ejemplo: radio, 3 dm. Didmetro,

6 dm.
C=06 X 314 = 1884 (en dm.)

2.°  Dada la longitud de una creunferencia, hallar

su radio. Ejemplo: C = 100 m.
De C =7 . #se obtiene dividiendo por « los dos
miembros de la igualdad,
& &

D ———
7 ar

luego, para el ejemplo

¢i=—1709—=31‘8 V=185
314

72. Si representamos por /Z la longitud de un arco,
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cuya amplitud sea de » grados, por medio de la regla
de tres

Longitud del arco de 1800 . .., ... ... A
Id. ids ' de et el e /

se obtendrian las formulas

. O ¢ 1800.2 ' /. 1800

e e T ot g

1 81

1800 : Y. #0 . m

que hacen conocer, respectivamente, la longitud, la am-
plitud y el radio.

Ogservacion.—La amplitud del arco y la de la se-
rn1c1rcunferenc1a han de expresarse en forma de incom-
pleJos del mismo orden, es decir, ambas en grados, o
ambas en minutos, etc.

Ejemplos: 1.0 2Qué longitud tiene un arco de 20 y 4’ en
una cireunferencia de o5 m. de vadio?

204 = 124'| ,_ 05 X314 X 124
1800 = 10800’ 10800

2.0 sCudl es el valor gradual de un arco de longitud ivual
al radior
1300 . / 1300 3 S
=7, n= = o= 57917 45
v L4

73. Llamaremos arco correspondiente a tn dn-
gulo, al descrito desde su vértice como centro, con un
radio cualquiera, e interceptado entre los lados del dn-
gulo.

Angulo central correspondiente a un arco, ¢s el que
tiene su centro por vértice, y cuyos lados pasan por los
extremes del arco. En la (fig. 26) se ven varios *mgu—
los con sus arcos correspondientes.
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Segiin esto, a un dngulo dado corresponden cuantos

arcos se quiera, por ser arbitrario el radio; pero a un ar-
co dado solo le corresponde un dngulo central.

74. St dos dngulos son iguales, sus arcos corrvespon-
dientes, descritos con igual radio, son iguales.

Sean los dngulos ABC y A'B'C’ y sean AC y A'C

los arcos de igual radio que

¢ tienen por centros respecti-

vos los vértices B y B'. (Fi-
gura 26.)

D.—Al hacer coincidir
los angulos coinciden los ar-
cos correspondientes, que se-
ran, por lo tanto, iguales.

Deraries.—Coloquemos
el punto B’ sobre el B y la semirrecta B'A” sobre la BA
haciendo ademds que los otros lados B'C" y BC caigan a
una misma regién respecto a las semirrectas que hace-
mos coincidir. Entonces, por ser iguales los dngulos, la
semirrecta B'C’ se confundird con la BC. Ademads, co-
mo las longitudes B'A” y BA que nos han servido de ra-
dios para trazar los arcos, son iguales, A’ caerd sobre A;
y, andlogamente, por ser BC' = BC, C' caerd sobre C.
Luego los arcos A'C’ y AC pertenecientes a circunferen-
cias izuales, y que tienen los extremos confundidos, coin-
cidirdn, y serdn iguales.

75. La razén de dos angulgs es igual a la de sus
arcos correspondientes de igual radio

Sean los dngulos ABC y DEF (fig. 26) y describamos



desde sus vértices como centros los arcos de igual radio

AC y DF.

D.—La razén de los dngulos y la de los arcos equi-
valen ambas a un mismo cociente o razén de numeros.

DEeTALLES.—Supongamos, en primer término, que
dividiendo el angulo ABC en partes iguales, 2, por ejem-
plo, una de ellas, que sera el angulo ABM, esté conteni-
da un nimero exacto de veces, v. g.: 3, en el dngulo
DEF. Tomando entonces por unidad comin dicho an-
gulo ABM, el nimero que expresa la medida del dngulo
ABC serd 2, y el que expresa la de DEF serd 3; luego

DEF 3

st TN,
kBc. ;2

Por otra parte, a los dos dngulos iguales al ABM en
que se dividié el ABC corresponden 2 arcos iguales al
AM (74) y a los tres dngulos que contenfa el DEF otros
tres arcos todos iguales. Si pues se toma por moédulo
para los arcos el AM, podremos escribir;

DF 3

AC 2

(é).

Comparando las igualdades (@) y (4) deducimos, de
conformidad con el enunciado, que

DEF _ DF
ABC  AC
Si la razén de los dngulos no es conmensurable, al
dividir el dngulo ABC, por ejemplo, en # partes iguales,
no podrd una de ellas estar contenida exactamente en el



angulo DEF: perc si éste contiene mds de m y menos
DEF ; did |

~ estard comprendida entre las
ABC P 2

e m 4 1
y #

de m -+ 1, Ja razén

. - I
, cuya diferencia, — puede

ser arbitrariamente pequefia para valores suficientemen-

DF :
- estara tam-
AC

m o1

bién comprendida entre las mismas fracciones — y
: _ =

dos fracciones —
¥

te grandes de ». La razén de los arcos

s

y como, segun la Aritmética, cuando dos constantes es-
tin comprendidas entre unas’'mismas variables de dife-
rencia arbitrariamente pequefia dichas constantes son
iguales, se concluird, como antes:

DEF DF,
ABC — AC

Corolarios.—1.° Se sabe que la medida de una can-
tidad es su razén con el modulo o unidad, la cual viene
expresada por un numero; luego en virtud del teorema
precedente podremos decir que uz angulo tiene la misma
medida que el arco correspondiente descrilo con cierto ra-
dio, stempre que se ltome como unidad de arcos el corres
pondiente a la unidad de dngulos y descrito con aquel
mismo radio.

2.°  Zodos los arcos corvespondientes @ un mismo an-
gulo tienen igual amplitud o valor gradual.

Pues si se tomase como unidad de dngulos el dngulo
de una vuelta, al que corresponde siempre como arco
toda la circunferencia, es decir, 360° vy tuviéramos un
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angulo A, al cual correspondiesen los arcos de distinto
radio @ y @', segin el teorema

dang. A s @
dng. de una vuelta 3600 a a
luego =
dng. A ne ik 3600 3600
4ng. de una vuelta 3600

lo que exige que el valor gradual de 2 sea el mismo que
el de 2.

OsservAciON. — La frase angulo de tantos grados
quiere decir que el arco correspondiente tiene ese mismo
numero de grados.

Escolio.—En vez de decirse que la razon de los dn-
gulos es igual a la de los arcos correspondientes, de igual

radio, puede decirse: los dngulos son pmpoﬂzmala a los
arcos corvespondientes.

76. Al dngulo de una vuelta (36) le corresponde
como arco toda la circunferencia, es decir 360° al Zano
180°, y al recto 9o® (un cuadrante).

St un dngulo estd medido en rectos y se quiere medr
en grados, basta mulliplicar por 9o el nimero que ex-

presaba su medida en rveclos e indicar que el rem/e‘mz’a
son grados.

Ejemplo: El d4ngulo de —i— de “recto {cudntos gra-
dos tiene? ;

% X go = 3_>§___?_. = TR — 54 (en grados).
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Porque tomar los & de un recto, esto es, e 9o°,

equivale a multiplicar go°® por 3—5, 0 —:;— por Qo expre-

sando en grados el producto.

Para pasar de la medida en grados a la medida en
rectos, se halla su razon con 9o°

Porque el recto tiene go° y la razén de dos angulos
es igual a la de los arcos.

Ejemplos: 1.° (Qué fraccién de recto es el dngu-
lo de 30°?

300 3

— = e L1 (de recto)
90 9 ety

2.> Expresar en rectos el dngulo de 40° 30'.
40° 30"  2430' 243 (
0o 5400' 540

de recto)

77. Problemas. 1.°—Dibujar un angulo igual a
otro.

AnAvisis.— A dngulos iguales corresponden arcos
iguales (del mismo radio) y a éstos cuerdas iguales, luego:

SinTESIS.—Se traza un arco AC correspondiente al
angulo (fig. 26). Haciendo centro en el origen de una
semirrecta B’A’ se describe un arco que manifiestamente

sea mayor que el AC. Se toma con el compas la distan- -

cia AC (cuerda del arco AC) y se determina sobre el arco
A'C’ el punto C' distante de A" dicha longitud. Final-
mente se traza la recta B'C' y el dangulo A'B'C’ serd
igual al ABC, puesto que les corresponden arcos de igua-
les cuerdas y el mismo radio.
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2.°—Hallar la suma de varios dngulos. Basta cons-
truir un dngulo igual a uno de los sumandos; consecutivo
con él atro igual a otro sumando, etec.

3.*—Hallar el suplemento de un dngulo (menor que
un llano). Basta prolongar, en sentido opuesto, una de
las semirrectas que forman el dngulo dado para tener
otro adyacente a €l, y, por consecuencia, suplementario.

78. Para medir o dibujar dngulos se hace uso del
lrasportador, que generalmente consiste en un semicfrcu-
lo construido de una substancia trasltcida cuya semicir-
cunferencia va dividida en grados, medios grados, etc.
Haciendo coincidir el centro del trasportador con el vér-
tice del dngulo y el radio correspondiente a 0° con un
lado del dngulo, la divisién por la cual pase el otro sefia-
lard la medida. Inversamente, si después de hacer coin-
cidir el radio dicho con una semirrecta se une cierta divi-
sién del trasportador con el origen de aquélla, se tendra

construido un dngulo de medida conocida. (Hdgase pric-
ticamente).




CAPITULO 1II
§ I

La mediatriz y el fridngulo isosceles

79. Mediatriz de un segmento es la perpendiculor a
¢l en su punto medio.

T.—TZodo punto de la mediatriz de un segmento equi-
dista de los extremos del mismo.

F. 27.—Sean AB el segmento, M su punto medio, °

C un punto cualquiera de la mediatriz
MC, y CA y CB las distancias a los

,
i‘\ extremos del segmento, distancias cu-
ya igualdad se intenta probar.

N M 1

D.—Respecto del eje CM, son si-
métricos los puntos A y B; luego al
doblar el plano por CM coinciden di-
chos puntos; y de consiguiente CA y CB, por lo cual sor
iguales.

8o. Corolarios. 1.°—57 dos oblicuas, CA y CB,
tienen sus pies a igual distancia del de la perpendicular
M, son iguales.

D.—Puesto que por hipétesis MA = MB, serd M
punto medio de AB, y MC mediatriz; luego, segin el
teorema, CA = CB.

81. 2.°—Las oblicuas cuyos pies equidistan del de
la perpendicular a una recta jforman dngulos iguales con
la perpendicular | y lambiin con la recta.

Porque si las oblicuas CA y CB tienen sus pies equi-




distantes de M, coincidirdn, segln se ha visto, al doblar
por €l eje MC, y entonces coincidirdn también el dngulo
1' con el 1 y el angulo B con el A.

82. 3.8/ la altura de un triangulo es mediatriz
de la base, el tridngulo es isésceles; y en él, a lados igua-
les se oponen dngulos iguales, siendo ademas aquella al-
tura bisectriz del angulo del vértice.

Sea el tridngulo ABC, cuya altura CM es mediatriz
de AB. Entonces seran MA == MB, y, por tanto, (1.°)
CA == CB, lo que prueba que el tridngulo es isosceles.
Pero también se ha demostrado que los dngulos B y A
son iguales (y se oponen a los lados iguales CA y CB),
y que el dngulo 1”7 es igual al 1, lo que indica ser CM
bisectriz de ACB.

83. C.—S8i un punio no esta sobre la mediatriz de
un segmento no equidista de los extremos de éste.

F. 28.—Sean AB el segmento, MC su mediatriz y D
un punto situado a la derecha de ella.
Vamos a probar que las distancias DA
y DB no son iguales.

I

D.—Como DA cortard a la media-
Fig. 2t triz en un punto C, y, por el teorema
‘ directo, CA = CB, basta ver que DB
es menor que la quebrada DCB, pues ésta es igual a DA.
DEeTaLLes.—DA corta a la mediatriz porque el punto
D se habfa supuesto a la derecha y el A a la izquierda
de la mediatriz. Ademds
Quebrada DCB = DC -} CB, pero CB = CA, luego
31 DEB— DE 4 iCA — DA,
de conformidad con lo dicho.
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OsservAaciON.—Adviértase que si D estd, como se -

habia supuesto, @ la derecha, la distancia menor es la que
hay al extremo de la derecha, y lo contrario ocurrirfa si
D estuviese a la izquierda.

84. R.—Un punto situado a igual distancia de otros
dos, pertencce a la mediatriz del segmento formado al
unty éstos.

Habiéndose patentizado la certeza de los teoremas
directo (79) y contrario (83) este reciproco es cierto (64).

85. Corolarios. 1.°—S57 un tridngulo es isosceles,
su vértice esta sobre la mediatriz de la base; puesto que
las distancias del vértice a los extremos de la base serdn
iguales. |

86. 2.°—Fn el triangulo tsosceles, la mediatyiz de
la base es altura y bisectriz del digulo del vértice.

87. 3.5 dos oblicuas son iguales, sus pies estan
@ igual distancia del de la perpendicular.

Porque si CA = CB, el tridngulo ACB serd is6sce
les, y MC serd mediatriz de AB, lo que indica que-
MA = MB.

OsservacioNes. 1.*—No pueden existir mds que

dos oblicuas de tamafio dado, una a cada lado de la per- -

pendicular; porque solo hay dos puntos a distancia dada,
de M, uno a cada lado.

2.—Una recta no puede encontrar a una circunfe-
rencia en mas de dos puntos. Porque desde el centro a
dicha recta s6lo puede haber dos distancias iguales al
radio. :

88. R. C.—Siun punto no estd a igual distancia
de los extremos de un segmento, no esta en la mediatrez.

e S i Sl




Se sabe que este teorema es cierto, pues lo son el
directo y el contrario (64).

89. Corolarios. 1.°—Si en un tridngulo hay dos
lados desiyuales, al mayor lado se opone mayor angulo
(Fig. 28).

ABD es un tridngulo. Si DB < DA el punto D no
estd en la mediatriz, sino al mismo lado de ella en que
se halle B (83. Observaciéon y 88); luego el lado DA es
cortado por la mediatriz en cierto punto C. Los dngu-
los A y B del tridangulo isésceles ABC son iguales, y co-
mo C esta entre A y D, y, por tanto, BC entre BA y BD,
el dangulo DBA es mayor que CBA o que su igual A:
como querfa probarse.

90. 2 °—RESUMEN.— Ew lodo triangulo, a angulos
Zouales se oponen lados iguales, y @ mayor dngulo mayor
lado.

Repasando los corolarios precedentes, se verd que
se ha demostrado que a lados iguales se oponen angulos
iguales (82), y a mayor lado, mayor dngulo (89), y como
respecto al tamafio de los lados no pueden hacerse otras
hipétesis, y las conclusiones son incompatibles, esta pro-
posicion reciproca es cierta (65).

91. La mediatriz de un segmento es el lugar geomé-
trico de los puntos que equidistan de sus extremos.

Porque se ha probado que todos los puntos de la me-
diatriz tienen esa propiedad de equidistancia (79), y que
no hay otros que la posean (83), por lo cual es exclusiva,
como requiere la definicién de lugar geométrico (22).
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§ II

Propiedades de recfas y circunierencias

La mayor parte de las propiedades que van a exponerse se
deducen de las estudiadas en el parrafo anterior, y por eso las
colocamos en este lugar.

92. Ll centro de una circunferencia que pase por dos
puntos, se halla en la mediatriz de la cuerda que los une,
y dicha medialriz divide en dos parites iguales a cada uno
de los arcos delerminados por la cuerda.

F. 29.—Sean A y B los dos puntos; O, el centro de
la circunferencia; MN, la mediatriz de AB, y tracemos las
cuerdas de uniéon de M y N con A y B.

D.—El centro O equidista de A y
B, luego estd sobre la mediatriz MN
(91). La parte de MN interior al circu-
lo, es, pues, un didmetro.

Pero M y N, puntos de la mediatriz
de AB, equidistan de A y B, luego las
cuerdas MA y MB son iguales, y por
tanto los arcos de igual nombre (26)
asi como las cuerdas y arcos NA y NB.

E‘ig.i!}.

93. Escolio. La recta MN cumple con las cinco
condiciones siguientes:

1.* Pasa por el punto medio de AB.

2.* Es perpendicular a AB.
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3.* Pasa por el centro.

4.* Pasa por el punto medio del arco AMB.

5. Pasa por el punto medio del arco ANB.

Dos de estas condiciones bastan para dzterminar di-
cha recta, y segin las que se elijan como hipétesis re-
sultan hasta diez teoremas, faciles de demostrar. En el
que precede se han tomado por supuesto las dos prime-
ras. lomando la 2. y 3.*, se tendrfa este enunciado:
El diamety o perpendicular a una cuerde divide a ésta y
a los arcos correspondientes en partes iguales.

La demostracion se hace viendo que el didmetro en cuestion
es mediatriz de la cuerda, como altura del tridngulo isdsceles
formado por AB y los radios que fuesen a los puntos A y B.
Asf se recae en el teorema anterior.

94. For tres puntos que no estén en linea recta, se
puede hacer pasar una crrcunferencia wnica, cuyo centro
es el punto de interseccion de las mediatrices de los seg-
mentos que univian los puntos dados.

F. 30.—Sean: A, By C los puntos dados, unidos

entre si, y m, n, p las mediatrices de los segmentos re-
sultantes.

D.—Suponiendo que las mediatrices se cortan, como
B se demuestra en otro lugar, el pun-

to en que lo hacen las #2 y p equi--

dista de A, By Cy por €l pasa la

A “ tercera mediatriz 2. Como dicho
C centro es unico, y el radio es la dis-

tancia de él a uno de los puntos fijos

Fig.30. A, B o C, la circunferencia es #nica.

Deraries.—El punto en que se corten m y p equi-

P



Uy

dista de A, B y C, porque estando en 7 equidista de A
y B, y estando en p de A y C (79). Luego también
equidista de B y C, y debe encontrarse, por ello, en la
mediatriz #.

95. Corolarios. 1.° Z£Y centro de una circunfe-
vencia o de un arco de ella, es el punito de concurso de las
medtatrices de dos cuerdas conliguas trazadas en la cir-
cunferencia o en el arco.

Porque dos de las mediatrices mencionadas en la de-
mostracion del teorema bastan para determinar el centro.

96. 2.° Las tres mediatrices de los lados de un
triangulo concurren en un punio, centro de una crrcunfe-
vencia crcunscripta al triangulo. (Se le llama corcun-
centro).

Este corolario se identifica con ‘el teorema sin mds
que observar que ABC es un tridngulo.

97. 3. Dos arcunferencias colocadas de modo que
corncidan tres de sus puntos, se confunden.

Porque, segtn lo dicho, tendrdn igual centro e igual
radio.

De aqui resulta que dos circunferencias distintas no
pueden tener mds de dos puntos comunes.

98. Posiciones de dos circunferencias. .57 dos cir-
cunferencias tienen un punto comin fiera de la recta que
une sus centvos, tienen comin también el simélrico de
agquél con vespecto a dicha recta.

(Estas circunferencias se llaman secaznfes).

F. 31.—Sea M un punto comin a dos circunferen-
cias (no trazadas) de centros O y O’, y M’ su simétrico
con relacién al ¢fe OO, '




— 61 — )

D.—Los segmentos simétricos OM y OM’ son igua-
les, luego la circunferencia de cen-

M
I‘“H tro O y radio OM pasa por M. Y
0 H o' analogamente para la otra circunfe-
L rencia.
b i OzservaciON — Fuera de los

puntos citados no puede haber ninguno comin a las cir-
cunferencias dadas; porque, si no, coincidirfan (97).

99. Corolario. ZLa recta que une los centros de dos
arcunferencias secantes es medialrez de la cuerda que une
dos puntos comunes.

Consecuencia de la simetria de los puntos comunes.
respecto a la recta de centros.

100. £l segmento de recta que une los centros en
dos ctrcunferencias secantes, es menor que la suma de los
radios de una y otra; pero mayor que la diferencia de los
MESHLOS.

F. 31.—Unanse los centros O y O" con uno de los
puntos comunes, M, con lo cual OM serd el radio de una
de las circunferencias y O'M el de la otra. s

D.—La primera parte, que se expresa por la des-
igualdad

00 £ OM 4 O'M
equivale al axioma de ser el segmento de recta la menor

distancia entre dos puntos.
Por esta misma causa

OM < 00’ 4 O'M
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y disminuyendo en O'M los dos miembros de esta des-
igualdad

.

OM — O'M < OO’
-0 lo que es igual
00’ > OM — O'M

101. SZ dos cireunferencias tienen un punto comin
sobre la recta de sus centros, no lienen mdas puntos comu-
nes que el citado, y la distancia de los centros es itgual a
la suma o a la diferencia de los radios de ambas circunfe-

rencias segun que el punto comun esté, o no, entre los
centros.

El punto comin se llama punto de contacto o de fan-

gencia, y las circunferencias, Zangentes, exterior o inte-
riormente segin caiga o no el punto comun entre am-
bos centros.

F. 32 y 33.—Sea P el punto comiin situado en la
recta OO’ ya sea entre O y O (fig. 32) 0 ya a un mismo
lado de ambos (fig. 33).

D.—Fuera de la recta OO" no puede haber otro

}‘ig. 3L,
r'ig.aa.

punto comiin, M, porque entonces serfa también comin
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el simétrico de éste, M, y habrfa tres P, M y M, cosa
imposible (97).

También es imposible que haya otros puntos comu-
nes sobre OO’; porque entonces esta recta cortarfa a
las circunferencias en mds de dos puntos: absurdo (87-2.%)

Mirando el punto P como extremo del radio OP, y
origen del otro radio es evidente que (en la fig. 32)
00" = OP + PO’
.y (en la 33)
00’ = OP — O'P
lo que demuestra la dltima parte del teorema.

102. Las circunferencias que no sean secantes ni
tangentes, no pueden tener ningtin punto comun. Si
tampoco lo tienen sus circulos se dicen exferiores (una a
otra), y si un circulo estd incluso en el otro, znferiores
(hgs. 34 y 35).

103. £En dos crcunferencias exteriores, la distancia
de los centros es mayor que la suma de los radios, y en
dos interiores, menor que la diferencia.

F. 34.—Sean: O y O’ las circunferencias OA y O'B

sus radios, con lo cual AB serd la

distancia entre los extremos de es-
tos radios.

D.—1.° La distancia OO’ ex-
cede a la suma de los radios; en el
trozo AB; luego

00' > OA | OB
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F. 35.—2.> La diferencia de los radios se compo-
ne de la distancia OO’ aumentada en
AB, luego

00’ < OA — O'B )

104. Escolio-resumen. Parare- B

cordar mejor las relaciones anteriores,

conviene condensarlas en las siguientes

Jformulas en que D expresa la distan-

cia de los centros, R el radio de la mrcunferenma que lo
tenga mayor, y # el otro radio:

Fi

35

=g

POSICIONES RELACIONES
Hxtelores nitent o Brta g e léve o D>R-+4»
Tangentes exteriormente. . ........ D=R-4 7~
< R4
SEEANLES 11 i Mol s pmally e ght a0
D >R —7
Tangentes interiormente. . .. ... ... Bi= Kk.—
Interiotes ). 1 s sas oo - L et DLR—#

105. Por haberse hecho todas las hipGtesis posi-
bles en el teorema directo y ser incompatibles las con-

clusiones obtenidas, los reciprocos son ciertos (65), es

decir, que si se verifica una de las relaciones consigna-
das a la derecha, las circunferencias tendrdn la posicion
indicada enfrente a la izquierda.

Conviene fijarse en el siguiente caso particular.

S7 se hace centro en los extremos de un segmento y se
trazan dos circunferencias de igual radio, cuando éste sea
mayor que la nilad del segmento las circunferencias se-
ran secantes.

Porque la distancia de los centros, que es el seg-
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mento dado, serd menor que la suma de los radios, que

es el duplo de uno de ellos, y mayor que la diferencia,
puesto que €sta es cero.

106. T.—La perpendicular a un radio de una cir-
cunferencia en el extremo del mismo, s6lo tiene comin con
la avcunferencia este punto, es decir , es tangente.

F. 36.—Sean; OA, el radio, y BC, la perpendicular
en el extremo A.

D.—Entre las distancias del centro a los puntos de

BC, la OA, que es la perpendicular, es
F la menor; por lo cual, excepto A, todos
los puntos de BC son exteriores al
A cfrculo (21).
107. R.—La langente a una cir-
. cunferencia es perpendicular al radio
del punto de contacto. '
~ Porque siendo el punto de contacto, A, el mds proxi-
mo al centro (pues los demds son exteriores), el radio OA
que le une con él serd la distancia mznima entre el cen-
tro y la tangente, y, por tanto, perpendicular a ella (59).

!‘ig..‘!ﬂ

108. Escolios. 1.°—Siendo cierto el directo y el
recfproco, lo es el contrario: si una recta no es perpendi-
cular a un radio en su extremo, o si siéndolo, no lo es
en el extremo, no es tangente.

Luego, o es completamente exterior, o es secante,
- 109. 2.°—Por un punto dado en una circunferen-
ca existe unh langente dnica a ella.

Porque existe una unica perpendicular al radio que
va a ese punto.
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110 3.°5—La perpendicular a la recta de los centros
de dos circunferencias tangentes (exterior o interiormente)
en el punto de contacto, es una tangente comun a las dos
cereunferencias.

Porque el punto de contacto de éstas es extremo co-
min de sus radios, a los cuales han de ser perpendicula-
res las tangentes.

111.  En una cdreunferencia (o en dos iguales) las
cuerdas iguales estan a igual distancia del cenitro.

F. 37.—Sean AB y CD dos cuerdas iguales, y OM
y ON las perpendiculares a ellas que miden sus distancias
al centro.

D.—Se podrfa hacer coincidir las cuerdas, y como

> desde el centro no existe mds que una
m perpendicular a la recta tnica que for-
: \ ¢ marfan aquéllas al confundirse, tam-

" bién se confundirdn las perpendiculares
OM y ON, y estos segmentos serdn
£ iguales.

BgoR 112. Corolario. 7odas las cuer-
das iguales de una cirvcunferencia son tangentes a la cir-
cunferencia concéntrica con la dada y cuyo radio sea la
distancia del centro a una de las cuerdas.

Porque una cuerda AB y el radio OM de la circunfe-
rencia mencionada determinado por el punto medio de
dicha cuerda, son perpendiculares, (93) y (106).

Escolio. Podria enunciarse el corolario anterior:

El lugar geométrico de los punitos medios de las cuer-
das iguales de una civcunferencia es obra, concéntrica con

ésta.

e
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113, SI dos cuerdas de una circunferencia son des-
iguales, la mayor estd mas proxima al centro.

F. 37.—Como para estimar su distancia al centro es
indiferente la posicién que la cuerda ocupe (Cor. ante-
rior) tomemos las dos cuerdas a partir de un punto, y a
un mismo lado del centro, y sean AB y AE.

D.—El extremo del arco correspondiente a la cuer-
da menor cae entre los del arco de la cuerda mayor, por
ser el primer arco menor que el segundo, por lo cual el
segmento OM cortard a la cuerda AC en un punto L, y
el segmento perpendicular, OP, serd menor que la parte
OL de la distancia OM, y, por consiguiente, menor que
toda esta distancia.

114. Corolario. Entre todas las cuerdas que pa-
san por un punto, la mayor es el didmetro que pasa por
él, y la menor la perpendicular a dicho didmetro.

F. 38.—Sean: P el punto, AB el didmetro, CD la
cuerda perpendicular y EF otra cual-
quiera. OP y OQ las distancias
desde el centro a CD y EF.

D.—Con respecto a EF, es OQ
perpendicular mientras que OP es
oblicua, luego OQ < OP y segtn
el teorema EF > CD.

Que el diametro AB es mayor que otra cuerda, ya
se sabe (25).

F

Fig. 38
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§ I
Trazado de perpendiculares y fangenfes

115. Problema 1. Z7razar la mediatriz de un seg-
mento.—FuNpaMENTO.—Basta hallar dos puntos equidis-
tantes de los extremos; puesto que habran de pertenecer
a la mediatriz (91) y la determinaran (13).

SoruciéN,—Se toma un radio o abertura de compas
inanifiestamente mayor que la mitad del segmento, y ha-
ciendo centro en los extremos de éste, se trazan dos cir-
cunferencias, cuyos puntos de interseccién equidistardn
de los extremos del segmento, y determinardn la media-
triz. (Hdgase como se indica).

OsmservacioNes.—Las circunferencias serdn secantes
porque su radio excede a la mitad del segmento (105).

No es preciso trazar las circunferencias completas,
sino la parte en que se presume que han de cortarse.

116. Aplicaciones. El problema resuelto permite
resolver los siguientes, que se proponen como ejercicio
para los alumnos:

a)—Hallar el punto medio de un segmento. ;

4)—Sobre una recta dada, considerada como didme-
tro, trazar una circunferencia.

¢/—Dividir en dos partes iguales un arco de circun-
ferencia.

d)—Trazar la bisectriz de un dngulo. (Trdcese el ar-
co correspondiente). -
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¢)—Construir un tridngulo isésceles, dadas la base y
la altura.

Jf/—Describir una circunferencia que pase por dos
puntos. (Indeterminado).

g)—Trazar una circunferencia 'que pase por dos pun-
tos dados y tenga un radio conecido.

&)—Hacer pasar una circunferencia por tres puntos
que no estén en linea recta.

7)—Hallar el centro de una circunferencia o de un
arco.

7)—Inscribir un tridngulo en una circunferencia.
I3
tante de otros dos fijos.

un punto equidis-

//—Encontrar una circunferencia cuyo centro esté en
una linea dada y que pase por dos puntos exteriores

a ella.

»

m)—Hallar una circunferencia tangente a otra en un
punto dado y que pase por otro punto. (Téngase presen-
te que la recta de los centros pasa por el punto de tangencia).

117. M. Zrazar la perpendicular a una recta en

Punto dado sobre ésta.

FuxpamenTo.—Haciendo que este punto sea el pun-
tb medio de un segmento, quedard el problema reducido
a' trazar la mediatriz.

SoLuctoN.—A uno y otro lado del punto dado, se
marcan sobre la recta otros dos que equidisten de aquél,
y se traza la mediatriz del segmento que determman

. [Dibu]em. como se expresa).
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OsservaciON.—Bastarfa encontrar un punto de la
mediatriz, exterior a la recta, pero, como comprobacién,
conviene hallar los dos-que se obtienen como ya es sabi-
do (115) y deben estar en linea recta con el punto dado.

118. Aplicaciones. Se hace uso del problema an-
terior, en los que siguen:

a)—Trazar una recta tangente a una circunferencia
en un punto dado (106). '

4)—Trazar una circunferencia tangente a una recta

en un punto de ésta. (Indeterminado.— Entinciese el lugar
geométrico de los centros de las circunferencias que cumplen
con la condicién impuesta en el problema). '

¢/—El mismo problema anterior, conociendo el radio
de la circunferencia.

d)—Trazar una circunferencia tangente a una recta
en un punto y que pdse por otro. J

¢)—Trazar una circunferencia tangente a una recta en un
punto dado, y que también lo sea a otra circunferencia dada.
(EI centro de la circunferencia desconocida, dista del centro de -
la dada la suma o diferencia de los radios de ambas, mientras:
que de la recta dista el radio de la circunferencia desconocida,
Con esta advertencia y suponiende el problema resuelto, se po-
drd hallar la construccion). '

119. M. Desde un punto exterior a una recta,
trazarle una perpendicular.

FuxpamenTo. —Buscando sobre la recta puntos equi- ‘?
distantes del dado, éste pertenecerd a la mediatriz del

segmento determinado por aquéllos, y bastard determi-
nar otro punto de esta mediatriz.




e

Sovrucion.—Desde el punto dado, como centro, y to-
mando como radio cualquier oblicua limitada ‘entre el
punto y la recta, se describe un arco, que cortard a la

“recta en dos puntos equidistantes del propuesto. Ha-

llando la mediatriz de la cuerda de este arco, estard re-
suelto el problema. (Hdgase la figura).

120. ArvLicaciones. a/—Hallar la distancia de un
punto a una recta.

4)—Trazar las alturas de un tridngulo.

¢/ —Construir la figura simétrica de otra con respec-
to a un eje dado.

d)—Dados dos puntos a un mismo lado de una rec-
ta, hallar sobre ésta el punto que unido a aquéllos pro-
porcione el camino mds corto para ir de uno a otro.

(Se reemplaza uno de los puntos por su simétrico con relacién
a la recta).

121. Métode de los lugares geométvicos para la resolucion
de problemas—En algunos de los problemas precedentes, y en
otros muchos, la solucién depende de la determinacién de un
punto que debe cumplir con varias condiciones. Suponiendo
ahora que sélo sean dos, si prescindimos de una de ellas, el pun-

- to puede cumplir con la otra hallindose en el Jugar geométrico

caracterizado por ella.

Como lo mismo acontece respecto a la condicién segunda,
también debe hallarse el punto en otro lugar geométrico. Lue-
g0 si ha de cumplir simultdneamente con ambas condiciones, a
la vez ha de hallarse en los dos lugares, y serd, de consiguiente,
alguno de sus puntos de interseccion.

Sea, para aclararlo, el siguiente ejemplo:

Trasar una civcunferencia de radio conocido, que pase por un
Dunto dado, v sea tangente exteriormente & olra circunferencia.
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F. 39.—Sean A, el punto; », el segmento que marca el tama-
fio del radio, y O, la circunferencia dada. g

i ANALisis.—El centro de la cir-
cunferencia pedida debe cumplir dos
condiciones:

I.a—REstar a una distancia de A
igual a »

2.4

Estar a una distancia de O
igual a la suma del radio de esta cir-
cunferencia y 7.

Por la primera condicion, el punto
podrd ser cualquiera de los de la circunferencia de centro A y
radio 7, por ser ésta su lugar geométrico, '

}‘Ig -39,

Por la condicidn segunda, el centro desconocido pertenecerd
a la circunferencia de centro O, y cuyo radio sea la suma del de
ésta con 7; segundo lugar geométrico.

Luego si a la vez han de cumplirse las dos condiciones, el
centro buscado estard sobre las dos circunferencias auxiliares; y

podrd ser cualquiera de los que tengan comunes. De donde
brota la

SINTESIS.—Con centro O y radio OB - 7, se traza una cir-
cunferencia, y otra con centro A y radio 7.

Segin dichas circunferencias se corten (en dos puntos), sean
tangentes o no se corten, podrd haber dos, una o ninguna posi-
ciones posibles para el centro buscado, y se podran describir,
con el radio dado, otras tantas circunferencias que cumplan con
las condiciones impuestas en el enunciado.

Disension del problema es el examen del nimero de selucio-
nes y particularidades que presentan, segin la posicién, forma
o magnitud de los datos.

Si en el problema anterior no se hubiera impuesto a la cir-
cunferencia buscada la condicidn de ser tangente exteriormente a
la O, debiera examinarse, al déseutirlo, €l caso de tangencia inte-
rior; con lo cual pudiera haber hasta cvatre soluciones.

o
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EJERCICIOS.—Resuélvanse por el método de lugares geomé-
tricos los problemas siguientes:

Trazar una circunferencia de radio conocido y tangente a
otras dos dadas.

En una circunferencia dada, trazar una cuerda de tamaiio co-
nocido, y cuyo punto medio esté sobre otra cuerda dada. (112).

Construir un tridngulo sobre una base fija, conociendo la me-
diana relativa a dicha base y uno de los dngulos bdsicos. (23
y 77)-

122. Se llama proyeccion ortogonal de un punto so-
bre una recta de su plano (llamada eze), €l punto en que
encuentra a ésta la perpendicular trazada desde aquél.

Proyeccion de un segmento sobre un eje es la parte
de éste comprendida entre las proyecciones de los extre-
mos del segmento.

EfERcICIO.—Proyectar sobre un eje varios puntos y segmen-
tos, y, en particular, un segmento paralelo al eje, otro perpendi-
cular, y otro que tenga un punto sobre el eje.




CAPITULO 1V
§ 1

La biseciriz y sus aplicaciones

123.  Recordando la definicion de bisectriz de un
angulo y lo dicho acerca de las figuras simétricas, se
puede establecer:

Dos puntos, A y A’, (fig. 40) situados uno en cada
lado de un dngulo y a ipual distancia del vértice, son si-
métricos con relacion a la bisectriz del dngulo.

Doblando el plano por ella, los
lados del dngulo coincidirdan, y A

e - caerd sobre A’, porque estdn a igual
b distancia del vértice. Por otra par-

& te, se sabe que al hacer el doblez

Figieo dicho, A debe coincidir con su simé-

trico, y puesto que coincide con A’, es prueba de que A,
es simétrico de A.

124. Los lados de un angulo son simétricos respecto
de su bisectriz.  Porque, segin lo que antecede, cualquier
punto de un lado tiene su simétrico sobre el otro lado.

125. T.—Zvdo punto de la bisectriz de un dngulo,
esta a igual distancia de los lados.

- F. 40.—Sean: ABA’, el dngulo, y M, un punto de
la bisectriz BM. Los segmentos MA y MA’, perpendi-
culares a los lados, son las distancias cuya igualdad ha
de establecerse.




L
"

— b=
D.—Doblando la figura por la bisectriz, coinciden los
lados del angulo, y también coincidirdn MA y MA’, pues-
to que por el punto M sélo se puede trazar una perpen-
dicular a la recta que formarfan los lados confundidos.
126. Corolarios.—1.°— Un trozo de bisectriz, toma-

do a partir del vértice, tiene igual proyeccion ortogonal

sobre los lados del dngulo.
Puesto que cayendo A sobre A’, BA = Bi‘x
OBSERVACION.—Se verifica la proplcdad aunque el segmen-
to de bisectriz no se tome a partir del vértice, puesto que siendo
M’ otro punto, proyectado en C y C', se tendrd, por lo que an-
tecede: _
BA= B s
BE&='"BC
y, restando miembro a miembro las igualdades,
BA — BC = BA' — BC'
es decir,
CA = BUA
127. 2.%—La bisectriz de un dngulo lo es lambicn
del que forman las perpendiculares desde un punto de ella
a los lados.
Porque al doblar por la bisectriz, coinciden los dngu-
los BMA y BMA’, lo que indica ser BM bisectriz de AMA".
128. R.—S7 un punto infervior a un dngulo estd a
toual destancia de los lados, pertenece a la bisectriz
del angulo.
F. 41.—Sean: AOB, el dangulo; M, el punto, y MA y
MB, las distancias, iguales, a los lados.
Unamos A con B, y tracemos OM, con la condiciéon
de ser mediatriz de AB.
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D.—Los tridngulos MAB y OAB son isésceles, luego
- la mediatriz de su base comun pasa

‘ por los vértices O y M, y es bisectriz
‘ﬂ - de los angulos en O y en M. (86)

L]
w DerarLes.—El triangulo MAB es
Pig_: isésceles por hipétesis, puesto que
MA = MB. Entonces los dngulos 1
y 1’ serdn iguales, y también sus complementos 2 y 2"
luego también es is6sceles el tridngulo OAB.

129. Corolario. Las proyecciones de un punto interior
a wn drgulo sobre los lados de éste, son puntos simélricos respecto
@ la bisectriz del dngulo.

Porque se ha visto que OM es a la vez mediatriz de AB y
bisectriz del dngulo.

130. C.—S7 un punto interior a un dngulo no es-
ta en la bisectriz, no equidiste de los lados, y reciproca-
mente:

Se sabe que estos teoremas son ciertos. (64).

131. Escolios.—1." Za bisectriz de un dngulo es
el lugar geométrico de los puntos interiores al mismo que
se hallan a igual distancia de los lados

Porque los puntos de la bisectriz tienen esa propie-
dad, y los demds no la tienen.

132. 2.° El lugar geomélyrico de los centyos de
las circunferencias ltangentes a los lados de un angulo e
inscriptas en 6l es la bisectriz de dicho dngulo.

Porque, en virtud del escolio anterior, como los cen-
tros en cuestiéon han de hallarse a igual distancia de los
lados, (por ser el radio la distancia del centro a la tan-
gente) pertenecerdn a la bisectriz dicha.




133. 3.0 Sitenemos una circunfervencia inscripta
en un angulo, la recla que une el vértice de éste con el cen-
tro de aguélla es bisectriz del angulo, mediatriz de la cuer-
de que une los puntos de contacto y bisectriz del angulo de
los rddios determinados por dichos punios, v las tangentes
contadas desde el vértice a los puntos de contacto son igua-
les.

Todo lo cual no varfa de lo demostrado en las pro-
posiciones anteriores mds que en la forma de enunciacion.
(Hdgase la figura).

134. Las bisectrices de dos gngulos advacentes son
perpendiculares.

Porque sumando dos rectos los dngulos adyacentes,
la mitad del uno més la mitad del otro (que componen el
dngulo de las bisectrices), sumardn un recto. (Si es nece-
sario, hdgase la figura).

135. Las bisectrices de los dngulos opuestos por el
vés tice constituyen una sola recta.

Pues la bisectriz de uno de los dngulos y la de su
opuesto por el vértice deben ser ambas perpendiculares
a la bisectriz de uno de los dngulos adyacentes a los da-
dos; y por un punto sélo hay una perpendicular a una
recta. (Vease en una figura).

136. Escolios.—ZLas bzsectrices de los cualro dngu-
los formados por dos rectas que se cortan, constituyen dos
solas rectas peypendiculares entre si en el vértice, las cua-
les son'el lugar geomiétrico de todos los puntos equidistan-
tes de las rectas dadas, v el de los centros de las circunfe-
rencas tangentes a esas mesmas reclas.

137. Las bisectrices de los angulos tnleriores de un
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tridngulo se cortan en un punto (incentro) centro de la
crcunferencia inscripta en el triangulo, y cada bisectriz
de un angulo inlerior concurre con las de los exteriores
adyacentes a los otros dos angulos en un punto, centro de
una circunferencia exinscripta (*) al triangulo.

F. 42.—Sean: ABC el tridngulo; Al, BI, CI las bi-
sectrices de los dngulos interiores (las cuales se prolon-
gan indefinidamente), y I'T", I'T", I"'T" las bisectrices
de los dngulos exteriores.

D.—Que las bisectrices se cortan, se probard des-

* pués. El punto en que se cor-
tan las bisectrices interiores
y » equidista de los lados 4 y ¢
por pertenecer a la primera, y de
los 4y a por pertenecer a la se-
gunda, luego equidista de los tres
lados, y pertenece a la bisectriz

t‘ig.nz_ 1

porque ésta contiene todos los*

puntos equidistantes de ¢ y . Haciendo centro en di-
cho punto I, con un radio igual a la distancia de [ a
uno de los lados, se tendrfa la circunferencia inseripta.

Andlogamente se razona respecto a las exinscrip-

tas teniendo en cuenta las prolongaciones de los lados.

OsservacioN. —Los vértices del tridngulo ABC estdn
sobre los lados de 1I'T"'T'" por lo cual se dice que éste es
circunscripto a aquél.

(*) Tangente a un lado y a las prolongaciones de los otros dos.
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§ 11
Trazado de bisecirices.-Aplicaciones

138. Problemas. Zrazar la bisectriz de un angu-
Jo.—Se traza un arco correspondiente al dngulo y se di-
vide dicho arco, o su cuerda, en partes iguales.

O bien: se toman sobre los lados puntos a igual dis-
tancia del vértice, y se traza la mediatriz del segmento
que los une. (Practiquese).

El primer método resulta de que dividiendo en dos
partes iguales la cuerda de un arco, éste queda dividido
también, y queddndolo el arco, lo queda el dngulo.

El segundo se deriva de lo dicho en el nam. (123).

139. Zwaszar la bisectriz del angulo que formarian
dos rectas, no paralelas, pero que se encontrasen fuera de
los limzles del dibujo.

Funpamento.—Es el teorema del nam. 137.

Soructon.—Con las dos rectas dadas y una secante
se forma parte de un tridngulo, conociéndose dos angu-
les interiores y sus adyacentes exteriores. '

Trazando las bisectrices de estos angulos se encon-
trardn en el incentro y en el centro de una de las circun-
ferencias exinscriptas (la incluida en el dngulo que for-
marian las rectas dadas), y como estos dos puntos estdn
sobre la bisectriz pedida, ésta serd la recta que los une.



140. Aplicaciones del problema anterior (138) son
los que siguen: '

@)—Trazar una circunferencia tangente a los lados
de un dngulo, (Indeterminado).

4)—Inscribir en un tridngulo una circunferencia.

¢)—Hallar todas las circunferencias tangentes a tres
rectas indefinidas.

d)—Trazar una circunferencia tangente a dos rectas, sién-
dolo a una de ellas en un punto dado. ~ (Téngase presente el pro-
Llema &) del ntim. 118).

¢)—Trazar una circunferencia tangente a otra en un punto
dado, y también a una recta. (Recuérdese que dos circunferen-
cias tangentes tienen una recta tangente comin en el punto de
contacto).

W




CAPITULO V
§ I

Las paralelas

141. Se sabe que dos rectas de un plano son para-
lelas cuando no se cortan, esto es, cuando no tienen pun-
to comun. Pero por este cardcter no se puede recono-
cer el paralelismo de dos rectas necésariamente limitadas,
como son las que trazamos en un papel o en el tablero,
y de aquf la sustitucion de dicho cardcter por otros. El
teorema siguiente proporciona uno muy usado.

T.—S57 dos rectas cortadas por una secante forman
angulos alternos internos (44) iguales son paralelas.

F. 43.—Sean: AB y CD las rectas, EF la secante y
1 =1y 2=-=2los pares de dngulos alternos internos
supuestos iguales. Tomemos ademds el punte O, me-
n dio de la parte EF de secante comprendi-
;"]' da-entre las rectas dadas.

T/ D.—Por rotacién de un angulo llano
ft~  alrededor de O, las semirrectas EB vy

FD caen, respectivamente; sobre las FC
¢ y EA. Luego silas primeras se corta-

sen, también las segundas, y al revés; lo

cual darfa el absurdo de que las rectas dadas tenfan dos
puntos comunes, unc. por encima y otro por debajo de EF.

Derarres.—Al hacer la rotacién de un angulo llano
‘ alrededor de O, el segmento OE coincide con su opues-
§
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to OF, y las semirrectas EB y FD que estaban en una
region (con relacién a EF) caerdn en la otra, pero sin va-
riar sus dngulos con EF. Asi, la semirrecta de arriba
EB, que forma el angulo 1, caerd /Jacia abajo y forman-
do un dngulo igual al 1: coincidird, pues, con FC que for-
ma el dngulo 1" igual al 1. Del mismo modo se ve que
FD coincide con EA.

142. R.—587 dos rectas son paralelas, forman an-
gulos alternos internos iguales con cualquier secante.
~ Porque si el dngulo 1’, por ejemplo, no fuese igual
al 1, se podrfa trazar por F una recta C'D" que formase
con EF un angulo igual al 1. Entonces, segin el direc-
to, serfan paralelas AB y C'D’, y como por hipétesis lo
son AB y CD, por el punto F se habrian trazado dos
paralelas, CD y C'D’, a la recta AB; lo que se opone al
postulado de Euclides ya admitido (47).

143.—=S¢ dos reclas forman con otra dngulos allernos
tnternos desiguales, no son paralelas (se cortan); y reci-
procamente.

Estos teoremas son ciertos (64).

144. Segun lo que antecede: para que dos rectas
sean paralelas es necesarvio y suficiente que, cortadas por
olra, formen con ella angulos alternos internos iguales.

Pero como de ser iguales los dn-
gulos alternos internos (3 y 6, de la
fig. 44) se deduce que lo son sus opues-
tos por el vértice (1 y 7) y sus adya-
centes (2, 4, 5 y 8) y viceversa, se
pueden también tomar como caracteres de paralelismo
los siguientes:

Fig 4 4.
B
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St son eguales los dngulos
allernos internos, allernos externos o correspondientes,
o st som suplementarios los
tnlernos del musmo lado de la secante, o los
externos del wismo lade de la secante,
las rectas son paralelas; y no lo son en caso contrario.
En particular: s7 dos rectas forman con otra dngulos
agudos y de un mismo lado, se cortan. Por esta razén

se pudo afirmar que se cortaban las bisectrices de los
dngulos de un triangulo, que como se vera al hablar de

las propiedades de éste, forman con un lado dngulos
agudos. ¢

145. T.—Dos rectas paralelas pueden coincidir por
una lraslacion rectilinea.

F. 43.—Sean AB y CD las paralelas y EF una

secante.

D.—Imprimiendo al angulo BEF la traslacion en que

el lado EF resbala sobre la recta indefinida de que

forma parte, cuando el punto E llegue a la posicion que

actualmente tiene F, la recta EB coincidird con la FD,

puesto que los dngulos correspondientes, son iguales.
(144).

146. C.—5i dos rectas no son paralelas, no coince-
den por traslacion divigida por una secante.

D.—Puesto que entonces el dngulo 1 no es igual al
correspondientz, EB no coincidird con FD.

147. R.—5i dos rectas coinciden por una trastacion

rectilinea dirigida. por una secante, son paralelas.

Se sabe que este teorema es cierto, puesto que se
han demostrado el directo y el contrario. (64).
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148. Escolio.—Despréndese de los teoremas di-
recto y reciproco demostrados, que la definicién dada
para las rectas paralelas (46) puede sustituirse por esta
otra: dos rectas son paralelas cuando pueden coincidir
por una traslacion rectilinea (dirigida por una secante).

149. T.—S87 una recta corta @ una de dos paralelas,
corta a lo otra.

F. 43.—Sean las paralelas AB y CD y la recta C'D’
que se sabe que corta a CD pero se ignora si corta a
AB.

D.—Si C'D’ no cortase a AB, serfa paralela con ella,
pero como la CD también lo es, habria por el punto F
dos paralelas a AB: la CD y la C'D’, lo que se opone
al postulado de Euclides.

150. El teorema reciproco de éste tiene el mismo
enunciado puesto que es indiferente considerar que la
paralela cortada es CD o que lo es AB; luego dicho re-
ciproco es clerto. Y lo sera también el siguiente

151. C.—S5¢ una recta no corta @ una de dos ;Jv.am-
lelas no corta a la ofra; que también puede enunciarse;
sz una recta es paralele a una de dos paralelas lo es a la
otra, o dos rectas paralelas a otra lo son entre st.

152. St una recta es perpendicular « wuna de dos
paralelas lo es a la otra.

D.—Porque debiendo dicha recta formar con las pa-
ralelas dngulos correspondientes iguales, y siendo rectos
los que forma con la paralela primera, lo serdn los que
forma con la segunda, es decir, serd perpendicular a esta
segunda.

153. T.—5¢ dos rectas son paralelas, sus perpendi-
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culares también lo son. Porque llevando a coincidir las
paralelas por una traslaciéon dirigida por una de las per-
pendiculares, éstas lo serfan a una sola recta, y serfan
paralelas (46) (Puede hacerse la figura para mayor claridad).

154. El reciproco coincide con el directo, puesto
que si una recta es perpendicular a otra, ésta lo es a la
primera, luego es cierto. Y lo serd también el siguiente

155. C.—Si dos rectas no son paralelas, sus pevpen-
diculares tampoco (o son. O bien: sz dos rectas se cortan,
las perpendiculares a ellas también se covtan.

Es, pues, cierto, segiin se anticipd, (94 y 96), que las
mediatrices de dos lados de un triangulo se cortan.

156. T.—S¢ dos rectas son paralelas, todes los
puntos de una estan a igual distancia de la otra.

F. 45.—Sean: AB una recta, CD la paralela, Py Q
dos puntos cualesquiera de ésta, y PP" y OQ’" los seg-
mentos perpendiculares a AB que expresan las distancias
a ella de P y Q; distancias cuya igualdad desea estable-
cerse. Por el punto medio, M, del segmento PO trace-
b mos la perpendicular MN a las paralelas.
& s A g D.—Como P y O son simétricos res-
/] pecto de MN, coincidiran al doblar por es-
ta recta €l plano. Por otra parte la semi-

YRR T precta NB coincidird con su prolongacién
Pig- 45 NA, y entonces el punto Q' caerd preci-
samente sobre P’, porque de lo contrario QQ" no coin-
cidirfa con PP’, y habria por el punto P (sobre el cual ha
caido el Q) dos perpendiculares a AB, cosa absurda.
Osservacion.—Como PP’ y OQ" son a la vez per-

pendiculares a /las dos paralelas (15 2), lo mismo expresan
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las distancias de P y O a la paralela AB, que las de P’
y Q" a la paralela CD. luego el teorema se verifica para
ambas paralelas y por esc se dice que éstas son egaidzs-
lantes una de otra.

157. C.—Si dos rectas no son paralelas los puntos
de una no equidistan de la otra.

F. 45.—Sean AB y EF las rectas no paralelas. Por
P tracemos la paralela a ABy scan E y F dos puntos
de EF cuyas distancias a AB son EA y FO'.

D.—Evidentemente EA < CA 'y QQ’ < FQ', pero

CA=00" luego EA < FQ'
como el enunciado expresaba.

158, R.—S7 dos reclas estan equidistantes son pa-
ralelas.

Este teorema es cierto, puesto que lo son el directo
y el contrario (64).

159. Bscolios. 1.° Segin lo que precede, se
pueden substituir las definiciones conocidas de paralelas,
por esta otra: dos rectas de un plano se laman parale-
las, cuando todos los puntos de una equidistan de la otra.

160. 2.° Ll lugar geométrico de los puntos de un
plano que se hallan a una distancia dada de una recla
se compone de dos paralelas a ésta, trazadas a la distan-
ca prefijada, una en cade una de las regiones que la rec-
ta determina en el plano.

Porque los puntos de dichas paralelas cumplen con la
condicion de hallarse a la distancia dada de la recta, y los
que no estan sobre las paralelas no cumplen con dicha
condieion.

161. 3.2 Cuando un segmenlo de longitud dada

L
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sufre una traslacisn rectilinea por la cual uno de.sus ex-
tremos vecorre una recta, e/ olro extremo describe una pa-
ralela @ ésta.

Porque se conserva a distancia fija de ella.

162.  4.° Las partes de paralelas comprendidas en-
tre paralelas son rouales.

F. 46.—Sean los segmentos AC y BD paralelos y

1: p comprendidos entre las paralelas AB y -

Gy

D.—Por una traslaciéon a lo largo de
AB, el segmento AC se conserva siem-
pre paralelo a su posicién inicial, y como
C describe la paralela CD a AB (161) llegara AC a coin-
cidir con BD, y serdn iguales.

A 2

Fig. 46,

=

[Lo mismo se probaria que AB coincide con CD por
una traslacién dirigida por AC o BD.

163. Onservacion.—La propiedad que aecabamos
de demostrar puede enunciarse de este otro modo: /os Ja-
dos opuestos de un paralelogramo son iguales.

164. R.—57 un cuadrilatere convexe tiene dos la-
dos opuestos iguales v paralelos, también son paralelos los
otros dos, v el cuadrildlero serd paralelogranio.

D.—Al llevar a coincidir AC con su paralela BD por
una traslacion a lo largo de AB, el punto C recorre un
segmento paralelo a AB (161), el cual, teniendo por ori-
gen C y por extremo D, es el mismo CD de la figura:
luego CD es paralelo a AB, segin se deseaba probar. (¥)

(*) Existe otro reciproco segiin el cual si un cuadrildtero convexo tie-
ne los dos pares de lados opuestos iguales es paralelogramo. Esta propo-

sicidn se justificard mds adelante al ver que un paralelogramo se compone
de dos tridngulos iguales, y reciprocamente.

.
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165. T.—Dos angulos de lados respectivamente pa-
ralelos, son iguales o suplementarios.

F. 47.—Sea ABC uno de los angulos, y por un pun-
to B’ del plano tracemos paralelas indefinidas a los lados
del dngulo; las cuales formardn los dngulos 1 y 3 iguales
entre si, los 2 y 4 también iguales entre si y suplemen-
tarios de los anteriores. Trace-
mos BB’

D.—Por traslacién a lo largo de
BB’, cuando B llegue a B’ se con-
fundirda BA con su paralela B'A’| y
al mismo tiempo BC con B'C’. Lue-
go, ABC = A'B'C’. Siendo, pues, ABC igual al dngu-
lo 1, lo serd al 3, y tendrd por suplemento el 2 6 el 4.

Fig. 47.
&,

166. OBssErvacioNes.— Para distinguir el caso en
que los dngulos de lados paralelos son iguales del caso
en que son suplementarios pueden seguirse varios crite-
rios. Desde luego si se reconoce que ambos son agudos
o ambos obtusos ya no podrdn ser suplementarios, y si
fuesen rectos, serfan a la vez iguales y suplementarios,
pero también se observa que la igualdad acontece cuan-
do, contando a partir del vértice, los lados paralelos son
del mismo u opuesto sentido, mientras que si un par fue-
se del mismo sentido y el otro de contrario serian suple-
mentarios los dngulos.

167. R (parcial).—S¢ dos angulos son iguales y se
colocan de modo que un lado del uno quede. paralelo a un
lado del otro, los otros lados seran también paralelos.

F. 47.—La hipétesis es que A'B'C’' y ABC son igua-
les y que B'C’ es paralelo a BC.



D.—La recta trazada por B’ paralelamente (y con el
mismo sentido) a BA, ha de formar con B'C’, segin el
directo, un dngulo igual al ABC; y como es B'A" la que
lo forma, B'A’ es la paralela a BA.

168. Corolarios. 1.° Dos angulos de lados res-

pectivamente perpendiculares, son iguales o suplementa-

770s. (Hdgase la figura, o mejor, recértese en papel). -
D.—Imprimiendo a uno de los dngulos una rotacién

de go° alrededor del vértice queda con los lados para-

lelos a los del otro, y se recae en el teorema precedente.

do: dos angulos tales que los lados del uno formen dngulos
ignales (en magnitud y sentido) con los del otro, son iguales o
suplementarios.

169. T.—57 por los vértices de un poligone se tra-
zan segmentos paralelos, tguales y del mismo sentido, y
se unen sus extremos en igual ovden em que se hallen
unidos los vértices del poligono dado, se oblieme ofro de

lados v angulos iguales a los del prepuesto.

F.2 ’.——‘363 ABC el poligono (*) y. AA’, BB, CC’,
los segmentos para]elog cuyos ex-
tremos dan el poligono A'B'C.

D.—Por ser AA’ igual y pa-
ralelo a BB', y éste igual y para-
lelo a CC'..... son paralelogramos
AA’ BB, BB'CC' etc. (164).

Luego A'B’ es igual y paralelo a AB; B'C’ igual y
paralelo a BC....etc. Los dngulos son iguales por
tener los lados paralelos y del mismo sentido.

Fig.25.

. (* Noinfluye el nimero de lados.
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170. R.—57 dos poligonos tienen sus lados iguales,
paralelos y del mismo sentido, los segmentos que wunen
vértices homologos son iguales, paralelos vy del mismo
sentido y los poligonos pedran coincidir por trastacion.

F. 25.—Se supone que AB es igual y paralelo con
A’B’, BC con B'C', ete.

D.—Las figuras AA'BB’, BB'CC’, etc., serdn para-
lelogramos, puesto que AB y A'B’ son paralelos e igua-
les y lo mismo BC y B'C’, etc. (164). Luego los segmen-
tos BB', CC’, etc., serdn paralelos, iguales y del mismo
sentido, y si se imprime al poligono ABC una traslacién
rectilinea que haga recorrer al vértice A el segmento AA’,
B recorrera el BB, C el CC', ete., (161) y los poligonos
se confundirdn.

171  Escolio — Lo dicho respecto a la traslacién de po-
ligonos podria aplicarse a figuras curvilineas.

En particular; S7 por el centre de wrna cireunferéncia trasamos
ure segmento, ¥ haciendo centro e su extvemo describinios otra ciy-
cunferencia igual, todo segmento que una extremos de radios pa-
ralelos serva igual a la distancia de
los centros. ¥ las civcunferencias
concideran por una trastacion. (Fi-
gura 48).

Se utiliza esta propiedad para

resolver el problema de interceptar
~ entre dos circunferencias dadas un segmento de longitud y di-
reccidn determinadas, para lo cual, basta trasladar una de ellas
(la O de la fig. 48) en la longitud y direccion fijadas, y los pun-
tos en que la nueva posicién (O') corte a la otra circunferencia
proporcionarin los extremos de los segmentos (AA' y BB') que
resuelven el problema,

172. Igual método puede empiearse con otras lineas. (Apli-
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quese al problema de interceptar entre los- lados de un dngulo
un segmento de tamano conocido y paralelo a una recta dada).

173.  L.—Los arcos de una cercunferencia compren-
didos entre reclas paralelas son iguales.

F 49.—Sea la circunferencia O; y consideremos en
ella las tangentes en A y B y las secantes CD y EF, to-
das paralelas entre sf. Tracemos el didmetro AB per-

e pendicular a ellas, el cual lo serd a

5 S las tangentes en los puntos de con-
tacto. (ro7).
E L] ( 7)

D.—Como el diametro es per-
pendicular a las cuerdas en su punto

B medio (93), son simétricos con rela-
cionaélCy D, E y F, luego do-
blando por el didmetro dichos puntos coinciden, y como
los A y B no se mueven, los arcos AC y AD; CE y DF;
EB y FB coincidirdn también, lo que prueba el teorema.

Fig. 49

174. R. (condicional).—S? dos secantes determinan
en una cevcunferencia arcos tguales, y no se corlan dentro
del circulo, tampoco fuera; es decir, son paralelas.

F. 49.— Sean CE y DF los arcos iguales, determi-
nados por las secantes CD y EF que no se cortan den-
tro del circulo.

D.—La paralela a EF trazada por C debe, segin el
directo, determinar, a contar de F, un arco igual al EC;
pero dicho arco es el FD, luego la paralela pasa por D
y se confunde, por tanto, con la CD.

OsservaciON.—Se ha puesto la condicion de que las
secantes no se corten dentro del circulo, porque ficil-
mente se ve que uniendo E con D y C con F, sin dejar-
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se de cumplir la propiedad de ser iguales los arcos, las
rectas no serfan paralelas.

§ 11
Trazado de paralelas

175. Problema.—For un punto trazar la paralela
a una recla.

FunpaMiNnTO 1.°~—Sabiendo que las paralelas coinci-

den por traslacién, se justifica el siguiente método, en que -

se emplean la regla y la escuadra o cartabén (que es
un tridngulo rectdngulo de madera u otra substancia
apropiada).

Contruccion 1.°—Se coloca la escuadra de modo
que la hipotenusa coincida con la recta, y se adapta a
uno de los catetos una regla. Trasladando la escuadra
a lo largo de la regla sin dejar de ajustarse a ella, cuan-
do la hipotenusa llegue al punto dado tendrd una posi-
cion paralela a la primitiva, y se podrd trazar, resbalando
por su borde, la recta pedida. (Practfquese en varias po-
siciones).

176. FunpameEnTO 2.°—Las rectas que forman con
-una secante dngulos alternos internos iguales, son para-
lelas. Ademds, dos dngulos son iguales si lo son sus
arcos correspondientes de igval radio: y los arcos lo
serdn si lo son las cuerdas. De aqui resulta la

o o [l o L &
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Construccion 2.°—(F. 50). Haciendo centro en el
punto dado A, con radio manifiestamente mayor que su
distancia a la recta, se describe un arco CD que corte a
2 b ésta y se prolongue hacia la re-

/4 } " gi6n en que se halla el punto A.
Con el mismo radio y tomando

B (e por centro el punto C de inter-
Perno8, seccion de la recta con el arco

primeramente trazado, se describe otro, BA, comprendido
entre €] punto y la recta. Tomando la cuerda de éste
con el compds y llevandola sobre el otro arco se le limi-
tard en DD y uniendo los extremos de los dos arcos se
obtendrd la paralela; porque imaginando la secante AC,
los dngulos 1 y 1’ son iguales.

177. Funpamento 3.°—Lo constituye el teorema
reciproco del nimero 174.

ConstruccioON 3.2—(F. 49). Trazando una circun-
ferencia que pase por el punto dado, C, y corte ala
recta, EF, se foma a partir de ésta el arco FD igual al
- EC comprendido entre el punto y la recta, y se unen los
extremos de ambos arcos.

178. El problema anterior, los ya conocidos, y el
lugar geométrico del nim. 160 permiten resolver los
problemas que siguen: '

a)—Por un punto exterior a una recta, trazar otra que
forme con ella un dngulo dado. (Se comienza por for-
mar un dngulo, igual al dado, en cualquier punto de la
recta). _

4)—Construir un tridngulo sobre una base dada,
conociendo, ademds, un dngulo bésico y la altura (160).
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¢)—Sobre una base dada, construir un tridngulo cono
ciendo la mediana y la algura relativas a la base.

@)—En una circunferencia, trazar una tangente para-
lela a una recta dada.

¢/—Trazar, a una circunferencia, una tangente que
forme con una recta dada un Aangulo conocido.

J/~—En una circunferencia, trazar una cuerda de tama-
fio fijo y paralela a una recta (112).

g/—Trazar una circunferencia de radio conocido, que
pase por un punto fijo y sea tangente a una recta dada
(160).

#)—Trazar una circunferencia de radio conocido y
tangente a dos rectas dadas.

z)—Trazar, con radio dado, una circunferencia tan- .

gente a otra y a una recta dadas,




CAPITULO VI
§ 1

Angulos en los poligonos y en el circulo

179.—La suma de los angulos de un triangulo es
igual a un angulo llano.

E. 51. —Sea ABC el tridngulo. Por un_ vértice A,
tracemos la paralela al lado opuesto.

s
s
1 — A (evidente)
Ao R :
2 = B (alts. internos; secante. AB)
A A ;
3=C(d i id.  AC)

Fig. 5.

ANANN AN NANA
142-+3=A-}B+C

Pero la primera suma es un llano, luego también la
segunda.

180. Corolarios. 1.9 Los ftres angulos de un
triangulo son suplementarios, o cada wuno suplemento de
de la suwma de los otros dos.

181.  2.°—Conocidos dos angulos de un triangulo,
queda determinado el teycero.

182.  3.°—Dos tridngulos lales que los lados del uno
sean paralelos o perpendiculares a los del otro, tienen sus
angulos iguales.

Porque los dngulos de lados paralelos o perpendicu-
lares son igtiales o suplementarios, (165 y 68); pero su-
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plemnentarios no pueden ser ni los tres pares de dngulos
ni tampoco dos pares, puesto que entonces la suma de
los 6 4ngulos (3 de cada triangulo) excederfa de 2 llanos;
luego habrd dos dngulos de un tridngulo iguales a dos
del otro, lo que exige que lo sean los terceros.

183. 4.°—Fl tridngulo rectaingulo y el que tenga
un dngulo obluso, tienen los otros dos angulos agndos.

OpservacioN.—La hipotenusa es mayor que los ca-
tetos y el lado opuesto al dngulo obtuso mayor que los
opuestos a los otros lados; porque a mayor dangulo se
opone mayor lado. (8g).

184. 5.°—Cada dngulo agudo de un tridngulo rec-
langulo es complemento del otro. Conocido uno de ellos,

quedan determinados los tres dngulos del trigngulo. Si

éste fuera isésceles, cada uno de los dngulos agudos val-
dria 45°.

185. 6.°—2Dos rectas que forman con otra angulos
colaterales no suplementarios se cortan del lado en que la
suma de dichos dngulos es inferior a dos rectos.

En consecuencia: las bisectrices de dos dngulos inte-
riores de un tridngulo se cortan, y también las de los ex-
ternos adyacentes a ellos, por ser perpendiculares a las
interiores (155): como se habia anticipado. (137).

186. 7.°—Si desde un punto de un lado de un dn-
gulo agudo se traza una perpendicular al otro lado, cae
en el interior del dngulo; y al contrario si fuese obtuso.

Por tanto, un tridngulo de dngulos agudos tiene las
tres alturas interiores, y si hay un dngulo obtuso, dos
alturas son exteriores. (Conviene hacer la figura.)

187. 8.°—=2Dk dos oblicuas trazadas desde un punto
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a une recta, es mayor aquella cuyo pre esté mas distante
del pie de la perpendicular trazada desde aquel mismo
punto.

(F. 23). —Porque en el tridngulo ADE el lado AE,
opuesto al dngulo obtuso ADE es mayor que el lado
AD que se opone a un dngulo agudo.

OgpservactoNEs.—Si se considerasen oblicuas a distin-
to lado de la perpendicular, se tomaria la simétrica de una
de ellas, que le es igual por tener sus pies equidistantes
del de la perpendicular, (80 ), y se recaerfa en el caso
anterior.

El reciproco es cierto: porque si una oblicua mayor
que otra no tuviese el pie mds alejado del de la perpen-
dicular, lo tendria a igual o a menor distancia, y deberfa
ser igual (80) o menor, lo que contradice la hipétesis de
Ser mayor. .

188.  0.°—Un angulo externo de un tridngulo, es
tgual @ la suma de los internos no adyacentes a aguél.

F. 51.—Sea el externo ACD. (*) Los internos no
adyacentes a €l serdn los A y B.

D.—ACp - Sy llano A A

AN
luego ACD—=A 4+ B
AN G )
(A+4-B)4-C= 1 llano

Ogservacion.—El dngulo externo adyacente al del
vértice de un tridngulo isésceles es dodle de uno de los
bdsicos,

189. La suma de los angulos de un cuadrildtero
convexo es igual a dos lanos. (4 rectos).

(*) Por errata en la figura no estd en ella la letra D. Proldnguese BC
¥ escribase D en dicha prolongacion .
2
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Porque trazando una diagonal resultan dos tridngulos
cuyos dngulos componen los del cuadrilitero; y los de
cada tridngule suman 1 llano.

1go. Corolario.—Si un cuadrilatero tiene dos dn-
gulos rectos, los otros dos son suplementarios.

191. Los angulos contigzuos de un paralelogramo
suman I llano. Por colaterales internos entre paralelas.
(La secante es el lado que une los vértices de los dangu-
los considerados). (F. 46-dngulos A y C).

192. Corolarios.
los gpuestos de un paralelogramo son igua-
les. (F. 46). Porque lo mismo al uno,
i % A, que al otro, D, le falta para un lla-

1.°—Los dngu-

Fig. 46. no uno de los otros dngulos, por ejem-
plo: B.

193. Bscolio.—Los dngulos opuestos de un para-
lelogramo no pueden ser suplementarios mas que siendo
rectos, es decir en el rectingulo y en el cuadrado.

194. R.—58¢ los dngulos contipuos de un cuadrila-
tero convexo son suplemzntarios, el cuadvildtero es para-
lelogrameo.

Porque si los dngulos colaterales que forman dos
rectas con una secante son suplementarios, aquéllas son
paralelas.

195. Corolario.—S7 los angulos opuestos de un
cuadrildtero convexo son iguales, el cuadrildtero es para-
lelogrameo.

F. 46.—Porqug si los cuatro angulos suman dos lla-
nos, dos no opuestos, es decir, contiguos, A y C, sumaran
1 llano, y recaeremos en el teorema precedente.
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196. La suma de los dngulos de un poligono conve-
a0, vale tantos llanos como lados queden al poligono supri-
endole dos.

Porque descompuesto el poligono en tridngulos por
medio de las diagonales que parten de un vértice, se
sabe que resultan dos tridngulos menos que lados, (51).
Sus angulos, que forman los del poligono, valdrdn otros
tantos llanos. (Hdgase la figura).

OBSERVACION.—Aunque la descomposicion en tridngulos se
hiciese de otro modo, v. gr.. tomando un punto interior, se
puede comprobar que la suma de dngulos serfa la misma.

Ejercicio.—Decir cudntos llanos y cudntos rectos suman

los dngulos de un exdgono, de un decdgono y de un poligono
de 15 lados.

Expresarlo por medio de una férmula en que el nimero de
lados se exprese por 7.
197. La suma de los dngulos externos (49), de un
poligono convexo es siempre igual a dos llanos (4 rectos).
Porque siendo cada externo adyacente de un interno,
entre todos los internos y externos sumardn tantos llanos
como lados tiene el poligono; pero a la suma de los in-
ternos le falta 2 llanos para llegar a esa misma cantidad,
luego esos 2 llanos sumaran los externos.

198. Escolios.—No puede haber en un poligono
convexo mds de tres dngulos externos obtusos, y, por
tanto, tampoco mds de tres internos agudos.

El tridngulo es el unico poligono convexo cuyos
angulos pueden ser todos agudos,
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§ II

Angulos en el circulo

199. Ll angulo semi-inscripto tiene igual medida
que la mitad del arco comprendido entre sus lados.
Conviene distinguir tres casos: 1.° Que el dngulo

sea recto. 2.° que sea agudo; y 3.° que sea obtuso.

F. 52.—En esta figura se tienen el dngulo recto
ACD; el agudo ACE y el obtuso BCE, todos semi-ins-
criptos. Se ha trazado, ademds, el diametro FF' per-
pendicular a CE.

D.—1.° Si el 4ngulo es recto, tendrd igual medida
: . Que el cuadrante (76) y como el cua-

_ drante es mitad de la semicircunfe-
/ rencia CED comprendida entre los
i lados del dngulo, queda demostrado

\ ’ el teorema.
K 2.° Un dngulo agudo ACE tie-
' D pase D€ la misma medida que su igual
' COF, y éste la misma que el arco
CF, y como dicho arco es mitad del CE, queda demos-

trado el teorema.

Derarres.—ACE = COF por tener sus lados per-
pendiculares y ser ambos agudos. (El COF tiene que
serlo por pertenecer a un tridngulo rectangulo). El arco
CF es mitad del CE porque el didmetro perpendicular a
una cuerda divide a su arco en partes iguales'.
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3.% Si se trata del dngulo obtuso BCE se razonara

como en el caso anterior, pero considerando el dngulo

central COF".
200. EBscolios. 1.° Las dos tangentes trazadas

en los extremos de una cuerda (hacia la misma regién),
forman con ella dngulos iguales. (Hdgase la figura). Por-
que tienen igual medida.

° Del lado en que dichas tangentes se cortan, for-
man con la cuerda un tridngulo isésceles. Es un nuevo

2.

enunciado del anterior.

3.2 Ahora se comprueba que si desde un punto se
tienen trazadas a una circunferencia dos tangentes, son

iguales. (V. el nim. 133.)
 201. El dugulo inscripto tiene tgual medida que la

mitad del arco comprendido entre sus lados.

F. 53.—Sea el dngulo inscripto ABC, y tracemos
B p - por su vértice la semirrecta BD,

tangente a la circunferencia.

BYi—

A A A
ABC = DBC — DBA

SHSEEIg . lﬁego la- medida del primero se
obtendrd restando las de los segundos, que se conocen
por ser semi-inscriptos (199).

Luego

med. ABC = med. ( Sl E) SN )
2 2 2

202, Corolarios. 1.° Zodos los angulos inscrip-

2os cuyos lados pasen por los extremos de un mismo arco,

Son iguales. Puesto que tienen igual medida.
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203. 2.° Todos los dngulos inscriplos en un mzs-
mo arco, es decir, que lienen su vértice en el arco y cuyos
lados pasan por los extremos del mismo, son iguales.

Porque tienen igual medida que el arco comprendido
entre sus lados, el cual es lo que le falta al arco en que
el dngulo estd inscripto para completar la circunferencia.
(Asi el dngulo ABC, inscripto en el arco de igual nom-
bre, tiene igual medida que el arco AC).

El arco en que puede inscribirse un angulo se llama
arco capaz de este dngulo.

204. 3.° El angulo formado uniendo los extremos
de un diametro con un punto de la circunferencia es rec-
to. Porque su medida es la de un cuadrante, (mitad de

la semicircunferencia que comprenden los lados).  (Véase
haciendo la figura).

Puede enunciarse esto de otro modo: e/ #zangulo
inscriplo cuya base sea un diametro, es rectangulo. Se
ve que en él, la mediana que parte del vértice del angulo
recto es wgual a la milad de la hipolenusa.

205 4.° Un dngulo inscripto en un arco es agu-
do, recto u obtuso, segtn sea el arco mayor, igual o me-
nor que una semicircunferencia. Porque el arco com-
prendido entre los lados serd, inversamente, menor, igual
0 mayor que una semicircunferencia, y su mitad menor,
igual o mayor que un cuadrante.

El recfproco es cierto (64).

206. 5.° Los dngulos inscriptos en dos arcos que
completen una circunferencia son suplementarios.

207. Se puede enunciar de otro modo: los angulos
opuestos de un cuadrilatero inscriplo son suplementarios.
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208.  E/ angulo interior tiene igual medida qué la
mitad de la suma de los arcos comprendidos por él y por
su opuesto por el vértice.

F. 54.—Sea ABC el dngulo,

o 2 EBD su opuesto por el vértice, y 1
y 2 los angulos del triangulo que se
forma uniendo E con A, no adya-
centes al dado.

D.—Por ser ABC externo del
: tridngulo EAB
F‘ig.ﬁfq. A AN N
ABC = 1 -} 2 (188)
luego la medida del primero se obtendrd sumando las
de los tltimos, que son inscriptos, es decir (201):

AC ... DE )z g ACH DE

_|_

2 2

med. ABC — med. (
2

209. LU angulo exterior al civeulo liene igual e
dida gue la mitad de’la diferencia de los dos arcos com-
prendidos entre sus lados.

F. 55.—Sean: ABC el dngulo, y 1 y 2 los no adya-
centes a €l del tridngulo que se for-

ma al unir D con C. b1}
s 44

D.—Por ser el 1 externo del
tridngulo DCB, A

N N N
r—B 42 (188)

y disminuyendo los cos miembros
de la igualdad en el angulo 2,

AN AN

SNl L e TN
1—2—=—D_B, o bieny, B=1—72
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y como estos tltimos son inscriptos, (201)

A AC DEY = 1 AC — DE
med. B = med. 7 — —2 — ) =-mec . T

Escolio. Si alguno de los lados del dngulo fuese
tangente a la circunferencia, en vez de los dngulos ins-
criptos considerados habria otros semi-inscriptos, pero la
demostracion es en todo andloga.

OBSERVACION GENERAL.—Los teoremas anteriores su-
ponen que se toma por unidad de arcos el correspon-
diente al dnguloe que sirva de unidad de angulos.

210. Problemas. 1.° Dadas: la base deun tridn-
gulo y el valor del angulo opuesto, hallar &l lugar geonié-
trico del vértice de este angulo.

F. 56.—Sean: A el dngulo dado, y BC la base fija.

AnAvisis.—Hay que buscar un arco, capaz del dngu-
lo A, que tenga por extremos B y C, es decir, un arco
perteneciente a una circunferencia que pase por By C, y
tal, que todo dngulo inscripto en él
sea igual al A, El centro de esa
circunferencia debe estar, por con-
siguiente, en la mediatriz de BC.
Ademds, suponiendo ya resuelto el
problema, la mitad del arco BMC,
‘que cae a una de las regiones, ten-
drfa la misma medida que el dngulo
A (201), o que otro cualquiera igual a él, como sucede
con el semi-inscripto formado por BC y la tangente BD.
Hay, pues, que trazar la circunferencia que pasa por BC
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de modo que sea tangente a la recta BD en el punto B;
por lo cual el centro se hallard sobre la perpendicular,
en B, a BD. Luego

Sintesis—Hacia la regién opuesta a aquella en que
ha de caer el vértice A, construyamos el dngulo CBD
igual al dado. Tracemos la mediatriz de BC, y la per-
pendicular a BD en su punto B, y el punto, O, de en-
cuentro sera el centro de una circunferencia de radio OB,
cuyo arco BAC es capaz del dangulo dado.

Todo tridngulo cuyo vértice esté sobre este arco
tiene el dngulo A del tamano pedido. Y todo tridngulo
cuyo vértice esté dentro o fuera (pero en igual regi6n
respecto a BC), como el A" 0 el A" no tendrd estos édn-
gulos iguales al inscripto A (208 y 209), luego el arco
BAC es el lugar geométrico pedido por una regiéon (la
superior) de las que determina BC. El arco simétrico
constituird el resto del lugar.

Osservacion.—El arco BMC y su simétrico consti-
tuyen el lugar geométrico del vértice de los tridngulos
que teniendo por base BC, tengan el dngulo opuesto sz-
plementarto del A (206).

211. Apoydndose en el anterior problema, se re-
suelven los siguientes:

a)—Construir un tridngulo rectdngulo conociendo su
base. (Indeterminado).

4)— Construir un tridngulo rectingulo zZsésceles cono-
ciendo su base. (El vértice estd en la mediatriz de la
base).

¢/—Construir un tridngulo isésceles conociendo la
base y el 4ngulo opuesto.
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&) — Construir un tridngulo rectdngulo dada la hipo-
tenusa y un cateto.

e)—Trazar desde un punto exterior a una circunfe-
rencia langentes a ella. Basta construir el tridngulo rec-
tdngulo que tenga por hipotenusa la distancia del punto
al centro de la circunferencia, y por cateto, que arranca
del centro, el radio de la circunferencia dada (problema
anterior). Hay dos soluciones, y, por tanto, dos tangen-
tes, cuyas propiedades se pueden recordar leyendo el
num. 133.

/)—Construir un tridngulo rectangulo conociendo la
hipotenusa y un dngulo agudo, (formado, por consiguien-
te, en un extremo de la hipotenusa).

g/—Construir un tridngulo dada la base, el dngulo
opuesto y la altura. (Obsérvese que la altura expresa la dis-
tancia entre el vértice desconocido y la base, y recuérdese el lu-
gar geométrico de los puntos equidistantes de una recta). (160).

#)—Construir un tridngulo dadas la base, el dngulo
opuesto y la mediana correspondiente, (que expresa la

distancia entre el vértice desconocido y -el punto medio
de la base).

z)—Trazar la perpendicular en el extremo de una

semirrecta. (Constriyase un tridngulo rectdngulo inscripto en
una circunferencia que teniendo el centro fuera de la semirrecta,
corte a ésta y pase por su extremo).

212. 29— Trazar las langentes comunes a dos civeunferencias.
Supongamos resuelto el problema. Sean: T una tangente
comun exterior, y Z una tangente comiun interior; O'A y OB los
radios que van a los puntos de contacto de la primera, y O'C y
OD los que terminan en los puntos de tangencia de la segunda.
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ANALISIS.—En la figura se advierte que si se- imprime a la
tangente T una traslacién paralela, tal que A venga a O, la
nueva posicién O'B’ serd tan- :
gente a una circunferencia
concéntrica con O y cuyo
radio, OB’ sea la diferencia
entre los de las circunferen-
cias dadas.

Andlogamente, por trasla- R
cion paralela la tangente # 2 _,,,:;5' Fig 57
tomard la posicion O'D’ en
que toca a la circunferencia de radio OD' igual a la suma de
los radios de las circunferencias dadas. Luego

SINTESIS.—Concéntricas con la circunferencia O, tdrcense
dos circunferencias auxiliares cuyos radios sean suma y diferen-
cia de los de las circunferencias propuestas; y bastard trazar
desde O' las tangentes a las circunferencias auxiliares para que
los radios, OB’, OD.... ,que van a los puntos de tangencia deter.
minen sobre la circunferencia O los puntos en que la tocan las
tangentes comunes, T, 4 etc.

Discusion.—Designando por R y # los radios de las circun-
ferencias dadas, los de las auxiliares serdn R-» y R—7, y si
se indica por D la distancia entre los centros, resultard:

Si D>>R-}-#, caso en que las circunferencias son exteriores
(104) serd, claro estd, D>R—, luego el punto O’ estard a
una distancia del O mayor que los radios de las circunferen-
cias auxiliares, por lo cual se podrdn trazar dos tangentes a
cada una de éstas, (211, problema ¢) y habrd cuatro comunes a
las dadas.

Si D=R-}-», caso en que las circunferencias propuestas son
tangentes exteriormente, estard O’ sobre la circunferencia auxi-
liar mayor, y sélo existird una tangente a ella, y, en consecuen-
cia, otra comun interior para las dadas; pero aun serd D >R—»
y habrd dos tangentes comunes exteriores.
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(Examine el lector por si solo los casos en que D<LR4-»
pero >R—y; D=R—», y, DKLR—; y forme un cuadro com-
pleto de la discusion.—Conviene hacer las figuras).

Teniendo en cuenta el problema anterior se pueden resol
ver los que siguen:

a) Dadas dos circunferencias trazar una secante que inter-
cepte en cada una de ellas una cuerda de tamafo conocido.
(Consultese el nimero 112).

&) Dados dos circulos, a un mismo lado de una recta, ha-
llar sobre ésta un punto tal que las tangentes trazadas por €l a
los circulos formen dngulos iguales con cada semirrecta de las
que el punto determina. (Se toma el circulo simétrico de uno
de los dados con relacién a la recta).

SN



CAPITULO VI

Construccion e igualdad de poligonos

213. Para que pueda construirse un tridngulo co-
nociendo las longitudes de sus lados, es preciso quela
mayor de estas longitudes sea menor que la suma de las
otras dos.

Porque una vez construido dicho tridngulo, tendria
que ser el mayor lado, que es una recta, menor que la
suma de los otros dos, que forman una linea quebrada.

Ademds si llamamos @, é y ¢ a los lados siendo @ >
> b 2 ¢ y se verifica que @ < 6 + ¢, también serd 4 <
< a1 ¢ (puesto que 4 < @), y ¢ < & + & (por ser ¢ me-
nor que @ y que &), es decir:

a<l b-+4c
bLa+tc¢
c<Latb

De la primera desigualdad se saca, disminuyendo en
b los dos miembros, e — & < ¢, osea ¢ > a — b; de la
misma se obtiene, disminuyendo en ¢ ambos miembros,
a—c¢<boseab>a—c¢ y delasegunda desigual-
dad, restando ¢ de ambos miembros, 6 —¢ < a o sea
@ 2 b — ¢; luego, en resumen, de ser ciertas las prece-
dentes desigualdades se desprende que lo son éstas:
G =
da—c
a > b—¢
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214. Y unas y otras nos dicen que: en todo triangu-

o, cualquier lado es menor que la suma de los otros dos y

mayor que su diferencia; pero, segin se ha visto, de esto

nos aseguramos con sélo cerciorarnos de que e/ mayor
lado sea menor que la suma de los otros dos.

EJERCICIO.—Decir si podra existir un tridngulo cuyos lados

tengan por medida, en metros, los nimeros 8, § y 7; y otro en
quesean 8, 3y 3u8, 5y 2

215.—Para que se pueda construir un tridngulo co-
nociendo algunos de sus dngulos es preciso que éstos
sumen menos de dos rectos (179).

216. Construzr un riangulo igual a ofro dado; y
construrr un treangulo con ciertos elementos.

Distinguiremos varios casos, segtin los elementoS
que tomemos para copiar €l triangulo dado.

1. Ulilizamos dos lados y el dngulo que forman.

F. 58 —Sean: ABC el tridngulo dado; @, 4, ¢, sus

N
lados y 4, ¢, A, los elementos que tomamos para la cons-
truccion.
Tracemos un segmento de igual tamafio que el ¢, y
< o fijemos cudl de sus extremos
: ha de corresponder al A.
b (L B @ .
Suponiendo que sea el de la
izquierda (segin miramos)
sefialémosle con la letra A,
_ < y al otro con B’. Se dird
Tig. o8 : ,
: entonces que A’ es Zomdlogo
de A, B de B, y A'B’ de AB.
Por A’ tracemos una semirrecta que forme con A'B’
un dngulo igual al A y que caiga a la misma mano de
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A'B’ que aquella a que cae C cuando se recorre AB des-
de A hacia B. Midamos sobre la semirrecta dicha un
segmento igual a 4, y obtendremos el lado A'C’ homé-
logo del AC; con lo cual estardn fijados los tres vértices
del tridngulo A'B'C" y bastard, para acabarle, unir C’
con B'.

El tridngulo asi construido es, indudablemente, re-
produccion exacta del ABC o derectamente igual a él.

Pero si, después de comenzar del mismo modo, al
construir el angulo A se hace de manera que el tercer
vértice C' caiga a distinta mano que aquella a que se
encuentra C con relacion a AB cuando este seginento se
recorre de A hacia B, se obtendrd un tridngulo A'B'C’,
que no sera ya reproduccion exacta del ABC, sino de su
simétrico ABC,. El A'B'C’, serd pues, directamente
igual al ABC, e inversamente igual al ABC.

Si en vez de ddrsenos el triénguio ABC para tomar
directamente sobre él los lados a, 6 y c y el dngulo A,
se nos diesen solamente estos elementos, es decir, dos
segmentos separados, & y ¢, y, aparte, un dngulo A, al
ir a construir el tridngulo con estos datos, y una vez
trazado el lado A'B’, nos asaltard la duda de si el otro
lado cafa a la izquierda o a la derecha de éste, y podria-
mos, segin la eleccion hiciésemos, obtener el triangulo
ABC oel ANBICH. '

Mas si consideramos éstos, no como distintos tridn-
gulos, sino s6lo como diferentes posiciones de uno mismo,
podremos decir que: dados dos lados de un tridngulo y
el dngulo que forman, se puede construir el tridngulo y
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éste es #neco. Lo cual nos autoriza para establecer el
siguiente:

PrmMER caso DE 16uaLDAD.—Dos tridngulos son igua-
les si tienen respectivamente iguales dos lados y el dn-
gulo formado por ellos. (¥)

Porque ambos tridngulos se podrian considerar co-
mo uno solo en dos distintas posiciones.

2.°  Se wtilizan un lado y los angulos formados en
sus extremos por los olros lados.

F. 58.—Sean: ABC el tridngulo y ¢, A y B los ele-
mentos elegidos.

Tomemos un segmento igual al ¢, y fijemos en A’ y
B’ los puntos homoélogos o correspondientes de A y B.
En A' construyamos un dngulo igual al A, y en B’ otro
igual B, y segiin hagamos esta construccién de modo
que estos lados vayan a cortarse en un punto situado
con respecto a A'B" a la misma o a distinta mano que
aquella en que estd C con relacién a AB (recorriéndose
A'B'de A"a B y AB de A a B), obtendremos un tridn-
gulo A'B'C’ directamente igual al ABC, u otro A'B'C,
inversamente igual.

Cuando se dan aisladamente los elementos ¢, A y B,
pero no el tridngulo ABC, no sabremos cudl de - los dos
tridngulos A'B'C" o A'B'C’, habrd de construirse, pero
considerdndolos como distintas posiciones de uno mismo,
podremos decir:

SEGUNDO €ASO DE 16UALDAD.—Dos tridngulos son

(*) Entiéndese al decir respectivamentes, qie los dos lados de un tridn-
gulo sean iguales, uno por uno, a dos del otro, v el dngulo que forman los
primeros igual al que forman los segundos.

SR
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iguales, si tienen respectivamente iguales un lado y dos
dngulos.

Porque teniendo ignales dos dngulos cualesquiera,
tienen iguales los tres, y, de consiguiente, los dos forma-
dos en los extremos d el lado igual, y entonces todos los
tridngulos construidos con los elementos cuya igualdad se
conoce podrian suponerse como diversas posiciones de
un mismo tridngulo.

%
mayor.

F. 59.—Sean: ABC el tridngulo y A, a y 4 los ele-
mentos elegidos, suponiendo que el lado a es mayor gue b.

En A’ construyamos un dngulo igual al A y sobre

° Se wtilizan dos lados y el dngulo opuesto al

c uno de sus lados tomemos
& A’'C’ = ¢4 procediendo ademads
Al B de tal suerte que C' caiga a
2 L2 igual mano del otro lado A'X

que C con relacién a AB.
KU‘ X Si en C’ se hace ahora cen-

tro, y con el lado @ por radio
se describe un arco, cortard a la semirrecta A’X en un
punto B’ que es el tercer vértice del tridngulo que se
construye. Verdad es que el arco trazado corta, en ge-
neral, en dos puntos a la recta indefinida XX', pero el
de la izquierda de A’ no proporciona solucion, porque el
dngulo del tridngulo ha de ser el A’} y no su adyacente.
Ademds, en la hipétesis de ser @ > 6, el punto A’ serd
nterior a la circunferencia de radio «, y, por consiguien-
te, uno de los puntos de interseccién (el B) caerd en la
semirrecta A'X y el otro en la A'X"; mas habiéndose
§
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manifestado que éste no da solucién, resulta, que, ez la
region superior a A'B’, hay un solo tridngulo igual al
ABC. ;

Construyendo el dngulo A’ en la regién inferior de
A'B' se obtendria, como en los casos anteriores un trian-
gulo zrwersamente igual al ABC, pero si ambos se toman
como dos distintas posiciones de un solo tridngulo, po-
dra admitirse el

TERCER €ASO DE 16UALDAD.—Dos tridngulos son
iguales cuando tienen iguales dos lados y el dngulo
opuesto a/ mayor de ellos.

OBSERVACION IMPORTANTE.—La restriccion impuesta,
de que el dngulo conocido sea el opuesto a/ mayor lado,
es necesaria. Porque si aconteciese que a<J4, al descri
bir el circulo de centro C' y radio «, el punto A’ serfa
exterior al mismo, y, por tanto, los puntos de intersec-
cién caerfan ambos en una misma de las semirrectas AX’
o A'X', y podria, respectivamente. haber dos soluciones
o ninguna, segun puede facilmente comprobar el lector
mediante diversas figuras en que A" sea agudo, recto u
obtuso, y en que @ vaya disminuyendo hasta hacerse
igual a 4, menor que 4, igual a la distancia de C’ a XX/,
y menor que esta distancia. (Hdgase, como ejercicio).

4.2  Se ulilizan los tres lados.

F. 58.—Sean ABC el tridngulo y e, 4, ¢ los datos.

Fijado el segmento A’B’ como homdlogo del AB, se
describen haciendo centro en A" y B’ con radios respec-
tivamente iguales a @ y ¢ dos circunferencias, que se cor-
tardn, y segtn se tome el punto de interseccién que cae
a la misma o a distinta mano de A'B’ que la en que es-
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ta C con relacién a AB, se obtendrdn, como -siempre un
triangulo directamente igual, y otro inversamente igual
al ABC.

Cuando se dan aisladamente los lados &, 8, ¢ pero no
el tridngulo ABC es preciso cerciorarse por anticipado
de que estd satisfecha la condicion de ser el mayor lado
menor que la suma de los otros dos (213) pues de lo
contrario, no existirfa el triangulo. Ademds habra duda
sobre cudl de los tridngulos A'B'C" o A'B'C, debe ele-
girse, pero considerdndolos como uno solo en diversa
situacion se podra afirmar el

CuarTO €ASO DE IGUALDAD —Dos tridngulos cuyos
~lados sean respectivamente iguales, son iguales.

217. Escolios. 1.° No interviniendo mds que la-
dos y dngulos, los casos de construccién e igualdad men-
cionados son todos los posibles. La igualdad de los tres
angulos no entrafia la de los tridngulos porque se podria
tomar el lado A'B' (fig. 58) de tamafo arbitrario y cons-
truir angulos A’) B', iguales a los A y B, con lo que tam-
bién C' serfa igual a C, no obstante ser distintos los
triangulos.

Obsérvese, pues, que en todos los casos son Zres
condiciones las necesarias para la igualdad de dos tridn-
gulos, pero en ellas siempre ha de entrar un lado.

218. 2.° Para mejor recordarlos, reuniremos los
casos de igualdad en la forma siguiente:

Dos triangulos son tguales, si tienen respectivamente
1guales: :

1.°  Un lado y dos dngulos.

2.°  Dos lados y un dngulo (el formado por ellos),
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3.2 Dos lados y un dngulo, opuesto al mayor.

4.°  Twes lados.

Osservacion.—En todos los casos, son dngulos /o-
mologos los opuestos a lados homologos, y viceversa.

219. Dos triangulos rectangulos son iguales si tie-
nen vespectivamente iguales los elementos sigutentes:

1.° La hipotenusa y un dngulo agudo.—Porque el
otro dngulo agudo es conocido también, como comple-
“ mento de aquél, y nos hallamos en el primer caso gene-
ral de igualdad (218).

2.°  Un cateto y un dngulo agudo.—Por ser iguales
los dngulos rectos estamos en el primer caso general (218).

3.° Los dos catetos—Caso 2.° de los generales {218).

4.°« La hipotenusa v un cateto.—Por ser la hipote-
nusa el lado mayor, estamos en el tercer caso del nime-
ro 218.

OsservacioN.—Huelga el 4.° caso, pues para tener
iguales los tres lados habrian de tener la hipotenusa y un
cateto, o los dos catetos.

220. Dos triangulos isésceles son iguales si tienen
iguales respectivamente los elementos que siguen:

1.° La base y un angulo basico—Porque conocido
un dngulo basico se conoce el otro, que es igual, y cae-
mos en el caso 1.° (218).

Li]

2° Labase y el angulo del vértice—Conocido el
angulo del vértice, lo es cada uno de los basicos como
mitad del suplemento de aquél (180), luego este caso -
equivale al 1.° del nim. 218.

3.°  Uno de los lados iguales v angulo del vértice.——
Caso 2.° (218).
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4.5 Uno de los lados dguales y un angulo basico.—

Se conoce el dngulo del vértice, suplemento de la suma
de los bdsicos y se recaé en el caso anterior.

5.° La base y otro lado.—Se conocen los tres lados.

Todos estos casos pueden compendiarse en dos,
siendo conocidos:

L—Un angulo v un lado.
IL.—LZLa base y otro lado.
Dos triangulos equildteros son iguales si tienen un

lado tgual; porque tendran los tres (4.° caso del nime-
ro 218).

221. SZ dos triangulos tienen dos lados iguales, pe
ro el angulo comprendido no lo es, el lercer lado tampoco;
siendo mayor en el triangulo que lenga mayor angulo; y
reciprocamente.

F. 60.—Sean los tridngulos ABC y A'B'C' en que
se supone AB==A'B’, AC= A'C' y dngulo BAC >
> dngulo B'A'C’.  Coloquemos A'B'C’ de modo que
un lado, por ejemplo
el A'C’, coincida con
su igual, AC. Co-

mo el dangulo A’ es

ot

menor que el A, el
lado A'B’ caerd en lo interior del dngulo A. Unamos
B con B’ y tracemos la mediatriz de BB’.

D.—La mediatriz de BB’ pasard por el vértice A del
tridngulo BAB', que, segin la hipétesis, es isosceles.
Las rectas AC y AB’ quedan a un lado de dicha media-
triz AM, y la AB al otro, luego igual sucede con los
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puntos C, B" y B, y esto prueba que la distancia CB’ es
menor que CB (83.-Obs.)
DETALLE.—Los dngulos CAB', CAM, CAB van en orden

creciente de magnitud, y por eso quedan ‘AC y AB’ a un lado
de AM y AB al otro.

222, T.—Los dos triangulos en que un paralelo-
gramo queda dividido por una de sus diagonales, son
zguales. -

F. 61.—Sean el paralelogramo ABCD y la diago-
nal DB.

D.—Los tridngulos ABD y DBC tienen iguales los

tres lados, a saber: DB comin DA =

= ¢ —CBy AB = DC por lados opues-
ﬂ tos; luego son iguales.

: Lo Obsérvese que son homélogos los

Fig.61. dngulos 1y 1', 2y 2’, lo que indica

que el lado BD tiene por homélogo en

el otro tridngulo el DB, que es idéntico en magnitud, pe-

ro no en sentido.

223. R.—Un cuadrilitero convexo, resultante de
colocar dos tridngulos iguales de modo que dos lados ho-
mologos coincidan, pero invertides, es paralelogramo.

F. 61.—Sea el cuadrilatero ABCD formado por los
tridngulos iguales BDA y DBC en que se supone que el
lado BD de uno ha coincidido con el DB del otro (*) y
en que por consiguiente son homélogos los dngulos
G S Al

D.— Como los dngulos iguales, 1 y 1, ocupan la po-
sicion de alternos internos respecto de AB y DC corta-

(*) Puede aclararse mds recortando en papel los tridngulos.
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das por DB, AB y DC son paralelas, y siendo ademads
iguales ABCD es paralelogramo (164).
OBSERVACION.—SZ wn cuadrildtero convexo tiene los
dos pares de lados opuestos tguales, sera paralelogramo,
pues esos lados y una diagonal forman tridngulos
iguales y viene a recaerse en el caso anterior. (¥)
224. Resulta de lo expuesto que el paralelogramo
ABCD (F. 61) podr4 construirse si nos dan los elementos
necesarios para construir uno de los tridngulos tal como

ABD, pues luego podra construirse el otro.

Ejercicios.—1.c Construir un paralelogramo dados dos
lados inmediatos, y el angulo comprendido, o aquellos lados y
la diagonal que une sus extremos.

2.0 Proponer ofros casos de construccion de paralelogra-
mos a los que sea aplicable el procedimiento de que se habla en
este niimero,

3.9 Probar que dos paralelogramos son iguales si tienen
respectivamente iguales los lados inmediatos y el angulo com-

prendido.

225. Construccién de poligonos.—Para copiar un
_poligono, es decir, para construir otro igual a él, pueden
.construirse sucesiva y alternativamente segmentos y dn-

gulos iguales a los lados y dngulos del propuesto, dando
la vuelta al contorno en un orden determinado. Este
método, llamado de 7odeo, exige gran cuidado, pues casi
nunca llega a coincidir el extremo del Gltimo lado con el
origen del primero, esto es, a cerrarse el poligono.

Se puede también acudir al teorema del num. (169)

trazando los segmentos paralelos e iguales de que allf
se habla. 1

(") Vedse la nota del nimero 164,
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Otro método consiste en la construccién del poligono
simétrico del dado con respecto a un centro. (V. el nt-
mero 56).

La simetria con respecto a un eje proporciona un
polizono inversamente igual al propuesto (60); dandole

la vuelta de modo que el anverso pase a ser reverso, (*)
se tepdrd uno directamente igual.

Finalmente, aunque existen todavia otros procedi-
mientos, nos limitaremos a recomendar el siguiente:
Elfjase un lado como base, y constrayanse tridngulos
directamente iguales a los que resultan de unir con los
extremos de esta base cada unc de los demds vértices
del poligono. Uniendo los vértices de esos tridngulos, se
obtendrd el poligono deseado. (Método de intersecciones).

226. Coincidencia de figuras iguales.—5Si dos poli-
gonos son directamente iguales, y tienen los lados homélogos
paralelos, sabemos que pueden coincidir por una traslacién rec-
tilinea guiada por la recta que une dos vértices homélogos (170).

Pero si los lados ho- '
moélogos no son paralelos
puede conseguirse que lo
sean: Porque si los lados
AR 5y AB, v. gri (6
gura 62) forman cierto 4ngulo, «, € imprimimos al poligono
A'B'C..... una rotacién alrededor de su vértice B' igual en mag-
nitud y sentido al dngulo g, el lado B'A’ quedard en B'A" para-

A A A 1 L8] .7
lelo al BA, pero como A"=A'=A, el otro lado A”C", también
quedard paralelo a su homélogo AC (167) e igual acontecerd
con todos.

(*) Imaginando que el poligono se recortase en papel tendrfa dos
caras; derecho y revés, o anverso y reverso,
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Asf, pues, para hacer coincidir los poligonos, nos valemos
de una rotacién y una traslacién.
Si los poligonos fuesen inversamente iguales, se comenzarfa
“por dar la vuelta a uno de ellos (de modo que el anverso pasase
a ser reverso), y estariamos en ajguno de los casos anteriores.
Para que no exista duda respecto de cudles son los elemen-
tos homoélogos, y para que se extienda a toda clase de figuras
planas lo que de los poligonos convexos se ha expuesto, con
viene hacer algunas observaciones:
Fijados dos segmentos iguales AB y A'B’ (F. 63) y supues-
tos homélogos los pares de puntos A y A’, B y B, diremos que
son también Lomélogos:

1.0 Un punto de la
recta AB (indefinida), tal
como M, con otro, M’, de
A'B, siempre que MA—
=MA' y MB=M'B.

Un punto C exterior a
AB, con otro C' exterior a A'B’, cuando los tridngulos ABC y
A'B’C’ sean directamente iguales.

3.2 Un segmento CD, con otro C'D' cuando sean homdlo-

gos CconC' y D con D'.

4.0 Una figura, o parte de ella cuando los puntos y seg-

mentos de una son homdlogos de los de la otra.

Es ficil ver que si hace coincidir A'B’ con AB de modo que

A’ caiga en A, y B’ en B, coinciden todos los puntos homdologos,
y por tanto: los segmentos homdlogos son iguales.

Keciprocamente: si se tuviesen dos figuras en coincidencia,

~se podrian descomponer, a la vez, en series de tridngulos direc-
tamente iguales y con un lado fijo. Por lo cual la definicién de
igualdad antes dada: figuras iguales son las que pueden comncidir,
se puede reemplazar por otra, mas precisa: figwras iguales son
las que tienen lodos sus elementos fomologos con velacion a dos
segmentos iguales, AB y A'B', considerades también como honio.
logas.

Pig.(i 3.
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La igualdad inversa se podrfa definir andlogamente, pero
preferiremos decir que dos figuras planas son #nwersamente
iguales, cuando dando la vuelta a una de ellas (o bien tomando
su simétrica respecto a un eje) queden directamente iguales.




CAPITULO VIII

Poligonos inscripfos, circunscripfos
y regulares

227. Se ha visto (96 y 137) que dado un tridngulo
existen: una circunferencia circunscripta, otra inscripta y
tres ex-inscriptas, cuyos centros son el punto de concur-
so de las mediatrices (circuncentro) el de las bisectrices
interiores (incentro) y el de una bisectriz interior y dos
exteriores (ex-incentros).

Hé aqui ahora nuevas propiedades:

228. La distancia de un vértice (de un tridngulo)
al punto de contacto del circulo exinscripto incluso en el
angulo de aquel vértice es el semiperimetro.

F. 64.—Sean: ABC el triangulo, I el circulo exinscripto co-
rrespondiente al dngulo A, que toca a
losladosen T, Sy Uy AT o0 AU la
distancia dicha. Supongamos traza-
do también el circulo inscripto I, que
toca a los lados en los puntos P, O, R.

D.—Las distancias AT y AU son
iguales (133) y si se reemplaza en
ellas BT por su igual BS, y CU por
su igual CS, se obtendrd, sumando, el

perimetro, luego una de ellas, v. gr.:
AT, serd el semiperimetro.

DETALLES—AT = AB 4 BT = AB 4 BS
AU= AC+H CU= AC-}Cs
AT+AU=2AT=AB+BS+CS+AC=AB+-BC+AC=Ptro.

!‘ig.t:t..
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229. Corolarios. 1.0 La distancia AP, entre un vérti-
ce y el punto de contacto del circulo inscripto, es igual al semi-
perimetro menos el lado # opuesto al 4ngulo de aquel vértice.

Porque AP y AQ son iguales, y se obtienen restando de
todo el perimetro BR y CR, que componen @, y BP y CO que
por ser iguales a las anteriores también dan @. Luego AP -
-+ AQ = Perimetro — 2a.

AP = Semiperimetro — a

Designando el semiperimetro por p, AP — p — a.

2.0 Las distancias del vértice A a los puntos de contacto
con los otros circulos exincriptos son p — by p — ¢

(La demostracién se propone como ejercicio).

230. St sobre un lado de un ltriangulo como diame-
tro se traza una semictrcunferencia, hacta la region en
que cae el triangulo, pasard por los pres de dos alturas.

F. 65.—Sea el tridngulo ABC, y A'B'C', los pies de las al-
turas que arrancan respectivamente de
A By C

D.—Los tridngulos rectdngulos BB'C
y CC'B tienen los vértices del dngulo
recto sobre la semicircunferencia de dia-

metro BC (205). Y andlogamente para
los otras semicircunferencias.

Escolio. Cada dos de las tres circunferencias que asi pue.
den trazarse, tienen un punto de interseccién en el pie de una
altura.

Fig.ﬁﬁ‘

231. Corolarios. 1.° Los pies de las tres altu-
ras forman un tridngulo del cual son ellas mismas bisec-
trices.

D.—(Fig. 65). Porque, por ejemplo:

NN i _

1 = 1’ por inscriptos en igual arco
A

2=2 id. id.
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M A

pero como 1 = 2 por tener sus lados perpendiculares,
A, A!
I = 2

lo que prueba ser C'C bisectriz del dngulo C'.
EjErcicio. —Construir un tridngulo conociendo los pies de
las alturas (o el tridngulo que forman).

232. Como las bisectrices del tridngulo A'B'C
(fig. 635) concurren en su incentro, las alturas del ABC,”
que son las mismas, concurren en un punto, llamado or-
tocentro.

233. - Un cuadrilalero convexo inscripto tiene los
angulos opuestos suplementarios.

Ya se ha demostrado (207%).

234. R.—57 un cuadrilatero convexo tiene sus an-
pulos opuestos suplementarios. es inscriptible en una cir-
cunferencia.

F. 66.—Sea ABCD el cuadrilitero en que A+C—2
rectos, y B+D=2 rectos. Tracemos la circunferencia
circunscripta al tridngulo CAB.

D.—El arco de la circunferencia
ABC que cae hacia la region infe-
rior de AC, es el lugar geométrico c
dsnde se hallan los vértices de los
tridngulos de base AC y cuyo an-
gulo opuesto sea suplementario del
B (y caiga hacia la region inferior
de AC); luego el vértice D estd en dicho arco.

235. Corolario.—Son inscriptibles: el cuadro, el

B

Fi.66.
-]

rectangulo, y en general los cuadriliteros en que dos
angulos opuestos sean rectos, puesto que para estos ulti-
mos los otros dos dngulos serdn tambien suplementarios,
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No son inscriptibles los paralelogramos no rectdngu-
los, puesto que los dngulos opuestos, siendo iguales, no
pueden ser suplementarios de no ser rectos.

236. Con ayuda de estas proposiciones se completan las
antes establecidas para el triangulo. Asi:

237. For el ortocentro de un trigngulo pasan tres circun-
ferencias, cada una de las cuales contiene el ortocentro, los pids de
dos alturas y un vértice.

Porque, refiriéndonos a la F. 65, vemos que los cuadrildteros
tales como el A’CB'H tienen dos dngulos opuestos rectos, y son,
por consiguiente, inscriptibles.

238,  Las cuatro circunferencias civcunscriptas a los tridn-
gulos formados pov cuatvo rectas indefinidas que se cortan dos a
dos (cuadrildtero completo) pasan por wn mismo punto.

F. 67—Sea la figura compuesta

A de las cuatro rectas AE, BF, ED y

AF, en la cual se forman los triangu-

los AED, ABF, EBC y CDE. Tra-

cemos las circunferencias circunscrip-

tas a estos dos ultimos, que se cortan
en el punto C.

D.—Las circunferencias EBC y
CDF que tienen comtn el punto C,
exterior, en general, a la recta de los
centros, tendrdn comin otro punto P,

y entonces,
N
EPC = Suplem.c de EBC = FBAI
3 sumando
__CPD_:_ A8 = BFAI
N
ERD — = Suplem.c de A;

luego P estd sobre la circunferencia EDA. Y andlogamente
para la otra circunferencia FBA.
DETALLES.—EPC es suplemento de EBC por estar inscrip-
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" tos en arcos que completan una circunferencia (206) y este su-
plementn es igual al dngulo adyacente de FBE, gne es el FBA,

CPD y BFA son iguales por inscriptos en igual arco de la
circunferencia CFD. (¥)

239. T.—En un cuadrildtero convexe circunscriplo, son
tguales las sumas de los lados opuesios.

F. 68. —-Sea ABCD el cuadrildtero y llamemos 2 a cualquie-
ra de las dos tangentes iguales (133) que parten de A; ¢ a las
que parten de B, ete.

D.— ;
AD=p--s AB=p--¢
BC=¢+}r 7 CD =5
AD+4-BC=p+ ¢+r+s AB+-CD=p+4g+4r+s

luego AD + BC = AB —+ CD.
240, C.—Si un cuadrilétero conveyo no es circunscriptible,
las sumas de los lados opuesios no son iguales.

F. 68.—Si el cuadrilitero ABCD’
no es circunscriptible, la circunferen-
cia tangente a tres lados, AB, BC y
CD', no tocard al cuarto. Tracemos
entonces desde A la tangente AD,
con lo que se formard un cuadrildtero
circunscripto.

D.—

AB 4 CD = BC + AD
DD" > AD' — AD
AB + CD’' > BC + AD’

DETALLES.—La primera igualdad se verifica por el teorema
directo; la desigualdad escrita debajo por ser un lado de un tri-
angulo mayor que la diferencia de los otros dos.

Al sumar, se ve en la figura que

CD 4+ DD" = CD/, y AD — AD =o.

sumando

(*) Si C estuviese sobre la recta de los centros EBC=CDF =go" y
EB serfa paralela a FD.
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241. Escolio.—El rombo y el cuadrado son circunserip-
tibles, puesto que todos sus lados son iguales, y los opuestos
tendrdn igual suma; pero los demds paralelogramos no son cir-
cunscriptibles.

242. 1.9—S7 se tiene una civcunferencia dividida en
m partes iguales y se une cada punto de division con el
que le sigue, (al dar la vuelta a la circunferencia en senti-
do constante) se forma un poligono inscripto, de lados y
angulos iguales. Este poligono se llama zegular y de
género m (49).

o

2.° S cada punio de division se une con el gue se
halla p lugares después, y p es un numero primo con m,
se obtiene una fipura de m lados al dar p vueltas a la civ-

cunjferencia.

Esta figura se denomina poligono regular estrellado,
de género m y especie p.

1.°—F. 69.—Sea ABCDE el poligono resultante al
dividir en 5 partes la circunferencia y unir de una en una
las divisiones.

D — Los lados son iguales co-
mo cuerdas de arcos iguales;y
los dngulos, porque cualquiera de
ellos estd inscripto en un arco de
dos divisiones (203).

2.°—F. 69.—Sea la figura
que forma la linea de puntos
ACEBDA, obtenida al unir cada
punto de divisién con el que se encuentra dos lugares
después.

D.—Supongamos que cada divisién es de @ grados,
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y as{ cada cuerda abarcard 4 .a grados. Tomando
este nimero 2 veces (5 veces), se obtendrd un niimero
de gradosigual a p.a.mo p. (e . m), y como la cir-
cunferencia tiene @ . m grados, se habrda vuelto al punto
- de partida, después de recorrer p circunferencias. Y se
habra vuelto por primera vez, porque siendo m y p pri-
mos entre sf, su mibimo comin maltiplo es su producto
p.myeldea.pya.mserd p.a.m.

Que los lados y dngulos son iguales se demuestra
como en €l caso anterior.,

243. Bscolio. Si dividida la circunferencia en 30
partes, se uniesen las divisiones de 6 en 6, por ser 6 4-
visor de 3o se podrian mirar cada 6 divisiones como una
sola, y nos hallarfamos en igual situacién que si se hubie-
sen hecho 5 (30: 6) divisiones. Si se unieran de 8 en 8,
observando que 30 y 8 tienen el mdximo comun divisor
2, se mirarfan cada 2 divisiones como una sola, y esta
rfamos en igual caso que si no hubiera mds que 15
(30 : 2) divisiones y se enlazasen de 4 en 4 (8 : 2).

Andlogamente se razonard en otros ejemplos.

244. Si tewiendo una civeunferencia dividida en
partes iguales, se trazan tangentes por los puntos de divi-
szon, lLimitandolas en sus muluas inlersecciones, se forma
un poligono regular civcunscriplo.

F. 69.—Sea A'B'C’'D'E’ el poligono formado como
se ha dicho.

D.—Los dngulos del vértice de los tridngulos AA'B,
BB'C, ete., son iguales, porque lo son estos tridngulos,
que tienen iguales las bases y los dngulos bdsicos (199).

9
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Consecuencia de esta misma igualdad de tridngulos
es que los segmentos A'B, BB, B'C, ete., son todos
iguales, y, por consiguiente, cada uno mitad de un lado
del poligono, y éstos también iguales. :

Escolio. Si, formado como antes el poligono inscrip-
to ABC (fig. 70), se toma el punto medio de cada uno de
os arcos iguales AB, BC, etc., se tendrd también dividi-
. da la circunferencia en partes
iguales por los nuevos puntos,
y si por ellos se trazan tangen-
tes se formara un poligono re-
gular circunseripto A'B'C’. Pe-
ro el radio OP, perpendicular
a la cuerda AB, pasa por el
punto de contacto de la tan-

gente y es perpendiculara ella;
por lo cual los lados del nuevo
poligono son paralelos a los del inscripto (46). Ade-
mads la recta A'O, que une un vértice del circunscripto
con el centro, es bisectriz del dngulo A’ y del POO (133),
luego pasa por A, punto medio de PQ; lo que equivale
a decir que los vértices A y A’ estdn sobre un mismo

¢

radio prolongado; y andlogamente los demis.

245. St un poligono es equildatero y equiangulo, es
decir, regular, exislen: 1.° una circunferencia que pasa
o

por todos los vértices, (circunscripta); 2.
todos los lades (inscripta).

otra, langente a

F. 71.—Sean: ABCD, una parte del contorno del
poligono; O, el centro de la circunferencia que pasa por
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los tres vértices A, B, C, el cual estard sobre la media-
triz PO del lado BC. Unamos O con A y con D.
D.—1."—El cuadrilditero PCDO y el PBAO son si-
métricos respecto de OP, y coinci-
den al doblar por esta recta; luego
OD = OA, es decir, que la circun-
ferencia de radio OA, que pasa por
A, By C, pasa también por D. Y
lo mismo se demostraria que pasan-

do por B, C y D pasarfa por el vértice siguiente, etc.
Luego pasa por todos.

Derarres.—Los puntos B y C son simétricos respec-
to de O P puesto quz O P es mediatriz de BC. Al ha-
cer coincidir, doblando, dichos puntos B y C, los dngulos
iguales del mismo nombre coincidirdn, luego CD caerd
en la direccién de BA, y por ser de igual longitud, D
caerd sobre A, segun se habia dicho.

2.°—Trazada la circunferencia circunscripta, los la-
dos del poligono serfan, en ella, cuerdas iguales, y, por
tanto, habrfa una circunferencia tangente a todas ellas,
o inscripta en el poligono (r12).

246. Hemos visto que el problema de formar un .
poligono regular inscripto o circunscripto depende del de
dividir la circunferencia en partes iguales. Esto es ficil
de conseguir, con la regla y el compds, en unos casos, y
no en otros.

Los mas sencillos son los siguientes:

Dividir una civcunferencia en sets partes iguales.

Basta tomar como cuerda de cada una de ellas Ia
magnitud del radio,
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F. 72.—Sea el arco AB una 6.8 parte de la circun-
ferencia y unamos A y B con O.

A
b= D.—med. O = med. arc. AB=—de
3600 = 60.0
AL S
Luego A 4 B = 1800—600= 1200.
Y por ser ambos dngulos iguales,
A A
A = 600, B= 600
Los tres dngulos del tridngulo

AOB son, pues, iguales, luego este tridngulo es equild-
tero y

i a
Fug-?-.

AB = OA = radio. ‘
DerarLes.—El dngulo central tiene igual medida que
P ot
su arco correspondiente (75 Cor.). A + B es el suple-

mento de 8 Los dngulos Ay B son iguales por opo-
nerse a los radios iguales OB y OA. Y en fin el tridn-
gulo es equildtero, porque a dngulos iguales se oponen
lados iguales.

24%. Escolio.—Dividida la circunferencia en seis
partes iguales, queda dividida en tres sin mds que consi-
derar cada dos consecutivas como una sola.

Las mediatrices de las cuerdas dividen a los arcos en
dos partes iguales, luego se puede ficilmente duplicar el
numero de divisiones y obtener 12, 24, 48, etc.

EjERCICIOS.—Inscribir y  circunscribir un poligono de 12
lados (dodecdgono) y obtener todos los que se formen al unir
las divisiones de todos los modos posibles.

248.  Dividir una civcunferencia en 4 partes tguales.

Se trazan dos didmetros perpendiculares que forma-
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ran cuatro dngulos rectos, a los que corresponderdn
cuatro arcos iguales (cuadrantes).

Por observaciones andlogas a las del escolio anterior
se sabria dividir fdcilmente la circunferencia en 8, 16,
32, etc., partes iguales.

EjERcIC1OS.—Inscribir el octégono (8 lados) y decir si
hay octégonos estrellados.

249. Aproxomadamente puede dividirse una circunferen-
cia en partes iguales por la siguiente regla, que sélo eomo cu-
riosidad insertamos: Coustriyase con el diametro un trigngulo
equildtero; dividase aguel diantetro en el ninero de paries desea.
do, y aniendo el vértice C (F. 73) con la 2.2 divisién, se tendrd
en AD una de las partes pedida. (En
la F. 73 se vé que para el cuadrado la
construccién es exacta).

Generalmente nos valemos del
trasportador, caleulande el nimero

~de grados que corresponde a la par-
te alicuota deseada de la circunfe-
rencia, lo cual da, en la préctica, su-

Fig.75. ficiente aproximacion. _
3 250. Son elementos importan-
tes de los poligonos regulares, ademds de los lados y
angulos, los qu'e siguen:

El centro, O (figs. 69 y 70), que es el mismo de las
circunferencias inscripta o circunscripta. El 7adzo, que es
el mismo, OA, de la circunferencia circunseripta, o bien
la distancia del centro a un vértice. La apotema, que es
el radio de la circunferencia inscripta (OP para el poli-
gono A'B'C’ de la F. 70), o bien la distancia del centro
a un lado, o el segmento que une el centro con el punto
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medio de un lado (OP, F. 71). El‘dngulo central, AOB,
(F. 70 y 72) formado por dos radios consecutivos o por
dos apotemas (POQ, F. 70). Este dngulo vale la enész-
ma parte de 360° si el poligono tiene # lados, puesto
que hay = de estos dngulos iguales alrededor del centro;
y es suplementario del angulo del poligono, porque supo-
niendo aquél formado por las apotemas OP y OO (figura
70) se ve que tiené sus lados perpendiculares a los del
A’ del poligono y, de no ser ambos rectos, son uno agu-
do y otro obtuso. (168).

251. Los poligonos regulares de nitmero par de
ladlos, tienen ejes y centro de simelria.

Son ejes: los didmetros perpendiculares a los lados
opuestos, y los que pasan por vértices opuestos; y es
centro, el del poligono.

F. 74.—Sea el exdgono ABCDEF vy los didmetros
MN y AD; O el centro y PQ una recta limitada en el
contorno.

D.—Doblando por MN, a causa de la i;g_{ua]dad de
los arcos contados a derecha e izquierda a partir de M,
(MA y MB, MF y MC, etc.) coincidi-
rfan los vértices A y B, F y C, elc.
luego MN es eje de simetrfa. Lo
mismo se prueba que lo es AD.

En cuanto al centro, O, desde
luego los extremos de dos radios o
de apotemas opuestas equidistan de
él. Y cualquier recta, PO, queda
dividida por él en dos partes iguales, porque los triangu-

.E‘ig, 4.

los AOQ y DOP son iguales por tener opuestos por el
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vértice los angulos en O, iguales el’; y el lz\ por mitades
de dangulos del poligono, y OA=OD por radios; luego
0Q=0P.

252. Si el poligono tiene ntmero impar de lados
su centro no lo es de simetrfa, puesto que CO (F. 70)
no es igual a OM; pero la recta CM, y sus andlogas, son
ejes de simetria.

253. - Los cuadrildteros pueden tener elementos de
simetrfa aunque no sean regulares; asf:

En todo paralelogramo, las diagonales se cortan en
‘un punto que es centro de simetyvia.

F. 75.—Sean ABCD un paralelogramo; O, €l punto
de interseccién de las diagonales

> y PO un segmento que pasa por
V( O, limitado en el contorno.

D.—En primer término: las

Fig.75. diagonales quedan divididas en

dos partes iguales por el punto Oj

porque de los tridngulos iguales’ DOC y AOB se saca
OD==0B y OC=0A.

Y en segundo lugar: OP=0Q, por ser iguales los
triangulos POC y AOQ.

DEeTrarLes.—Los trdngulos DOC y AOB son iguales
por tener iguales los dngulos en O, que son opuestos
por el vértice; los 1 y 1’ por alternos internos, y los
lados DC y AB como opuestos en el paralelogramo.
Ademds, por oponerse a los angulos iguales son /owmilo-
gos los lados OD y OB, OC y OA.
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Los tridngulos POC y AOQ - son iguales porque se-

gtin acaba de verse OC=0A, ,1\=? y ademds los dn-
gulos en O también son iguales por opuestos por el vér-
tice. OP es homélogo de OQ por oponerse a dangulos
iguales.

254. ReEcirroco.— 7odo cuadrilatero convexo en
que el punto de concurso de las diaponales sea centro de
semetria, es paralelogramo.

F. 75.—Sea el cuadrilitero ABCD, y O el punto de
concurso de las diagonales.

D.—Segtn la hipdtesis

O0A = 0Cy OB = 0D
y, come los dngulos en O son iguales,
Tridng.o DOC = Tridng.c AOB (2.0 caso igualdad)

Luego 1 = 1, y por ser alternos internos respecto
a DC y AB, estas rectas son paralelas.
Lo mismo se prueba el paralelismo de los otros lados.

EJERCICIO.—Construir un paralelogramo dadas las diago-
nales y el dngulo que forman. '

255. L/ cuadrado tiene: dos ejes de simelvia perpen-
diculares a los lados; otros dos, bisectrices de los angulos
opuestos; y un centro de simetria en que concurren todos.

Ademas, considerando los ejes limitados en el con-
torno, los de una misma clase son iguales y perpendicu-
lares entre sf.  (Demuéstrese como ejercicio).

256. Ll rectangulo tiene sélo dos ejes de simelria,
perpendiculares y desiguales. Las diagonales no son eres
de simetria, pero son iguales v oblicuas; su punto de con-
curso es el centro de simelria.
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F. 76.—Sean: ABCD el rectingulo, PQ "y RS los
ejes.

D.—La simetria con relacién a cualquiera eje es evi-

B R ¢ dente, puesto que éste es mediatriz
( \ 7| de los lados opuestos. Su desigual-
P \ @ dad también, puesto que cada eje es
L igual a dos lados opuestos. Las
A S "B diagonales son iguales por serlo los
Rig:28, tridngulos rectdngulos ABC, BAD

de que forman parte, los cuales tienen iguales los catetos.

Y son oblicuas porque aunque AC pasa por el pun-
to medio de BD, como A y C no equidistan de By D
no es AC mediatriz de BD.

257. [Elrombo tiene'por ejes de simetria sus diago-
nales, las cuales son desiguales, mediatiiz una de ofra y
bisectriz, cada una, de los dngulos cuyos vértices une.

F. 77.—Sea el rombo ACD.

D.—Basta tener en cuenta que los tridngulos isosce-
les ABC y ABD son iguales y simétricos, y ¢
recordar las propiedades generales de di-
chos tridngulos. (Detdllese como ejercicio). 4 B

258 ReEecirrRocAMENTE.—Si se trazan
dos segmentos que se corten en su punto
medio, y se toman como diagonales del cua- Hg:27s
drildtero convexo resultante de unir sus extremos, segin
sean dichos segmentos perpendiculares e iguales; iguales
y oblicuos, o desiguales y perpendiculares, serd el cua-

drildtero cuadrado, rectingulo o rombo. (Detdllese como
ejercicio).
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Y como, contrariamente, si los segmentos dichos no
son iguales ni perpendiculares el cuadrilitero no serd
cuadrado, ni rectdngulo, ni rombo, y ha de ser paralelo-
gramo, serd remboide.

EJERCICIO.—Construir un cuadrado y un rombo, dadas las
diagonales. :
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CAPITULO PRIMERO

PRELIMINARES

259. Ademds de los axiomas geométricos ya admi-
tidos en la primera parte (12 a 18) consideraremos co-
mo tales los que a continuacién se enumeran, comproba-
bles experimentalmente.

Antes diremos que cuando una linea se sujeta a un
movimiento continuo y regulado por cierta ley, de modo
que en todas sus diversas posiciones se halle contenida
por entero en cierta superficie, se supone ésta engendra-
da por aquella linea, la cual recibe, por esto, el nombre
de generatriz. Silaley del movimiento consiste en apo-
yarse constantemente en otra linea, ésta recibe el nom-
bre de directriz.

260. Una reda que gira alrededor de un punto
apoyindose en otra recta fija, engendra un plano. (¥)

{*) El plano es indefinido, pero suele dibujarse en forma de paralelo-
gramo, y se designa por una letra.
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La generatriz es la recta movil, y la directriz la fija.
Como el plano engendrado es tnico, se dice que z#na rec-
tay un punto exterior a ella determinan un plano;o que
dos planos con una recta y un punto exterior comunes
coinciden.

Tres puntos, que no estin en linea recla, fijan tam-
bién la posicién de un plano, porque dos de ellos deter-
minan una recta a la cual es exterior el tercero.

Dos rectas que se cortan bastan, igualmente, para de-
terminar an plano, puesto que lo determinan una de ellas
y un punto de la otra, (que no sea el de interseccion).

261. Un plano puede givar alrvededor de una recta
sitnada en él, y en este movimiento recorve todo el espacio,
pasando una vez por cada punto de éste.

Dos planos que tengan una recta comun se ponen en
coincidencia haciendo que uno de ellos gire alrededor de
la recta hasta que contenga un punto del otro plano.

262. Dos planos con un punto comiin, tienen conin
toda una recta que pasa por ese punto. Esta recta se lla-
ma de znterseccién o traza de un plano sobre el otro.
Fuera de ella no pueden tener los planos ningtn punto
comiin si no coinciden.

263.  Una recta que sufre una traslacién paralela o
rectilinea a lo largo de otra, engendra un plano. Por
eso se dice que dos paralelas determinan un plano.

264. Una recta perpendicular a otra y que gira al-
rededor de ésta, o bien un lado de un dngulo recto givan-
do alrededor del otro, engendra un plano. (Fig 78). Ad-
mitido esto se ve que puesto que las rectas BC, BD,
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BE, etc., son diversas posiciones del lado mévil, la AB es
perpendicular a todas ellas. Entonces se dice que AB
es perpendicular al plano p, y éste perpendicular a AB.
El punto B en que AB corta al plano, se llama pz de la
perpendicular.

Como dos de las posiciones ' A
del lado mévil, BC y BE, por
ejemplo, determinan el plano g, se
dece que una recta, AB, es perpen-

dicular a un plano p, cuando lo
es a dos reclas de éste que pasan
por el pie, B, de aguélla.

Luego: por un punto, B, de una recta, se le puede tra-
zar stempre un plano perpendicular, p; ya sea haciendo
girar alrededor de AB el dngulo recto de vértice B,
(ABC) ya sea trazando en dos distintos planos que pasen
por AB las dos perpendiculares BC y BE, que bastan
para determinar el plano p.

Si cuando el angulo recto ABC engendra ¢l plano g,
se toma BC como segmento limitado, su extremo reco-
rrerd una circunferencia de centro B y radio BC, y de
plano perpendicular a AB. '

(En el dibujo, esta circunferencia se representa por
la elipse que se ve en la figura).

EJERCICIO GENERAL.—Por medio de objetos materiales,
compruébense experimentalmente los hechos apuntados. Para
el ultimo, puede servir una escuadra con un catéto sobre una
mesa; una puerta que gira rozando con el suelo, ete.

265. Superficie conica es /a engendrada por una
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semrrecta que gira alrededor de su orvigen apovandose
en una linea divectriz. (%)
Cuando la directriz es una circunferen-
cia, la superficie se llama arcular, y serd la
nica de que nosotros hablemos (fig. 79).
Superficie piramidal es la gue forman
los angulos determinados por varias semi-
BETY rectas que unen los vérlices de un poligono
con un punto exterior a su plano (fig. 80). Dichas semi-
rrectas, OA, OB, OC, etc., se llaman arisfas, su origen
comin, O, vértice, y los dngulos AOB,
BOC, etc., caras de la superficie. Se-
glin esto, la superficie piramidal puede
considerarse como caso particular de
la superficie cénica, en la que la linea
directriz es el contorno de un poligono,
ABCD. Este contorno es la seccitn
causada en la superficie por el plano
del poligono, y puede ser concavo o convexo, aunque,
por regla general, nos referimos a este ultimo caso.
Piramide e¢s ¢/ cuerpo lomitado por
- la superficte piramidal y un poligono-sec-
cion. De sus elementos se hablard des-
pueés.

Pi.g.BD.

266. Superficie cilindrica ¢s la en-
gendrada por una recta que se conserva
paralela a una posicion inicial y se apoya
en una linea directriz. Cuando ésta es circunferencia,

ng.m.

(¥) La linea mévil o generatriz pudiera ser indefinida; pero la conside-
ramos como semirrecta, por evitar otras definiciones,
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(tinico caso que estudiaremos), la superficie. es circular
(fig. 81).

Superficie prismatica es la que forman las zonas pla-
nas deternunadas por reclas paralelas trazadas por los ver-
tices de un poligono exteriormente a su plano. (Fig. 82).

Esas rectas AE, BF, etc.; son las arZstas; y aquellas
zonas ABFE, BCGF, etc., las caras.

La superficie prismitica es el casc particular de la ci-
lindrica en que la directriz es el contorno de un poli-
gono, ABCD.

Lo mismo la superficie cilindrica que la prismdtica se

; ~ miran a veces como superficies cénicas o
H‘ o piramidales con e/ vértice alejado al infi-
nito, lo cual proviene de que al cortarse
los lados de un dngulo muy lejos de un
trozo determinado de ellos, en este trozo
son casz paralelos.

Prisma ¢s5 e/ cuerpo linutado por la
superficie prismatica y dos poligonos, sec-
ctones de ella, de planos paralelos. () ABCDEFGH. (F.82)

267. Consideremos una recta XY (fi-
gura 83) y una /Jizea, XABY, situadas en
uno de los semiplanos que aquella deter-
mina sobre un plano. Desde un punto A
de la linea tracemos la perpendicular AO a
la recta. Sihacemos girar el dngulo recto
XOA alrededor del lado XO, el punto A™¢®*
describe una circunferencia de plano perpendicular a XO

Fig.ae.
=1

(*) Se hablar4 después de estos planos, pero con un ‘prisma material
puede el profesor anticipar la idea.
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(264). Y lo mismo podria acontecer con el punto B, etc.
Por ello se dice:

Superficie de revolucion es la engendrada por una
linea que gira alrededor de una recta fija, de modo que
los puntos de aquélla describan circunferencias de plano
perpendicular a la recta.

La recta fija se denomina ¢e y la linea movil genera-
triz. Nosotros hemos supuesto que la generatriz y el
eje estaban en un plano: entonces cada posicién de la ge-
neratriz es la secciéon causada en la superficie por un se-
miplano que pasa por el eje, y en este sentido se~llama
meridiano, y antimeridiano la seccibon que produce el se-
miplano opuesto. (*)

Las circunferencias de plano perpendicular al eje des-
critas por los diversos puntos de la generatriz, se llaman
paralelos, y st hay uno de mayor radio que todos los de-
mas, ecuador. (En la figura, XABY es el meridiano,
XA'B'Y el antimeridiano, y las circunferencias de ra-
dios- OA y OB, paralelos).

o L odos los meridianos son iguales, puesto
A que uno de ellos coincide con los demds al

ir engendrando la superficie.
Al B 268. Superficie conica de revolu-
cion ¢s la engendrada por una semirrecta
cuyo origen estd sobre el ere. (Fig. 84).
Vértice es el origen de la generatriz; /lado, cualquiera
posicion de ella; angulo conico, €l que forma el lado con

I‘ig. 84.

(%) Identificamos la generatriz y el meridiano en atencién alo elemen:
al de esta obra.
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el eje. (*) Los paralelos crecen a medida que se alejan
del vértice.

Cono de revolucidn es e/ cuerpo limitado por la su-
perficie conica de revolucion y el plano de un paralelo.

Sc llama también cono circular recto.

269. Superficie cilindrica de revolucion es Za en-
gendrada por una recta paralela al eje.  (Fig. 85),

La distancia entre la’generatriz y el
eje es constante, o, lo que es igual, todos
los paralelos tienen el mismo radio.

Cilindro de¢ revolucion es el cuerpo li-
mitado por la superficie clindrica de re-
volucion y los planos de dos paralelos.

Se llama también circular recto.

270. Superiicie esférica es la producida por la re-
volucion de una semicivcunferencia alrededor de su dia-
melro.

Esiera es e/ cuerpo limitado por la superficie esfe-
rica. (Fig. 86).

Como los puntos de la semicircunferencia generatriz
equidistan de su centro, y no piercen
esta cualidad durante la rotacién que
engendrg, la superficie, dedlicese que
los puntos de la superficie esférica
equidistan de otro interior, que es el

centro de la semicircunferencia gene-

B

g e ratriz y también de la superficie es-

férica y de la. esfera.

(*) Otros autores le llaman semidngulo ¢6nico,
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Fdcilmente se advierte que los demds puntos del es-
pacio distan menos o mas del centro segin sean interio-
res o exteriores a la superficie y, en consecuencia, puede
decirse:

La super ficie esféreca es el lugar geométrico de los
puntos del espacio que estin a distancia determinada de
olro.

‘Radio de la superficie esférica y de la esfera es la
distancia del centro a un punto de la superficie. Luego
todos los radios son iguales. Cwerda es el segmento de
recta que une dos puntos de la superficie. Didmetro es
la cuerda que pasa por el centro, Todos los diametros
son iguales por ser cada uno suma de dos radios.

Si por un didmetro cualquiera se traza un semiplano,
cortard a la superficie esférica en puntos equidistantes
del centro, los cuales formardn, por taifto, una semicir-
cunferencia, que podrfa considerarse como generatriz de
la superficie.

Asl, pues, la superficie esfirica tiene infinidad de eres
de revolucion, puesto que puede serlo cualquier didmetro.

271, Un plano corte a la superficie esférica segin
una creunferencia. Porque si se tomna como eje de re-
volucién el didmetro perpendicular al plano secante, la
seccion seria un paralelo. '

Las circunferencias cuyos planos pasan por el centro
tienen igual radio que la esfera, y se llaman circunferen-
cias mdximas. las demds circunferencias, y sus circulos,
se denominan menores.

La parte de superficie esférica limitada por un cfreu-
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lo se llama casguets (*) y el cuerpo cerrado por él seg-
mento esférico de una base.

La parte de superficie esférica comprendida entre dos
paralelos se llama zona; y el cuerpo que limitan la zona
y los circulos de los paralelos, segmento esférico de dos
bases.

Dos meridianos de un mismo didmetro incluyen una
porcién de la superficie que se llama Jwso; y el cuerpo
correspondiente es una cusa.

EJERCICIO. —Explicar estas definiciones valiéndose de una
esfera material, o de la figura 86.

Un circulo mdximo es un plano diametral, esto es,
que divide a la esfera (y a su superficie) en partes iguales
llamadas /femisferios; lo que se prueba por la igualdad
de los radios, como en la circunferencia. (25).

272. [Polo de un circulo y del casquete correspon-
diente, es el extremo del didmetro perpendicular a aquél,
contenido en el casquete.

Dos puntos situados sobre la superficie esférica, como
los Ay E, (F. 86), y el centro, O, determinan un plano
cuya interseccién con la superficie es una circunferencia
maxima, -EBCA, que pasa por aquellos puntos. Si estos
fueran extremos de un didmetro, el arco AE seria una
semicircunferencia, pero en los demds casos entre A y E
hay dos arcos: €l AE y el ACBE, de los cuales conside-
raremos siempre el menor. '

Enternderemos por distancia esiénca entre dos puntos

(%) En rigor a un mismo cfrenlo le corresponden dos casquetes, p&ro 5§

foma siempre el menor, si no son iguales,
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el menor arco de circunferencia mdxima comprendido
entre ambos. (%)

No debe confundirse la distancia esférzca con la dis-
tancia absoluta, que se aprecia siempre por el segmento
de recta que une los puntos.

273. ARadio esférico de una circunferencia de la su-
perficie esférica es la distantia es/drzca entre su polo y
uno de sus puntos; y dzstancia polar la cuerda de dicho
arco.

Los diversos radios esféricos de una misma circunfe-
rencia se pueden considerar como diferentes posiciones
de uno solo que gira alrededor del polo, y son, por con-
secuencia, todos iguales.

El radio esférico de una circunferencia maxima es un
cuadrante. (AD en la F. 86).

(*) Se demuestra, en obras mas extensas, que este arco, ademds deser
tinico, es la menor de las lineas esféricas que van de un punto al otro; pero
esta demostracién requiere consideraciones de que prescindimos en aten-
cion al cardcter muy elemental de este libro.



CAPITULO II

Diedros y angulos esféricos

274. Diedro o duguio de dos planos, es la figura
formada por dos semiplanos que parten de una recta co-
man.

" Esta recta se llama arsste y los semiplanos caras

Para designarlo se nombran las caras o bien se lee
con cuatro letras, una por cada cara y dos por la arista,
enunciando éstas en medio, v. gr.: diedro PO o diedro

PMNQ (F. 87).

Se precisa la definicion, y se adquiere idea de la
magnitud del diedro, suponiendo que uno de los planos
gira alrededor de la arista desde una posicion inicial
(cara de origen) hasta otra final (cara extrema), en senti-
do determinado, andlogamente a como se dijo al tratar
de los 4dngulos rectilineos. (31).

275. Angulo esférico es la figura esférica que
Jorman dos arcos de circunferencia maxima que pariten
de un mismo punto.

Este punto es el vértice, y los arcos los Zados.

Se supone que el dngulo resulta del giro de uno de
los lados alrededor del vértice; y, por consecuencia, son
aplicables a estos dngulos las consideraciones hechas al
hablar de los dngulos rectilineos relativamente al sentido,
a la magnitud, etc.
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276. Llamaremos arco correspondiente a un angulo
esférico, al arco de circunferencia maxima descrito desde
el vértice como centro y cuyo radio esférico sea un
cuadrante.

277. Si consideramos un diedro PQ (F. 87) y en
un punto de la arista trazamos a ésta dos perpendiculares
AB y AC, una en cada cara, es claro que si cerrdramos
el diedro de modo que los dos semiplanos que lo forman
se confundieran, las dos perpendiculares citadas se con-
fundirian también. (39).

Y si ahora, inversamente, hiciéramos girar uno de los
semiplanos alrededor de la arista, al mismo tiempo que
esta cara iba formando con la otra
diedros cada vez mas grandes, la
perpendicular AC situada en ella
irfa formando con la otra perpen-
dicular AB diversos dngulos recti-
lineos, correspondientes de un mo-
do tnico a los diedros dichos.

Por eso: se llama angulo rectilineo correspondiente a
un diedrvo, el formado por dos perpendiculares ¢ la arista
en un mismo punto, y situadas una en cada cara.

El punto de la arista en que se han de trazar tales
perpendiculares puede ser cualquiera, pues ficilmente se
ve que si se formasen los rectilineos correspondientes a
dos puntos distintos como los ABC y A'B’'C’, estos dngu-
los podrdn coincidir por una traslacién rectilinea hecha
simultdneamente con sus dos lados a lo largo de la aris-
ta del diedro.

278. Si tenemos ahora un diedro formado por los

Sa A



— 151 —
semiplanos POA y POB (F. 88) y suponemos descrita
una superficie esférica que tenga por centro cualquier
punto, O, de la arista, las caras serdn cortadas por la
superficie esférica en arcos de circunfe-

x _rencia maxima PA, PB, con lo que re-
sultard un dngulo esférico de vértice

. P. Tomemos sobre uno de sus lados

pé el arco PA igual a un cuadrante, y una-
et mos A con el centro O. Hecho esto,

se advierte que al mismo liempo que
el arco PA girando alrededor de P hasta la posicion PB
engendra el dngulo esférico APB, el semiplano POA,
engendra el diedro APOB; el radio OA engendra el
angulo rectilineo AOB; y el punto A el arco de circun-
ferencia médxima AB.

Si, pues, para todos los dngulos mencionados y para
el arco tomasemos unidades correspondientes, el mismo
numero de veces que contuviese el dngulo esférico a la
unidad de dngulos esféricos contendria el diedro a la uni-
dad de diedros, el rectilineo a la de rectilineos y el arco
a la de arcos, y, en consecuencia: :

La medida de un angulo esférico, la del diedro que

- forman los planos de sus lados, la del rectilineo de

este diedro v la del arco corvespondiente al angulo esféri-
co, son iguales, siempre que se correspondan las respecti-
vas unidades. g
Asi trazando, por P, 360 meridianos que formasen
dngulos iguales, quedarfa el espacio dividido en 360
diedros iguales por semiplanos que pasarian por PO; el
plano del circulo ABC..... dividido en 360 dangulos recti- -
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lfneos y la circunferencia ABC..... en 360 partes iguales.
Como cada una de éstas es un grado, se llama también
dngulo de un grado cada uno de los esféricos, diedros o
rectilineos mencionados.

279. Como consecuencia pueden sentarse las si
guientes definiciones y propiedades.

Diedro lano es el que vale 186°.—Sus caras forman
un plano unico.

Angulo esférico llano es el que vale 180°.—Sus lados
caen sobre una misma circunferencia.

Daedro recto es la mitad de un larno.—Los planos
que lo forman se dice que son perpendiculares entre si.

Angulo esférico vecto es la mitad de un llano.—Los
arcos que lo forman se llaman perpendiculares.

280. Las denominaciones y propiedades de los dn-
gulos rectilineos referentes a su posicion o tamaio, tales
como las de dngulos consecutivos, adyacentes, suplementa-
r20s, =tc., se aplican facilmente a los dngulos esféricos y a
los diedros, sustituyendo, para éstos, las palabras lados
por caras, vértice por arista 'y reda por plano. (V. los
numeros 32 a 37 y 40 a 43) A la bisectriz del angulo rec-
tilineo corresponde el plano bisector en el diedro, y el arco
busector en el dngulo esférico.

EjERCICIO.—Enunciar y demostrar las propiedades mds sen-

cillas de diedros y dngulos esféricos, por analogfa con las corres-
pondientes de dngulos rectilineos.




CAPITULO 111

Perpendicularidad

281. Por una recta se puede trazar un solo plano
perpendicular a otro, excepto en el caso de ser la recla
perpendicular al plano, pues entonces hay infinitos.

Distinguiremos tres casos:

1 (8]

F. 89.—Sea la recta « situada en el plano P.

D.—La recta @ determina en P dos semiplanos que
forman un dngulo llano. Como éste tendrd su plano
bisector tnico, dicho plano bisec-
tor, Q, es el plano perpendicular

al P, puesto que forma con él

/__ diedros rectos.
e
(5]

o 22 F, goi—Sea la recta u,

~ no perpendicular al plano P. Y
sea P’Q un diedro recto, construido aparte, por el pro-
cedimiento que permite el caso 1.°

D.—Pongamos el diedro recto P'Q sobre el plano P
de | inci-
e modo que coinci | A

da con éste la cara
P'. ‘Be podrd, sin
abandonar esta coin-
cidencia, hacer que
el diedro se mueva
hasta que O pase ig: 90.

Q

Fig. 89,

B

i

por un punto de la recta @, y si no la contiene, se hard
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que gire hasta que la contenga. Entonces se tendrd,
por «, el plano Q perpendicular al P.

Ademas, observando que en cuanto la traza @ de Q
sobre P cambie de posicién ya no pasarda Q por la recta
a, (*) se deduce que dicho plano es el tnico perpendicu-
lar. Porque si existiese otro, R, que pasando por « fue-
se perpendicular a P, al colocar el diedro recto P'Q de
modo que su arista coincidiese con la traza, », de R so-
bre P, como para esta posicién no pasa Q por e, habria
por 7 dos planes perpendiculares al P, a saber: el R y el
Q; contra lo expuesto en el caso 1.° luego R no es per-
pendicular a P.

3.° Sea @ una recta perpendicular a Py P'Q el die-
dro recto del caso anterior. (Fi-
gura 91).

D.—Al llevar, como antes, el
plano Q a pasar por la recta a, se
observa que puede girar sin de-
jar de contenerla puesto que a
formarfa con & un dngulo recto
cuyo lado &’ engendrarfa el plano P.

Luego por 2 hay infinitos planos perpendiculares a P.

282.  Por un punto de una superficie esférica, que
no sea polo de una circunferencia maxima, se le puede
trazar a ésta un solo arco perpendicular, menor que un
cuadrante.

1. F. 88.—Si el punto, B, estd sobre la circunfe-
rencia maxima ABC..., serd vértice de un dngulo esférico
llano, cuyo arco bisector, BP, serd perpendicular a ABC.

E‘ig .

(*) Lo admitimos como postulado.

wl ¥ ¥
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2.° F.88.—Sean: M el punto dado exterior a la cir-
cunferencia miaxima ABC; P el polo de ésta situado en el
mismo hemisferio en que esté M, y PA un radio esférico
de ABC, que serd un cuadrante.

D.—Girando PA alrededor de P, recorrera el hemis-
ferio en que se halla M y llegard a pasar por este punto.
Y como PA es perpendicular a ABC en todas sus posi-
- ciones (por ser recto el diedro de arista OA) también

MB sera perpendicular.

Ademis queda determinado el pie B del arco mévil
de tal suerte, que cuando aquél cambie, éste no pasard
por M. (*) Luego si existiese otro arco, MD, perpen-
dicular, haciendo que PA tomase, al girar, la posicién
PD habrfa por el punto D dos arcos perpendiculares a la
circunferencia dada: el DM y el DP, contra lo estableci-
do en el primer caso.

283. Hemos admitido (264) que por un punto de
una recta se le puede trazav un plano perpendicular.
Desde luego, las rectas contenidas en el plano p (fig. 78)
y que pasan por el pie B de la perpendicular, son per-
pendiculares a AB (264). Reciprocamente.: toda perpen-
dicular BH a AB en el punto B, estd sobre el plano p.
Porque, de lo contrario, siendo BC la traza, sobre p,
del plano determinado por AB y BH, habria en este pla-

‘no dos rectas perpendiculares a AB en un mismo punto,
a saber: la BH, por hipétesis, y la BC por estar conteni-
da en p; lo cual es absurdo (39)

De aqui se deduce que: e/ plano perpendicular a una

vecta en un punto es el lugar geométyico donde se hallan

*) Se admite como postulado,
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conltenidas todas las reclas perpendiculares a agquella en
dicho punio.

Llamaremos plano mediador de un segmento de rec.
ta al perpendicular trazado por su punto medio.

El plano mediador de un segmento es el lugar de los
Ppuntos del espacio equidistantes de los extremos de dicho
segmento. Porque es el lugar de todas las mediatrices
del segmento en los infinitos planos que pasan por él, y
estas mediatrices contienen todos los puntos equidistan-
tes de los extremos (g1).

284. Por un punto existe un solo plano perpen-
dicular a una recta.

1.° Si el punto estd sobre la recta, véase lo dicho
en el nimero anterior.

2.° F. 92.—Sea M el punto exterior a la recta AB,
Tracemos el plano P perpendicular a ésta en cualquiera
de sus puntos.

D.—Moviendo el plano P a lo largo de AB sin que
deje de ser perpendicular a ella, llegard
a contener en alguna de sus posiciones el
punto M, luego habrd por éste uz plano
perpendicular a AB.

Y solo uno, pues si hubiese otro, P, las
trazas MN y MS de P y P’ con el plano de-

Fig o2, pendiculares a AB, cosa imposible. (39).

285. Por un punito exisle una sola

recla perpendicular a un plano.

F. 93. 1.°—Sea el punto M del plano P. Constru-

yamos aparte el plano P’ perpendicular a una recta a.

terminado por AB y M, serfan amébas per-

N
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D.—Se podra hacer que P’ coincida con Py resbale

1‘&%.93

luego sobre €l hasta que el pie de @
esté sobre M. Entonces habrd por
este punto la perpendicular « al pla-
no P. Y no habrd otra, tal como
MA, porque entonces en ¢l plano
que ambas determinan existirian dos

perpendiculares por un punto a la
traza MB de dicho plano con el P; cosa imposible.
2.° Si el punto M estd fuera de P se hace la misma

demostracion en la fig. 94 cambian-
i do 1a traza MB del caso anterior por
la AC.
286. 1.°—S¢ desde un punto se
trazan a un plano wne perpendicu-
lar y varias oblicuas (limitadas por

Fig‘,}lé =

el punto y sus respectivos pies) la perpendicular es menor

que cualquier oblicua.

D —Porque la perpendicular AB (fig. 95) la oblicua
AC, y el segmento que une sus pies estdn en un mismo
plano, y en ¢l ya se demostr6 la propiedad (59).

287.  2.°—FEn la misma hipolesis, todas las oblicuas

cuyos pres-estén a iyual distancia del

pie de la perpendicular son iguales,
¥ forman angulos iguales con la per-
pendicular y con las reclas que unen

N sus pies al de la perpendicular.
D.—Porque todas las oblicuas
Sl . dichas AC, AD, AE, etc., pueden
considerarse como diversas posiciones de la hipotenusa
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del tridngulo rectingulo ABC que forman Ta perpendicu-
lar, una oblicua y el segmento que une sus pies, al girar
dicho tridngulo alrededor de la perpendicular. '

288. Corolario.—Las porciones de generalriz de

una superficie conica de revolucion comprendidas entre el
vértice y un paralelo son iguales.

Uniendo todos los puntos de una circunferencia con

uno de la perpendicular a su plano, por su centro, se for-
ma parte de una superficie conica de revolucton.

Fstos corolarios no difieren de lo anterior sino en
el enunciado.

289. .3.9—SZ se tienen (como antes) una perpendicu-

lar v dos oblicuas a un plano, la oblicua cuyo pie esté mas
distante del de la perpendicular es la mayor, y forma ma-
yor angulo con la perpendicular y menor con el segmento
queune su pie al de la perpendicular. '

F. 95.—Sean: la perpendicular AB, y las oblicuas
AC y AF tales que BF > BC.

D.—Llevando por rotacién alrededor de AB, el tridn-
gulo ABC sobre el ABF quedard C entre B y F en po-
sicién tal como la C', y entonces por lo demostrado en

la 1.* parte (187) serd AF mayor que AC' (o que su =
igual AC); dngulo BAF > BAC y dngulo AFB < ACB,

por ser estos dngulos complementarios de los antes ci-
tados.

290. Los teoremas 1.°, 2.° y 3.° tienen sus recipro-
cos ciertos, (65), y en su virtud pueden enunciatse los si-
guientes:

La menor distancia de un punto a un plano se mide
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por la perpendicular; las oblicuas tguales tienen sus pies
en una circunferencia cuyo centro es el de la perpendicular,
3 la oblicua cuyo pie diste mas que el de otra del de la
perpendicular es mayor que aquélla.

También podria decirse: /las oblicuas que forman an-
gulos iguales con la perpendicular, pertenccen a una su-
perficie conica de revolucion cuyo eje sea la perpendicular
g las que formen menor o mayor angulo son inleriores o
‘exteriores a dicha superficie conica; por lo cual ésta es el
lugar geométrice de las rectas que forman con el eje un
angulo dado.

291. Se llama proyeccién ortogonal de un punto so-
bre un plano, el pie de la perpendicular trazada desde
aquel punto al plano. La perpendicular se llama proyec-
tante, y el plano, plano de proyeccion.

Proyeccién de un segmento sobre un .plano es la dis-
tancia entre las proyecciones de los extremos de aquél.

EjERCICIO.—Proyectar sobre un plano varios segmentos, y
en parficular uno que tenga su origen en el plano, y otro que le
sea perpendicular. ;

Mis en general, la proyeccién de una linea sobre un plano,
es el lugar geométrico de las proyecciones de todos los puntos;
el cual se obtiene por la interseccion del plano de proyeccion
con la superficie proyectante. Esta es un plano perpendicular
al de proyeccion cuando la linea proyectada es recta; pero sila
linea fuese curva, la superficie proyectante seria cilindrica (en el
sentido general). (266).

292. Angulo de una semervecta que tiene su origen
en un plano, con este plano, es el que forma aquella semi-
rrecta con su proyeccion oriogonal sobre el plano.
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Se elige el citado entre los varios dngulos que la se-
mirrecta forma con rectas situadas en el plano porque:

El dngulo que una semirvecta forma con su proyec-
cton, es menor que el formado con olra cualyutera de las
rectas que pasan por el origen de agquélla.

F. 96.—Sea AB la semirrecta, A su origen, AX la
proyeccion, y AC, AD, AE, etc., varias rectas del plano
que pasan por A. Sea ademds Bé
la proyectante del punto B, y deseri-
bamos, haciendo centro en A, la cir-
cunferencia de radio Aé.

D.—Las cuerdas 4C, 4D..., van
aumentando hasta la JE que es la
mayor, luego las oblicuas BC, BD,...
BE también, por lo cual en los tridngulos ABC, ABD,...
ABE que tienen comin el lado AB e iguales los AC,
AD, etc., a medida que crece el tercer lado, crecera el
angulo opuesto a él (221). Luego BAJ<BAC K ... €
< BAE. Continuando el giro de la oblicva por la otra
semicircunferencia, irfan los dngulos disminuyendo hasta
el BAs. Este es, pues, el menor; y su suplementario

BAE el mayor.

293. St wun lriangulo vectangulo tiene wun calelo
perpendicular a un plano, y el otro perpendicular a una
recla del plano, tambicn la hipotenusa es perpendicular a
esta vecta. () :

D €

P‘Lﬁ.ﬂﬁ.

F. 97.—Sea el triangulo ABC con el cateto AB per-

(") Por ahora supondremos que la recta del plano pasa por el extremo
del cateto. En virtud de la generalizacion del concepto de dngulo que
luego ha de hacerse, desaparece esta restriccion,
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pendicular al plano P y el BC perpendicular a la recta
DE. Tomemos a partir de C las
distancias iguales CD y CE y una-
mos E y D con B y con A.
D.—CB es mediatriz de DE,
luego BD == BE. Por esta cau-
sa son iguales las oblicuas AD y
AE (287), luego A equidista de
Dy E, y como C es el punto medio de DE, CA es me-
diatriz de DE.
294. Escolios. 1.° La recta DE es perpendicu-
lar a CB y CA, luego lo es al plano del tridngulo ABC.
295. 2.° El dngulo ACB es ma-
yor que el ADB. Porque siendo BD
(oblicua) mayor que BC (perpendicular)
si se colocaran en un mismo plano (ya 8 e P

'I"‘.i.g 27

una misma regién) los tridngulos ABC RESX
y ABD, se tendria la fig. 98, en que el dngulo 1 es ma-
yor que el 2 (188).

296.  Recta de maxima pendiente de una cara de un
diedro con relacion a la otra, es la perpendicular trazada
a la arista por un punto de la primera cara.

Asf (F. 97): para el diedro que forman el plano del
tridngulo ADE con el P, la recta de mdxima pendiente,
.entre las que pasan por A, es AC. La denominacion se
~ justifica, porque segin el escolio anterior (295), el dngu-
lo que forma AC con el plano P, es mayor que el que
forma otra recta cualquiera, AD, oblicua a la arista DE
del diedro.

297. T.—Las perpendiculares a la arista de un

Ax



— 162 —

diedro vecto situadas en una cara, son perpendiculares a
la otra.

F. 99. Sean: el diedro ABCD, AE la perpendicular
a la arista situada en el plano Q. Tracemos ED per-
pendicular a la arista en E y si-
tuada en la cara P.

D.—AE es perpendicular a la

arista BC (hipétesis) y aED pues-
to que el rectilineo AED esrec- [~ 2~
to como el diedro PQ. Luego & i

!‘ig.!‘ﬂ.

AE es perpendicular a P. (264).

298. R.—Las perpendiculares a una cara de un
diedro reclo trazadas por puntos de la arista, estan en la
otra cara. F. 99. '

La perpendicular EA a P, en el punto E, es perpen-
dicular a la recta ED. Pero el lugar de las perpendicu-
lares a ED en E, es el plano Q (283) puesto, que segtn
el directo, la recta ED es perpendicular a Q, o éste a
ella. Luego EA estd en Q.

299. 57 la arista de un diedro es perpendicular a un
plano, tambicn lo son las caras. '

F. 100.—Sean: AB la arista
perpendicular al plano P, y Q y
R las caras del diedro. Formemos
los rectilineos de los diedros RP
y QP trazando las rectas BE y
BD.

D.—Como AB es perpendi-
cular a P, también lo esa BD y BE, luego los rectilineos
ABD y ABE sou rectos, y los correspondientes diedros

ig.100,

s
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QP y RP también, es decir, que Q y R son perpendicu-
lares a P. e

300. R.—Siun plano es perpendicular a otros, lo es
@ su inlerseccion.

Pues si por B trazamos la perpendicular a P, debera

estar contenida en R y en Q (298) y serd, por ende, la
interseccion de estos planos.




CAPITULO IV
i Paralelismo

3or. Se sabe que las rectas paralelas cumplen con
dos condiciones: 1.* estar en un plano, y 2.* no tener
ningun punto comun. Tratandose de rectas del espacio
pueden no tener punto comun, pero no_podrd afirmarse
por eso sélo que hayan de ser paralelas, pues es preciso

cerciorarse, ademads, de que se ha-
2 llan en un mismo plano.

Asf: la recta 2 (F. 1071) situada
en el plano P, no se encuentra con la
4, que corta al plano en un punto
que no es de @, y sin embargo am-
bas rectas no deben llamarse para-
lelas. De ellas se dice que se cruzan.

Fig. 101

302.  FPor un punto del espacio, solo se puede lrazar
una paralela a una recta.

Porque el punto y la recta determinan un plano, y
en él s6lo hay una paralela a la recta por aquel punto.

303. Una recta y un plano, o dos planocs, se dicen
paralelos entre si cuando no tienen pundo comain.

304. Dos planocs perpendiculares & una recta (en
dos puntos distintos), son paralelos.

F. 102.—Sean P y Q perpendiculares a ABen A y B.
D.—Si P y O se encontrasen, por cualquiera de los
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puntos de su traza habria dos planos perpendiculares
a AB; cosa imposible. (284).

305. Examinando la figura 102
en la cual las rectas EB, BCy AD
estdn en un plano S, se comprueban
ficilmente las siguientes propieda-
des.

3o6. 1.* BC y AD son pa-
ralelas, puesto que estdn en un pla-
no, S, y no tienen punto comun, ya

que tampoco lo tienen los planos Q y P en que se ha-
llan. Lo cual se enuncia:

Fig. 102

Las intersecciones de dos planos paralelos (Py Q) con
un tercero (S), son paralelas.

307. 2.*~—Por no tener Q y P ningtin punto comun,
tampoco lo tienen BC y P: luego son paralelos. O bien:

Toda recla situada en uno de dos planos parvalelos es pa-
ralela al otro.

308. 3.~—BE, que corta a BC cortard (prolongada)
a su paralela AD, y de consiguiente al plano P: es decir:
St una recta corta a une de dos planos paralelos, corvta al
otro. :

309. Escolio.—De estos dos tltimos teoremas se
desprende que e/ plano (Q), paralelo a otro (P), y tra-
zado por un punto (B), es el lugar geométrico de las pa-
raleias trazadas -al segundo plano por dicho punio.

310. 4.*~—Un plano distinto de S y que pasara por
BE, cortarfaa BC y AD y, por consiguiente, a Q y a'P.
O dicho en general: S; un plano corta .a una de dos pa-
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LU -]
ralelas corta a la otra; y sz corta a uno de dos planos pa-

ralelos corla al otro.

Escolio.—Puesto que por un punto se puede trazar
un plano paralelo a otro, y segiin el teorema precedente
un plano que corte a uno de ellos corta a los dos, resulta
que por un punto solo hay un plano paralelo a otro.

311, 5.2—Si se traza CD paralela a BA serdn
iguales, porque, siendo también paralelas BC y AD. la
figura BADC es un paralelogramo. Esto se enuncia:
Las partes de paralelas comprendidas entre una recta y
un plano o entre dos planos paralelos son iguales.

312. 6. Siendo BA perpendicular a P, el diedro
de los planos S y P serd recto (281-3.%) y CD, perpendi-
cular a la arista AD de este diedro, serd también perpen-
dicular a la cara P (297) Es decir: sz una recla es per-
pendicular & un plano, sus paralelas también lo son.

313. -RECIPROCAMENTE: si se admite que AB y CD
son perpendiculares a P, CD lo serd a AD y estard si-
tuada en el plano determinado por AB y D, porque dicho
plano es perpendicular al P (281, 3.° y 298); luego serd
paralela a AB, por hallarse ambas en un plano y ser
perpendiculares a una recta, AD. Lo que puede expre-
sarse diciendo: Sz dos reclas son perpendiculares a un
plano, son paralelas.

314. Escolios. 1.°—Dos reclas, b y ¢, paralelas
a otra, a, son paralelas enlre si. (Hégase la figura).

Porque si se trazase un plano al que fuese perpen-
dicular &, lo serfa su paralela @ (312) y por serlo @ lo
serfa su paralela ¢, luego, en resumen, 4 y ¢ serfan per-
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pendiculares ambas a dicho plano, y, por-€llo, paralelas
entre sf (313).

315. 2.°—ZLos puntos de una recta o de un plano
paralelos a otro, equidistan de é/.

Porque los segmentos que expresan las distancias,

como perpendiculares al plano, son paralelos entre sf
(313) y a consecuencia de ello son iguales (311).

316. El contrario de este teorema puede compro-
barse con gran sencillez, y por tanto: e/ lugar .geométri-
o de los puntos que equidistan de un plano se compone de
otvos dos, paralelos a él y situados a distinta region. -

317. Siun plano es paralelo a una de dos para-
lelas, lo es a la otra o la contiene. Porque de cortar a
ésta cortarfa a aquélla (310).

318. Siun planc es parvalelo a uno de dos planos
paralelos, lo es al otro o se confunde con él. Pues si cor-
tase a éste cortarfa al primero (310).

319. Silas caras de un diedro son ;.‘Jm'a!glas a una
recz‘a la arista tambiin lo es.

Sea « la arista del diedro y » la recta dada. Si por
» trazamos el plano paralelo a una cara, cortara a la otra
en una recta que llamaremos 4, paralela a la » y también
a la & (306); luego @ y » son paralelas, por serlo ambas
aé(314).

320. Los angulos de los lados paralelos son igua
les o suplemenitarios.

F. 103.—Sean BAC y B'A’C’ dos dngulos agudos y
con sus lados AB y A'B’, AC y A'C'paralelos. Unamos
A con A’ :
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D.—Por una traslaciéon rectilinea, hecha simul-
tineamente con los dos lados AB y AC a lo largo de
la arista AA’, coinciden, a un tiem-

po, AB con A'B"y ACcon A'C, A A o
luego BAC = B'A'C. =
OsseErvacion. —Respecto al sen- g
tido de los lados se harin las mis- S
A

mas consideraciones que en el teo-
rema andlogo de la 1.* Parte (166).
321.  Sellama angulo de dos semirrectas cualesquie-

ra del espacio el que formen olras dos semirrectas trasa-
das por un mismo punto, paralelamente a las primeras.
Segun €l teorema precedente, el tamafio de este dn-
gulo no depende de la posicién del punto por el cual se
tracen las paralelas dichas. Asf; si las semirrectas da-
~ das fueran las AB y DC (fig. 104) y eligiésemos dos pun-
tos, O y O por los cuales trazdsemos lus paralelas OB,
y OC,, O’ B, y O'C, a AB y DC, respectivamente, co-

_ /B mo los dngulos By, OC, y B,
Afsorars iO'C, serfan iguales, (320), cual-
e &
cB‘ C

Fi6.103.

S quiera de ellos podrfa considerar-

~ se como angulo de AB con DC.
Fig. 10 4. .

o o Lo mds frecuente es apreciar

S el dngulo de dos semirrectas por

el que forma una de ellas con la paralela a la otra traza-

da por el origen de-la primera. El dngulo de AB con

DC serfa, segin esto, el BAC' que forma AB con AC
paralela a DC.

322. La definicion dada para el dngulo de rectas

que se cruzan permite generalizar ciertos teoremas. Asf

oyl
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por ejemplo, puede decirse que la recta perpendicular a
un plano lo es @ fodas las situadas en él, aunque no las
encuentre, y también a todas las paralelas al plano. Por-
“que a cualquiera de éstas se le podra trazar una paralela
por el pie de la perpendicular, la cual formard con ambas
angulo recto. (Conviene hacer la figura).
 EjErcicio.—Generalizar la definicién de perpendicular a un
plano, y el teorema 293, segtn se indica en la nota del mismo.
323. Dos planos paralelos cortados por otro secan-
te forman con €l 8 diedros que reciben iguales nombres
y tienen iguales propiedades que los 8 dngulos que una
secante forma con dos rectas paralelas. Asi por ejemplo,
los angulos corvespondientes son iguales.

F. 105. Sean los planos paralelos Py P’ cortados
por el secante S en las rectas paralelas (306) @ y 6. Tra-
cemos el plano R perpendicular a éstas.

D.— Las secciones que produce R en los diedros co-
rrespondientes, son sus rectilineos; y como éstos. son
iguales, por correspondientes entre las paralelas gy ¢

A cortadas por la secante 7, aque-

3 {'\_ \ ! llos diedros son iguales.
! \ i
| \ :
: ‘ :

DETALLES—4 y ¢ son pa-
ralelas por intersecciones de

dos planos paralelos con un

tercero (306). Como las rec-

tas @ y 6 son perpendiculares
al plano R lo son a las rectas

Fig. 105.

7, 2y ¢,y por esto son los dn-
gulos que éstas forman rectilineos de los diedros.
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324. Se podrfa llevar el plano P a coincidir con P’
haciendo que el plano S sufriese una traslacién rectilinea
tal, que « coincidiese con su paralela 4, puesto que asi el
diedro SP venfa a coincidir con su correspondiente SP’.
El movimiento impreso a P se llama #aslacién en el es-
pacio, guiada por el plano S.

325. Bscolio.—El reciproco del teorema preceden-
te s6lo es cierto con la condicién de que las trazas de los
planos dados con el secante sean paralelas, es decir que:
si dos planos cortados por otro dan diedros correspon-
dientes iguales, y ademds tienen éstos sus aristas parale-
las, los planos serfan paralelos,




CAPITULO V

Triedros y friangulos esiéricos

326. Angulo poliédrico es la porcién de espacio
comprendida dentro de una superficie piramidal.  El vér-
tice y las caras de ésta son también vértice y caras del
dngulo poliédrico. Las rectas de interseccion de las ca-
ras se llaman aridstas, y diedros, los que forman cada dos
caras consecutivas.

Se ve, pues, que el dngulo poliédrico estd formado
por la reunién de planos que se cortan
en un punto, o por las semirrectas que
partiendo de un punto, determinan, ca-
da una con la siguiente, distintos dngu-
los planos, que son las caras del dngu-
lo poliédrico; lo que podrd servir de
definicion.

'Ei.lg.EO.

327. Si se cortan todas las aris-
tas de un dngulo poliédrico por un plano, cada cara de
aquél determinara sobre este plano un segmento de recta,
y todos éstos formaran un poligono que llamaremos sec-
cZén del dngulo poliédrico. (ABCD de la figura 80).
328. Sien vez de cortar el dngulo poliédrico por
un plano, se cortase por una superficie esférica cuyo cen-
tro fuese el vértice de aquél, cada cara determinarfa un
arco de circunferencia médxima, y todos estos arcos ence
rrarfan una porcién de superficie esférica que se llama

poligono esférico correspondiente al dangulo poliédrico.
JParte inferior de la fig. 8o).
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329. Estudiaremos tnicamente los angulos polié-
dricos cuyas secciones planas sean poligonos convexos.

Los dngulos que forman las caras del dngulo polie-
drico se considerardn siempre menores que 180° y los
arcos que sobre la superficie esférica determinen serdn
también menores que 180° Efectivamente, entre el dn-
gulo peliédrico y su poligono esférico correspondiente
existe una relacién intima, segin la cual, las caras de
aquél tienen igual medida que los lados de éste, y los die-
dros del dngulo poliédrico igual medida que los angulos
esféricos que forman los lados del poligono esférico.

Lo primero, porque las caras del dngulo poliédrico
son angulos centrales a los cuales corresponden, como
arcos, los lados del poligono esférico; y lo segundo, en
virtud de la relacion entre el dngulo esférico y el diedro
correspondiente (278).

330. Triedro es e/ angulo policdrico de tres caras.
Tiene tres diedros, opuestos cada uno a una cara, y tres
aristas. (F. 106).

331. Tridngulo esférico es e/ poligono esférwo de
tres lados. Tiene elementos comple-
tamente andlogos a los del tridngulo
rectilineo, y correspondientes a los del
triedro que se forma uniendo sus vér-

¢ tices con el centro de la superficie es-
férica. (F. 106).

- 332. Triedros o tridngulos esfé-
SERRE ricos iguales son los que pueden coin-
cidir.

Claro es, que para que dos tridngulos esféricos coin
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~cidan, es preciso que estén sobre una misma superficie
esférica, o sobre dos superponibles por tener el mismo
radio.

333. Tridngulos esféricos semétricos con relacion al
centro de la superficie esférica son aquellos cuyos vérti-
ces estdan diametralmente opuestos, como los ABC y
A‘B'C’. (Fig. 107).

334. Estos tridngulos tienen sus elementos igua-
les. Dos lados, por ejemplo, AB y
A’B’, porque son los arcos corres-
pondientes a los dngulos opuestos
por €l vértice AOB y A'OB’.

Dos dngulos, tales como el A y
el A', porque este tltimo es opues-
to por el vértice del A’ del huso
ABA'CA, y es claro que dos dngulos de un mismo huso
tienen igual medida (278)..

Fig. 107.

335. Dos tridngulos esféricos, simétricos con rela-
czon al centro de la superficie esferica, pueden coincidiv si
tienen tguales entre si dos angulos; pero no en caso con-
trareo.

F. 107. Sean ABC y A'B'C’ los tridngulos en que
suponemos A =B y por tanto A’ = B'. Tracemos el
didmetro MN que une los puntos medios de AB y BA y
supongamos que MABN fuese el meridiano que engen-
drara la superficie esférica al girar alrededor de MN.

D.—1.° Por giro alrededor de MN caerdn A sobre
B’ y B sobre A’ y como estos dngulos son iguales, sus
lados coincidiran y C caerd sobre C’, luego los tridngu-
los dados habrdn coincidido.
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Pero si A no fuese igual a B, tampoco lo serd a B' y
la coincidencia no serfa posible por este método.

(4]

2.2 El arco AB podrfa coincidir con A'B’ resbalando
sobre la circunferencia a que ambos pertenecen, pero
como con relacién a esta circunferencia caen C y C' en
distinto hemisferio, no pueden coineidir los tridngulos.

336. Corolarios. 1.—S¢/ un tridungulo esférico
tiene dos angulos iguales, los lados opuestos son iguales.

Porque si A=DB se ha visto que ABC puede coincidir
con A'B'C’ cayendo el lado BC sobre el A'C’, y como
éste es igual al AC dedtcese que BC—=AC.

Este tridngulo que tiene dos dngulos y dos lados
iguales se llama zsdsceles.

337. A los tridngulos esféricos ABC y A'B'C’ les
corresponden los triedros OABC y OA'B’C’ que se
llaman szmétricos con relacion al wvértice. Sus caras y
sus diedros son iguales por serlo los lados y dngulos de
los triangulos esféricos.

En consecuencia, puede decirse:

Dos triedros que lengan iguales entre si dos diedios,
pueden coincidir; vy en ellos, a los diedros iguales se opo-
nen caras iguales.

Tales triedros se denominan Zseedros.

338.  Se lama triangulo polar de otro, el que liene
por vértices los polos de los lados del primero, elegidos de
tal suerte, que el arco que une el polo de un lado con el
vértice opuesto a éste, sea menor gue un cuadrante.

Ejemplo: Sea el tridngulo ABC (F. 108) el arco
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AB tendrd dos polos, pero elijamos aquél cuya distancia
a C sea menor que un cuadrante, y
llamémosle C. Busquemos de igual
manera los polos de BC'y AC y
sean, respectivamente, A’y B". El
triangulo A'B'C’ es polar del ABC.

339. S7 wun tridnyulo A'B'C’
es polar de ofro ABC, éste es polar
de aguél.

Porque para ser A’ polo de BC, la distancia esferica
A’'C habrd de ser un cuadrante; y para serlo B" de AC
también serd B'C un cuadrante. Luego C dista un cua-
drante de A'y de B’, y es, por ende, polo de A'B'.
Ademas el arco CC" o C'C es menor que un cuadrante.

Razonando igual para los otros vértices se ve que
el tridngulo ABC se derivarfa del A'B'C’ por la misma
regla que sirvi6 para formar éste a partir de aquél.

Fig.10g

340. Los tridngulos esféricos polares son suplemen-
tarios: lo cual quiere dectr que cada dngulo de uno es
suplemento de un lado-del otro. (%)

F. 108.—Sean ABC y A’'B'C’ dos tridngulos pola-
res en que A’ es el polo de BC, y sean My N los pun-
tos de interseccién de las prolongaciones de los lados de
A’ con BC.

D.—El dngulo A’ tiene igual medida que su arco co-
rrespondiente MN.  Si sumamos éste con BC, la suma
podrd escribirse como sigue:

MN - BC = MN - (BM - MC) = (BM + MN)
- MC = BN - MC.

No se olvide que los dngulos y los lados, gue son arcos, pueden
medirse en grados.

Y
™)
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Pero BN es 9o°, por ser B polo del arco A'C" que
pasa por N, y MC también 9o° puesto que C es polo de
A'B'M, luego la suma anterior vale 180°, es decir:

ang, A’ 4-arc. BC = 1809,

341. Alos tridngulos polares o suplementarios co-
rresponden #zedros llamados suplementarios. En ellos
cada arista del uno (OC’ p. ej.) es perpendicular a una
cara del otro (la AOB) y forma con la arista opuesta a
esta cara (OC) un dngulo agude (C'OC). Todo lo cual
nace de las rzlaciones entre los elementos del triedro y
los del tridngulo esférico correspondiente.

Podemos, pues, enunciar el teorema.

En dos triedros suplementarios, cada diedro del uno
es suplemento de una cara del otro.

342. BEscolios.—1.° Si dos tridngulos esféricos o
dos triedos tienen algunos lados o caras iguales, los
tridngulos o triedros suplementarios tendran iguales
otros tantos dngulos o diedros; y al revés.

2. Sisellaman A, B, C, los diedros de un triedro
o los dngulos del tridngulo esférico correspondiente, a, &,
¢, las caras o los lados respectivamente opuestos, y A,
B, C, a, ¢, ¢, los elementos andlogos del triedro o
triangulo esférico suplementarios, se verifica:

A+ a4 = 1800 la’ZISOD—A
B+ 4 = 1800 ¢ (1), de donde { &' = 1800 — B (2)
C 4 ¢ — 1800 | I el

343. La suma de los dngulos de un triangulo esfe-
rico convexo es mayor que 180° y menor que 3 veces
0
180",
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F. 109.- -Sea el tridngulo ABC y designemos por
AAy, BB,, CC,, los husos de dngulos A, B y C, contan-
do el BB, a partir del dngulo opuesto por el vértice de]
B del tridngulo.

D.—Los tres husos citados cubren mds de un hemis-
ferio, luego sus dngulos A, By C su-
man mds de 180°% que serfa el angulo
correspondiente a un huso igual al he-
misferio.

La suma es menor que tres veces

180° porque cada dngulo es menor

Fig, 109,
»

que 180°.

344. Corolario.—ZLa suma -de los diedros de un

triedro es mayor que un lano (180°) v menor que tres.

345. La suma de los lados de un lriangulo esférico
convexo es menoy qiue 360°.

D.—Sumando las igualdades (1) del nimero ante-
rior, se tiene:

(A+B4C (@ + &+ ¢)= 3 X 1800

Pero la parte (A + B + C) vale mds de 180° luego
la (@ -+ 6" + ¢7) vale menos de 2 X 180° = 360°.

Y como @, &', ¢ son los lados de un tridngulo inde-
terminado, puesto que también es indeterminado su po-
lar ABC, queda demostrado el teorema. i

346. Corolario. La suma de las caras de un trie-
dro es menor que 360° o dos llanos.

347. Enel riangulo esferico convexo, un lado es
menor que la suma de los otros dos y mayor gue su dife-
rencia.

Basta demostrar la primera parte para el mayor lado,

12
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pues luego se razonaria como para los triangulos recti-
lineos (213).

F. 109.—Sea ABC el triangulo dade. Complete-
mos el huso AA, y se formard el tridngulo BCA, que
tiene comun con el propuesto el lado ¢ siendo los otros
lados (180° —4) y (180° — ).

D.—En el triangulo BCA, se verifica (345)

a + (1800 — &) 4+ (1800 — ¢) L 3600

y de aqui, disminuyendo ambos miembros en 360° y au-
mentdandolos en ¢ y ¢, (hdgase), sale
a L b+e¢

segun querfamos probar.

348. Corolario. Aplicando esta propiedad al tridn-
gulo polar,

a L 847
y poniendo en vez de a', 4', ¢ los valores hallados an-
tes (2) A
1800 — A < 1800 — B -} 1800— C
o bien '
1800 — A < 3600 — (B +- C)

De donde sumando A + B+ C y restando 1809,

(hdgase), sale
B+ C < 1800 4 A

lo que expresa, que

La suma de dos angulos de un triangulo esférico es
menor que el tercero aumentado en 180°. -

349. Para los triedros, en virtud de su relaciéon con
los tridngulos esféricos, se verifica:

Una cara es menor que la suma de las olras dos y
mayor que su diferencia
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La suma de dos diedros es menor que ¢l tercero au-
mentado en 180°.

350. FEn el trigngulo esférico, a dngulos iguales se
oponen lados iguales, y a mayor angulo mayor lado.

Lo primero ya se ha demostrado (336). Probemos
lo segundo.

F. 110.—Sea el tridngulo ABC en que el dngula A

se supone mayor que el B. En el inte-

2 rior de A se podrd formar el dngulo 1
D igual al B.
A Fas
_,L D.—Por ser 1 = B, es BD — AD;

B pero AC < AD + DC (347), luego tam-

rigio.  bién AC < BD + DC, o sea AC < BC.

351. Reciprocamente; a lados ioua-

les se oponen angulos iguales, y ¢ mayor lado mayor
angulo.

Es cierto, por haberse hecho todas las hip6tesis,
etcétera. (63).

352. Corolario. [LEn un triedro, a deiedros iguales
se oponen caras iguales, v a mayor diedro mayor cara; ¥
reciprocamente.

353. EBscolio. Resumiendo: para la existencia de
un tridngulo esférico convexo se precisa:

a@)—Que los dngulos sumen mas de 180°.

4/)—Que cada dangulo y cada lado sea menor que 180°

¢)—Que e/ mayorlado sea menor que la suma de
los otros dos.

d)—Que la suma de los dos mayores angulos sea
menor que el tercero aumentado en 180°,



CAPITULO VI

Consfrucciones sobre la superiicie
esiérica |

354. La superhcie esférica tiene alguna semejanza
con la superficie plana; pero también diferencias.

.a semejanza nace principalmente de que una figura
trazada sobre la superficie esférica puede moverse resba-
lando sobre ella sin sufrir deformacién, y de que a los
segmentos, angulos y circunferencias de las figuras pla-
nas corresponden en la superficie esférica, respectiva-
mente, arcos de circunferencia maxima, dngulos esféricos
y circunferencias menores.

Pero hay una diferencia notable ente ambas superfi-
cies, y es que mientras el plano coincide consigo mismo
invertido, y, de consiguiente, se puede dar la vuelta a una
figura plana para que se amolde a la que llamamos su
inversamente igual, en la superficie esférica no puede ha-
cerse esto, a causa de su curvatura: En ella, pues, no
se puede doblar por un arco de circunferencia mdxima
para que coincidan los puntos simétricos, etc. ’

Ademas, para las construcciones que ha yan de eje
cutarse sobre la superficie esférica, requiérese tener en
cuenta un elemento esencialisimo, a saber: el redio de
aquélla.

Finalmente, conviene fijarse en que el radio esférico
de una circunferencia, menor o méxima, es un arco, mien-
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tras que la distancia entre las puntas del compds que se
emplea para trazarlo es un segmento: ¢l llamado diséan-

cia polar.

En las clases, para los trazados sobre pizarras esféri-

cas puede utilizarse un compds de. piernas curvas o un

hilo que no se adhiera mucho a la pizarra. En el pri-
mer caso, para describir una circunferencia habra que
hacer centro en el polo y dar al compas una abertura
igual a la distancia polar; mientras que en el segundo, el
hilo deberd tener una longitud igual a la del radio esfé-
rico rectificado.

Como fundamento de los problemas que en este ca-
pitulo han de resolverse, expondremos los teoremas que
siguen: .

355. T.—Los puntos de la circunferencia maxima imedia-

- tris (*) de un arco, equidistan esfévicamente de los extremos de

éste.

F. 111.—Sea AB el arco, PC la circunferencia mdxima
mediatriz, M el punto de ésta cuyas distancias esféricas expresa-
das por los arcos MA y MB ha de probarse que son iguzlles;

- MA y MB las cuerdas deidichos arcos, y

OD el radio perpendicular a la cuerda del
arco AB, que pasard por el punto medio C
de este arco.

D.—El plano de la mediatriz PC es ]Jla-
no mediador de la cuerda AB. Luego las
cuerdas MA y MB son iguales y también
Sus arcos. Tii-m.
DeTALLES.—PO es perpendicular al i
plano AOB, (por ser P el polo del arco AB) luego lo es a la rec-
ta AB, oéstaa OP, y como también’lo es a OC, lo es al plano

(*) Perpendicular en el punto medio,
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POC, o éste a ella, Pero dicho plano, que contiene a OC, pasa
porel punto medio de AB, o es plano mediador; luego sus
puntos equidistan de A y B (283).

356. R.—Los puntos que equidistan esfévicamente de los
extvemos de wiw arco. pertenccen a sk medialris.

D.—Si los arcos MA y MB son iguales, (hipdtesis) las cuer-
das MA y MB lo serdn también, y M pertenecerd al plano me-
diador de AB. Pero este plano contiene la mediatriz DO de
AB, y como ésta pasa por el punto medio, C, del arco AB,
dicho plano mediador también pasa por C y corta a la superfi-
cie esférica segtin la circunferencia mixima PMC, mediatriz del
arco AB,

357. Bscolios. 1.0—La mediatriz esférica del arco de
circunferencia maxima que une dos puntos, es el lugar geoméitrico
de los puntos que equidistan esféyicamente de aquéllos.

358. z.a—5iendo la propiedad demostrada para la media-
triz esférica de un arco igual a la que posee la mediatriz rectili-
nea de un segmento (g1}, son aplicables a las figuras esféricas
las propiedades en que #nzcanenie intervenga dicha propiedad:
asi v. gr.: podria decirse: Las oblicuas esféricas cuyos pies
equidistan del de la perpendicular, son iguales, etc., pero para
generalizar otras propiedades no debe olvidarse que la superpo-
sicién por doblez no es aplicable a la superficie esférica, segin
ya hemos advertido. :

EJjercicio.—Decir qué propiedades de las contenidas en el
Capitulo IlI de la 1.2 parte se podrdn
extender a la superficie esférica, y cudles
requieren nueva demostracion.

380. Cuando dos circunferencias mid-
ximas son perpendrculares, el polo de cada
wiear estd en la otra. y vecliprocamente.

F. 112,—Sean las circunferencias AB
Fig. 112 y CB.

D.—35i el angulo esférico B es recto, su arco correspondiente,

AC, serd un cuadrante; luego B es el polo de AC y C el de AB.

=]
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Reciprocamente si AB y AC son cuadrantes, el dngulo
esférico en B serd recto. -

360. Bscolio. Puede resumirse diciendo que el tridn-
gulo ABC es &rirrectangulo (con los tres dngulos rectos); sus tres
lados son cuadrantes, v cada vértice el polo del lado opuesto.

361.  Una creunferencia de la superficie esfévica es el lugar
geomiétrico de los punios que equidistan esfévicamente de su centio.

Puesto que los puntos interiores o exteriores distan menos
o mds.

362. La distancia esfévica entre los polos de los lados de un
dugulo esférico es iewal a su arvce correspondiente, stempre que
pava determinar dichos polos se cuenten, a partir de los lados, y
sobre la civcunferencia maxima pervpendicular a ellos, dos cua-
drapies en el mismo sentielo.

F. 113.—Sea APB, el dangulo, v A’ v B, los polos de sus la-
dos determinados contanda sobre AB..,
AA' = gooy BB' =goo.
D.—85i de AB' se resta AB queda
BB’ y sise resta A'B' queda AA’ que es
lo mismo, luego AB = A'B'.
363, Problemas. 1.0 Dados dos
puntos sobre la superficie esfévica, trasar

SRA la mediatriz esférica del arco de circinfe-

s rencia mdaxima que wniria aguellos purnios.
CoNsTRUCCION —Completamente andloga a la del trazado
de la mediatriz de un segmento rectilineo; puesto que el funda-
mento es andlogo (356).

364. 2.9 Hallar el radio de una superficie esfévica.

SOLUCION.—Se marcan dos puntos, y se determinan #es de
la circunferencia maxima mediatriz del arco que uniria aque-
llos, Toemando con el compds esférico las distancias rectilineas
entre esos tres puntos, se construye con ellas un tridngulo pla-
no. - La circunferencia circunscripta a éste es la circunferencia
maxima; su radio el de la superficie esférica, y su cuadrante el
radio esférico para trazar otra cualquiera circunferencia mdxima,
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Cuando no se dispone de compas esférico hay que valerse
de otros artificios, como incluir la esfera entre dos planos para-
lelos cuya distancia nos dard el didmetro de aquélla, o rodear
un cordoén por la parte mds abuitada (esto es, suponiendo traza-
da ya una circunferencia mdxima) y celeular después el radio
de la circunferencia cuya longitud sea la que con el hilo se ha
hallado, ete. :

365. Trasar wuna creunferencia mdvima que pase por dos
Puntos dados,

ANALISIS. —Conocido el radio esférico, que serfa un cua-
drante, basta conocer el polo, y como éste dista un cuadrante
de cada uno de los puntos dados, se deduce la siguiente

SINTESIS —Desde los puntos dadoes, con radio esférico de
un cuadrante, se trazan dos arcos que se cortardn en el polo, ¥
desde éste con igual radio se describe una circunferencia, que
serd la pedida, puesto que pasard por los puntos dados.

366. ZLrazar, por un punto, una circunferencia maxima per-
pendicular a otra.

PrivER cAS0.—F. 112.—Sea AB la circunferencia dada y
A el punto, sitnado sobre ella.

FuNpaMENTO—EI polo de la circunferencia mdxima pedi-
da ha de estar sobre la dada (359) y distar de A un cuadrante;
luego

SOLUCION.—Se toma sobre AB y a partir de A un cuadran-
te, AB, v haciendo centro en B con radio esférico también de un
cuadrante, se describe la circunferencia pedida, que serd AC.

SEGUNDO CASO.—Sea ABD la circunferencia dada y M el-
punto eaterior por donde ha de pasar la pedida.

FUNDAMENTO.—EI polo de la circunferencia pedida ha de
distar de M un cuadrante y ha de estar sobre ABD, luego

SoLUCION. — Haciendo centro en M con radio de un cua-
drante se corta la circunféerencia dada en un punto B, y desde
éste, con igual radio, se describe la circunferencia pedida, MD.

367. Dibujar, con un vérlice dado, un dngulo esférico igual a
otro reclilineo dado.



— 185 —
F. 114.—Sea BOC el dngulo rectilineo dado, y O la circun-
ferencia maxima de la superficie esféri-
ca, que se habrd trazado preyiamente co-
mo ya se ha dicho (364).

ANALISIS.—El arco BC es el corres-
pondiente al'rectilineo, y el polo de un la-
do del dngulo pedido debe estar a una
distancia esférica del polo del otro lado,
igual a BC, (362).

SINTESIS. —Se traza una circunferen-
cia mdxima AB para que sirva de uno de los lados del dngulo.
Haciendo centro en su polo, P, con un radio esférico igual a
BC se describe una circunferencia menor DE, y desde el punto
A, elegido como vértice del dngulo, v con radio de un cuadran-

f&g L%

te, se corta, trazando un arco, la circunferencia menor en un
punto D que es el polo del otro lado AC, el cual se describird,
como siempre, con radio de un cuadrante,

368. Escolivs. 1.0 En vez del dnpgulo rectilineo COB
puede darse el arco BC; o, lo que es mds frecuente, el nimero
de grados del dngulo; pero ficilmente se comprende lo que hay

que hacer en cada uno de estos casps para reducirlos al prece-
dente.

2.0 Si no diese el vértice, bastaria tomar como polos de

los lados del dngulo, dos puntos que distasen un arco igual
al BC.

369. Construccion de angulos esféricos.—Conside-
raremos solo los dos casos siguientes:

1.° Se utilizan dos lados y el dngulo comprendido.

22 Se utilizan los tres lados.

Las construcciones se hacen lo mismo que las de los
tridngulos rectilineos (216—1." y 4.9

Si se da el triangulo, y la construccién tiene por ob-
jeto copiarlo, se sabrd la disposicion que han de tener los
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elementos. Adoptando la misma para los homélogos
del tridngulo que se construye, éste es #nico. Luego

370. 1.°  Dos lridngulos esféricos son iguales st
teenen respectivamente tguales ¢ igualmente despuestos dos
lados y el angulo comprendido.

2. Dos triangulos esféricos son zguales si lienen
respectivamente iguales e igualmente dispuestos los tres
lados.

Porque en ambos casos se puede considerar que los
dos tridngulos son dos diversas posiciones del mismo, ya
que el uno es copia exacta del otro.

371. Sial construir un tridngulo dados los lados y
el angulo que forman o los tres lados no se nos da trian-
gulo que fije la disposicién relativa de los elementos, ca-
bra combinar éstos de maneras distintas, pudiendo resul-
tar tridngulos que no coincidan, por ser szmétricos 'y no
poderse realizar la inversién en la esfera como en el pla
no, segtin se ha advertido (354).

Ademis, los elementos que se nos den habrdn de ser °

tales que cumplan las condiciones necesarias para la exis-
tencia del tridngulo. (353).

372. De los casos de construcecién antes expuestos,
salen estos otros dos:

3.0 Construir un tridngulo esférico dados dos dn-
gulos y el lado comprendido (el que une sus vértices).

4.° Construir un tridngulo esférico dados los tres
angulos. '

Porque en ambos casos con los suplementos de los
angulos o lados conocidos se puede construir un tridn-
gulo, del cual es polar el que se busca.
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373. Andlogamente: De los dos casos de igualdad
antes mencionados (370) se originan estos otros:

3.° Dos triangulos esféricos son iguales si tiemen
respectivamente iguales e igualmente dispuestos dos angit-
los v un lado, o

o

4.>  Los tres angulos.

ADVERTENCIAS.—En los 4 casos de igualdad (370 y
373) se requiere, ademds, que los tridngulos pertenezcan
a superhficies esféricas de igual radio. .

(Es muy conveniente ejecutar las construcciones so-
bre una pizarra esférica).

374. Como a tridngulos esféricos iguales corres-
ponden triedros iguales, pueden establecerse los siguien-
tes casos de igualdad:

Dos triedros son iguales si tienen vespectivamente
cguales e igualmente dispuestos los elementos que siguen:

[+]

1."  Dos caras y el diedro ::om;bremz’zda

2.° Las tres caras.
3. Dos diedros y la cara comprendida (que une sus
aristas).

4.° Los tres diedros. :

375. Escolio general. En este capftulo se habrdn
notado ciertas analogfas y ciertas diferencias entre las
propiedades de los tridngulos esféricos y las de los rectili-

neos; y se habrd advertido también cémo de las pro-

piedades de los tridngulos esféricos se obtienen, sin ne
cesidad de demostracién directa, las de los triedros
correspondientes.

Pero otras veces se sigue la marcha inversa: demos-
trar una propiedad de triedros y deducir de ella la de los
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tridngulos esféricos. Pondremos un ejemplo aclaratorio:
supongamos -probado ya que en todo triedro una cara es
menor que la suma de las otras dos y que a diedros
iguales se oponen caras iguales, y tratemos ahora de de-
mostrar que @ mayor diedro se opone mayor cara.

Sea el triedro OABC (F. 115) en que se supone que
el diedro de arista OA es mayor que el de arista OB y
quiere demostrarse que la cara BOC
es mayor que la AOC.

En lo interior del diedro OA, se
podra trazar el plano AOD que forme
un diedro igual al OB, con lo cual el
triedro OABD serd isoedro y tendrd
iguales las caras DOA y DOB. Pero
en el triedro OACD, AOC<KAOD+DOC, o, en virtud
de lo, dicho, AOCKDOB+DOC es decir AOCKBOC.

Se ve que la demostracion se facilita mucho gracias
a la seccién plana. ABC. (Pruébese a hacer la demos-
tracion sin ella, y serd necesario mayor esfuerzo imagina-
tivo). La seccién esférica conducirfa a la figura 110 en
que el teorema se demuestra sencillamente, como ya se
ha hecho. (350).

376. De las propiedades de los tridngulos esféricos o de
los triedros se pasa a las de los poligonos esféricos o dngulos
poliedros, asi comp de las de los tridngulos planos se pasd a las
de los poligonos.

Lo gue mas interesa para nuestro fin es que: dos dngulos
poliédricos o das poligonos esféricos son iguales cuando tienen
iguales y en igual disposicidn una cara o lado y todos los tri-

edros o tridngulos que se forman uniendo las aristas o vértices de
dicha cara o lado con las demds aristas o los demas vértices,

Tig. 115
>
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CAPITULO VI

Poliedros y cuerpos redondos

377. Se llama poliedro el cuerpo limitado en todos
sentidos por superficies planas, que son sus caras. Estas
caras se reunen en uértices, formando dngulos policdri-
cos. La interseccion de dos caras constituye una arzsta.

El poliedro es convexo cuando lo son todos sus dn-

gulos poliédricos. Sélo nos ocuparemnos de poliedros
CONVEXOS.

Un poliedro es 7epular cuando todas sus caras son
iguales y todos sus dngulos poliédricos iambién lo son.

Estos poliedros tienen, claro es, todas las caras del
mismo numero de lados, y todos los dngulos poliédricos
del mismo niumero de aristas.

378. [Existen cinco poliedros convexos regulares,
que son: el Zetraedro, de cuatro caras (tridngulos equild-
teros); el cubo o exaedro, de seis caras cuadradas; el oc
taedro, de ocho caras (tridngulos equildteros); el dodecae-
dro, de doce caras (pentdgonos regulares), y el dosaedro,
de veinte caras (tridngulos equildteros).

LLa existencia de estos cuerpos, (que suelen llamarse
s6lidos geométricos) puede demostrarse racionalmente;
pero nosotros preferimos hacerlo experdmentalmente; es-
to es, construyéndolos mediante sus desarrollos en wun
Pplane que proporcionan las figuras 116 a 120, del si-
guiente modo:
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1 o

TerrAEDRO.—Si en el desarrollo de la fig. 116,

» compuesto de cuatro tridngulos equild-

A lados del
AAN

'E‘ig.'uﬁ.

”

tra », se ob

2 L]
dos iguales que se numeran
en la fig. 117. Doblando
por los lados del cuadrado 1
hasta que los planos de los
314Y 5
den perpendiculares a él, se

cuadrados 2, que-
tendra una figura abierta,
que se cerrara con la cara 6
al colocar el plano de ésta p

A O
J-

Ocraepro.— Tiene

gulos equildteros numerados en la fig. 118,

v

1
. s v <
2 4 6
5 B z
T I &
8
Fig. 118, iyt

teros iguales, se dobla el papel por los

triangulo central sefialados

con la letra @, y se reunen en un mismo
punto los vértices designados con la le-

tendrd el fedraedro regular (*)

Curo.—Consta el desarrolle de los seis cuadra-

2
3 1 5 6
4
Fig. 117.

aralelo al de la cara 1.

el desarrollo los ocho tridn-
Para cons-
truir el poliedro se dobla por
las  aristas comunes a dos
tridngulos consecutivos, reu-
niendo los tridngulos 1, 2, 3
y 4 alrededor del punto a,
con lo cual coincidirdn los
puntos @, y haciendo andlo-

gamente con los tridngules 5, 6, 7 y 8, que puestos al-

rededor de 4 proporcionan la coincidencia de los vérti-

(¥ Las aristas coincidentes se u
engomado.

nen por medio de bandas de papel
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ces v'. Para cerrar la figura se llevan a coincidir los

vértices ¢ y ¢ del tridngulo 7 con los ¢y ¢ del 2.
4.

° Dobecarpro.—En la fig. 119 se ve la mitad

del desarrollo, compuesta de un
pentdgono regular central, 1,
y otros cinco iguales que lo ro-
dean. Doblando por los la-
dos del primero hasta que coin-
cidan las aristas a, a; 64, 6, etc.,
se obtiene la mitad del polie-
dro. Se construye después la
otra mitad, y se colocan en la posicién conveniente (fa-
cil de ver) para que se cierre el cuerpo.

5.

que se advierten en la fig. 120. Reunidos los 1, 2, 3,
4, 5, de modo que se
reunan los vértices /\/\/\/\/\
sefialados con a, y /\/\/\/
los 16, 17, 18, 19 y S

e
20, de modo que V\/\/\/ \"/
coincidan los que lle-

van &6, después de .
haber doblado por las demds aristas, se cierra el cuerpo

Fig’. 1194

o

Icosaepro.—Consta de los veinte triangulos

Fig.120

al traer los vértices ¢y ¢ del tridngulo 15 sobre los
cy ¢ del 6.

379. No existen mis poliedros regulares convexos
que los cinco citados, porque con dngulos de poligonos
regulares que no sean tridngulos, cuadrados o pentigo-
nos, o con estos angulos empleados en nimero superict
‘a 3,4 6 5 para los tridngulos, o a 3 para los cuadrados
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o pentdgonos, no se pueden formar dngulos poliédricos
convexos, a causa de que la suma de las caras de éstos
no puede llegar a 360°.

Si, p. ej.; empleasemos exidgonos regulares, como un
4 llanos 4 X 360

angulo vale = 240 grados, con so6-

6 6
lo tres que reuniésemos en un vértice, tendrfamos 240 X
X 3 = 720°; cosa imposible, como acabamos de decir.

Si empledsemos v. g. 6 tridngulos equildteros, aconte-
cerfa lo mismo, porque 6 X 60 = 360 grados.

380. En los poliedros anteriores se puede saber fi-
cilmente el nimero de aristas y de vértices.

Para hallar el mimero de aristas, basta multiplicar
el witmero de caras por el de aristas que hay en cada una,
¥ lomar la mitad, puesto que cada arista estd en dos
caras.

Sabido ya el nimero de aristas, para hallar el ni-
mero de vértices se divide el duplo del nimero de aristas
por el que indica cudnias concurren en un vérdice. (Tén-
gase presente que cada arista une dos vértices).

EjErcicio.—Decir el nimero de aristas y de vértices de ca-
da uno de los poliedros regulares.

381. Piramides.—FPiramide es el poliedro cerrade
por una-superficte piramedal y un poligono cuyo plano
corta a todas las aristas. (%) El poligono dicho se llama
base.

Aunque en la pirdmide hay varios vértices, se llama

(*) Parala aclaracién de estas definiciones muéstrense pirdmides
materiales, de madera, carton, etc., y hdgase lo mismo con los troncos, los

prismas, conos, cilindros, etc. Este material no debe faltar en ninguna
* clase.
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especialmente vértice de la pirdmide al de la superficie
piramidal, es decir, al del angulo poliédrico opuesto a la
base. La distancia entre el vértice y el plano 'de la base
se llama a/tura, y se mide por una perpendicular cuyo
pie puede ser interior o exterior al poligono de la base.

Excepto la base, las demds caras se llaman Zaterales,
y son tridngulos con un vértice comtn, que es el de la
pirdmide.

382. Si la base es un poligono regular, tendrd centro,
y si este centro coincide con el pie de la altura, la pirami-
de se llama regular (aunque no lo sea considerada como
poliedro en general). Enla pirdmide regular, las aristas
laterales son, con respecto a la base, oblicuas iguales, lue-
go las caras laterales serdn tridngulos isosceles iguales.
La altura de una cara lateral se llama apotema de la pi-
ramide, y une el vértice de ésta con el punto medio de
un lado de la base. La altura de la piramide, la apo-
tema de ella correspondiente a cierto Jado, y la apotema
del poligono de la base que corresponda al mismo lado,
forman un tridngulo rectdngulo. Las dos apotemas, (de
la piraimide y de la base), bastan para construir este
tridngulo rectdngulo, y, de consiguiente, para determinar
la altura de la pirdmide.

Ejercicio.—Hallar la altura de una piramide regular ma-
ciza. :

383. Tronco de pirdmide es /la porcon de ella
comprendida entre la base v el poligono producido por un
plano secante. Ambos poligonos son las dases del tron-
co; y caras laterales, todas menos las bases.

Si-el plano secante fuera paralelo al de la base, el

13
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tronco seria de bases paralelas, y su altura la distancia
_entre ellas.

384. Sila pirdmide es regular, el tronco de bases
paralelas que de ella se obtenga serd regular, y tendrd
por caras laterales trapecios is6sceles iguales.

La altura de uno de estos trapecios es la apotema
del tronco, y puede trazarse uniendo los puntos medios
de las bases de uno de los trapecios, por lo cual si se
unen 'dichos puntos con los centros de las caras bdsicas
del tronco, entre la apotema de éste, las dos de las ba-
ses y la altura del tronco, forman un trapecio rectdn-
gulo. Este trapecio puede construirse dadas las tres
apotemas, porque con la diferencia de las de las bases
como cateto y la del tronco como hipotenusa se puede
construir un tridngulo rectdngulo cuyo otro cateto es la
altura.

EjeErcicio. Hallar la altura de un tronco de pirdmide regu-
lar, de bases paralelas, macizo.

385. Las caras laterales de una pirdmide pueden
suponerse situadas sobre un solo plano, como si se abriese
la pirdmide por una de las aristas
laterales. Esto constituye el de-
sarrollo de la superficie lateral de
la pirdmide, y, como se ve clara-
mente en la figura 121, lo forman
una serie de tridngulos iguales a &
las caras y dispuestos en el mis-
mo orden que éllas alrededor del vértice. Las bases
de estos tridngulos son los lados del poligono-base de la
pirdmide,

B C Bgas
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Inversamente, del desarrollo de la pirdmide (comple-
tado con el poligono de la base) se podria deducir ésta
y construirla, como fdcilmente se comprende.

386. Sila piramide es regular, el desarrollo de su
superficie lateral es un sector poligonal regular, esto es,
cuyos lados no concurrentes en el vértice son iguales y
forman entre sf iguales dngulos.

Ejercicio.  Construir una pirdmide regular, teniendo dibu-
jado su desarrollo.

387. Cono de revolucion es e/ cuerpo limitado. por
una superficie conica de revolucion y el circulo de uno de
sus paralelos.

Dicho circulo se llama édase. Vértice del cono es el
de la superficie. Lado o apotema, la parte de genera-
triz de la superficie comprendida entre el vértice y la
base.

Radio del cono, €l de la base  Altura, la parte de
eje de la superficie comprendida entre el vértice y la
base, o lo que-es igual, la perpendicular del vértice a la
base, cuyo pie coincide con el centro de ésta.

388. La altura, el radio de la base y el lado que
vaya al mismo extremo del radio forman un tridngulo
rectangulo, que podria construirse con dos de sus lados
como datos. Este tridngulo girando alrededor del ca-
teto-altura, engendraria el cono.

389. Si en la base del cono se inscribe un poligono
y se toma por base de una pirdmide cuyo vértice sea el
mismo del cono, esta pirdamide se dird que estd zuscripta
en el cono, siendo sus aristas laterales diversas posicio-
nes del lado del cono,
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Cuantas mds caras tenga la pirdmide inscripta, mds
aristas caen sobre la superficie del cono, y mds se pare-
cen ambos cuerpos, de tal manera, que la superficie la-
teral del cono se considera como el Zmzte al cual se va
acercando la superficie lateral de la pirdmide a medida
que aumenta su nimero de caras. (*)

390. Abriendo por un lado el cono y extendiendo
su superficie lateral sobre un plano, se obtiene el desarro-
llo, el cual es un sector circular, limite de los sectores
poligonales que se obtendrian desarrollando pirdmides
(por ejemplo, regulares) inscriptas en el cono. Asi se
comprende que el arco de este sector es igual a la cir-
cunferencia de la base del cono;
y el radio, al lado del mismo.
(Fig. 122).

Puede, pues, calcularse el
numero de grados del sector
empleando la féormula

1800 . /
Ho=—=_—— "~ (wa)

VW

en la cual se pondrd en vez de /
la longitud de la circunferencia de la base del cono, que
sera (si llamamos R su radio) 2 . # . R; y en vez de # el
lado del cono que llamaremos /, con lo cual la férmula
se transformaria en

1800 .2 .. R 3600 . R

O == ==

[.m /

(*) Debiera precisarse més esta definicién; pero Jafiadirian las explica
jones, para los alumnos, claridad al concepto?
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EjERrcIcos. 1.0 Hallar la amplitud del sector correspon-
diente a un cono que cortado por un plano que pasase por el
eje, diese como seccién un tridngulo equildtero. (Cono equi-
ldtero).

2,0 Dado el desarrollo de un cono, construirlo.

391. Cortando un cono por un plano paralelo a la
base se obtiene un tronco de cono de bases paralelas.

Altura es la distancia entre las bases. Si se traza
esta altura por el centro de una base, su pie cae en el
centro de la otra (porque la altura es parte del eje del
cono) y con la altura, los radios de ambas bases y un la-
do o generatriz se puede formar un trapecio rectingulo,
como ocurria en el tronco de pirdmide.

EjErcicios. 1.0 Dados el lado de un tronco de cono de

revolucién, de bases paralelas y los radios de éstas, hallar la altu-
ra del tronco.

2.0 Decir como serd el desarrollo de un tronce de cono de
bases paralelas, y construir éste, dado aquél.

392. Si se traza un plaro secante AOB (fig. 123)
que pase por dos generatrices de la superficie lateral de
un cono, cortard a la base segin una recta secante AB,
la cual, en uni6én del vértice,
determina dicho plano. Pe-
ro si esta secante llegase a
convertirse en la tangente
BC por giro alrededor de
uno de sus puntos de inter
seccién, la tangente resul-
tante y el vértice del cono
determinarfan un plano T que sélo tendrfa comin con el

Tig. 115.
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cono una generatriz OB.  Este es ¢l plano tangente al
cono a lo largo de dicha generatrez.

Luego, para trazar el plano langente al cono en un
punto de su superficte, se traza la generalriz que pase
por dicho punto y la tangente a la circunferencia de la
base, por el pie de aguélla, y las dos rectas weencionadas
delerminan el plano tangente.

Para trazar pianos tangenites por un punio exterior,
M, se une éste con el vértice y se prolonga la recta resul-
tante hasta que corte al plano de la base, P; por el punto
en que lo hace se trazan tangentes NB, NB' a la circunfe-
rencia de la base, las cuales, con el punto dado determi-
nan dos planos tangentes al cono.

393. Prisma.—Se llama prisma el poliedro cerra-
do por una superficie prismatica v dos planos paralelos
B
que cortan a todas las yeneratrices. (¥)

Estos planos determinan poligonos iguales que se
llaman éases, y su distancia, altu-

DE ra. (Fig. 124).

Los poligonos de las bases
tienen sus lados paralelos (por-
que son intersecciones de dos pla-
nos paralelos con un tercero)y
como las generatrices de la su-
perficie lateral también son para-
lelas, las caras-laterales, (todas excepto las bases) son pa-
ralelogramos.

l—'.'it‘j“ 124 .

(*) Véase la nota del nimero 381
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Si también las bases son paralelogramos el prisma
se llama paralelepipedo. (Fig. 125).
Cuando las caras laterales son rectan-
gulos, el prisma se llama 7ecfo. (125).

M E Paralelepipedo rectangular es aquel
cuyas caras, incluso las bases, son rec-
tangulos. Si fuesen cuadrados, el pa-

f,.?' L{C ralelepipedo se denomina cubo, y es

poliedro regular.

Fig. 125. ; ;
Los demds prismas no son regula-

res en cuanto poliedros, pero, no obstante, se llaman pris-
mas regulares (en cuanto prismas) los que tienen ca-

ras laterales rectangulares y por bases poligonos regu-
lares.

La altura de un prisma es igual a la arista lateral
cuando el prisma es recto, pero menor si el prisma es
oblicuo (no recto).

394. En un prisma oblicuo se llama seccion recta la
producida por un plano perpendicular a las aristas late-
rales. Los lados de esta seccion son, claro es, perpen-
diculares a las aristas laterales, y expresan, por consi-
guiente, la distancia entre €stas o sea /a alfura de los pa-
ralelogramos que constituyen las caras laterales. (En
el prisma de la figura 124 la secci6n recta es MNP).

395. No hay lugar a considerar troncos de prisma
de bases paralelas, puesto que serfan prismas (mds pe-
quedios); pero se llama #ronco de un prisma a la parte de
¢l comprendida entre la base y un plano no paralelo a
ella. Las caras del tronco son trapecios.
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Si el prisma fuese recto, los trapecios que forman las -
caras del tronco son rectangulares.

396. Si se construyen en un plano paralelogramos
consecutivos, iguales a las caras laterales de un prisma y
en el mismo orden que éstas, se tendrd el desarrollo de
la superficie lateral.  Si en el prisma se hubiese trazado
la seccidon recta, como dos lados consecutivos de ésta son
perpendiculares a una misma arista en un punto, al colo-
carlos en un plano caerdn en una misma linea recta.
Igual acontece con los lados de las bases cuando el pris-
ma es recto, por lo cual su desarrollo es un rectangulo
dividido en tantas fajas como caras, y que tiene por altu-
ra la del prisma y por base el perimetro de la base del
prisma.

EJERCICIO.—Desarrollar un prisma, e inversamente, cons-
truirlo dado su desarrollo. Desarregllar un tronco de prisma.

397. Cilindro.—Cilindro de revoluceén es el cuerpo
limitado por una superficie cilindrica de vevolucién vy los
cZrenlos de dos paralelos.

Dichos circulos son las bases y su distancia la alfura,
que es igual al Zado o generatriz de la superficie lateral.
Radzo del cilindro es el de sus bases. Con dos radios
paralelos, unc de cada base, el lado que une sus extremos
y la altura que une los centros de las bases, se forma un
rectaingulo que puede engendrar ¢l cilindro girando alre-
dedor del lado-altura.

398. Si en la base del cilindro se inscribe un poligo-
no y se trazan las generatrices correspondientes a sus
vértices, los extremos de estas generatrices situados en la
otra base serdn vértices de otro poligono igual al prime-
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ro, formédndose, con esos dos poligonos-como bases, un
L X prisma inscripto en el cilindro y tanto

< ‘13;|_. - 2”  mds parecido a él cuanto mayor sea el
i 1 nimero de sus caras; por lo cual la su-
T i perficie lateral del cilindro se considera
Lol by como el lmite a que tiende la superfi-
A]"( \ " cie lateral del prisma inscripto cuando
za.r;a aumenta indefinidamente el nimero de

caras.

399. El desarrollo de la superficie lateral de un ci-
lindro de revolucion es un rectdngulo (fig. 127) que tiene
por altura el lado y
por bases rectas de

igual longitud que
las circunferencias de *
las'bases del cilindro.

La diagonal AD
del rectdngulo dicho,
forma, al aplicarse sobre el cilindro, el arco de AMD de
una curva llamada /é/zce, cuya propiedad mads notable es
la de expresar la distancia mds corta entre dos puntos

Fig.127,

sobre la superficie cilindrica, que no estén en una misma
generatriz.

400. Troxnco de cilindro es la porcién suya com-
prendida entre una base y un plano secante no paralelo.

401. Un plano secante que contengan dos genera-
trices de la superficie lateral del cono, como ABHG de
la fig. 126, corta a las bases segun secantes AB, GH, y
cuando éstas, por giro del plano, se convierten en tan-
gentes, el plano toma la posicion T en la cual es
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tangente al cilindro a lo largo de la generatriz HB.

EJERCICIOS.—Determinar planos tangentes al cilindro por
un punto de su superficie o por una recta exterior y paralela al
eje. (V. los planos tangentes al cono).

402. Escolio general. Se habrd notado sin es-
fuerzo que entre la pirdmide y el cono de revolucion
existen estrechas relaciones, nacidas de las existentes
entre los poligonos y el circulo; y asimismo se habrd
echado de ver que existen analogfas entre la pirdmide y
el prisma, el cono y el cilindro. Esto proviene de que
un cono tiende a convertirse en cilindro por alejamiento
del vértice, lo que da motivo a mirar al cilindro como un
cono con el vértice en el infinito, y lo mismo pasa con el
prisma respecto de la pirdmide.

Conviene decir, aunque se omita la demostracién,
que las curvas llamadas  elipse, hipérbola y pardbola
pueden resultar como secczones conzcas.

Para ello se considera la superficie del cono comple-
tada con otra igual que se forma prolongando al otro
lado del vértice las generatrices (figu-
ra 128). Cada superficie conica par-
cial se dice que es una /Zg/a de la
total.

Esto supuesto, si se cortan por un
plano oblicuo al eje todas las genera-
trices de una hoja, resulta como sec-
cion sobre la superficie la eZpse, E.

Fig. 128, Si el plano secante es paralelo a dos -
i generatrices, corta a las dos hojas y
origina una curva de dos ramas que es la Zipérbola HH'
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y si es paralelo a una sola generatriz resulta la pardbo-
i P

403. Esfera. La esfera es el cuerpo limitado por
la superficie esférica; o bien el cuerpo engendrado por
un semicirculo que gira alrededor de su diametro (270).

Toda seccién plana de la esfera es un efreulo, maxi-
'mo o menor, segun el plano pase o no pase por el centro.
(251).

404. El radio de un circulo menor, el de la esfera
que termina en el mismo extremo y la perpendicular
que mide la distancia entre el centro de la esfera y el
plano del circulo dicho, forman un tridngulo rectdngulo.
(Hdgase la figura).

405. A las definiciones ya expuestas (271) agrega-
remos las que siguen:

Priramide esférica es el cuerpo limitado por un poli-
gono esférico y el dngulo poliédrico correspondiente.

Sector esférico es la parte de esfera engendrada por
un sector circular al mismo tiempo que el arco de éste
engendra una zona o casquete, que se llama dase del
. sector.

406. Un plano o una recta se llaman Zangentes a
la esfera, cuando sélo tienen un punto comin con la su-
perficie de ella.

T.—ZFL plano perpendicular a un radio en su extre-
mo es tangente a la esfera.

F. 129.—Sean: OA el radio y P el plano perpendi-
cular a €l en A.
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D.—Entre las distancias del centro a los puntos de
P, la OA, que es perpendicular,
es la menor: por lo cual, todos
los puntos de P son exteriores a
la esfera, excepto el A.

407. R.—ZF/ plano tangente
a una esfera es perpendicular al
radio en el punto de contacto. ity

D.—Porque siendo el punto de contacto, A, el mas
proximo al centro, (puesto que los demds son exteriores),
el radio OA es la menor distancia entre el centro y el
plano, P, es decir, la perpendicular a éste.

408. CQorolario. £/ plano tangente a la esfera en
un punto, contiene todas las tangentes en dicho punto a cur-
vas situadas en la superficie esferica y que pasan por él.

F. 129.—Sea una curva AmB y AB una secante a
dicha curva. En el plano determinado por los radios
OA y OB tracemos la perpendicular OM a la cuerda AB.

D.—Cuando la secante AB por giro alrededor de A
llegue a convertirse en la tangente AC a la curva en
dicho punto A, se habrdn confundido en un solo radio
OA, éste, el OB y OM. Y como este tltimo seg-
mento no ha dejado de ser perpendicular a AB, resulta
ser el radio OA perpendicular a la tangente AC a la cur-
va, y, de consiguiente, esa tangente estard en el plano P
que es el lugar de las perpendiculares a OA en A. (283).

409. EBscolio. ZPor wun punto de una esfera hay
infinatas rectas langentes contenidas en un solo plano tan-
gente, que es el perpendicular al vadio determinado por
aquel punto.
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410. Para el estudio de las posiciones de dos es-
feras, y de propiedades que con ellas tienen relacién, se
suponen las esferas cortadas por un plano que pase por
sus centros, el cual las corta segin circulos méximos de
cuyas propiedades se desprenden las que se querfan esta-
blecer; o bien, inversamerite, se consideran circunferencias
- situadas en un plano y se las hace girar alrededor de la
recta de sus centros para engendrar superficies esféricas.

Ejercicros. Hallar, por el método que acaba de indicarse,
la relacién entre la distancia de los centros de dos esferas y sus
radios, en las diferentes posiciones de ellas.

Investigar propiedades de la esfera por analogia con otras de
la circunferencia, (Nameros g8 y siguientes). .

411. Las reclas tangentes a una esfera trazadas
desde un punto exterior, o paralelamente a una recla
dada, forman una superficie contca o cilindrica.

Ejercicio, Cerciorarse de la verdad del precedente teore-
ma, y extenderlo a los planos y a las tangentes comunes a
dos esferas.

412. Por cuatro punfos no situados en el mismeo
Pplano pasa siempre una esfera dnica.

F. 130. Sean los puntos AB,C,D y dibujemos
el diedro que tenga por arista AB y cuyas caras con-
tengan respectivamente a C
y D, diedro que no sera
llano, puesto que los cuatro
puntos no estdn en un plano.
Tracemos por CD el plano O
perpendicular a la arista AB.
Sean ABC y ABD los circu-
los determinados por estos puntos y O y O’ sus centros.
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D.—El plano Q contiene las perpendiculares: traza-
das a los cfrculos por O y O, luego éstas se cortan, y
el punto E en que lo hacen, equidista de los cuatro
puntos A,B,C,D, y es centro de la superficie esférica que
pasa por ellos y de la cual son circulos (en general meno-
res los ABC y ABD.

Derarres.—El plano Q perpendicular a la arista de
un diedro lo es a sus caras (299), y las trazas CF y DF
de este plano sobre los otros, son rectas que se cortan.
El plano Q contiene las perpendiculares a las caras tra-
zadas por puntos de CF y DF (298) luego contiene a
OE y OE, y éstas se cortan puesto que las CF y DF lo
hacfan.

El punto E equidista de todos los de las circunferen-
cias ABC y ABD porque las rectas que le uniesen a
ellos son oblicuas cuyos pies equidistan de O o de O,

413. Escolio. Se determina una superficie esféri-
ca por cuatro puntos que no estan en un plano, por dos
circulos que se cortan y no estdn en un plano, por un
circulo y un punto exterior a su plano, etc.




CAPITULO VIII

Igualdad de figuras del espacio

414. Tetraedros.—Si se nos da un tetraedro ABCD
(hgura 131) y nos proponemos copiarlo, podremos hacer-
lo utilizando diversos elementos, lo que darfa origen a va-
rios casos de construccién y sus derivados de igualdad,
como acontecfa con los tridngulos (216). Consideremos
solamente uno de esos varios casos. Al efecto, sobre el
plano P en que se halla la cara ABC construyamos un
tridngulo A'B'C’ directamente
igual a él. Si trazamos ahora
hacie la misma region en que
se halle el cuarto vértice, D,
con relacién al plano P, otro
plano, O, que forme con €l un : Fig.151. ,
diedro igual al de las caras ABC i
y ABD, y en Q construimos el tridngulo A’B'D’ directa-
mente igual al ABD, quedard determinado el punto D’
que unido al C’; completa el tetraedro A'B'C’D’, repro-
duccién exacta de el ABCD.

Pero si la construccion de A'B'C'D’ se hubiese he-
cho de suerte que el cuarto vértice hubiera caido a dis-
tinto lado que D con relacién a P, es decir, en la posi-
cion D, el tetraedro A'B'C'D’, serfa reproduccién de




ABCD, y como éste, en general, no puede coincidir con
el ABCD, tampoco el A'B'C'D’,

Segtin esto: cuando se den aislamente como datos
para construir un tetraedro dos caras y el diedro com-
Prendido, se ignorard la disposicién de estos elementos
y podrdn obtenerse, segin la que se adopte, tetraedros
no coincidentes; pero si se fija el sentido de los tetra-
edros con las condiciones impuestas antes, es decir, si una
vez construfdo un tetraedro ABCD se advierte que otro
cualquiera tenga una cara A'B'C’ directamente igual a
ABC y que colocadas estas caras en un plano el vértice
D’ caiga a igual region que el D con relacién a dicho pla-
no, los tetraedros construfdos serdn directamente iguales
y podran coincidir.

Osservacion.—Para conocer la igualdad de sentido
de los tetraedros ABCD y A'B'C'D’ puede seguirse tam-
bién este criterio: Si nos suponemos tendidos sobre
AB con la cabeza hacia B y mirando a la arista opuesta
CD, veremos que para ir de C a D moveremos la vista
de derecha a izquierda. Lo mismo acontece colocindo-
nos en A'B’ con la cabeza hacia B" y mirando a C'D’, y
por eso los tetraedros son del wsmo sentido. En cam
bio, si estando sobre A'B’ en la forma dicha se mirase ha-
cia D', el movimiento para irde C" a D', serfa de zz-
quierda a derecha, y por ello es este Gltimo tetraedro de
sentido contrario al de los anteriores.

415. Poliedros.—Supongamos dos tridangulos directamente
iguales ABC y A'B'C’ (fig. 132) en que son elementos homdlo-

gos los designados con iguales letras. Diremos que son tam-
bién Lomologos:
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1.0 Un punto D' del plano del tridngulo A'B'C’ con otro
D del plano de ABC, en
los mismos Casos en que
lo eran al hablar de las fi
guras planas (226).

2.0 Un punto E' ex-
o3 terior al plano A'B'C’ con
otro E exterior a ABC,

siempre que los tetraedros A'B'C'E' y ABCE sean directamente
zeuales.

3.2 Un segmento E'F’ con otro EF, cuando sus extremos
sean puntos homdlogos.

4.9 Una figura o parte de ella con otra, cuando todos los
puntos de una sean homdélogos de los de la otra.

T‘i;_i‘. 152,

Es fdcil ver que si A'B'C' y ABC se hacen coincidir, coin-
ciden los elementos homélogos, y, por tanto, las figuras de que
forman parte,

Reciprocamente: Si se tuviesen dos figuras del espa-
cio en coincidencia, se podrian descomponer simultanea-
mente en tetraedros directamente iguales y con una cara
fija. Lo cual justifica la siguiente definicién: Dos figu-
ras del espacio son iguales cuando tienen lodos sus ele-
mentos homblogos, con relacibn a dos triangulos (ABC vy
A'B'C’) derectamente iguales y considerados también como
homblogos. ;

416. Ademis de estas ideas generales acerca de la
igualdad, nos fijaremos en los siguientes casos particula-
res: Dos piramides coincidivdn, si coinciden su base y su
vértice. Lo primero podrd conseguirse si las bases son
directamente iguales. Para lo segundo es preciso que,
puestas en coincidencia las bases, los vértices caigan a
igual regién del plano de aquéllas y queden determina-

“
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dos: lo cual se puede conseguir, entre otras, por estas
dos condiciones:
5 Que una cara lateral, DAB (fig. 133) sea directa-
o s mente igual a otra D'A'B’ e
iguales los diedros que forman
con el plano de las bases.

a

2.* Que, al hacer coin-

A A po ~y
T ¢ cidir las bases, coincidan los
Pig. (33, B pies de las alturas y éstas

sean iguales.

417.  Dos prismas coinciden cuando lo hacen sus ba-
ses y queda deleyminada en magnitud y posicion una
arista lateral. Esta determinacién puede quedar hecha
por la igualdad de la cara lateral en que se halla y del
diedro que dicha cara forma con la basé.

Si el prisma es recto, la arista lateral estd determina-
da en posicién por ser perpendicular a la base, y basta-
rd fijarla en magnitud.

418.  Dos conos o dos clindres de revolucion son
zguales, st tienen iguales la altura y el radio de la base;
v dos esferas, si tienen igual radio.




CAPITULO X
Simeiria

419. Se sabe ya lo que son un centro y un eje de
simetrfa en las figuras planas; que dos figuras de esta
clase situadas en un plano son directamente iguales, e
inversamente iguales si son simétricas respecto a un eje.
También se ha hablado del centro y de los ejes de sime-
tria de ciertos poligonos.

En las figuras del espacio, ademds de los centros y eje de
simetria deben considerarse los planos.

Dos puntos son simétricos con rvelacion a wn plano (plave de
simetria) cuando el segmento que los une es perpendicular al pla-
no y queda dividido por ¢l en dos partes iguales.

Tomando los puntos simétricos de los de una figura se ob-
tiene otra samdtrica de ella. (F. 134.—Los tridngulos ABC y
A'B'C son simétricos respecto del plano P).

Un objeto, y su imagen en un espejo plano, son figuras si-
métricas respecto de €l, y aunque sus elementos son iguales, no

podrian, en general, coincidir; por-

que lo que con relacién al objeto

estd a su derecha, con relacién a
/ la imagen cae a la izquierda.

Para las figuras del espacio, la

: i simetria con respecto a un eje rec-

_54 Fid. 154 tilineo lleva consigo la coinciden-
i G cia, pero no ocurre lo mismo con
las figuras simétricas respecto de wn solo centro o plano.

420. Una figura simétrica de si misma, esto es, cuyos pun-
tos son simétricos de dos en dos con relacién a un plano, centro
o eje, se dice que tiene ese plano, centro o eje de simetria.

Asi, en nuestro cuerpo, podemos considerar aproximada-
mente un plano de simetrfa respecto del cual quedan a un lado y
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a otro y equidistantes de €l los dos ojos, los dos brazos, las dos
piernas, etc.
Una esfera tiene por centro de simetria el de la figura. En
una superficie de revolucidn, el eje, es eje de simetria.
Cuando se habla simplemente de eje de simetrfa se entiende
que es bznario, lo cual significa que hay des posiciones en que la

figura nos presenta el mismo aspecto, deduciéndose una posi-
600

cién de la otra por un giro de alrededor del eje.

Pero hay figuras que pueden presentarnos tres, cuatro o mas

3600 3600
s a———ettals
4

veces idéntico aspecto mediante giros de

rededor de una recta, la cual se llama entonces ¢je de simetria
ternario, cuaternario, etc. :

421. Las diagonales de un paralelepipedo se cortan
todas en un punto, centvo de simetria.

F. 135.—Sea el paralelepipedo AG. Tracemos los
planos ABGH y BFHD, cada uno de los cuales contiene
dos aristas opuestas del paralelepipedo.

D.—Las dos diagonales del paralelogramo ABGH,
se cortan en su punto medio O. Como el paralelogra-

= ¢ mo, BFHD, tiene coman con el
7 anterior la diagonal HB, la otra
diagonal, FD, pasa también por
O. Eigualmente se demostrarfa
que por O pasa la diagonal AG,
considerando el plano en que se
hallan AE y CG.
DerarLLes.—ABGH, BFHD
etcétera, son paralelogramos, puesto que dos lados son
aristas paralelas y los otros dos, BCy AH p. €j.: son
diagonales de caras opuestas, es decir, intersccciones del

Tig. 155,
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plano secante con dos planos paralelos; luego son tam-
bién paralelas. (306)

CoMPLEMENTO.—Siendo O punto medio de las diagonales
lo serd también de otro segmento MON que termine en las caras
del paralelepipedo, porque es ficil probar que son iguales los tri-
dngulos OMA y ONG. (Sirva esto de ejercicio).

Luego O es centro de simetrfa del paralelepipedo.

422. Simetria del cubo. En €l cubo hay, como en
todo paralelepipedo, un centro de simetrfa, que es el
punto de concurso de las diagonales.

Por €l pasan tres ejes de simetria cuaternarios que
unen los centros de cada dos caras opuestas; cuatro ejes
lernarios que son las diagonales; y seis ejes binarios
que unen puntos medios de aristas opuestas. '

De lo cual resulta que se puede colocar el cubo en
24 posiciones distintas.

También pasan por el centro varios planos de sime-
tria, a saber: los trazados por él perpendicularmente a
los ejes cuaternarios o binarios; los primeros contienen
los puntos medios de cuatro aristas paralelas, y los se-
gundos, contienen cada uno dos aristas opuestas. El
plano trazado por el centro perpendicularmente a una
diagonal o eje ternario corta al cubo segin un exdgono
regular que contiene los puntos medios de las aristas no
concurrentes en los extremos de la diagonal, pero no es
plano de simetria.

Ejercicio.—Comprobar experimentalmente las anteriores

propiedades, valiéndose de un cubo material, que se hace girar
alrededor de los ejes. (%).

(*) Creemos que esta demostracién intuitiva es necesaria y mds con-
veniente para los principiantes que la verdadera demostracién racional.
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" 423. Simetria del octaedro. El octaedro regular
puede obtenerse uniendo los centros de las caras de
un cubo, y éste uniendo los centros de las caras de aquél,
y ‘por eso tienen ambos los mismos elementos de sime-
trfa. Pero mientras en el cubo eran ejes cuaternarios
los que unfan centros de caras opuestas, en el octaedro
son los que unen vértices opuestos, es decir, las diago-
nales; ternarios, los que unen centros de caras opuestas;
y binarios, los que unen medios de aristas opuestas. (%)

424. Simetria del tetraedro. El tetraedro regular
se puede obtener del cubo, formando ua tridngulo EBG
(figura 136) con las diagonales de tres caras concurrentes
en un mismo vértice, F, y uniendo los del triangulo con el
opuesto, D, del paralelepipedo. Tiene, pues, dicho tetra-
edro, cuatro de los ocho vértices del cubo. Con los
otros cuatro se forma otro tetraedro regular que se
llama conjugado del primero.

El tetraedro tiene cuatro ejes ternarios, que son las
rectas que unen cada vértice al centro de la cara opuesta
y tres ejes binarios que unen los puntos medios de cada
dos aristas opuestas.

Son planos de simetrfa los determinados por cada
arista y el punto medio de la opuesta.

La interseccion de dos de ellos pertenecientes a aris-
tas opuestas da uno de los ejes binarios.

El tetraedro no tiene centro de simetrfa, pero se sue-

(*) Los sistemas eréslalinos que se estudian en Mineralogfa se clasifi-

can atendiendo a los ejes de simetria, y por eso el cubo y el octaedro for-
man parte de un mismo sistema.
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le llamar centro al punto medio de uno de los ejes bina-

rios, porque este punto equidista de G
=

los cuatro vértices y seria centro de S

AN}
- .
o ™ - f

una esfera circunscripta al tetraedro. Ef , i
Para ver que es asi, y probar, ade- IR
mas, que las aristas opuestas del te- >
traedro se cruzan perpendicularmen- '__}-:‘;\_,‘\ ;

te y son perpendiculares al eje bina-

rio que une sus puntos medios,
basta considerar la figura 136. En ella se advierte que
las aristas opuestas EG y BD del tetraedro son diagona-
les de las caras opuestas del cubo; de modo que DB
serfa paralela a la otra diagonal (HF, no trazada) del cua-
drado EFGH, y por consiguiente perpendicular a EG.
Ademds, PQ, perpendicular a las caras del cubo, serd me-
diatriz de EG y DB y el punto O, centro del cubo, equi-
distard segin deciamos de los cuatro vértices Ey G,
Dy B. ()

425. EJERCICIO. Decir de qué clase son los ejes de sime-
tria que se obtienen en el dodecaedro regular uniendo centros de
de caras opuestas; vértices opuestos o puntos medios de aristas
opuestas.

Buscar ejes de simetria en el icosaedro regular.

b

Fig. 136.

(*) Torser los elementos de simetria del tetraedro la mitad de los del
cubo del cual se deriva, se le llama en Cristalografia, forma Aemiddrica (el
cubo.
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TERCERA PARTE

CAPITULO PRIMERO

Razones, producios y cuadrados de
segmenios

426. ADVERTENCIAS IMPORTANTES.—Por producto o
cociente de segmentos se entiende el producto o cocien-
te de sus longitudes referidas a una misma unidad lineal.
De modo que cuando digamos que multiplicamos o divi-
dimos dos segmentos, o que hallamos el cuadrado de un
segmento..., etc., se entenderd que estas operaciones se
ejecutan con los msmeros que expresan la medida de
aquellos segmentos, referidos a una unidad convencional,
pero la misma para todos los segmentos que se multipli-
quen o dividan. De aquf que podamos considerar las
razones de segmentos como cocientes, y las proporcio-
nes como igualdades fraccionarias a las cuales les seran
aplicables las propiedades demostradas en Aritmética, y,
en particular, la fundamental de que e/ producto de dos
términos opuestos es igual al de los olros dos, o, como
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suele decirse: producto de los medios, igual al de los ex-
Lremos. :
427. Varios segmentos son proporcionales a otros
tantos cuando la razén de uno de aquéllos con uno de
éstos es la misma. Si por ejemplo se tiene:
' AB CD EF

AB  CD  EE

los segmentos numeradores AB, CD, EF..., son propor-
cionales a los denominadores A'B’, C'D’, E'F'..., y vi-
ceversa. :
428. Si varios segmentos son iguales entre sf, y
otros tantos también iguales entre sf, los primeros serdn
proporcionales a los segundos. Es decir, que si

AB— CHI— EE. .y A B — E:D— e R
serd evidentemente

AB (84 ) EE

A'BUSSECY. Sk

429. Si se verifica entre los segmentos a, 4, x una
de estas cuatro relaciones:
a x x b

e t— i) —:_"’n-xgzaéu‘f:vm
& b a %

(cuya compatibilidad establece la Aritmética), se dird que
x es medio proporcional entre a 'y b.
430. Si se verifica una de las siguientes relaciones,
(también compatibles)
a ¢ b e

—_— = N r=—

& x a

se dird que x es cuarfo proporcional a @, 6 y ¢ (en este
orden).
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437, Y.si
a b ot
e L N e
& x a
x es fercero proporcional a a y 6.

No es preciso que los cuatro segmentos que forman
una proporciéon estén medidos con igual unidad, pero si
deberdn estarlo los dos que entren en una misma razoén.

432. T.—Dado un segmento sobre una recta inde-
finida, existen en ella dos puntos, uno dentro y otro fuera
del segmento, tales gue la razon de sus distancias a los
extremos de éste tiene rgual valor.

F. 137.—Sea AB el segmento de la recta XY; M un
punto interior y

R A M B Y M otroexterior
Fig, 137. cuyas posicio-
nes quieren fi-

, MA MA :
jarse de tal modo que up Y prp tergan un mismo

valor, v r-i'
Vg 7

D.—1.8 Para que
MA 35

MB 4

-

basta hacer MA = 3, MB = 4 y por tanto MA 4 MB=
=AB=7.

Si, pues, imaginamos a AB dividido en 7 partes, M
serd el punto, #nico dentro del segmento, que diste de A
tres de esas partes, o de B las cuatro restantes,
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Andlogamente, para que
M'A 3

MB 4
bastard tomar el punto M’ @ /a izquierda de A de modo

que
MA=3MB=4 yMB— M'A=AB=—1.
esto es de modo que M'A sea tres veces AB (o M'B, 4
veces AB), punto que serd anzco.
A la derecha de B no existe punto M” tal que

M"A 3
MII’B 4
porque la primera razon es mayor que 1, y la segunda menor.
En general, puesto que las consideraciones que anteceden

s !
no dependen del ejemplo, si —, & una fraccion wmenor que I

existen dos tnicos puntos M y M’, uno entre A y B y otro a /e
zzquierda de A tales que

MA @ MA )

MB 2 ' MB =
y por tanto
MA MA
MB - MB
: s W2
2.0 Sila fraccién .y 8 mayor que X se demuestra andlo-
gamente que existen dos puntos uno entre A y By otro a
derecha de B, cuyas razones de distancias a A y B son iguales.
(Dejamos esta demostracién como ejercicio).
_m :
300 i e esto es, si
MA
MB

claro es que el punto M serd el medio del segmentd. Fuera de

1
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.

¢ste no existe, propiamente hablando, punto M' para el cual
puede verificarse
MA
M'B
puesto que si M' estd a la izquierda de A serd M'A < M'B y si
a la derecha, inversamente.

I

Pero el error cometido tomando como igual a 1 la razén
MA
M'B

seria la diferencia
M'A MB—MA AB
~ MB~ MB ~ MB
y como esta diferencia disminuird indefinidamente a medida que
su denominador M'B crezca por alejamiento del punto M', se di-
M'A
M'B
Jinito, locucion que abreviadamente expresa lo que antecede.
E igualmente para el punto M”, a la derecha de B,
. MTA .
lim. Mo = b para M alejado al infinito.
4.0 Como un niimero entero admite la forma fraccionaria, y
uno inconmensurable se aprecia, tan aproximadamente como se

"
desee, por una fraccidn, aunque Tk tuviese un valor entero o in-
(4

I

ce que la razén tiene por limite 1 cuando M’ se aleja al in-

conmensurable, siempre pueden determinarse, con exactitud o
con aproximacién suficiente, dos puntos M y M' tales que

Los puntos M y M’ se llaman conjugados armonicos
de los A y B, y se distinguen entre si diciendo que el M

divide al segmento AB Zuterior o aditivamente en la ra-
i ) : :

zon —; y el M' exterior o substractrvamente en igual
n v

razon,
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Todo lo cual justifica la definicién que sigue:

433. Puntos conjugados armonicos de otros dos,
A y B, son aquellos que dividen al segmento AB en una
misma razon: el uno, aditivamente, y el otro substrativa-
mente. ;

Para determinar grd/icamente puntos conjugados ar-
monicos existen construcciones, alguna de las cuales se
mencionara después.

434. SZ a contar del virtice de un dngulo se toman
sobre un lado partes iguales, y por los puntos de divi-
sion se lrazan rectas paralelas entve si, que corten al otro
lado, éste quedara dividido en otros lanlos sepmentos
iouales entre si, y la wltima de las paralelas contendrd a
la primera tantas veces como divisiones hubiere.

F. 138.—Sean: el dngulo O, y OA, AB, BC, :CD...
las partes iguales tomadas sobre un lado. Tracemos
las rectas AA’, BB’ CC'... paralelas entre s{ y sean OA’,
A'B’, B'C'... los segmentos que determinan sobre el otro

2 lado, cuya igualdad ha de probarse.

D.— Por una traslaciéon rectili-
nea a lo largo de OD, el tridngulo
OAA’, tcmard las posiciones sucesi-
vas 1, 2, 3, 4 ylos segmentos QA==
=a y AA’=m las demds sefialadas
con iguales letras. Entonces, evidentemente,

a=0A" » AN —m
y ademds, por ser iguales los segmentos de paralela s
comprendidos entre paralelas,
a=A'B' » BB =m+AA ' =m+m=—2m

a=B'C' » CC' =m~+BB'=3m
a=CD' » DD’ =m—+CC'=4gm
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de donde resulta
O =AB' =B =D
y : 4.2 paralela =4 m

conforme al enunciado.

DEerarLeEs.—Cuando por la traslacién O vengaa A
y A a B, AA’ caerd sobre BB’, porque en la traslaciéon
los segmentos conservan su paralelismo (149) y por B no
hay otra paralela a AA" que la BB’

435. Problema.—Diwvidir un segmento en partes
tguales.

F. 138.—Sea el segmento OD’ que quiere dividirse
en cuatro partes iguales.

Construccion. —Se funda inmediatainente en el teo-
rema anterior, y, por tanto, es la siguiente: Por el extre-
mo O del segmento tracemos una recta indefinida OD;
(conviene que el dngulo de esta recta conla OD’ sea
como de 45°), llevemos sobre ella a partir de O los seg-
mentos iguales entre si OA, AB, BC y CD; unamos el
extremo D del dltimo con el D’ del segmenio dado y
por los otros tres puntos A, B, C tracemos paralelas a
DD'. El segmento OD’ quedard asi dividido en cuatro
partes iguales entre si.

436. T.—S7 se corian los lados de un angulo o los
de dos angulos opuestos por el vévtice por dos paralelas,
los triangulos que se forman lenen sus lados propor-
clonales. '

F. 139.—Sea el dngulo A cortado por las paralelas

DE y BC.
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D.—Supongamos que AB es igual a g veces el seg-
mento AU, y AD igual a 5 veces el mismo segmento.
Por el teorema anterior,

BCZQUU'[ DR =1t s
luego

ﬁ: 9 33 AC 2 3 E:g o bi_en
AD . % "AE "§ - DE 8

‘[—'ig_ 139. AB AC BC

AD AE DE

razones que expresan la proporcionalidad entre los lados
del triangulo ABC con los del ADE.

En el caso de que la razén de los lados AB y AD no pudiese
representarse exactamente por una fracéién, por ser inconmen-

; ; .. AB
surables dichos segmentos, la mencionada razén, D" podrfa

siempre encerrarse entre dos fracciones de diferencia arbitraria-
mente pequena, y como las otras razones quedarian comprendi-
das también entre las mismas fracciones, serfan adn iguales co-
mo constantes [comprendidas entre variables cuya diferencia
tiende a cero. (¥)

Si los dngulos cortados por paralelas son opuestos
por el vértice, se reduce el caso al anterior, por rotacién
de 180° alrededor del vértice.

437. Problemas.—Hallar el cuarto proporcional a
tres segmentos dados.

F. 140.—Sean a, 4, ¢, los segmentos dados y llame-
mos x al cuarto proporcional.

(*) Proposicién de Aritmética.
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ConstrUCCION.—Sobre los lados de un dngulo lle-
vemos OA =a y OB==4, en uno
de ellos, y OC = ¢ en el otro.
Uniendo C con el extremo A
del primero, y trazando por el B del
segundo una paralela a CA, el seg-
mento OX serd el pedido; puesto

Fidi. 140 i

5 que, segtn el teorema:
OA o 0C UM s @ ¢ ( )
OB _ OX B 0o

438. 2.° Hallar el tercero proporcional a los seg-

mentos a y b.

Se procede como en €l caso anterior, repitiendo el
segmento 4. (431).

439. 3.° Dividir, aditiva o substractivamente, un
segmento dado en la razén en que estén ofios dos segmen
tos o dos niimeros conoctdos.

F. 141.—Sean m y » los segmentos en cuya razon,
He
7 se ha de dividir el segmento propuesto AB.
7

Construccidn.- Por A y B tracemos paralelas. To-
memos en una AM =,y

enla otrd BN y BN (adis- 7 ——

L i PN

tinta regién) iguales a . ey
Uniendo los extremos M y n7' e /N~
” i g aaly
7 /B 2

N se obtiene el punto D 4
que da la divisién aditiva, y ' S T
uniendo My N' el D’ que

da la substractiva. Puesto que, segin el teorema, (436)
DA AM m DA AM m

DB RN T T T

16



— 226 —

OsservaciON.—D y D’ son conjugados arménicos
de A y B.

: ; 3
En el caso de ser la razén dada por ntimeros, v. gr: =

se toma un segmento #z igual a 3 veces una unidad ar-
bitraria, y otro z igual a 5 veces la misma unidad, y se
recae en el caso anterior.

440. R.—S87 sobre dos lados de un triangulo se fo-
man puntos (uno en cada lado), que los dividan, aditiva-
mente ambos o ambos substractzvamente, en igual razon,
la recta que une aquellos punlos es paralela al tercer lado.

F. 139.—Sean D y E los puntos que dividen a los

lados AB y AC en la razon )

D.—Si por D se traza la paralela a BC, debe encon-
trar a AC en un punto tal que divida a este lado en la

i :
razon o (por el teorema directo) (436); pero ese punto

es el E (por la hipétesis) luego la paralela pasa por E,
es decir, es la recta DE

(Analogamente si la division fuese substractiva).

441. Corolarios. 1.° Lag recla que une los pun-
tos medios de dos lados de un tridngulo es ;}am?e'lci al ter-
cer lado ¢ igual a su mitad.

EJERCICIO. — Detallar la demostracion de este corolario.

442. 2.° Las lres medranas de un lriangulo se

cortan en un punto (baricentro) situado a la 3.* parte de
su longitud conlada a partir del pie de la mediana.

F. 142.—Sea ABC el tridngulo y A’, B, C’, los
puntos medios de los lados opuestos,
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D.—Las medianas BB" y CC’ se cortan por formar
con BC dngulos que no son suplementarios.

C'B’ es paralela a BC e igual a su mitad, segin el
corolario anterior, luego GC’ serd mi-
tad de GC (436) o sea 3.* parte de
CC' y GB’ 3.* parte de BB": lo que
demuestra el teorema para estas dos
medianas. Pero la tercera mediana
AA' (no trazada en la figura) debiera
cortar a una de las anteriores, por
ejemplo, a la BB’, en un punto situado a la tercera parte
de BB’ contando desde B, y como ese punto es el G,
por G pasard AA".

443. Sellama /Zaz de rectas el conjunto de varias
rectas que pasan por un punto (vértice) y estdn en un
plano.

Fig 142

Las rectas del haz se llaman rayos del mismo.

Radiacién de rectas es el conjunto de varias rectas
que pasan por un punto (vértice), pero no estdn en un
plano,_

Las rectas se denominan rayos. :

444. T.—5% se cortan los rayos de un haz por dos
paralelas quedan fodos ellos divi-
didos en igual razon, y las partes
de paralelas intercepladas entre
UNOS MISNEOS YAVO0S lienen Loual ra-

zon que las distancias al vértice de =N ERS L)
los puntos en que encuentran a X Fid 14

N

F. 143.—Sean AD y A'D’ las paralelas que cortan

cualquier rayo.
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- al haz de rayos de vértice O. Las razones en que quedan
OA OB, 6 0OC OD
oA’ oB' oc? op’
que tienen las partes de paralelas interceptadas entre
AB BC CD
AB BC CD”
que todas las razones mencionadas son iguales.

divididos los rayos serdn y las

los rayos Seran —— debiendo demostrarse

D.—Basta aplicar un teorema precedente (436)a ca-
da par de tridngulos tales como OAB y OA'B’, OBC y
OB'C’, etc.

E_IERCIC‘{U.—Detallar la anterior demostracidn.

445. T.——S% se cortan los rayos de una radiacion
de rectas por dos planos paralelos, los rayos guedan divi-
didos todos en una misma razon, y las rectas que unen
los pies (con relacion a los planos) de dos rayos tienen
entre st tgual razon que la distancia de dichos pies al
vértice. _

F. 144.—Sean P y O dos planos paralelos que cor-
tan a la radiacién de vértice O en
los puntos ABCH A'B'C'H".

D.—1l.as rectas AB y A'B’; BC
y B'C/, etc., son paralelas como in-
terseccion de los planos paralelos P
y Q con otros planos, AOB, BOC,
etcétera. Por lo cual se puede dar
_ de este teorema la misma demos-
tracion que del precedente.

EjErcicio,—Detallar esta demostracion,

446. Corolario.— S/ se fraza un planoc pam‘é’eio ala
base de una piramide, las aristas, la altura, y, en gene-

Fio. 144
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ral, cualquier vecta que una el vértice con un punto de la
base, quedan divididas en una wusma razon, v en esta
razon estan también cada dos lados del poligono de la ba-
se y del de la seccion sitwados en una misma cara.
Este corolario no dificre del teorema mds que en el
enunciado. : A '

EJERCICIOS.  1.0—Examinar lo que acontece cuando por el
punto medio de una arista de una piramide se traza un plano
paralelo a la base.

2.0—Aplicar el teorema a un cono de revolucién cortado por
un plano paralelo a la base.

447. R. 1.°—=5i sobre los rayos de un haz, limita-
dos en una recta que los corte, se marcan puntos que los
dividan siempre adiliva o siempré substractivamente en
una misma razon, estos puntos estin sobre otra recla pa-
ralela a la primera.

E. 143.—Sea el haz OABCD, cuyos rayos estan cor-
tados por la recta AD, y sean A'B'C'D’ los puntos mar-
cados sobre ellos con la condicion de que

OA OB OcC 0D

GAT OB - 00 G
D.—El segmento A'B” debe ser paralelo al AB, y
B'C’ al BC (440), y como AB y BC son partes de una
sola recta, y por B’ no hay mds que una paralela a esta
recta, A'B" y B'C” son prolongacién uno de otro.

R. (del 445).—S7 sobre los rayos de una radiacion de
rectas, limitados por un plano que los corta, se marcan
puntos que los dividan siempre aditiva o siempre substrac-
tivamente en una misma razon, estos puntos caen sobre un
plano paralelo al primero.
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EjERCICIOS. 1.e—Demostrar este feorema teniendo pre-
sente el anterior y sabiendo que dos paralelas a un plano, por
un punto, determinan un plano paralelo al primero.

2.0—Enunciar este mismo teorema como propiedad de la pi-
ramide o del cono.

448. R. 2.9—S7 sobre dos reclas paralelas existen seg-
mentos consecutivos proporcionales, las rectas que unen los
extremos de esos segmendos forman un haz, es dectr, con-
CUFTER €I U INISWIO pPunio.

F. 143.—Sean AB, BC, CD, segmentos consecuti-
vos de una recta, y A'B’, B'C', C'D’, los correspondien-
ARSERE
AR BC !

tes de otra recta paralela, de tal modo, que
Bing)
—ED
D.—Si las rectas AA" y BB’ se cortan en O, se ve-
rificard, por el teorema directo (444):
OB BC
OB B

Unamos los extremos A y A’, By B, etc.

Pero la recta CC’ encontrard a la BB’ en cierto pun-

to tal que la divida (aditiva o sustractivamente) en una
BC

B
cumple con esta condicién (432), CC' pasard por O. E
igual pasa DD’".

Escolio. Si AA’ y BB’ fuesen paralelas, también lo
serfan a ellas las demds, CC’, DD, ....., lo cual acontece
cuando los segmentos AB y A'B’, BC y B'C’, etc., son
iguales. .

R. (2.° del 445).—Si los segmentos AB, BC, ete., no
formasen una recta, sino una linea quebrada, pero los

razon igual a ’ y como el punto O es el tnico que
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A'B’, B'C, etc., siguiesen siéndoles paralelos y propor-
cionales, las rectas AA’, BB’, etc., concurrirfan en O vy
formarfan una radiacién, en vez de un haz. (F. 144).

449. Generalizaciones. — En el teorema funda-
mental de esta teoria, expuesto en el nimero 434, se su-
puso que se dividia en partes iguales un lado de un dn
gulo, @ contar del vértice, y se demostré que el otro que-
daba dividido también en partes iguales entre si.

Pero es ficil extender el teorema al caso en que la
divisibn en partes iguales se haga, no a contar desde
el vértice, sino desde cualquier punto A (fig. 145); es
decir, que si AB se divide en partes iguales y se trazan

0, paralelas a AA’, quedard di-
e vidido A'B" en partes iguales
también (entre si). Porque las
paralelas dichas dividirdn en
partes iguales a la recta AB”
paralela a A'B’
De aqui se desprenderia
Fig. 145 por razonamientos muy pareci-
dos a los del numero (436), que los segmentos contados
sobre una de las rectas son proporcionales a los conta-
dos sobre la otra, es decir,
AB A’B AB AR BC BiE
BC —po Y también AC _AC D AC _AC ete,

(Detdllese la demoséracién, como ejercicio, midiendo los
segmentos de una misma recta con una unidad comiin).

450. Podemos, pues, afirmar, que varias paralelas
que cortan a dos reclas las dividen en partes proporcio-
nales.
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En el espacio existe el teorema andlogo: zarios pla-
nos paralelos que cortan @ dos rectas, las dividen en paries
proporcionales.

451. El caso particular mds importante es el que
sigue:

1.° Si por el punto medio de uno de los lados no

paralelos de un trapecio, se traza una paralela a las bases,
pasa por el punto medio del lado opuesto.

F. 146. Sea el trapecio ABCD y MN la recta para-
lela a las bases trazada por M, punto medio de AD.

MD . NE=5
D.—La razén MA S igual a 1, luego la NB_ igual

a aquélla, sera también 1, y por tan-
to NC=NB, es decir, N punto me-
dio de CB. :

452. Reciprocamente: puesto
que la paralela a las bases desde
M pasa por N, podemos decir: /z
vecla que une los punitos medios de

los lados no paralelos de un trapecio, es paralela a las
bases.

453. Se demuestra también que dicka paralele
media, es la semisuma de las bases.

Porque (441)

1
MP——AB
2

2 y, sumando: MN————; (AB+DC).
RN= ; DC
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454. EJERCICIO.—Decir qué ocurrird con las aristas o ge-
neratrices de un tronco de pirdmide o de cono de bases paralelas,
al trazar un plano paralelo a éstas por el punto ‘medio de una

arista o generafriz, y qué sera el perimetro o circunferencia de la
seccion.

455. Problema.—Culonlar el valor de una paralela cual-
quicra @ las bases de un trapecio (comprendida entre ellas), cono-

ctendo dichas bases y la razon en que la paralela divide a los otros
lados.

E. 147.—Sea el trapecio AA'CC' y BB' la paralela. Desig-
nemos por « ladongitud de AA’, por ¢ la de BB’ (que es la que
ha de caleularse), por & la de CC' y por s y 2 las de AB y BC.
Traslademos A'C’ a la posicion AC",

y se tendra en los triangulos ABB” y
ACC” (436).

" —a
m—n  b—a

Jormaula que permite calcular ¢

'I"ig. 147

EJERCICIOS. r1.0—Hacer una aplicacién numérica de la f6r-
mula anterior, suponiendo, vg.: m=2, n=75, a=2, b=16.

SOLUCION . —c=6.

2.0—Aplicar la formula general que precede al caso particu-
lar de la paralela media en el cual m=—sn.

atb
2

SOLUCION.—c=

456. Problema.—Dividir un segmento en partes
proporcionales a olros segmentos, o @ nimereos dados.
FuxpamexTo.—Lo es el teorema segun el cual va-
rias paralelas dividen a dos rectas en partes proporciona-
les {450).
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Construccton.—Si AB (F. 148) es el segmento que
ha de dividirse en partes propor-
cionales a otros, @, 4, ¢, se toman
éstos unos a continuacién de otros
sobre la recta AX que forma con .
AB un angulo agudo; se une el & @ F —F—B
extremo del altimo segmento con N
B, y por los otros se trazan paralelas a la recta de unién,
que determinardn en AB las partes o', &', ¢, tales que

By

=—_——=——" CcOMO 5e queria.
a@ b fix =

457. Antiparalelas.—Dos reclas son antiparalelas
con relacion a los lados de un dngulo, cuando una de ellas
forma con un lado un angulo igual al que la otra forma
con el otro lado.

Ejempro.—Las rectas AB y CD (F. 149) serdn anti-
paralelas con relacion al dngulo
O, si el angulo 1 (OAB) es igual
al 1",

Obsérvese, ademds, que los
angulos 2 y 2’ son también igua-
les, puesto que el 2 es suplemen-

A A
tode o+ 1 yel 2° suplemento
A A
de la suma igual o 4 1’

458, Consecuencias.—1."—Si, por un giro alrede-
dor de la bisectriz de O, se coloca el tridngulo OAB in-
vertido en la posiciéon OA'B’, el dngulo 1 vendrd a ser
corvespondiente del 1’ (con respecto a las rectas B'A’ y
DC cortadas por la secante OD), y como se sabfa que
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dichos dngulos eran iguales, las rectas B'A” y CD serdn
paralelas; luego: las rectas antiparalelas se convierten en
paralelas haciendo que una de ellas gire alrededor de la
bisectriz del dngulo dado, hasta tomar la posicion simé-
trica con respecto a dicha bisectriz.

459. 2.a—Si las antiparalelas se trazan por el mismo vérti-
ce del angulo, se llaman Zsogonales, por formar dngulos iguales
con los-lades. (Las Oa y Od de la fig. 149).

Las rectas isogonales son simétricas respecto a la bisectriz,
puesto que forman con ella dngulos iguales, y coincidirfan si se
doblase el plano por dicha bisectriz.

Dos antiparalelas cualesquiera, como las AB y CD, se con-
vierten en las isogonales Og¢ y Od4 por traslacion rectilinea,
puesto que son paralelas a las isogonales dichas.

460.. 3.3—S57 dos rectas, AB y CD, son anttparalelas de
otras dos, OD y OC (que forman el dngulo O), dstas son antipa-
valelas de aguélias.

Porque si se trasladan las AB y CD a las posiciones Oa y
Od, los dngulos que forman con OD y OC, son los mismos que
forman estas con aquellas, .

A461. 4.°—Los sepmentos de antiparalelas compren-
didos entre los lados de un angulo forman con ellos un
cuadyilatero inscriptible en una circunferencia.

D.—Si el cuadrilitero es convexo,
como el ABDCde la fig. 150, es inscripti-
ble por téner sus angulos opuestos suple-
mentarios; y si no lo es, como ocurre en
la fig. 151, aln existe una circunferencia
que pasa por A, C, B y D, porque el
arco capaz del dngulo 1 descrito sobre AD,

debe contener el vértice del angulo igual 1.
A A
DerarLes.—En la fig. 150 se ve que 1'=1=180°—
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—BACG; luego ?’—%BAC =180° Recuérdense ademads
los nimeros (189 y 203).

462.—5."—R.—Dos lados opuestos de un cuadrila-
lero inscriptible son antiparalelos con relacion al angulo
que forman los otros dos (prolongados, si es preciso).

D.—Porque si el dngulo 1” es su.
plemento del BAC, serd igual al adya-
cente de éste, 1 (F. 150).

En el caso de la fig. 151, los dn
gulos 1 y 1’ son iguales por inscriptos -
en igual arco.

463.—6."—2Dos secantes y las ciuer-
das que unen sus punlos de interseccion
con la circunferencia, son rectas antiparalelas. )

Porque dichos pares de rectas determinan un cuadri-
litero inscripto. (El ABDC de la fig. 150 0 el del mis-
mo nombre, pero cruzado, de la 151).

464, T.—FZ/l producto de las distancias del vértice
de un angulo a los puntos en que un lado es cortado por
dos antiparalelas, es tgual al de las distancias contadas
sobre el otro lado.

Pig.151
k=4

Ejemplo: En la fig. 149 se quiere probar que OA X
X OC= OB-x OD.
D.—Por ser B'A” paralela a CD (458) se tiene:
OB’ OA’
_ oc  op 43
y puesto que OB’ = OB y OA” = OA,
0B OA

oo D" luego OA X OC = OB X OD.
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465. Corolario. Sz varias secanles a una crreun-
Sferencia arrancan de un mismo punto, el producto de una
secante por su segmento externo es constante (o igual al
de otra secante por su segmento externo). Es decir:
OA X OC= 0B X OD (fig. 150).

Si dos cuerdas se cortan en un punto, el producto de
los dos segmentos de cada cuerda es constante (o igual al
de los dos segmentos de otra cuerda). Es decir: PA X
K BB = PC X PDilhg. 151) .

Porque las secantes, o las cuerdas (que prolongadas
son también secantes) y las rectas que unen sus puntos
de interseccion con la circunferencia, son antiparale-
las (463).

466. Potencia de un punto exterior a un circulo,
con relacton a él, es el producto de cualguiera secante, que
parta de aquel punto, por su segmento externo. .

Potencia de un punto interior a un circulo, con rela-
c2on a él, es el producto de los dos segmentos que el punto
determina en cualquiera cuerda que pase por él.

Ejemplos. La potencia de O con respecto al circu-
lo cuya circunferencia pasa por A, B, C, D (fig. 150),
sera OA X OC, o también OB X OD (puesto que estos
productos son iguales).

La potencia de P (fig. 151) sera PA X PB o PC X
X PD (porque ambos productos tienen igual valor).

467. R. (del 464). —S7 sobre cada lado de un dn-
gulo, @ paviir del virtice, se cuentan segmentos que ten-
gan igual producto, las rectas que unen los extremos de
eslos segmentos son artiparalelas, y los cuatvo extremos

¢+ mencionados caen sobre una misma crreunferencea.
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D.—La circunferencia que pasa por los tres puntos

A, B, D (fig. 150) debe cortar al lado OA, segiin €l teo-
rema directo, en un punto tal que

OA X distancia de O al punto = OB X OD
pero, por hipdtesis
OA X OC=0B X 0D

luego el punto dicho es C. Los cuatro puntos A, B, D,
C caen; pues, en una circunferencia, y entonces ya se sa-
be (462) que las rectas AB y CD son antiparalelas.

468.—Si dos antiparalelas con relacion a un angulo
concurven en un punto de uno de los lados, el cuadrado
de la distancia del véviice a este punto es igual al pro-
ducto de las distancias a los de interseccion de las antipa-
ralelas con el otro lado.

Ejemplo: Si las antiparalelas son AB y AC (fig. 152)

¢ se ha de probar que OA”= OB X

y X OC. Consideramos DC antiparalela
& con AB.
D.—S5i la antiparalela DC se tras-
lada, sin perder su condicion de tal,
= Fig_m!“n hasta que D se confunda con A, el

producto OA X OD se convertird en
OA X OA o bien en OA* luego (464)

OA’ = OBXx OC

469. T.—Si desde un punto exterior a un circulo
Se trazan una_secante y una tangente, las cuerdas que
unen los puntos de interseccion de la secante con el de con-
tacto de la tangente son antiparalelas. -
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F. 153.—Sean OAB la secante, OT la tangente y
AT, BT las cuerdas.

D.—EIl angulo semi-inscripto 1, y el inscripto 1’
tienen igual medida (la misma que la mitad del arco AT
(201) luego AT y TB son antipa-
ralelas. |

470. Corolario 1. Za po-
lencia de un punto exterior a un
circulo, con relacion a él, es toual al
cuadrado dela langente trazade des-
de dicho punto.

D. Porque de ser AT y BT antiparalelas se des-
prende (468)

OT%— OA X OB = Potenciad de O,

o

Fi¢.153

471. Bscolio. 1.° Puede enunciarse el anterior
corolario diciendo: Si desde un punto exterior a wun
ctreulo se trazan una secante y unag langente, la tangenle es
media proporcional entre la secante y su segmento externo.

472. Corolario 2.° La potencia de un punio in-
terior es tgual al cuadrado de la semicuerda pevpendicu-
lar al diametro que pasa por dicko punto.

D.—Porque siendo el didmetro CD perpendicular a
la cuerda AB (fig. 153) la divide en partes iguales, y

_ Potencia de P = PA X PB— PA X PA — PAZ

473. Escolio 2.° Una semicuerda perpendicular
a un didmetro es media proporcional entre los segmentos
qute delermina sobre él.

D.—Se ha visto en el corolario que

- _ Potencia de P =PA?
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pero también

Potencia de P = PC X PD
luego
PAR=PCHE BD

474. Osservacion,.—Los puntos situados sobre la
circunferencia tienen potencia nula.

475. EjErcicrio—Enunciar y demostrar (por analogia con
¢l razonamiento ntim. 467) el reciproco del teorema del nume-
ro 468.

476.  El lugar geométrico de los punios de igual potencia oon
relacion a dos ¢y cunferencias secantes, es la recta que deterniinan
sus puntos de nterseccion.

F. 154.—Sean O y O’ las circunferencias secantes en A y B.

D.—Los puntos A y B por estar en ambas circunferencias
o tienen igual potencia, a saber:
M ¢ N potencia cero (474). .

Otro punto cualquiera de la
recta AB, por ejemplo, M, tiene
por potencia MA X MB lo mis-
mo para el circulo O que para
el

Un punto N, que no esté so-
bre AB, unido con A, dard una
recta NA que cortard a las circunferencias en puntos distintos
C y D; luego

| o
Fidé. 154

NC X NA desigual a NA X ND

puesto que NC no es igual a ND. Y como los productos
NC X NA y NA X ND expresan las potencias de N con res-
pectoa O" y a O, estas potencias son desiguales,

Luego snicamente 1os puntos de la recta indefinida AB tie
nen la propiedad de ser iguales sus potencias con relacion a am-
bos circulos, y por eso la recta AB es el lugar geomélrico que
se habfa dicho,
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Este lugar, es decir, la recta AB, se llama ¢je radical de los
circulos O y O".

477. Corolarios. 1.0 Las tangentes trasadas a dos
circulos desde cualquier punto del eje radical, son iguales. (Figu-
ra 154). :

Puesto que lo son las potencias de aquel punto, P, que se
pueden expresar por los cuadrados de las tangentes, PT y PT".

OBSERVACION.—EI eje radical pasa por el punto medio de
una tangente comun a los dos circulos.

478. 2.9 Kl eje radical de dos circulos cualesquicra es per-
pendicular a la vecla que wne sus centros.

Si los circulos son secantes, ya se sabe, puesto que el eje
radical es la cuerda coman (476). :

Si no son secantes, un punto P, del eje radical tendrd de
todos modos igual potencia respecto a los dos circulos, y se
podran trazar desde él tangentes iguales; pero las tangentes tra-
zadas desde el punto P’ simétrico de aquél con relacion a la
recta de los centros serdn también iguales, luego ese punto P’
pertenece al eje radical, y estando dos puntos simétricos colo-
cados siempre sobre una perpendicular al eje de simetria, el
eje radical y la recta de los centros serdn, en efecto, perpen-
diculares.

479. Los ejes radicales de tres circulos, uno de los cuales
corte q los etros dos, pasan por un misme punte lamado centro
radical. =0

F. 155.—Sean O; Oy y O, los
circulos, tales que O, corta a los
otros dos.

D.—El punto C, en que se cor-
tan los ejes radicales de O, v Oy v
de O,y Oy, tiene igual potencia
respecto de los tres circulos; luego
por ¢l pasard el eje radical de
Oy y Oy, el cual queda’ determinado, porque desde C sélo se
puede trazar uma perpendicular a la recta O; O

Fig.155

16
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480. Problema. Trasar el eje radical de dos cirenlos.

CONSTRUCCION.—Si son secantes, el eje radical es su cuer
da comun (prolongada). Si no son secantes, se traza un tercer
circulo que corte a los dados, y determinado el centro radical
de los tres, se traza desde ¢l la perpendicular a la'recta de cen-
tros de log circulos propuestos.

481. Escolio. Aplicando la construccion anterior al caso
en que los circulos dados O, y O,
sean tangentes (fig. 156) y tomando
como tercer circulo auxiliar Oy uno
.que pase por ¢l punto de contacto, C,
se comprueba que &/ ¢je radical de
dos clrenlos langentes, es la tangente
coptite quee se les puede trasar por el
Ppunto de contacto.

482, Problema de aplicacion, T7razar una cvewnferen-
cta que pase por dos puntos dades y sea tangente a otra circunfe-
rencia dadea.

CONSTRUCCION.—Se determina el centro radical, C' de la
circunferencia dada O, de otra auxiliar que pase por los puntos
dados A y B (fig. 156) y de la desconocida O, lo cual puede
hacerse sin trazar ésta, porque ella y la auxiliar tienen por cuer-
da comin AB. Una tangente trazada desde C' a la circunfe-
rencia dada, serd eje radical de ésta y la desconocida, (porque
como han de ser tangentes han de tener por eje radical una tan-
gente comin) y por tanto se conocerd el punto en que la circun-
ferencia pedida toca a la O. La buscada, pasa, pues, por los
tres puntos A, By C. (Digase si habrd mds soluciones).

483. Media y extrema razén. ZDiremos que un
segmenlo de recla esta dividide aditiva o substractiva-
mente en media y extrema vazon, cuando existen dos pun-
los, uno dentro del segmento y otre en su prolongacion,
tales que la diferencia de sus distancias al extremo del
segmento que cae entre ellos sea igual al segmento, y el

Pidg. 1606
o



producto de las mismas distancias toual al cuadvado del
segmento.
Ejemplo: Si AB es el segmento dado (fig. 157) y
C’ y D' los puntos que
\p lo dividen aditiva y

substractivamente en
media y extrema razon,

o]
g
=
=

lo que ha de verificarse
e €s que

D'A—CA=AB y DA X CA = AB*
o bien designando los segmentos por letras, para tener
una formula y siendo AB==qa, CA = x, D'A = x,
—r—ay & x—ada

484. Problema. Dividiy un segmento AB, aditiva
¥ substractivamente en media y extrema razon.

CoNsTRUCCION ANALIZADA. —Si a una circunferencia O
cuyo didmeiro sea igual a AB se le traza la tangente
BA de esta misma longitud y por su extremo una secan-
te AD que pase por el centro, por ser la tangente me-
dia proporcional entre la secante y su segmentc exter-
no (471), se tendra:

AD X AC = AB?
y como, por hipétesis,
AD — AC = diametro — AB

bastara trasladar (por rotacion) AC sobre AC" y AD so-
. bre AD’ para tener los puntos C' y D’ pedidos, pues-
to que : ‘

AD' — AC' = AB y AD’ X AC' = AB?},
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485. ArricacronNes.—Si se divide una circunferen-
cia en diez partes iguales y se une cada punto de divi-
sibn con el siguiente, resulta un decdgono regular conve-
xo0, mientras que uniendo de tres en tres resulta el decd-
gono estrellado de 3.* especie. Esto supuesto, puede
demostrarse el teorema siguiente:

486. Los lados de los decagonos convexo y estrella-
do son, respeclivamente, el mayor segmento aditive y el
menor substractivo vesultantes de dividiv el radio en me-
dia y extrema razon.

F. 158.—5Sea AB el lado del decdgono convexo, AD el del
estrellado y unamos A, B y D con el centro O, siendo L el pun-
to en que se cortan OB y AD. Llamemos al radio R.

D.—Los tridngulos rayados son istsceles, luego

AB=AL y LD=R, o bien

AD—AL=LD=R. (1).

LO y DO son antiparalelas con
respecto al dngulo OAD, y concu-
rrentes en O, por lo cual ().

ADYNAL=A0?=R* (2).

Las igualdades (1) y (2) prueban
el enunciado, segin la definicion dada
para la divisidn en media y extrema
razon. ' Fid. 158

B )

DETALLES.—Que los tridngulos rayados son isdsceles se
comprueba examinando las medidas de sus dngulos en B, L y
O por el numero de divisiones que interceptan sus lados sobre
la circunferencia (201 y 208). Que LO y DO son antiparalelas
resulta de la definicion de éstas, teniendo en cuenta las igualda-
des de los dngulos BOA y ODA.

(El esclarecimiento total de estos detalles queda como ejer-
gicio).

ek sl
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487. Relaciones métricas en el tridngulo. £u un
triangulo rectangulo, la altura que parte del vértice del
angulo recto es medza proporcional entre los dos segmen-
s y?fe determina sobre la hipotenusa.

F. 159. -Sea el tridngulo BAC, rectingulo en A, la
altura AD, @ |3 hipotenusa, y 7 y = los segmentos
DB y DC. :
Tracemos sobre la hlpotelmr;a como didmetro una
semicircunferencia, que pasard por el
vértice del dngulo recto. (204).

4L D.—Es la misma dada para pro-
B = s bar que una semicuerda perpendicu-

Fig.159 lar a un didmetro es media propor-
cional entre los segmentos que de-
termina sobre €l (473). Por tanto se tiene la férmula:

e =m . n (1)

- 488. Problema. Construir el segmento medio pro-
porcional entre otros dos, m; n.
 ConstRUCCION.—Segtin el teorema que precede, bas-
ta hallar la altura de un tridngulo rectdngulo que tenga
por hipotenusa (considerada como base) la suma m + »
de los segmentos dados; o bien construir sobre m + 2
‘como didmetro una semicircunferencia, y trazar la per-
pendicular a la recta en que se hallan sumados los seg-
mentos, por el extremo comun de éstos. (Fig. 159).
489. U cateto es medio proporcional entre la hipo-
tenusa y la proyeccion sobre ella (la del cateto sobre la
- hipotenusa).
F. 160.—Sea el tridngulo BAC, y sea 4 el cateto
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CA, y m su proyeccién sobre la hipotenusa. Tracemos
sobre ¢, como ‘didme-

tro, una circunferencia,
que pasard por el pie D
de Ia altura, puesto que
el dngulo ADB es recto
(204), y a la cual serd
tangente el otro cateto, Fig.160.

4, como perpendicular al didmetro BA. (106).

D.—La potencia de C con relacién a la circunferen-
cia trazada, lo mismo puede expresarse por 4" (cuadrado
de la tangente) que por a . m (producto de una secante
por su segmento externo) (466 y 470), luego

&% = a . m (2), y andlogamente, 2 = a . 7 (3)

490. Escolios.—1.°—El teorema precedente sirve
también para hallar la media proporcional entre dos seg--
mentos, @ y #, pues bastard describir sobre el mayor,
como didmetro, una circunferencia, tomar sobre dicho
diametro, a contar de un extremo, el segmenlo menor,.
m; por el punto en que termina, trazarle una perpen-
dicular, DA, y unir el punto A en que ésta corta a la cir-
cunferencia con el extremo coman de los segmentos, C.
(Fig. 160).

2.°—Puede enunciarse el teorema, diciendo: /a cuer-
da que une un punto de la civcunferencia con el extremo
de un didmetro, es media proporcional entye éste y la pro-
yeccion de aquélla sobre é/.  Puesto que la cuerda dicha,
CA, y la que une el mismo punto de la circunferencia
con el otro extremo B del didmetro forman, con éste, un
tridngulo rectangulo BAC.
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491. Corolario.— Los cuadrados de los catetos son
proporeionales a sus provecciones sobre la hipolenusa.
D.—Basta dividir miembro a miembro las' formulas
(2) y (3), puesto que asf se obtendrfa:
: 5

. 2

492. APLICACION.—Problema.— Hallar un segmento cu-

. ; i
Yo cuadrado esté con el de otvo segmento dado, en razon conocida—
3 n

CONSTRUCCION. — Sumense #2 y #» y constriyase sobre

m - n como didmetro la semicircunferencia BAC (fig. 160).
Trazando la perpendicular DA se tendrd el tridngulo rectdngulo
BAC. Sobre el lado contiguo al segmento » (denominacdlor) t6-
mese la magnitud AB’' del segmento que se nos' daba, y por B’
trdcese B'C’, paralela a BC, con lo cual AC' serd el segmento
pedido.

Porque, segtin el corolario anterior, en el tridngulo rectdn-
gulo C’AB’, se tendra:

act  @pl D ACY.
AbT = D PO ) =, luego Jpa =",
493. OBSERVACION.--Las férmulas (2) y (3) pueden escribirse:
5* 2
= P ———
a a
y asi expresan que: Ja proveccion de cada cateto sobre la hipote-
nusa es levcera proporcional entre ambos (431).
Funddndose en ella, se puede resolver el siguiente
EIERCICIO.— Hallar la tercera proporcional a des segmicnios,
by a.
494. Teorema de Pitdgoras. La suwma de los cua
drados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.
D.—Las férmulas (2) y (3) del nam. 489, dan los
cuadrados de los catetos, luego sumdndoelas se obtendra:

*t=a . m+ta .n=a.(mtnj=a. a=a*, es decir, 4 2=q",
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Esta importantfsima relacion entre los lados de un
triangulo rectangulo se aprovecha para calcular uno de
ellos conociendo los otros dos, pues segtin reglas de la
Aritmética se obtienen las férmeaulas:

2= 4& obien a=yVr—2
B=g'—F »  b=yVa-g2
;=g — 5 » c— NE—gt

EjERCICIO.—Enunciar, como reglas, las anteriores formulas,
y aplicarlas a ejemplos numéricos.

495. Aplicaciones. Las del teorena de Pita-
goras son muy numerosas. Por la frecuencia de su uso
consignaremos las que siguen:

1.8 Caleular el lado de un cuadrado inscripto en una
arcunferencia de radio R,

F. 161.—Sea AB un lado del cuadrado, y tracemos
los radios OA, OB, con lo cual se formara el tridngulo
rectingulo is6sceles AOB. Designemos por # el radio,
y por / el lado AB.

D.—Segtn el teorema de Pitdgoras
=\ A=\ X2=r.\ 2 (Eu-L'mciese)
496. 2. Caleular la diagonal

de un cuadrado co-
noctendo el lade.

F. 161, Seael
cuadrado ABCD
cuya diagonal, que
llamaremos &, for-
ma con dos lados bl 2o
un tridngulo rectangulo isésceles BAD. ¢

Fiﬁ. 181
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D.—Como antes, _
d=\P+2=\I*X2=1/.12 (Eninciese y héllese la
_razon de la diagonal con el lado o viceversa).

497. 3. Calcrlar el lado de un lriangulo equila-
levo tnscripto en un circulo de radio conocido.

F. 162. Sea AB=/un lado del tridngulo, trace-
mos el didmetro AC = 2,y la cuerda BC, que serd lado

de un exdgono regular, igual, por tanto, a » (246).
e

Fi== \/(z rRE—pt= \’f rﬂ—'\’rﬂ T '\f'_; (Enunciese).

493.—4‘3—Cﬂk}£/{?}‘ la potencia de un punto, con velacion a
un circulo, sabiendo la distancia del punto al centro del cireulo v
el vadio de éste.

Sean 4 la distancia, » el radio y P la potencia pedida.

D.—Si el punto es exterior, la potencia es igual al cuadrado
de la tangente (470), y como ésta, la distancia al centro y el ra-
dio forman un tridngulo rectdngulo, (higase la figura)
P—tangente’=d'®*—7*. (Endnciese).

Si el punto es interior, la potencia es el cuadrado de la semi-
cuerda (472), y
P=semicuerda®=»*—d% (Entinciese).

499. 5. ~—Calcular la apolema de un poligono re-
gular, conociendo el lado y el radio. (F. 162).

/A
D.—El radio, #, la apotema a y el semilado e for-

man un tridngulo recténgulo en el cual

\/ w2 Ve
a = 7 :
E_TRRL.ICH)':..—]Znun<:|ar la férmula que precede y aplicarla

para hallar la apotema de un cuadrado o la de un triangulo equi-
ldtero.
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Escolio.—5Si enla fig. 162 es AF el lado de un poligono
regular, inscripto, serda AE el de otro inscripto de doble nimero
de lados, y como ED es la proyeccion de AE sobre el didmetro
que pasa por E, y OD la apotema del primer poligono, -

EA*=2 7 XED, o bien, /=32 . #. (r—a),
formula.que darfa a conocer /', puesto que a se sabe calcular,

500. 6.2—Calenlar el mayor segmento aditivo resultante de
devidir un segmento, v, en nedia 3 extiema vazon.

En el tridngulo rectdngulo AOB (fig. 157) en que AB=»y

oA
OB—-—--, se tendrd:

Jao__\/r__'_ 4?’2—|—?‘2_ rgxs_?’.v;

4 4 2
y como OC= —, el valor de AC o de su igual AC' es
2
Vs o —
= Vs o F (Vs 1)
= 2 2

to1. Escolios.—Si se llama » al radio de un circulo en
que esté inscripto un decdgono regular convexo, el lado de éste
resulta de dividir el radio en media y extrema razon (486), lue-
go, designandole por /, .
ey M

2

El lado del decagono estrellado es el menor segmento subs-

tractivo, que, en valor absoluto, es igual a AO —]~%, esto es:
Lt \/5 N (Vs +1)
+

El lado del pentagonn regular fnrmado al unir de dos en dos
los vértices del decdgono convexo, forma un tridngulo rectdn-
gulo con el didmetro y con el lado del decdgono estrellado,
(hdgase la figura) luego:
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pero [ 7050 [0V AoeresVs)!_AlosaVe)
‘ero . — SRS I
2 4 4 4 -
luego poniendo este valor en (),

!:‘\/ ﬂ(ﬁ—e—z\/g) \/16 r2—r2( s+z\f’ )

:‘\/re leeleas \.f;)] L riV el

4
502. 7. —Calcular lo altura de un.tridngulo equi-
-ldtero conociendo el lado. (Hégase la figura).

D.—En el tridngulo rectangulo que forman dicha al-

: _ /
tura, %, un lado, /, y la mltad, —, de otro,

b= \/[“-—- = —\/4[2 £ \/lf*)( i \' —~*2. (Entnciese).

503. 8.* Caleular la altura de un a‘mpe.czo en que
uno de los lados no paralelos sea perpendicilar a las ba-
ses, conoctendo éstas y el lado oblicuo.

F. 163.—Sea ‘el trapecio ABCD

D C . ;
m‘ y supongamos #rasladado AD a HC.
D
X s

A
e imal it
Fig 163, ' CH=\BC*—HB*

formula en que HB es igual a AB—AH, o bien, a AB—DC,
esto es, a la diferencia de las bases,

OssERVACION.—Se procede andlogamente para cdl-
cular la altura de ciertos cuerpos, v. gr.: la de un tronco
de cono de bases paralelas cuando se dan los radios y
el lado. (Practiquese).

504, Kl cuadrade de wn lade de wn tridngulo esigual a la
sumna de los cuadrados de los otros dos aumentada o disminutda
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en el duplo de uno de ellos por la proyeccion del otro sobre ¢,
segtin el angulo opuesto al lado que se caleula sea obiuso o agudo.
“Sean: ABC un tridngulo, a, 6, ¢ sus lados, y el dngulo A
~agudo (fig. 164) u obtuso (fig. 165), Proyectemos B en D,
con lo cual serd AD la

proyeccion de ¢ sobre &,

2 & ID—Sea A agudo
u obtuso, siempre, por
el teoremade Pitagoras,

B

SelES

g,lﬂé ai = CI__)2 + B]J2
BD*=#—AD?*
| CD2=(s—AD)2=#>—2 . 4 . AD}-AD?
y sumando, a*=c*4+4*—2. 4. AD.
BD*—=2—AD?
CD?=(61+AD)p=4"+2 . & . AD+AD?
y sumando, a*=c*-4"4-2 . 4. AD. .

EJERCICIO.—Observando que, por este teorema y el de Pitd- =
goras, segiin el dngulo opuesto a un lado sea obtuso, recto u
agudo es el cuadrado de aquel lado mayor, igual o menor que -
la suma de los cuadrados de los otros dos lados, decir si serdn
ciertos los reciprocos, y determihar si un tridngulo es obtusdn-

gulo, rectingulo o acutingulo conociendo las longitudes de sus
lados, v. gr.: 8, 5 v 4.

Pero si A es agudo

Y si A es obtuso l

505. La bisectriz de un angulo de un triangulo di-
vede al lado opuesto en dos segmentos proporcionales a los
lados contiguos a ellos.

F. 166. Sea ABC un tridngulo; AD la bisectriz
del dngulo A, que determina en el lado opuesto los seg=
mentos DB y DC cuya proporcionalidad con ABy AC ha
de probarse. Tracemos por C la paralela CA’ al lado |
AB hasta que corte en A’ a la bisectriz. :
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Ey—
DB AB
e A 48
Pero el tridngulo ACA’ es isésceles y A'C=AC luego
' | DB AB |
BE  LAC

DeracLes.—El tridangulo ACA’ es isosceles porque

los angulos 2 y 3 son ambos iguales al 1: el 2 por ser

' 4 AD bisectriz, y el 3 por alterno-interno
1f2 entre las paralelas cortadas por AA’"

Ejercicios.—Demostrar, analogamente, que

la bisectriz del dngulo externo adyacente al A,

B b AR 3 :
4wy cortaria al lado BC en un punte D' tal que

Fig.166. ; “D'_C o1 e

Comparar las proporciones obtenidas en los dos casos, y de-
cir qué son los puntos D y D’ respecto de los By C.

Examinar el caso particulai' en que el tridngulo fuese isos-
celes y BC su base.

506. Ll producto-de dos lados de un tridgngulo es igual al de
dos segmentos isogonales que partiendo del vértice del dngulo ter-
minen uno.en el lado opuesto, y otre en la :
cireunferencia cicunscripta al tridngilo.

E. 167.-5ea ABC el tridngulo, AM y
AN dos segmentos isogonales, esto es,
tales que dngulo 1==dngulo 2, terminando
dichos segmentos en M y N como expre-
sa el enunciado. Unamos N con B,

D.—Los dngulos C y N son iguales
como inscriptos de igual medida, luego
si, por giro alrededor de la bisectriz de A, se coloca AC en
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la posicién AC’, CM tomard la posicién CM‘ antiparalela de
BN, luego
AB X AC' =AM X AN
y como AC' es AC y AM' es AM,
AB O AC=AMSCAN

s07. Corolarios. 1.0 ZE/ producto de dos lades de un
triangulo es igual a la bisectriz de su angulo mullplicado por esa
misma bisectiis prolongada hasta la circunferencia circunscripta.
Ejemplo.—En la fig. 167 AB X AC = AD X AE.
Porque la bisectriz es isogonal de si misma, :
508. 2.9 Ll producto de dos lados de un triangulo es igual
a la altura que parte de su vértice por el digmetro de la civeunfe
renciQ LY oUnSCripla.
Ejemplo.—En la fig. IG/ AB X AC=AM X AN
Porque como los dngulos inscriptos C y N son iguales, sus
complementarios 1 y 2 también lo son, y de consiguiente la d}
tura y el didmetro son isogonales.
500. Cdlculo de los principales elementos de un
tridngulo. a/—Cdlaulo de una altura, conociendo los lados.
F. 168.—Sea / la altura, 2 la base, m la pmyeccmn de &
sobre a. :
PROCEDIMIENTO.—En el tridngulo rayado se conoce la hi-
potenusa, y el cateto m se puede calcular por
la férmula que da el cuadrado de ¢, a saber:

) F=a B —z2a.m
Una vez conocido e, se tendri: (teorema
3 de Pitdgoras)

Fig. 168. b=\ —m?,

EjErcicio.—Aplicar el cdlculo anterior a un ejemplo nu-
merico.

510. &)—Cdlenlo de una mediana, conocidos los lades.

F. 160.—Sea » la mediana correspondiente a la base a, y »
su proyecciénsobre ella, 4 y ¢ los otros lados.
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PROCEDIMIENTO.—Las expresiones que dan el cuadrado de
m en cada uno de los tridngulos en que en-
tra, son:

/ a\? a
mr = §? 4 (—) + 2 (—) Xn
2 2
m? = &+ (2)“— 2 (i) X' F16169
\ 2 2 :

Sumidndolas, se obtiene el valor de 2m*, del cual se sacaria
el de m dividiendo por 2 y extrayendo la rafz cuadrada.

EJERCICIO.—Aplicar el procedimiento anterior a un ejemplo
numeérico.

511. ¢l—Calenlo de una bisectriz, conociendo los lados.

F. 167.—Sea ¢ (¥) la bisectriz AD, p el segmento DE que le
falta para llegar hasta la circunferencia, # y m los segmentos
DC y DB que determina sobre @, y & y ¢ los otros lados.

PROCEDIMIENTO.—Segtin el num. (407) se sabe que

b oe=860B-+ =R+ 8.7

Pero & . p expresa la potencia del punto D, que tambien es

igual a m . », luego '

b.c=08 +m.n

Estos segmentos m y n se caleulan por el teorema de la bi-
sectriz que da (503)
m & st 0 a@ b+«

——— o bien = , es decir — =
L ¢ " ¢ ” c

de donde se puede sacar el valor de #, y

e -é o bien ?—”—f_-?f = -néjc, es decir, 2o ing
= 2

s ¢ e

) b

que sirve para hallar »z.

EjERrcIcio.—Siguiendo el procedimiento anterior, calcular la
bisectriz en un ejemplo numérico.

(%) Letra griega llamada defa, equivalente a nuestra 4.
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512, d) Calewlar el didetro del drénlo drcunseriplo. cono.
ciendo dos lades y la altura que parte del vértice en gue concurren.

F. 167. Sean &y clos lades, Zla altura AM, y & el did-
metro AN, .

PROCEDIMIENTO.—Puesto que segiin el numero 508 se tiene

Gue=l.d
se desprende que
J b.c
==
e
OBSERVACION.—Si en vez de la altura se conociese el tercer
lado a, se calcularfa primero la altura 4.
EjERCICIO.—Hacer aplicacién a un ejemplo numérico, del
anterior procedimiento,




CAPITULO TI

Semejanza y homofecia

513. Dos triangulos son semejantes cuando tenen
sus angulos iguales y los lados opuestos a ellos propor-
czonales.

Para ver que estas dos condiciones son compatibles,
recordemos que si se cortan los lados de un dngulo, o
los de dos dngulos opuestos por el vértice, por dos pa-
ralelas, los tridngulos que se forman tieaen sus lados
proporcionales; (436) y solo hard falta ver que los dngu-
los opuestos a ellos son iguales. Efectivamente, en los
: tridngulos ABC y ADE (fi-
sl s gura 170) el dngulo A es

comin y los By D iguales

I) -
por correspondientes entre
B paralelas, asf como también
B ¢ log € y E.. Enla figura
[N
a 3 o
Fig 170 170 2.% los dngulos A son

opuestos por el vértice, y
los otros, B y D, C y E, iguales por alterno-internos
entre paralelas.

Asf, pues, los tridngulos ABC y ADE, (de ambas
figuras) son semejantes. Los dngulos iguales se llaman
leomologos, y los lados opuestosa ellos también homdlogos.

Son homélogos: A, de si mismo, (o de su opuesto

17
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por el vértice), B de D, y C de E; el lado BC del DE,
el AC del AE, y el AB del AD. Y se verificard
BC AC AB

Amf B=D, C=Eig-— = ===

(1)

Los tridngulos pueden ser directa o inversamente
semejantes segiin sean del mismo u opuesto sentido, de-
finiéndose éste como en la igualdad. (55).

514. Se lama razén de semejanza (de dos tridngu-
los semejantes) la razom constante que existe entre un
lado de uno de los tridngulos y el lado homologo del otro.

En los tridngulos ABC y ADE, la razén de seme-
BC AC AB ;
DE* © AE © Ap Puestoque las tres tienen
igual valor.

Los tridngulos semejantes tienen zgual forma, aun-
que distinto tamafio segtin la razén de semejanza.

Si ésta fuese 1, los tridngulos serfan igualzs, porque

janza es

- . I -
tendrian iguales sus lados; si fuese g7 cada lado del tri-

dangulo menor serfa mitad del lado homologo del otro; si
fuese 3, cada lado del mayor serfa triple que uno del
menor, etc., por lo cual uno de los tridngulos viene a ser
copia reducida o ampliada del otro.

Cuando se considera asf, la razén de semejanza se
llama escala de la copia, y para expresarla se toma en
una de las figuras el segmento que sirve de unidad y se
compara con su homélogo de la otra figura, por lo cual
la escala es una fraccion cuyo numerador es 1, o un nd-
mero entero.

Si AD (fig. 170) fuese mitad de AB y se tomase
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- . I 7 r
aquel segmento por unidad, la escala serfa - 0 2segun

se mirase ADE como copia reducida de ABC o éste
como copia ampliada de aquél. '

515. Casos de semejanza.—Dos tridngulos son se-
mejantes si tienen:

o

1.°  Dos dngulos iouales.

2.°  Dos lados proporcionales e igual el dngulo que
Sorman.

3."  Dos lades proporcionales e igual el dngulo
opuesto al mayor.

4.° Los tres lados proporcionales. (*)

F. 171. Sean los tridngulos ABC y A'B,C,. Tome-
memos sobre A'B; el segmento ¢ igual al ¢, y por su
extremo B’ tracemos la parale-
laa BC,.

D.—El tridngulo A'B'C’ es
semejante al A'B,C, (413) v,
por ello, ademds de tener sus
dngulos iguales, se verificard,
designando por 7 la razén de
semejanza;

€ b a'

e (1) A7 A (2)‘&—(?1 = ¥ (3}

Esto sabido, para demostrar cualquiera de los casos,
- basta ver que el triangulo ABC es igual al A'B'C’ (por
el caso de igualdad andlogo al de semejanza de que se
(*} Entiéndese al decir dos o tres lados proporcionales, que dos o tres

lados. de uno de los tridngulos tengan con sus homdlogos del otro tridngulo
una misma razom.
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trate), pues asi, siendo A'B'C’ semejante a A'B,C,, tan-
bién lo sera ABC.

DETALLES. —PRIMER cAS0.— Sea la hiptesis A — A’
yiB ==R '

Por ser B, = B’ los tridngulos ABC y A'B'C’ tienen
dos dngulos iguales, a saber: A=A"y B=D1B". Ade-
mds, el lado ¢ es, por construccion, igual al ¢ luego en
efecto: los tridngulos dichos son iguales (218.—1.9).

Sl bl
AB ARG

SEGUNDO cAso.—La hipotesis es

€

Por haber tomado ¢ = ¢, la razén es igual a la

AB,
(1), y, por consiguiente, su valor es ». Luego también
b

A,
b seaigual a & Luegod = 6 = by A'=A,y es-
to prueba la igualdad de A'B'C" y ABC (218.—2.9).

TERCER caso.—La demostraciéon es andloga, fundan-
Jola en el tercer caso de igualdad.

= 7, igualdad que comparada con la (2) exige que

¢ b 7
BB R Bl

La primera de estas razones es igual a la (1) (por ser
¢ = ¢) y vale 7, luego también

Cuarto caso.—La hipdtesis es

b a
e e
Comparando éstas con la (2) y (3) se deduce &' =
ya =a,ycomo ¢ =g los tridngulos ABC y AB'C’
son iguales (218.—4.9).

r

516. Corolario. Asi como de los casos generales
de igualdad se derivaron los particulares referentes a
tridngulos rectdngulos, issceles, etc., también de los de
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semejanza antes expuestos se derivan los siguientes:
Dos tridngulos rectangulos son semejantes si tienen:
1.0 Un angulo agudo igual.
2.° Los catetos proporcionales.
3.°  La hipolenusa y un cateto proporcionales (a los
del otro).
Dos tridngulos isésceles son semejantes si tienen:
1.°  Un angulo igual.
La base y otro lado proporcionales (a los del
segundo tridngulo).

2.0

Dos tridngulos equildteros son siempre semejantes.

517. Dos triangulos con los lados paralelos o per-
pendiculares son semejantes. Por tener iguales sus dngu-
‘los (182). Son lados homologos los paralelos o per-
pendiculares.

518. Problema.— Construccion de un triangulo se-
semejante a ofro. Distinguiremos dos casos:

a)—Se conoce la razon de semejanza o escala en
que se ha de hacer la copia.

Supongamos que se va a reducir el tridngulo ABC

(fig. 172) en la escala de %, lo cual significa que cada

lado del tridngulo que queremos construir ha de ser la
tercera parte de su homélogo.
Construccron.— Tomemos sobre AB su tercera pat*

te AD, y tracemos DE < .
paralela a BC. EI trian- 2

gulo ADE serd zna so- g o 5
lucion. g 128

Cuando se fija la po- & P
sicién que ha de tener el lado homélogo de uno de los
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del triangulo ABC, v. gr.: del AB, es decir, si se quiere
coustruir el tridngulo sobre una recta dada, XY, tomare-

mos en ella A’B’ =% de AB, y sobre A'B” se construi-

ra un tridngulo igual al ADE.

No hace falta para ello dibujar éste, pues basta cons-
truir en A' y B’ dngulos respectivamente iguales al A y
al B. En efecto: por ser el dngulo B igual al D el tridn-
gulo A'B'C’ es igual al ADE, y, de consiguiente, seme-
jante al ABC.

4)—Si no se conoce la escala o razén de semejanza
se fija arbitrariamente.

OnservACION.—SI la razén de semejanza fuese de la
forma —: se escribirfa en esta otra Hbj_c_z para expresarla,
segin es costumbre, como escala de numerador 1.

519. Escolio. La semejanza de triangulos sirve
para demostrar la proporcionalidad de algunos segmen-
tos mediante el conocimiento de la igualdad de algunos
angulos, o viceversa. Asf, muchos de los teoremas de-
mostrados ya por otras consideraciones, podrian haberse
justificado por la semejanza de tridngulos, como son los
que hacen referencia a rectas antiparalelas, relaciones
métricas en el tridngulo rectdngulo, etc., pues en las fi-
guras con cuyo auxilio se han probado dichas relaciones,
se descubren tridngulos semejantes, y de la proporcio-
nalidad de lados homologos se deducen las igualdades
que deben establecerse. Pondremos, para norma, un
ejemplo: Sea el teorema que dice: en wn triangulo rec-
tangulo cada catelo es medio proporcional entre la hi-
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potenusa y su proyeccidn sobre ella (nim. 489). Obser-

vando que los tridngu-
los rectangulos CAB y
CAD (fig. 160) son se-
mejantes por tener co-
mun el dangulo agudo,
C, la proporcionalidad

Fig.160. de sus lados homdlo-
gos (opuestos a dngulos iguales) darfa

a b

— — - delacual B=a .m.
b m

520. EjERCICIOS.—Probar por la semejanza de los tridngu-
los OAB y OCD (fig. 149) el teorema del nim. 464 sobre anti-
paralelas.

Probar por la semejanza de los tridngulos BAD y DAC
(fig. 159) el teorema del nim. 487 relativo a la altura del tridn-
gulo rectangulo.

Conoeidos el lado y ol radio de un poligono regular ins-
cripto, calcular el lado del poligono regular circunscripto de la-
dos paralelos a los del inscripto (244) teniendo en cuenta el cdl-
culo de la apotema (499).

521.—Las alturas de dos tridngulos semejantes estan
en lo razon de semejanza.

Fig. 173. —Sean los tridngulos ABC y A'B'C’ y las
alturas AD y A'D".

A
D.—Los tridngulos rectangulos ZQB
I TR . LA i : LR S S

ABD y A'B'D" que tienen B=DB’
son semejantes, luego B D

AD AB
AR CAYE

= razon de semejanza
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522. Semejanza de poligonovs. (¥) F. 174.—Sean
dos segmentos AB y A'B’ situados en un plano, en que
supondremos fomologos
los pares de puntos A y A,
B y B’. Esto sentado, di-
remos que son también

Fig. 174 homdlogos: -
1.° Un punto de la recta (indefinida) AB tal como
‘ ey MA MA’
M, con otro M’ de A'B', siempre que ME Y ade-

mads las dos divisiones aditivas o las dos substractivas.
2.° Un punto C, exterior a AB, con otro C' exte-
rior a A'B" siempre que los tridngulos ABC y A'B'C’
sean derectamente semejanies.
3.° Un segmento CD con otro C'D’ cuando sus
extremos sean puntos homologos.
4.° Una figura o parte de ella con otra, cuando to-
dos los puntos de una sean homélogos de los de la otra.
523. [La razon de dos segmentos fiomélogos  cuales-

AB
quiera es toual a la razén de los AB y A'B', esto es, = AR
que se llama razon de semejanza, y sera designada por ».

F. 174. Sean CD y C'D’ dos segmentos homdlo-
gos, es decir, que unen los puntos homélogos Cy C’,
DyD

D.—Por ser semejantes los tridngulos CAB y C'A'B’
(por hipétesis)

A, AC

y, ademas, ac

(*) Léase antes de estudiar este parrafo el del ntim. 226,
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Y por ser semejantes los tridngulos DAB y D'A'B’
(hipotesis)

N SN AD
2 2’ y, ademas, AT
De donde se desprende que ? = ;\ ’1\', esto es:
2% T - AC AD

3 = 3y, ademds, AC AD "
Los tridangulos ACD y A’'C'D’ tienen, pues, un dn-
gulo igual y proporcionales los lados que lo forman,

luego son semejantes, y la razén de los terceros lados
CD

G

es la misma 7.

524. Lo dicho autoriza la definicién siguiente: dos
Jiguras planas se laman semejantes cuando fijados como
homologos dos seymentos, todos los demds puntos son homé-
logos, por formar, cor los extremos de aguéllos, triangu-
los semejantes.

En dichas figuras los segm(,ntos homoélogos son pro-
porcionales, es decir, tienen una razéon constante, 7, lla-
mada razén de semejanza.

525. Homotecia.— Dos figuras son homotéticas
cuando, ademds de ser semejantes, tienen sus scgmentos
homologos paralelos.

Entonces, las rectas que unen cada dos puntos homote-
ticos forman un haz, y los rayos de éste quedan divididos
por aguellos puntos en una razén constante, llxmada de
semejanza o de homotecta. El vértice del haz se llama
centro de homotecia o de semejanza.
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F. 175. Sean las figuras semejantes ABCD vy
A,B'C’D’, en que los puntos y segmerntos homélogos se
designan por las mismas letras.

D.—Por giro alrededor de A, coloquemos AB’ en
la posicion A;B, pa-
ralelaa AB. Enton-
ces, como B'C’ for-
ma con A,B’ un 4n-
gulo igual al ABC,
quedard B'C’ en la
posicién B,C, parale-
la'a B€C (167} ¥
lo mismo acontecerd con los otros segmentos.

Ahora, si las rectas AjA y BB se cortan en un

51 OA OB b, 1
lel'ltO , 148 TAZONES OA1 y OB1 seran 1gua €5 a a
AB

razén de semejanza = 7, y la recta que une otros

A, B,
dos puntos homélogos, C y C,, pasarda por O, porque

debe encontrar a la BB, en un punto que divida al seg-
BC
B,C,

mento BB, en la razén de semejanza = 7, y soblo

el punto O cumple con esta condicién.

526. OsBservaciones. 1.* Hemos supuesto impli-
citamente que las figuras eran directamente semejantes,
por serlo también directamente los tridngulos parciales
ABC y A'B'C', ABD y AB'D/, ete. (Fig. 174).

Si estos tridangulos hubiesen sido inversamente seme-
jantes, la semejanza de las figuras serfa también Znversa,
y lo mismo la homotecia. Los teoremas subsisten ex-
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cepto en lo que al sentido de los elementos se refiere; y
asi, mientras en las figuras homotéticas directas el cen-
tro de homotecia divide substractivamente en la razén de
semejanza a los segmentos AA, BB, etc., (fig. 175)
dejando, por consiguiente, las dos figuras a un mismo
lado, cuando la homotecia es inversa las figuras quedan
a distinto lado del centro, y éste divide aditivamente a
AA, BBy, etc., en la razéon de homotecia. Pero esta
variacion no es esemczal, porque sin mds que imprimir
una rotacion de 180° a una de las figuras, la homotecia
inversa se convierte en directa o viceversa; todo lo cual
se comprueba sin esfuerzo con sélo dibujar las figuras
adecuadas.

. 527. 2.* Cuando dos figuras planas semejantes
se colocan con los lados paralelos, pero no en €l mismo
plano sino en planos paralelos también, se demuestra
parecidamente que las rectas que unen puntos homolo-
g0s son concurrentes en un punto, y forman, por tanto,
una radiacién (de rectas).

528. R.—S87 sobre los rayos de un lhaz o de una
radiacton de rectas tomamos pares de puntos A y Ay, B y
Bi, ete., llamados homélogos gue los dividan (siempre
aditiva o siempre substractivamente) ex wuna razén cons-
tante, las figuras formadas por aquellos puntos son seme-
Jantes y trenen los segmentos homologos paralelos, por lo
cual se llaman homotéticas.

(F. 175)--.D.--Por ser, segtin la hipétesis, I%= %%“
es A;B; paralela a AB (447) y el tridngulo OA,B, seme-
jante al OAB. Como andlogamente sucede con los
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demds, los segmentos de la-figura A;B,CiD, son parale-
los a los de la ABCD y tienen con ellos una razén cons-
tante.

Luego si la primera de estas figuras se descompusie-
ra en triangulos de base AB; y la segunda en otros de
base AB, todos estos tridngulos serfan semejantes, y
también las figuras mismas.

529. Ogsservacion.—Al arrancar la figura A,B;C,D,
de su posicion, y colocarla en otra como la A\ B'C'D’ ya
no sera homotética, pero si semejante con ABCD.

530. Dedicense de todas las consideraciones pre-
cedentes, las conclusiones que siguen:

Dos figuras semejantes leenen los segmendos homolo-
gos proporcionales y los angulos iguales; y se convierien
en figuras homotéticas scuando se colocan paralelos dos
lados homdélogos.

Dos frguras cuyos puntos se corresponden de modo
que cada par de ellos caigan sobre rayos de un hasz o ra-
diacion y los dividan en razén constante, son howoléticas;
¥ se convierlen en semejanites separande una de ellas de la
posicion particular que ocupa.

531. Dos poligonos regulares del mismo nibmero.de
lados son semejantes.

Porque el valor de un dngulo depende sélo del nu-
mero de lados; (250) luego los 4dngulos serdn iguales..
Y los lados son proporcionales & causa de la igualdad
de todos los de un mismo poligono (428).

Es facil ver que en estos poligonos son homélogos
(con relacién a dos lados también homélogos) 1.° los
centros; 2.° los puntos medios de los lados; 3.° los ra-
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dios; 4.° las apotemas; 5.° los contornos. (Demuéstrese
todo como ejercicio).

Y, por tanto: :

532. Los lados, radios, apotemas v perimetros de
dos poligonos regulares semejantes son proporcionales, es
decir, ltienen una razén constante que és la razon de se-
mejanza.

533. Dos circulos de un mismo plano o de planos
paralelos, son homotiticos, y por consiguiente, semejantes.

F. 176.—Sean O y O’ los circulos y OA y OA’,
OB y OB/, etc., radios paralelos de igual sentido. Una-

mos A con A’, B con B', ete., y sea S el punto en que
una de estas rectas, por ejemplo, AA" corta a la recta
de centros OO'. Sean R y R’ los radios de O y O".

D.—EIl punto S divide substractivamente a OO’ en

T OA g ,
una razon igual a la OA” &8 decir R Y como BB de-

be cortar a OO” en un punto tal que la divida también

o) i .
en la razon OB R BB pasa por S, y este punto es
un centro de homotecia directa de O y O

F}

OBSERVACION,—Si se trazasen radios paralelos de
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sentido contrario como OA y OA, se obtendrfa por la in
terseccion de AA, con OO’ un centro S, de homotecia
inversa. '

EJERCICIOS.—1.0 Probar que por S o por' S, pasan las tan-
gentes comunes a las dos circunferencias, a las cuales son per-
pendiculares los radios.

2.0 Ver que S y S son conjugados arménicos de O y
O’ (433).

534. Escolio. Las circunferencias son proporcio-
nales a sus radios y didmetros.

Porque en la semejanza de dos cfrculos, las circunfe-
rencias son lineas homélogas, y también los radios y los
diametros.

Luego si C y C son dos circunferencias, R y R" sus
radios, y D y D" sus didmetros,

Lt WERs D)
. RIC D
(g, S S0 O By |
luego R—R D _py Proporciones que expresan que
la rason de cada civcunferencia con su vadio o con su did-
wetro es stempre la misma.

Se designa por la letra griega = la razbn constante
5 y en consecuencia se tiene la igualdad:

—(_:=r.rr. de la cual salen: C=D .7, vy D = C
D 7
El ntimero =, calculado por procedimientos diversos,

se expresa aproximadamente por la fraccién decimal
by e RS ;
3'1415926..... o por la ordinaria — (*). Y decimos apro-
: 7

(¥} Valor de Arquimedes.
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ximadamente porque se ha demostrado que # es un na-
mero inconmensurable.

(Léase de nuevo el nimero 71).

535. Las secciones producidas en una prramide o
en un cono por planos paralelos son semejantes.

Porque son homotéticas. La razén de semejanza u
homotecia ¢s la misma en que quedan divididas por los
planos secantes, las aristas, las alturas, y en general, to-
das las rectas que parten del vértice (436).

536. Homotecia y semejanza de cuerpos.

Si sobre los rayos de una radiacion se toman pares
de puntos homélogos, Ay Ay, By B, Cy G, ete., (figu-
ra 175) se podrd, uniendo los puntos A, B, C, etc., for-
mar un tetraedro, o un poliedro, o, en general, un cuerpo,
y con los Ay, By, Gy, ete., se formard otro cuerpo. Es-
tos cuerpos asi obtenidos son homotéticos y tienen to-
dos los segmentos homélogos proporcionales y parale-
los. De este paralelismo se deduce la igualdad de los
angulos planos y diedros y de ésta la de los dngulos po-
liédricos.  Separando uno de los cuerpos de la posicion
particular que ocupa, ya no es homotético con el otro,
pero si semejante.

Esta brevisima indicaciéon basta para comprender
cémo se extienden a las figuras del espacio las propieda-
des de semejanza y homotecia andlogas a las de las figu-
ras planas, sobre lo cual no entramos en detalles.

Advertiremos, no obstante, que si bien hemos obtenido

cuerpos semejantes partiendo de cuerpos homotéticos, podria-
mos haber invertido este orden, comenzando por establece,



— 272 —
casos de semejanza de tetraedros, v. gr.: éste: dos tetraedros son
semgjantes si lienen semejante una cara € iguales los diedros que
Jorman con ella las oftras res.  En seguida hubiéramos conside-
rado dos tridngulos semejantes ABC y A B,C; y hubiéramos
definido puntos homologos con relacién a dichos tridngulos, que
en general son aquellos puntos tales como D y Dy que unidos
con  ABCy A B,C, forman tetraedros semejantes DABC y
DA BCy.  Asi, por procedimiento parecido al empleado en el
- nim. 522, se habrian definido los cuerpos semejantes y probado
la proporcionalidad de sus segmentos homologos; y, finalmen-
te, colocando dos de estos cuerpos semejantes de modo que sus
lados y caras fuesen paralelos, se veria que las rectas que unie-
sen puntos homologos formaban una radiacién, con lo cual es-
tarfan los cuerpos situados en la posicion de Zoweotéticos.

537. Los conos o cilindros de revolucion son seme-
Jantes cuando lo son ¢l triangulo vectangilo o el paralelo-
gramo rectangulo con que se pueden suponer engendra-
dos. )

Las esferas son siempre semejantes. En los prime-
ros, son elementos homélogos las alturas y los radios, y
en las segundas, los radios o didmetros, por lo cual di-
chos elementos son proporcionales, siendo su razon la de
semejanza.

Porque los conos se colocan en posicion de homote-
cia haciendo coincidir los ejes; los cilindros se consideran
como conos de vértice infinitamente alejado en la direc-
cion del eje, y para las esferas se halla un- centro de ho-
motecia directa o inversa uniendo extremos de radios
paralelos de igual u opuesto sentido:

538. Figuras inversas. Asi como contando sobre los
rayos de un haz o radiacién segmentos que estén en ragon
constante se forman al unir los extremos de dichos segmentos
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¥

figuras homotéticas. tomando sobre aquellos rayos segmentos
OA, OA’, OB, OB’ etc., (fig. 176 bis) exyo producto sea constante,

] B
F1g< 176 bia

se obtiene con los puntos A,B,C
A'B’C'..... figuras® que se denomi
nan zzversas. No haremos el es-
tudio de ellas, limitandonos a esta
definicién y a la enunciacién de las
siguientes propiedades: Dos seg-
mentos homologos AB, A!B' son
antiparalelos con relacién al dngu-

lo AOB. 2a Eldngulo de dos rectas es igual alde sus ho-
moélogas. 3.2 La figura inversa de una circunferencia que
pasa por el origen o vértice O es una recta, y reciprocamente,
La figura inversa de una circunferencia que no pasa por el
origen es otra circunlerencia.

13
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CAPITULO PRIMERO

Longifudes, areas y volumenes

539. Longitudes. Ya se indicé como se halla la
longitud de un segmento de recta, o la razén de dos (66).

Respecto a la longitud de una curva se ha admitido
implicitamente, en algunos pdirrafos, la definicion que
sigue:  Longetud de una curva es el lwmite a que tiende
el perimetro de una linea quebrada inscripla en dicha
curva cuando el wnumero de lados de dicha quebrada
aumente indefinidamente vy, por consecuencia, tiende a
cero la longitud de cada uno de ellos.

Claro es que para justificar esta definicion se requie-
re probar de antemano que el perimetro de la linea
quebrada se acerca constantemente a un limite fijo; por-
que como al aumentar el nimero de lados ellos dismi-
nuyen, se ignora a primera vista si el perfmetro crece o
si decrece, y aun suponiendo que aumente no se sabe si
lo hace con arreglo a una ley que le haga aproximarse a
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un nimero fijo que serfa, si existe, el que expresara la
longitud de la curva.

Pero la demostracién rigurosa de la existencia de
ese limite y de su independencia de la particular manera
de inscribir la quebrada, envuelve consideraciones cuyo
lugar adecuado es el cdlculo infinitesimal y, no nos pare-
cen pertinentes en libro tan elemental como éste.

No daremos, pues, una demostracién del aserto
incluso en la definicién precedente; pero el alumno pre-
senttrd la verdad del mismo con sélo notar que cuantos
mds puntos tiene la quebrada comunes con la curva en
que estd inscripta, mds se le asemeja, y mencs diferencia
existird entre sus respectivos tamafos; por lo cual, el de
la quebrada se puede tomar como valor aproximado del
de la curva, con tanto menor error cuantos mds lados
tenga aquélla.

Asi es como la circunferencia puede mirarse, respec-
to a su longitud, como limite del perfmetro de un poli-
gono regular inscripto variable.

Por lo que toca a- la manera prictica de calcular la
longitud de la circunferencia ya se dijo (71) que se
empleaba la férmula C =D .« y ya se vi6 también
(534) que esta férmula nacfa de la proporcionalidad o
razon constante existente entre las circunferencias y sus
diametros o radios.

540. Lo que conviene afadir aqui, es alguno de los
procedimientos grdficos empleados para zectificar la
circunferencia, esto es, para hallar una recta de longitud
aproximadamente igual a la de la curva.
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He aquf dos métodos:

1. Se divide el didmetro en 7 partes iguales y se

toman sobre una recta 22 de estas partes. Porque de

ser C= D . = se deduce dando a = €l valor ﬁ’ C=D. o

7 7

. . . 22 .y
luego la circunferencia es igual a = del didmetro, que es
la cantidad que habfamos tomado.

2.° F. 177.—Se traza la cuerda AB igual al radio,
el didmetro CD perpendicular a ella y la tangente en C.
Limitando ésta en el punto E, en
que la corta el radio OA, se mi-
de a partir de E la longitud EF
igual a 3 radios, y la recta FD
tiene proximamente la longitud
de la semicircunferencia.

La demostracion se harfa calculando OM, apotema del exd-
gono regular, por el teorema de Pitdgoras; después EC por la
semejanza del tridngulo OEC con el OAM; enseguida FC como
diferencia entre EF (conocido) y EC, y finalmente FD por el
teorema de Pitdgoras. (Puede servir de ejercicio esta demos-
tracion),

541. Areas. Se llama drea la razén entre una
superficie y otra tomada como unidad. Nosotros toma-
remos siempre por unidad superficial e/ cuadrado que
lenga por lado la unidad de longitud; es decir, que cuan-
do la unidad de longitud sea el metro, la de superficie
sera el metro cuadrado; si aquélla fuese el decimetro, la
de superficie serfa el decimetro cuadrado, etc.

542. JFiguras equivalentes son las de igual drea,
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aunque tengan distinta forma. Si dos figuras se com-

ponen de partes iguales, o de una parte comun y otras
iguales, serdn equivalentes.

543. L/ area de ur cuadrade es igual al cuadrado
o segunda polencia de su lado.

Se sobreentiende, al hablar asi, que midiendo el lado
en metros, decimetros, centimetros..., etc., y elevando al
cuadrado e/ nimero que expresa tal medida, se obtiene
el numero que indica el area, referida respectivamente al
metro, decimetro o centimetro cuadrados.

Observaciones andlogas son aplicables a los demads
enunciados de esta teorfa.. :
Fig. 178.—Sea el cuadrado ABCD.

D.—Suponiendo los lados AB y AD divididos cada

uno v. gr.: en 5 partes iguaales, si por los puntos E, F,

G, H, trazamos perpendiculares a AB,

® quedard el cuadrado dividido en 5 Lan-

das o fajas rectangulares que se com

R -

prueba fdacilmente que son iguales.
Pero si por los puntos L, M, N y P
trazamos perpendiculares al lado AD,
cada una de aquellas bandas queda di-
vidida en cinco cuadrados iguales al rayado. Luego
habrd 5 X 5 6 5 cuadrados como éste, el cual seria la
unidad de superficie, puesto que su lado AE se habia to-
mado por unidad de longitud (541).

Si pues AE es un metro, decimetro..., milimetro, el
area del cuadrado sera 5" metros, decimetros..., milime-
t10s caadrados, segun se intentaba probar.
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Escolio. Si A es el drea de un cuadrado cuyo lado
tenga por longitud Z, y A" el drea de otro cuyo lado sea
/', se tendra:

— A 2
i, ; i’z y dividiendo %:% (1)

Esta proporcién puede enunciarse diciendo: Zas areas
de dos cuadrados son proporcionales a los cuadrados (se-
gundas potencias) de sus lades; y sirve para determinar
uno de los cuatro numeros A, A’, /, /' conociendo los
otros tres. V. gr.:

1 7] i
pAXP, KT, |\

EJERCICIOS.—1.0 Hacer aplicaciones numéricas de la pro-
porcién (1).
2.0 Hallar el lado de un cuadrado doble de otro.

3.0 Para que un cuadrado sea 235 veces menor que otro
Jcomo ha de ser el Jado?

544. Ll area de un rectangulo es igual al prodicto
de su largo por su ancho (base por altura).
Léase la observacion del nam. 543.

Ejercicro.—Demostrar este teorema por un proce-
dimiento que sélo difiere del empleado para el anterior
en ser distinto el nimero de divisiones que se toman so-
bre los lados contiguos.

OBSERVACION.—Podria acontecer que la base del rectdn-
gulo fuese inconmensurable con su altura, pero en cuestiones
praciicas, como la presente, esto importa poco, puesto que to-
mandeo una unidad suficientemente pequeiia, por ejemplo, el mi-

limetro, el error cometido seria suficientemente pequefio tam-
bién, y, por tanto, despreciable,
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Designando por A, by a, A", { ya los nimeros
que expresan las dreas, bases y alturas de dos rectdn-
gulosseré: A=6b.ay A' =4 .2 (2).

EjErcicios.—i1.0  De las igualdades (2) deducir, por divi-
sién, las siguientes propiedades. Las dreas de dos rectdngulos
son proporcionales a los productos de sus bases por sus alturas,
o a las bases si las alturas son iguales, o a las alturas si son
iguales las bases, L.os rectdngulos de igual drea tienen sus ba-
ses inversamente proporcionales a sus alturas.

2.2 Hacer aplicaciones numéricas de las proporciones que
se habrdn obtenido al resolver el ejercicio anterior.

545. Un paralelogramo cualyniera es equivalente a
un reclangulo de la misma base e igual altura.

Fig. 179.—Sea el paralelogramo ABCD y ABEF el

rectingulo de base AB y la alwra

BE igual a la del paralelogramo.
D.—La parte rayada es comun,

D B

r -

£

[«
' I y los tridngulos ¢ y # iguales, luego
el paralelogramo y el rectangulo son
equivalentes (542).

Fié 179
=

DerarLes.—Demuéstrese, como ejercicio, la igual-
dad de los tridngulos ¢y £

546. Corolario. £/ drea de cualquier paralelogra-
mo es igual al producto de su base por su altura.

Consecuencia inmediata del teorema. )

Eyercrcros.—:A quién son proporcionales las dreas de dos
paralelogramos? ;Y si tienen igual base? ;Y si es igual la al-

tura? Qué relacién guardan las dimensiones de paralelogra-
mos equivalentes? Razonense las respuestas.

547. £l area de un tridngulo es igual a la mitad
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del producto de su base por su altura (o a la base por la
mitad de la altura, o a la altura por la mitad de la base).

D.—Basta considerar que un tridngulo es mitad de
un paralelogramo de igual base y altura, puesto que éste
quedarfa dividido por una diagonal en dos tridngulos
iguales.

Hdgase la figura y fijense los detalles.

548. Escolios. 1.° FE/area de un triangulo rec-
tangulo es ignal a la mitad del producto de los catetos.

Q

2.°  El area de un triangulo equildlero es igual a la

cuarta parte del cuadrado de su lado por Vs

2,
Porque si Z es el lado, la altura es - ;é (502) y el

&

darea

P A e
Al Vi £.¥3
2 2 4

3.0 Las dreas de dos tridngulos son proporcionales a los
productos de sus bases por sus alturas, o a las bases si las altu-
ras son iguales, o a éstas si lo son aquéllas, efc.

4.°  Los triangulos con un vértice comin y las bases
en linea rvecta son proporveionales @ éstas. Porque tienen
igual altura. (Hdgase la figura y compruébese).

5.° Los triangulos de la wmisma basey los vértices
sobre una paralela @ la base son equivalentes. Porque
tienen igual altura (Véase en una figura). Esto puede enun-
ciarse diciendo: sz se conserva la base de un tridngulo,
y se traslada el virtice paralelamente a la base, ¢l area
no cambia.
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6. Todo poligono puede transformarse en otro
equivalente que lenga un lado menos

F. 180.  Sea el pentdgono ABCDE. Tracemos la
diagonal EC y traslademos el vértice D paralelamente,
hasta ponerlo en H sobre la prolon-
gacion del lado BC.

D.-Los triangulos EDC y EHC g,
son equivalentes (caso anterior) 'y la
parte rayada comun, luego el penta-
gono ABCDE equivale al cuadrili- &
tero ABHE., i

7.2 Haciendo varias veces la transformacién que
precede se podrd convertir cualguier poligono en trian-
pulo equivalente. i -—

8.0 Representando las longitudes de los lados de un tridn.

il
gulo por las letras a, 4, ¢, y por p el semiperimetro ;{a—{—b—]—c)

y procediendo como se dijo al calcular la altura (509) se obten-
dria para el drea una formmula, que por no exigir otro conoci-
miento que el de los lados interesa saber, y es la siguiente;

A=V 7 (7—a) (7—0) (7—)

EJERCICIO.—Hacer una aplicacién numérica de esta férmula.

549. Ll area de un trapecio es igual a la semisuma

g o (mitad de la suma) de las bases
B \W: por la altura; o a la paralela me-

W S \n | dia por la altura.
A “~\£ﬂ F. 181.--Sea el trapecio ABCD);

o tracemos la diagonal DB que lo
et descompone en dos tridngulos.
D.—En los tridngulos ABD y DBC se pueden to-
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mar como bases las AB y CD del trapecio, y como la
altura es igual a la de éste, la suma de las dreas, que da

el area del paralelogramo, sera:

AB DC AB+-DC
—— Xalta 4+ —— Xalta— ——— X alta
2 2 2
AB-+DC
La paralela media, MN, es igual a “*—l_— y esto

justifica la segunda parte del enunciado.

550. Area de un poligono.—Cuando el poligono
es irregular, no puede en general expresarse el drea por
una féormula, y es preciso proceder en cada caso particu-
lar del modo mds conveniente para descomponer el poli-
gono en partes cuya drea sepa calcularse. Suele ser
comoda la descomposiciéon obtenida proyectando todos
Jos vértices sobre la mayor diagonal. A veces se pro-
cede por diferencia, calculando el drea de un rectingulo
circunscripto al poligono y restando de ella las de las
porciones que quedan entre el poligono y el rectingulo,
o se convierte el poligono en tridangulo equivalente y se
halla el drea de éste.

551. Ll area de un poligono regular es 1gual al
semiperimetro por la apolema.

D.—Porque para calcularla se podria hallar el drea
de un tridngulo obtenido uniendo el centro del poligono
con los extremos de un lado, y tomarla tantas veces
como lados hay. El drea del tridangulo dicho seria:

I
— lado X apotema
2

I : - .
y la de todos, — perimetro X apotema. (Practiquese).
2
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Escolios. 1.° Si el poligono fuese circunscriptible
sirve la misma férmula, aunque no sea regular.

2.0 El valor de la apotema depende del valor del lado y el
del radio, y puede calcularse si se conocen éstos.

Tomande como ejemplo el pentdgono, que es bastante com-
plicado, de la férmula del lado

o 7 . Vlo 2v3 (so1)

se halla el valor del radio
27

\/10— 2V

g ——

y como la apotema es

V4?‘2—!a ' ; ‘
a=-"+""_"_(490) se tiene sucesivamente:
2
2 1
?2 ey 4z » rg= I6i == n
10— 213 ro—=21x
R S 16 /2 _zﬂ=16,c"‘——-1012-’—2!’\/‘53
10 —2V5% 10—2Vz&

_B6+2vy_2G+V3)
0o—2Vs  5—Vs

valor que substituido en el de a, proporciona

\/(3 +V3)
l 5—4

2

g =

Pero el 4rea es semiperimetro X apotema, luego:

:Exazs_”_\/ﬂ.
2 4 5 —%s

552. Bl area de un circulo es igual a w por el cua-
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drado del radio: 0 a i por el cuadrado de la semicircun-
Serencia. -

D.—Por ser la circunferencia limite del perimetro de
un poligono variable, que puede ser regular, inscripto en
ella (539) se considera el drea del circulo como limite de
dicho poligono. Pero la apotema de éste tiene por limi-
te el radio, luego de la formula

I :
Poligono = — perimetro X apotema.
2

se obtiene al pasar al limite
.. i : J
Circulo = — circunferencia ) radio (1)
2 .
Pero la mitad de la longitud de la circunferencia es
7 X radio, luego
Circulo = # X radio X radio = & X (radio)® =« . R?
si, como es costumbre, se designa el radio por R.
También podriamos haber sustituido en la expresion

(1) el radio por su valor, que designando por C la cir-
cunferencia serfa:

y entonces resultarfa:

g
Circulo = EX Sxi:ix(c,)
2 2

w w

segtn el enunciado dice en su segunda parte.
Escolios. 1.° Se emplea respectivamente una u
otra de las férmulas

2
f\:qr.Rg()A=_}_.(_(_:._)
w 2
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para hallar el drea, A, del circulo, segin sea mds ficil
medir el radio o la circunferencia.
2.° De dichas formulas se pueden, inversamente,

C
obtener los valores de R o de = (y por tanto el de C)

cuando sea conocido el de A, resultando, sucesivamente:

R*:iu——A.—I,sz\/A_-I_
7 3 7

Cc\? € Aot
— — ,A, —_— —
(2) i yz-—\/w.A.

(Hdganse aplicaciones numéricas). _
3.°" El drea de un sector circular (OA#B; fig. 182)
se obtiene de la del circulo de que forma
parte mediante una regla de tres, por ser
los sectores proporcionales a las ampli-

tudes de los arcos y poderse considerar

el circulo como un sector cuyo arco fuese

"
Pig 182 de 360°. Asi, si se designa por = la
amplitud del arco del sector

sector b i
s luego: sector = circulo >
circulo 3600 3600

(Hdganse ejercicios numéricos teniendo en cuenta que para
hallar la razén de 2 con 3600 es preciso que estén reducidos a
incomplejos del mismo orden),

4.” El drea de un segmento de circulo (C 2 D; fi-
gura 182) se obtiene uniendo los extremos de su arco
con el centro, con lo que se tendrdn un sector (CODw2) y
un triangulo (COD) que restados o sumados dardn el

area del segmento.
(Haganse aplicaciones numéricas).
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El 4rea de la parte de circulo comprendida entre dos
rectas paralelas, (zona o faja), la de la porcién compren-
dida entre dos circunferencias concéntricas (coronal, y
las de otras figuras en cuya composicién entren partes
de circulo, se obtienen por suma o resta de 4reas de las
figuras de que se compongan o de cuya diferencia re-
sulten. En algunos casos pueden obtenerse férmulas
sencillas.

Ejercicios.—Hallar el drea de las partes rayadas en las
figuras 183 a 187.

Fig 183 Fig.184 Fié 188,

El mismo método general se sigue para hallar las dreas de
figuras de contorno mixtilineo.

g 186 Fig. 187

Para la parte de plano comprendida entre una curva con-
vexa, (fig. 188), su proyeccion sobre un eje, y las proyectantes
extremas, se trazan ofras proyectantes intermedias llamadas
ordenadas (71, Vs, ... ¥7J, cuya distancia sea constante, y unien-
do sus extremos para formar trapecios inscriptos o trazando



— 285 —

tangentes que formen con las ordenadas prolongadas otros tra-
pecios circunscriptos, se obtienen
varias formulas en que interviene
la distancia & entre las ordenadas
y las longitudes de éstas. Tal es,
v. gr.: la siguiente, de Poncelet:

S
Area-:d( P4 )

siendo P la suma de ordenadas pares (¥ot+1i+30), E la de las
extremas (¥,-}+y;) y E' la de las contiguas a las extremas (y5-+-3,).

B
El error que esta férmula da es inferiora & . ————, lo que

permitira saber de antemano la exactitud con que se cuenta.

554. Ll area de la superficte lateral de una pirams-
de regular es ioual al semiperimelro de su base por la
apotema; y la de un cono de revolucion a la semicircunfe-
rencia de su base por la apolema o lado.

Ll drea lateral de un tronco de piramide regular de
bases paralelas, es igual a la semisuma de los perimetyos
de las bases por la apotema; y la de un tronco de cono de
revolucién (también de bases paralelas) a la semisuma de
las circunferencias de las bases por el lado.

D.—Para la piramide y su tronco se halla el drea de
una cara, que es un tridngulo o trapecio, y se multiplica
por el nimero de ellas. (Hdgase). Para el cono y su
tronco, se substituyen los elementos que figuran en las
anteriores por sus limites, considerando al cono como li-
mite de las piramides inscriptas (regulares), cuyo numero
de lados aumenta indefinidamente; y por eso, en vez de
perfimetros, se tienen circunferencias, y en vez de apote-
mas, lados,
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EJercicios.—Aplicar a ejemplos las cxpres{it;mes anteriores
y comprobarlas por medio de los desarrollos en un plano de las
superficies laterales de los cuerpos considerados, (385).

555. Osservacion.—En vez del semiperimetro o
semicircunferencia de la base de una pirdmide o cono se
puede poner el perfmetro o circunferencia de la secci6n
media, esto es, trazada por el punto medio de la arista o
lado, (446); y andlogamente, en vez de la semisuma
de los perimetros o semicircunferencias de las bases delos
troncos puede ponerse el perimetro o circunferencia de
la seccién o base media, (equidistante de las bases).

556. £/ area lateral de un prisma es igual a la
arista lateral por el perimetro de la seccion recta. (394).

D.—Se hallan las dreas de todas las caras, que son
paralelogramos que tienen por base la arista lateral y
por alturas los diversos lados de la seccién recta, (394)
y se saca por factor comun la arista lateral.

El area lateral de un prisma regular es tgual a la
altura por el perimetro de la base; y la de un cilindro de
revolucion ala altura o lado por la civeunferencia de la base.

D.——Para el prisma se considera la arista lateral como
altura y la base como seccién recta, y se recae en el
enunciado anterior; y para el cilindro se considera su
superficie como -limite de la de un prisma regular inscrip-
to cuyo ntimero de caras aumente indefinidamente.,

EjErcicios.—Detall~r las demostraciones; poner ejemplos
numéricos y comprobar por medio de los desarrollos.

557. Escolio general. lLas dreas totales de los
cuerpos mencionados se obtienen agregando a las late-
rales las dreas de las bases (poligonos o circulos),

19
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Si se quiere obtener férmulas, es conveniente sacar
los factores comunes que sea posible. Por ejemplo: el
drea lateral de un cono de revolucién de radio » y lado
/ tiene por férmula = . 7 . /, y el 4rea de su base es « . #*,
luego el drea total serd

A=a.r.l4w.r=w.r (47,

(Véase el cuadro de férmulas inserto después).

558. £l drea de una zona esférica es igual a su al-
tura por la crcunferencia mdxima de la misma esfera.

D.—Para demostrar este teorema se considera la zona en-
gendrada por el arco AB que gira alrededor del didmetro CD.
(Fig. 189). Pero a su vez el arco se mira como limite de la que-
brada regular inscripta AEFB cuando el namero de lados de
esta aumentase indefinidamente.
Debemos, pues, hallar el drea en-
gendrada por dicha quebrada cuan-
do gira alrededor de CD; y vamos
a demostrar que dicha drea es igual
al producio de la proyeccion A'B’ de
la linea sobre el eje CD, por la cir-
cunferencia cuye vadio es la apotema OP.

Para mayor claridad, consideremos aparte uno de los tridn-

; gulos AOE (fig. 190) y busquemos el
o drea que engendra su base AR girando
INEN alrededor ‘de CD. Distinguiremos va-
F - rios casos:
W AR a/—AE no es paralela a CD pero
Fié.190 llega a cortarla.

AE engendra un tronco de cono de
revolucién de bases paralelas y cuya seccion o base media es la
circunferencia de radio PH, luego su drea serd (554 y 55)

7 2 PH XIAE (1)
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Pero si se traza AF paralela e igual a A’E’ resulta el tridn-
gulo EAF de lados perpéndiculares alos del PHO por lo cual
son semejantes y (*)

PH OP =1, BH OP
=———olblea.-
AF AE AR AR

de donde sale
PH X AE — OP X A'E'

por lo cual, substituyendo en la igualdad (1) se obtiene para
expresion del drea buscada

w2, PO X AE
es decir

circunferencia de radio OP { proyeccidn de AE.

4)—Si AE fuese paralela -1 eje CD (fig. 191) AE engen-

drarfa un cilindro cuya drea serfa:
7z 0P X AE=w. 2. 0P A'E
L}

es decir

A B E

circunf." de radio OP X proyeccién de AE C- A 0 B oD
como antes, Frgia

¢)—Si A estuviese sobre el eje AE (fig. 192) engendraria un
cono; PH seria el radio de la seccién media, AE’ la proyeccidon
de AE y los tridngulos EAE’' y PHO semejantes por lo cual

imitando la demostracién del primer caso
E

(hégase como ejercicio) saldrfa para el drea
P buscada
£ TS\ w.2.0P X AE’

AHE esto es
Fig.1v2.
‘% circunf.* de radio OP > proyeccién de AE

lo mismo que en los casos anteriores

En todos los casos resulta, pues, que el drea engen-

{*) Son homoblogos los lados perpendiculares,
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drada por un lado de la quebrada AEFB (fig. 189) es
igual a la proyeccién del lado sobre el eje por la circun-
ferencia cuyo radio es la apotema OP; y este mismo
enunciado corresponde al drea que engendra toda la
linea quebrada, puesto que la proyeccién de ella es suma
de las proyecciones parciales de los lados y la apotema
es constante. -

El 4rea de la zona engendrada por el arco AB es
limite de la engendrada por la quebrada AEFB y se ob-
tiene sustituyendo la apotema, OP, por el radio de la
circunferencia a que pertenece el arco AB, y teniendo en
cuenta que la proyeccion A'B’ es la altura de la
zona. Asi, pues,

Ar . zona = circunferencia mdxima ¥ altura

559.—F£/ area de la superficie esfévica es igual a
por el cuadrado del diametro; o0 @ cuatro wveces la de su
cereulo maximo.

D.—La superficie esférica puede considerarse como
si fuese una zona esférica "que tuviese por altura el did-
metro; luego segin el teorema anterior su drea serd:

(. djsd=w.d%
Pero también, por ser & = 2 . #, se puede escribir
. d2=w. .27 =w.4.7” =4 (w. %) = 4 (circ.o mdx.o)

560. Bl area de un luso esférico es igual a tantos
360-avos de la superficie esférica, como grados tenga su
angulo.

D.—Porque la superficie esférica podrd dividirse en

360 husos iguales y el dngulo de uno de estos serd de 1.°
EJERCICIO.—Decir qué parte de la superficie esférica es un
huso cuyo éngulo sea dado en grados o rectos, y hallar su su-
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perficie en #* sabiendo el numero de metros del radio de la
esfera.

'561. [El drea de un triangulo esférico es igual ala
mitad de la suma de los husos corvespondientes a sus dn-
gulos disminuida en un hemisferzo.

F. 193.—Sea el tridngulo ABCy A,B,C, su opuesto. Com-
pletemos los husos AA; BB,y CC; y
contemos éste a partir del dngulo C
opuesto por el vértice al C tridngulo.

Huso AA, ABC - BCA,
Huso BB, ABC + CAB,
Huso CC; = CBjA, + AByC;
Pero los tridngulos ABC y -A B,C,
aunque en general no son superponibles tienen igual drea, por-
que se pueden descomponer en tridngulos iguales tomando co-
mo centro de descomponicidn los polos P y Py de las circunfe-
rencias menores que pasasen por los vértices, luego si en vez de
A4B,C, ponemos ABC en la dltima igualdad, y sumamos todas,

Huso AA, -+ Huso BB, 4 Huso CC; = 2 ABC -} Hemisferio

Il

Fig. 193.

luego ABC = -:I;" (Suma de husos—hemisferio).

DETALLES.—En la figura 194 se ve cémo el tridngulo ABC
quedaria descompuesto en tres tridngu-
los PAB, PBC, PAC, que, por ser P polo
del circulo menor ABC, tienen iguales
los lados PA, PB, PC. Estos tridngulos
zsdsceles pueden coincidir con sus opues-
tos, (P, A, B, etc.) (335 y 36) luego los
tridngulos ABC y A, B, C, tienen igual
drea por componerse de partes iguales.

BEscolio.—En virtud de los dos

teoremas precedentes, el drea del tridngulo ABC tendrd

Fig. 194.
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por expresion, estando los dngulos A, B y C, valuados
en grados, la siguiente:

I [ A B C 180] 4 - . o
Area — : 360+360+360_360 e supf.® esférica,
o bien
A-4+B-+C —180
Area — B 0 6) de superficie esférica.

720

Podrfa, pues, darse como regla prdctica para hallar el
area de un tridngulo esférico la siguiente: Exprésense
los dngulos en grados (o grados y fraccién de ellos) rés-
tese de su suma 180°, y dividiendo la diferencia por 720
se averiguard qué parte de la superficie esférica es el
triangulo.

Ejercicios.—Hallar dreas de husos o triangulos esféricos cu-
yos dangulos se conozecan, en partes de superficie esférica.

Hallar las mismas 4reas en metros cuadrados conociendo el
radio de la esfera expresado en metros.
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CUADRO DE FORMULAS

FIGURAS FORMULAS DE LAS AREAS
Cuadrado a3
i R
Tridngulo A= -; bXa ,, A=VNp@p—a) 3-8 (-0
Trapecioc A= —:— B+4) Xa
Poligono regular A = p X a (p=semiperimetro, a=—apotema)
Circulo Bl 8 A (E)g,, A——"g.R

w 2 2

7o

Sector de 72 grados A == .R¥ X
3600

lateral A—p X a (e= apotema pirdmide)
total A=p . (e}2’) (¢’=apot. de la base)
lateral A =@ . R . /

total A=x . R (/+ R)

lateral A=aw (R +7) X 7 .

total A = [R ({4 R) -+ » ({ | 7)]
lateral A =2p X @

total A = 2p (a2 + )

lateral A= .d ./ (d = didmetro)
total A == . d (/4 7) e
Zona esférica A—=w.d. a

Pirdmide regular

Cono revolucidén

—— e,

Tronco de cono
Prisma regular

Cldro. revolucion

e e, —

Superficie esferica A= .d? ,, A==4m. R?
2
de sup. esfa ,, § = éﬂ-
360 360
ikBa 0 180 de sup. esf.a, o de o . &>
720

Huso esférico S =

I'ridng.o esférico S =
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§ I

Relaciones enire areas

562. Cuadraturas. Segin se manifiesta en el cua-
dro de férmulas que antecede, el drea de una figura
plana viene generalmente expresada por un producto en
que entran dos factores capaces de ser representados
por segmentos de recta, Asi, el drea del paralelogramo
es 4 . a, la del tridngulo (4 4) . @; la del circulo (3 C). R,
en que 3 C puede reemplazarse por un segmento igual
a la semicircunferencia rectificada (540), ete. Llamando
x al segmento medio proporcional entre dichos dos fac-
tores, el producto de éstos serfa igﬁal a 2 (429), y como
x” representa también el drea de un cuadrado cuyo lado
sea x, dedicese que, en general:

LPara hallar el lado de un cuadvado equivalente a una
Jigura plana cuya darea venga expresada por un producto
de dos factores que se representan por segmentos, se halla
el medio proporveional entre éstos.

Por ejemplo: para hacer la cxadratura de un trape-
cio, esto es, para hallar un cuadrado que le sea equiva-
lente, se hallard el medio proporcional entre la paralela
media y la altura (549) y se construird un cuadrado
cuyo lado sea el medio proporcional dicho.

Ejercicios—Hacer la cuadratura de un paralelogramo,
tridngulo, trapecio, poligono regular o circulo,
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OsseErvaciON.—Para la cuadratura de un poligono
irregular, se transforma en tridngulo (548-7.°) y se hace
la cuadratura de éste.

563. Areas de figuras semejantes. Las areas de
dos figuras semejantes son proporcionales a los cuadrados
de dos lineas homdologas.

Aunque este teorema es general, restringiremos su
demostraciéon al caso en que, como hemos dicho, se
trate de figuras cuya drea se exprese por el producto de
dos factores, es decir, que sea de la forma

A=m.n
Otra figura semejante tendra por drea
A=t ot
siendo #’ y #' lineas (homélogas de »2 y #, por lo cual

A e . 1 " 7

A w
Pero por ser semejantes las figuras, las lineas homo-

logas estdn en una razén constante (la de semejanza), es
7

. m n o .
dedp~2- === luego sustituyendo en vez de— su igual,

”;

A wom w2

AT wm wm wd

como querfa demostrarse.

Enunciaremos los siguientes casos particulares :

Las dreas de dos poligonos semejantes son proporcio-
nales a los cuadrados de sus lados homologos, y si son ve-
gularves también a los cuadrados de los radios, apotemas
¥ perimetros (531 y siguientes).



— 298 —

Las dreas de dos civeulos son proporcionales a los cua.
dradoes de los diametros, radios y circunferencias.

Las dreas de los poligonos resultantes de cortar una
piramide por planos paralelos; o las areas de los civculos
oblenzdos al cortar del mismo modo un cono, son propor
ceonales a los cuadrados de sus distancias al vértice.

Porque dichas distancias tienen igual razén que la de
semejanza de los poligonos o circulos mencionados (535)-

Ogservacion. —Si dos pirdmides o dos conos de ba-
ses equivalentes e igual altura se cortan por planos para-
lelos a las bases trazados a igual distancia de los vértices
respectivos, las secciones seran equivalentes. Porque
siendo By B’ las bases, a la altura, s y s las secciones,
y dla distancia al vértice.

L8 L el
B a”yB’ a?
luego
5 i (3
BB

y como en drea B = B', serd en drea s = 5.

EJERCICIOS.—Si un cuadrado tiene doble lado que otro (cé
mo es respecto a éster—>5Si un circulo tiene por radio la 5.2 par-
te del otro, qué parte suya es?

564. Problema. Dada una figura plana, construiy otra
birs
semejante y que esté con aguélla en la razon dada Y

Si designamos por @ y &' segmentos homoélogos de la’ figura
dada y de la pedida, serd

Ar. de la fig. pedida o m
=h

Ar. de la fig. dada a n
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Basta, pues, hallar un segmento, &', cuyo cuadrado tenga

: ris s m
con el del segmento conocido, @, una razén igual a —; proble-
n

ma ya resuelto en el nimero 492.

EjErcicios.—Hallar un cuadrado que sea los 3 de otro co-
4

N . 1
nocido, y un circulo que sea — de otro datlo.
g

Numéricamente es facil también hallar @’

OBSERVACION,
puesto que de

2 : —
e m :

— — sale @*=4. — obiena =a.\/ "

a* 7 bl 7

EjERrCICI0.—Calcular el radio de un circulo igual a L de
AR
otro dado.

565.—Problema. Dadas dos figuras planas seme-
jantés, hallar otra igual a su suma.

F. 195.—Sean los circulos B y C de didmetros ¢ y c.

ConstruccioN.—Con 4 y ¢ como catetos construya-
mos un tridngulo rectingulo. Su hipotenusa @ serd el
didmetro del circulo pedido A, igual a la suma de By C.

D.—Por ser los circulos
proporcionales a los cuadra

dos de los didmetros, tendre-

A i
v R g e
R e S

Fig‘l;sﬁ ¢

™

* A B, C,a, b ¢ representan los miimeros resultantes de las medidas
de las dreas y de los segmentos en unidades correspondientes.
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De donde, segtn la Aritmética, se puede sacar
A BAC

at 42

pero por el tzorema de Pitdgoras a® = 4"+ ¢!, luego
=B+ C, como se deseaba.

EJERCICIOS. —Hallar un cuadrado que sea la a’y“ermcm de
otros dos.

Construir un tridngulo equildtero dodle de otro dado.

Demostrar que la suma de las dreas de las partes rayadas
(tinnlas de Hipéerates) en la figura 196 es
igual a la del triangulo ABC. (Se han tra-
zado semicirculos sobre los lados).

566. Nuevo enunciado del teore-
ma de Pitdgoras.—Z£/ cuadrado cons-
truido sobre la hipotenusa de un triangulo rectangilo
equivale a /la suma de los cuadrados construidos sobre los
catelos.

r'ig.196.

Porque si Za longitud de la hipotenusa es a y las de
los catetos & y ¢, los nimeros &, 4%, ¢*, representaran Jas
dreas de los cuadrados construfdos sobre los lados, y ya
se sabe que @' = §' + /.

Pero puede comprobarse materialmente que el cua-
drado construido sobre la hipotenusa es suma de los
otros dos, del siguiente modo:

Constrayase un cuadrado de lado é+¢, ABCD (figura
197).

Restando de ¢l los cuatro tridngulos iguales 1, 2, 3,
4, queda el cuadrado @" rayado (1.%). Pero si aquellos
tridngulos se disponen como indica la segunda figura, al
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restarlos del cuadrado total quedan los- cuadrados raya-
dos 8* y ¢*, luego en efecto: a'=6"+¢".

22

Fig.197.

s67. Division de superficies.—Problema.—
Dividir un tridngulo en partes propovcionales a nimeros o seg-
mentos dados, m, n, por paralelas a un lade.

F. 198,—Sea el tridngulo ABC, que quiere dividirse en par-
tes proporcionales a 2 y 3, por paralelas a BC.

ConsTRUCCION.—Dividamos el lado AC en partes propor-
cionales a 2 y 3 por el punto M.
(Lo que, segin sabemos, se hace
con auxilio de la recta AX (456)).
Por M tracemos la perpendicular
MN, y entonces, por ser los cua-
drados de las cuerdas que parten
de los extremos de un didmetro
proporcionales a sus proyecciones
sobre €l (491), serd:

AN* AM 2

ACY  AC T

Si, pues, llevamos AN sobre AC en AR, se tendrd:

AR?
AC?

P ;
5
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Pero, por semejanza de los tridngulos ASR y ABC,
ir. ASR  AR? dr. ASR

= 4 i d i e
7 ABE § ARG T SRS

5

y de aqui, segun reglas de Aritmética,

4r. ABC—4r. ASR  g§—2 3
ar. ASR POy =

’

luego:
4r. trap. SRCB 2.
4r. tridng. ASR 2

568. Volimenes.—S; /ama volumen la razin
entre el tamasio de un cuerpo y el de otro lomado por
untdad. Nosotros tomaremos siempre por unidad de
volumen el cubo que tenga por arista la unidad de lon
gitud; y asi cuando la unidad de longitud sea el metro,
la de volamen serd el metro ctbico; si aquéila fuese el
decfmetro, la de volumen serfa el decimetro ctibico, etc.

569. Cuerpos equivalentes son los de igual volumen
aungue sw forma sea distinfa; y es claro que si dos
cuerpos se componen de partes iguales o de una parte
comun y otras iguales serdn equivalentes. También lo
seran si son limites de sumas de infinidad de sumandos
equivalentes uno a uno.

570. L volumen de un cubo es igual al cubo o ter-
cera polencia de su arista. :

Se sobreentiende que midiendo la arista en metros,
decimetros, etc., y elevando al cubo ¢/ namero resultante
de tal medida se obtiene e/* nimero que expresa el vo-
lumen, referido, respectivamente, a metros o decimetros
catbicos.
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Observaciones andlogas se aplican a los demds enun-
ciados de esta teoria.

F. 199.—Sea el cubo ABCDEFGH y supongamos

" ¢ cada una de las aristas AB,

! AD, AE dividida en 3 par-
tes iguales.

D.—El cuadrado ABCD
que sirve de base al cubo,
quedarfa divido (por parale-

¢ las a AB y AD trazadas por

: / los puntos de divisién) en 3*

cuadrados iguales (543). Y
como por estar AE dividida
en 3 partes, sobre cada uno
de aquellos cuadrados podrfan ponerse 3 cubos como el
rayado, el nimero de los que habria como éste serfa
3" X3=3"

Si pues AM fuese un metro, decimetro..., milimetro,
el volumen del cubo propuesto serfa 3* metros, decime-
tros..., milimetros cibicos respectivainente, segin se in-
tentaba probar.

Fig‘ 195.

Escolio. Si V es ¢l volumen de un cubo cuya aris-
ta tenga la longitud /, y V' el de otro de arista /',

M= lue rov Sl (1)
e (e e T

es decir: los volumenes de dos cubos son proporcionales a
los cubos (terceras potencias) de sus aristas.
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De la anterior proporcién podrfa obtenerse un térmi-
no conociendo los otros tres. Asi:
3

'3 =
f':V\}f'yl— V” \/_

EjERrcicios.—1.0 Hacer aplicaciones numéricas de la pro-
porcion (1).

2.0 Hallar la arista de un cubo 64 veces menor que otro.

571. [l volumen de un paralelepipedo rectangular
es 2gual al producto de su longeitud por su anchura y por
su altura (o de las tres dimensiones). -

Léase la observacion del nimero 370.

Ejercicio.—Demostrar este teorema por un procedi-
miento que sélo difiere del empleado para el anterior en
ser distinto el nimero de divisiones que se toman en las
tres aristas concurrentes.

OBSERVACION.--Aunque las aristas fuesen inconmensurables
no traeria esto inconvenientes prdciicos, puesto que el error de la
medida puede disminuirse cuanto se quiera tomando una uni-
dad de longitud suficientemente pequefia.

* 572. Nuevo enunciado.—El producto de la longitud
por la anchura dd el drea del rectdngulo que puede servir
de base al paralelepipedo, y en consecuencia: e/ volumen
del paralelepipedo vectangular es igual al producto del
area de la base por la altura.

573. [EJERCICIOS.—Probar que los volimenes de dos pa-
ralelepipedos rectdngulos son proporcionales a los productos
de sus tres dimensiones; o a las bases si tienen igual altura, o a

las alturas si tienen igual base, etc. (Véanse los ejercicicios
andlogos de las dreas).

574. Un paralelepipedo vecto cuya base sea un pa-



valelograme no rectangular es eym’zfalmté @ otro parale-
lepipedo reclangular de igual altura y base equivalente.

Fig. 200.—Sea el paralelepipedo AG, cuya base es
N H » o el paralelogramo ABCD. Tracemos
3 £/ la perpendicular BL a CD y constru-
i ] | yamos el paralelepipedo rectangular
f, c de dimensiones AB, BL y BF que serd
: : el AP, Con ello se formaran los pris-

DD i

mas triangulares de bases rayadas a
derecha e ‘zquierda del cuerpo inter-
medio ABLPHD.

D.—Los paralelepfpedos AG y AP tienen la parte in-
termedia comtn, y los prismas triangulares Zy ¢ son
iguales, luego ambos paralelepipedos son equivalentes
(569).

La altura BF esla misma, y las bases ABCD y
ABLM se sabe que son equivalentes (545).

El volumen viene, pues, dado para ambos paralelepi-
pedos por el producto AB . BL . BF.

Derarres.—La igualdad de los prismas triangulares
¢ty es ficil de establecer, porque las bases BCL vy
ADM son iguales, y las alturas BF y AE también, por
lo cual dichos prismas podrian coincidir.

Corolario.— £/ volumen de un paralelepipedo veclo
es toual al producto "l drea de su base por su altura.

En la figura se advierte, en efecto, que AB . BL re-

presenta el drea de la base (546) y BF es la altura.
EjERCICIOS.—Relaciones de proporcionalidad entre los vo-
Ilimgnes de paralelepipedos rectos.

575.- Cualguier prisma oblicuo es equivalente a otro
%

f"i.g. 200
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reclo que lenga por base la seccion recta del oblicuo, v por
altura lo arista lateral de este dltimo.

F. 201.—Sea el prisma oblicuo AF y POR su sec-
R ci6n recta, que le divide en dos tron-
cos, superior e inferior PF y AR.

D.—La inclinacién de la arista
AP sobre la base ABC, es la misma
que la de su prolongacién, DP,, so-
bre la base DEF, paralela a ABC;

y lo mismo puede decirse de las de-

Pig.zm
mds aristas. Si pues a las aristas
del tronco inferior se les imprimiese
una traslacién rectilinea, hasta que

la base ABC coincidiese con DEF, el plano de la sec-

cion recta tomarfa la posicion P; Q, R, paralela a la

POR, y se habrfa formado con los dos troncos del pris-

ma oblicuo el prisma recto equivalente PR, que cumple

con las condiciones del enunciado.

576. Corolarios.—Z/ volumen de un paralelepipe
do oblicuo es igual al pro-
ducto del area de su base por
su allura.

F. 202.—Sea el parale-
¢ lepipedo oblicuo AG, MP la
seccion recta, y RS la altura
de dicha seccién.

A W B

. Fi§.202. )

% D.—En primer lugar, la

seccion recta serd un paralelogramo, perque sus lados
opuestos MR y NP, MN y RP, son paralelos como in-
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tersecciones de las caras paralelas en que se hallan con
el plano de la seccién recta (306).

La altura RS, ademds de ser perpendicular a MN lo
es a AB, (puesto que inversamente, AB es perpendicular
al plano de la seccién recta) luego RS es perpendicular
a la base ABCD del cuerpo, y, por tanto, altura del
mismo.

Considerando ahora provisionalmente como bases
del paralelepipedo las BG y AH, dicho paralelepipedo
equivale a otro recto de altura AB y base MP (575) el
cual tendrd por volumen

AB X drea de MNPR, o bien AB. (MN . RS),
aue puede escribirse
V = (AB.MN) . RS,
y como AB . MN expresa el drea de la base ABCD, y
RS la altura del paralelepipedo dado, el volumen de éste
sera:
V = Area base X altura.

577. Un prisma triangular equivale a la mitad de
un paralelepipedo de base doble e igual altura.

F. 203.—Sea el prisma ABCDEF. Construyamos
el paralelepipedo que tiene por aristas AB, BC y BE que
serda BH, y sean MNPO la sec-
ci6én recta de éste y MNP la del
prisma.

D.—El prisma oblicuo equi-
vale a uno recto de base MNP
y altura AD; y el paralelepipe-
do oblicuo BH equivale a otro
recto de base MNPQ y altura BE. Pero MNP es mitad

e

B
Fig.203.
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de MNPQ luego el prisma recto es mitad del paralele-
pipedo recto, y, por tanto también el prisma oblicuo es
mitad del paralelepido oblicuo. Mas la base de éste es
doble de ABC, y la altura de ambos la distancia entre
los planos de las bases; con lo cual se justifica el enun-
ciado.

578. Corolario. £/ volwmen de un prisma trian-
gular es igual al producto del area de su base por la al-
lura.

Porque el paralelepipedo doble del prisma, tiene tam-
bién base doble (y la misma altura), luego en ambos se
obtiene igual expresién para el volumen, a saber: la que
indica el enunciado.

579. Un prisma cualyuiera equivale o una suma
de suma de prismas triangularves lodos de igual altura
que el propuesto y cuyas bases son los triangulos en que
Ppueden descomponerse los poligonos que sirven de bases a
aquel.

(Basta hacer la figura para verlo),

580. £/ volumen de un prisma cualquiera es igual
al producto del adrea de su base por su altura.

D.—Basta sumar los volimenes de los prismas trian-
gulares parciales y sacar de factor comin la altura.
(Detdllese).

581. Bl volumen de un cilindro es ioual al area de
su base por la altura; y sies de revolucion tendra por
Sformula w . R* . a, siendo R el radio yala altura.

D.—Porque se considera el volumen de un cilindro
como limite del de un prisma inscripto er. ¢! cuando
aumenta indefinidamente el nimero de caras de éste,
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-

La férmula se desprende de que la base de un cilin-
dro de revolucidn es un circulo, cuya drea estd expresada
por = . R?

582. Una piramide triangunlar es el limile de una
infinidad de prismas triangularves que tienen por bases las
secciones producidas en aquilla por planos paralelos a la
base y equidistantes entre si.

F. 204.—Sea la pirdmide OABC. Tracemos las
secciones DEF GHI por los puntos D y G resultantes

de dividir la arista OA en tres partes iguales, y constru.
yamos prismas que tengan por bases superiores dichas
secciones y por aristas laterales DA y GD.

D.—Es facil ver que los puntos G, N, L caen en
una paralela a OB, ylos G, P, M, en otra.paralela a OC

Los tetraedros AOBC y AGLM tienen, pues, las ba.
ses OBC y GLM paralelas, y tanto mds proximas una
a otra cuanto menor sea la division GO. Luego se
puede mirar al primero como limite del segundo cuando
GO tienda hacia cero, lo que ocurrira si se aumenta in
definidamente el nimero de divisiones hechas en la arista
AO. Pero el tetraedro AGLM es evidentemente menor
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que la suma de los prismas antes construidos, puesto que
éstos tienen parte fuera del mencionado tetraedro. En
cambio, la suma de los prismas es menor que la pirdmide
propuesta OABC, luego llamando S a la suma de los
prismas, T al tetraedro AGLM, y P a la pirdmide pro-
puesta:

et Szl

Y como la diferencia entre Py T tiende a cero al
aumentar el nimero de divisiones, la diferencia P—S tam-
bién, lo que equivale a decir que '

P=imite de S:

Detalles. . Que G, Ny L. caen en una paralela a
OB se prueba viendo que GH, NE y LB son segmentos
iguales y paralelos lo que exige que los cuadrildteros
GHNE y NELB sean paralelogramos, y, por tanto, GN
y NL paralelas a OB que formardn la #nica paralela que
se puede trazar a OB por el punto N.

583. Dos piramides triangulares de bases equiva-
lentes e igual altura son equivalentes.

F. 204. Sean OABC y O'A'B'C’ dos pirdmides de
bases equivalentes e igual altura. Si se colocan las ba-
ses en un plano y se trazan otros paralelos a ¢l quedaran
trazadas a la vez en ambas piramides los secciones
DEF y D'E'F’; GHI y GH'T. Formemos como antes
los prismas que tienen por bases dichas secciones.

D.—Las secciones DEF y D'E'F’ etc., son equiva.
entes, porque estaran a igual distancia de los vértices
Oy O’ (563) luego los prism=s formados en una y otra
pirimide tendrdn bases equivalentes e igual altura, y
seran, asimismo, equivalentes. Y como las pirdmides
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son limites de las sumas de los prisﬁia-«‘. habran de ser
equivalentes también (560).

584. Una piramide triangular es la lercera parte
de un prisma de igual base y altura.

F. 205. Sea DABC la pirdmide. Construyamos el
prisma triangular de aristas BA, BD y BC, que serd
el AF.

D.—El prisma AF se compone de la pirdmide dada
y de otra cuadrangular cuyo vértice puede ser D yla
base el paraielogramo EACF. Trazando en esta ultima
el plano EDC, se descompone en

F
' dos pirdmides triangulares equi-

[}
valentes entre si, puesto que te-

E

niendo el mismo vértice D, y por
Fig.20% hases los dos tridngulos EFC y
ECA, situados en un mismo pla-
B no, tienen igual altura y bases
equivalentes. Pero en la pirdmide DEFC puede tomarse
per vértice C y por base EDF, con lo cual tendrd base
y altura iguales a las de DABC. Las tres pirdmides
mencionadas son, pues, equivalentes, y cada una tercera
_parte del prisma.
585. Corolarios. 1.° £/ volumen de una pirami-
de es la tevcera parte del producto del area de su base
por su altura.

A ¢

D.—Si la pirdmide es triangular, su volumen serd el
expresado, por ser la piramide tercera parte del prisma.
Si la pirdmide no es triangular puede descomponerse
en pirdmides triangulares de la misma altura y cuyas ba-
ses sean tridngulos en que se descomponga la base poli
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gonal; y bastard sumar los volumenes de las pirdmides
parciales y sacar factor comin el tercio de la altura para

tener el volumen total. Detallese.
EJERCICIOS.—Demostrar que si el vértice de una piramide
se traslada por una recta paralela a la base, el volumen no
cambia,
586. Escolio. Si tenemos un tronco de piramide

de bases paralelas y conocidas, asi como su altura; se
puede calcular la altura de las pirdmi-
des total y parcial cuya diferencia
constituye el tronco. En efecto: sean
L y Z dos lados paralelos de las bases
del tronco; 4 la altura de éste, H la de
la pirdmide total y 2’ la de la parcial
(fig. 206), con lo cual 2 =H—/4". Se

F'ig.aos.
sabe (446) que = ;
SR e S R S
X == / 0 1en H == i €8 decir H o= T

proporcién de la cual se saca el valor de H.

Y es claro que entontes se conoce el de 2’ puesto
que A'=H—%.

Luego se puede calcular el volumen de las pirdimides
total y parcial, y por tanto el del tronco, que es su dife-
rencia.

Ejercicios.—Hallar, con datos nimericos, volimenes de pi-
ramides o troncos.

587. El volumen de un cono es igual al tercio del

arex de su base por su altura; y liene por [formula
1 : .
w2 7. 1" . a, siendo v el vadio y a la altura.

D —Porque se considera el cono como limite de pi
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ramides regulares inscriptas al aumentar indefinidamente
el nimero de caras de ellas, y para tomar dicho limite
se pondrd en vez del drea del poligono que sirve de base.
a cada una de aquéllas, el drea del circulo, siendo la al-
tura la misma.

588. Bscolio. El volumen del tronco de cono de
bases paralelas se halla como diferencia de los volime-
nes del cono total y el deficiente, calculando previamen-
te las alturas, para lo cual se emplean las férmulas

V3 R—r ,
g, T N=H—7x
que s6lo difieren de las obtenidas para el tronco de pira-
mide (586), en la substitucién de los lados L y Z por los
radios R y » que son, como aquéllos, proporcionales a
las distancias al vértice, de la base y de la seccién.

589. Ll volumen del sector esférico(405) es tgual al
area de la zona corvespondients, por el leveio del radio.

D.—Para demostrarlo se considera el sector circular que en-
gendra al sector esférico como lfmite de un sector poligonal re-
gular ABC, (fig. 207) cuando el nimero. d¢ lados de la quedrada
inscripta aumenta indefinidamente. Y para mayor claridad en
la determinacién del volumen engen-
drado por el mencionado sector po-
ligonal consideraremos aparte los tri-
angulos que lo constituyen y vere-
mos qué volumen engendran al girar
alrededor de AE.

a) F.207.—Sea el tridngulo ABO
con el lado AO sobre el eje de giro. Tracemos la perpendicu-
lar BB' y la altura OP que es la apotema del sector poligonal.

Fi6.207.
D
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Cada uno de los tridngulos ABB' y BB'O engendra un cono, y
los volimenes de éstos conos son:

L % . BRY AR

£

; cuya suma es; -::— .7 .BB%* AO
L & .BB?.BO

Pero esta suma puede escribirse:

' 2.« .BB.(BB.AO)
3

y como el producto encerrado en el paréntesis representa el do-
ble del drea del triangulo ABO, que también puede expresarse
por AB . OP, substituyendo saldria:

1

L (w.BB'.AB).OP,
3

Pero en esta forma se advierte que lo comprendido
en el paréntesis es el drea lateral de la superficie conica
que engendrarfa el segmento AB, luego, en fin,

e (drea que engendra AB) Xapotema.

F 3
B 4) F. 208.—Si fuese el tridngulo
el BOC cuyo lado BC no es paralelo al
et ® ¢je, prolongando hasta H, por el caso
Fig.208. :
anterior

Vol. que eng. CHO = — (dr. que eng. HC) )X apotema

@ |

Vol. que eng. BHO — = (dr. que eng. HB) 3 apotema
3

y restando

Ve (drea que engendra BC) X apotema
K 3
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¢) Sea el tridngulo CDO de lado CD paralelo al eje, (figu-
ra 209). Entonces

Vol. cilindro que eng. CDD'C' =« . OP* X CD

Si restamos de este volumen los conos

C P
] D + que engendran los tridngulos ODD'y OCC’
; saldrd el volumen pedido.
; Pero por ser DD'=CC'=0P y C'D'=
L D" — CD los volimenes de los conos mencio-
S84 nados son:

L 2 0P* X O
g y su suma — o OP® XHED
3

1 0P x 0OC
3

Luego la diferencia buscada es

% OP? X CD — — & OP? . CD = > # OP2 X CD.
3 3

Lo cual puede escribirse:

L (2% OP X CD) X OP

3
y como el paréntesis representa el drea del cilindro que engen-
dra CD, como siempre;

Volumen = — (drea que engendra CD) X apotema,

CONSECUENCIA FINAL.—El volumen que engendra cada
uno de los tridngulos que componen el sector poligonal OABC
(Aig. 207) es igual: af tercio del drea que engendra su base por la
apolema,

Al considerar el limite del sector poligonal hay que reem-
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plazar la quebrada ABC por el arco del sector circular, el cual
engendra la zona, y la apotema por el radio, luego

; I
Vol. sector esférico = — (drea zona) X R.

590.—FE/ volumen de la esfera es ignal al area de su

superficie por el lercio del radio, siendo su formula
I 8 a A

— 7w . d°, en que d representa el diametro.

6

D.—Basta considerar la esfera como sector esférico
engendrado por un semicirculo, pues entonces la zona
correspondiente serfa toda la superficie esférica, y saldria:

V. esfera = (drea sup. esférica) X R.

Pero el 4drea de la superficie esférica es # . &" y R =

d

=—, luego, substituyendo:
2

V:L.w.d’.izi.w.d'
3 2o 6
591. Escolio.—De la féormula anterior se saca pa-

ra valor del diametro cuando el volumen se conoce:

3
6 Vst s it i Ly el O
uif 2

Ejereicios.—Hacer aplicaciones numéricas de las férmulas
anteriores.

592. Otros voliimenes.-El sec-
tor esférico engendrado por el circular
AOB girando alrededor de AO (figura
210) se compone del cono CORB y del
segmento de esfera separado de ella
por el circulo BC. Para hallar el vo- Eig 210
lumen de tal segmento, bastarfa, por

consiguiente, restar del volumen del sector el del cono.
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Para el segmento esfévico de dos bases, comprendido entre
los circulos BC y DE se hallara el volumen del segmento de una

base determinado por DE y se restara de €l el otro segmento de
base BC.

El volumen de la auia 0 gajo ABA'B’ (fig. 211) se halla por
comparacion con el de la esfera entera viendo cudntas veces
estd el dngulo A del huso ABA'B’ con-
tenido en 360.0

El volumen de una piidmide esférica
OCDE, es el tercio del drea del tridn-
gulo esférico que le sirve de base, por el
radio de la esfera.

El volumen de un cuerpo irregular
cuya densidad (peso especifico) se co-
nozca, se halla, expresado en dm.?, divi-
diendo el peso del cuerpo, expresado en
kgs., por dicha densidad.

l‘ié.?ll

593. Com],;aracidn de voliimenes. ZLos volitmenes
de figuras semejantes son proporcionales a los cubos de los
segmentos homologos.

Limitando la demostracién a las figuras cuyos vold-
menes se expresan por el producto de tres factores (dis-
tintos o iguales) que llamaremos m 2 y p y siendo m' n’
y £ los homélogos de la otra figura, la relacion de los
voliimenes serfa

Vv WA
A w. P
; W # P
pero como, por la semejanza, B = 2 — f"

vV sl e
AV
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En particular:  Los wolimenes de dos esferas son
proporcionales a los cubos de los diametros o de los radios.

Ejercicios.—Una esfera de doble didmetro que otra, jcudn-
tas veces la contiene? Para que una esfera sea la 27.2 parte de
otra, Jcémo ha de ser su radio respecto del de ésta?
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