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ANVESTIGACIONES  GEOMETRICAS

CAPITULO 1

ANGULOS CORTADOS POR UNA RECTA

1. La magnitud de un angulo depende, como muy bicn se
sabe, de la mayor 0 menor aberlura de sus lados, y para com—
pararle con oiro, es imprescindible valerse de sus enrrespontdi—

entes arcos trazados con el mismo radio.
Sin embargo, vamos 4 estudiar los dangulos eon rvelacion & una
recta que corle sus lad)se e difie: :bes posicionss, v eon relacicn
tambien, de la distanzia do dicha vecty al vertice.

¢l caso mas sencillo en que

2. Empecdmos por considerar
la reeta quz eorfr & ol anzulo sea cuorly de un arco correspon
dientz a dich> anzilo.
Sienl flig. 1) el anzulo MON v Lu recta MY, no hay nocesidad
da damosirar, quz eamby myor s2v M por eje nplo caands ten-
aala magaita ] NEN' moayor s3ed el dazals MON eaveespondicu-
t2 & dicha pedty MUN' y cuanlo mds
cneuentre 1a recia M N, por cjemplo en la posicion M7N" el dn-
sulo. MUON™ earpespondienty a MYN" sz m2an

3. Consideremos aliora, una recta cualquiera que para ma-
vor ekaridad la suponemos con un punto comun con la MN por
sjemplo la tecta M B y todus las que parien del punto M. co—
mo la MD,..... en la direccion de la abertura del dangulo, que son
cada vez mayires por oblicuas que se separan mas de la per—

distants (ol vdrtiee Oy Se—






ppendicular bajada desle el punto M a la recta O N, vy que necesa—
rlamente 2az al otro lado de M N, v sivvea siendoe de diferdnte mag
:m‘u’i para m2 lir un mismo an zalo M O N, deducicn fos2 Fuctln -
t2, que sezun quea las rectas M B 1 (5 B PR iunm- 1 con los L los del
angulo M O N dngulos mas desi, 'tl.i]t,“ entre si, tanto mayores ten—
dran qu2 s>r dichas reclas, es dezir, qua sienlo los angulos forina-
dos con un lado O M, cada vez mas obtusos y los formados con el
oo lado O N, eada voz mis agudos, 1as reetas M 3, M D,...500 obli-

_cuas que seoalejan cada vez mas de la perpen lica.ar y por consi—
guiente, de mayor longitud,

A De o xpucstose deduce, ligura 2% que para una mismo
rezie NN gque toma las posiciones M N',\[ N‘ M N en la direceion
dr I aheriura delanzalo MO N, v en los que el punto M permanece
tijo, los anzulos MO N, M0 N, MO N" son sucesivaments m.is pe-
qu2ios.

En efecto, para el angulo M ON Jazrectas M R, MR", M R™”
ez quaresaltard:-bepeloaseiyg D las M N, M N, M1 N" S0 0bli-
cuas que se separan cada vez mas de 1y perpendicular, 6 que sus
angulos enMson sucesivamente mayores, v1osMN O, MR'O, MR
sucesivamente menores, v tenemos que sientloM N menor queM R’
lirazta O Ntiene qer cur dentro del ianguloMO R’ por consiguiente
MON’es msnor qu: MO Uipara la MN” m saoe qusM G la rect e ON”
i que eage deatro del dnguloMO 3 v por tantoMONes menor gue
M) G, vasi pas le deansirars de los 1 nis angulos; de manera (ue
¢ wzubhMONes mayor qu:MONy estr qu» elMON" quedand » Jeo—
mpostralo que para unimis narecta qua eorta los ladss de un éncu'y

¢3 este tanto menor, cuanto mayor es la diferencia que forma la se—
cantz con los lados del angulo. ™
5. Si tenemos (figura 3* )dos rectas OM M M’y O A B perpen—
diculares entre si, y desde un punto qualquiera de la segunda O A B3
trazamos rectas que pasen por los puntos MMMy de division de 1 pri-
mera dividida previamonte en partes iguales, tenlremos:






17 Quelos angulos que entre si forman la perpendicular OAT
v Las demas reetas que & partir desde un mismo punto terminan en
13 paniosde division de la OMM'M”, son mas pequenos cuinto mas
s alzjan de la perpendicular, para eualquiera que sea la posgicion del
pato desde donde parten las rectas.

27 Quasa madida que el punto desde donde parten las rectas se
alaja del pie de la perpendicular, los angulos gue enire si forman las
ro s qua parten del punto referido aunque no flezan i serlo tien—
dond hazerse icnalas,

L efecto, sean ( figiea 3° ) la reeta OMAMM” Cividida en las par-
tes iguales OM, MM M M7,y fa DAB, perpendicular i Ly OSIMM"en
el punto 0; si desde el punts A trazamos las rectas AMLAM; AN el
anzulo U,\.‘.\[ sard mayor ¢ 12 el MAM v ostr, que el M'X 1" porloes—
puesto anteriormnie en () qu2 para una misma r2:ir 0 recias igua-
laz, es tanto menor el angulo opuesio 4 dicha recta, cuanto mayor es
la n_llﬁ_!.l'cncla de 1o angulos ADNLAMO,AMM A MM ¢  dicha rec.
(1 forma con los la los del anzulo, v ademas, segun s: ha probadg
en ( 2) que para una mizma recta cuanto més diste del vertice tan-
to maao es el anzulo, eireunsiancias amdas, que esncurren en los
anzalos O WM MAM ...

Para los anguulos que parten de otro punto eusliuicra, por
c'amnlo, B s2 puede repetir la misma demostracion.

Clawn b el punto se aleja de O en la figura eaanlo sp encuentra
¢ il s anzalos & 5y O tenderan a hacerse izaales, 6 en oiros toy--
ainos, s difereneian entre simenos que los !, 2 v 3.

51 elseto, las rectas BMGB M BAforman con las ONGMM, MM
arridos euya desigualdad es mucho menor que la formada con las
) \I \WOAM' | v ademas, la distancia de las reetas © M, MM MM %
Ve N e onhc, si ]11‘01‘101‘(‘101‘1‘1|lllPlll‘ muecho menor 'i'“‘ la de las
105 a0y resias al virliee A, v si trazamos losarcos O] (" v OHH -
1™ tenamo s qua las partes (“JIJ HH, ITH, se aproximan mds 4 las

s dguales O MM Y § '\I'\I que son su lmutu cuando el punto se
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encuentra en el infinito que las OCCC' C'C” y cuanto mas distants se
encuentre ¢l punto Btan'o mas se aproximardn dichos arcos de mo-
do que euando el punta s encuentre en el infinito los arcos OH HH'
ete. se confunden eon ON MM’ ete. y las OB BM BM' se convierten
en paralelas quz pasan por los puntos O, M, M’ y M”.

CAPITULO II

ANGULOS CON RELACION A UNA CIRCUNFERENCIA

6.Un angulo cuyo vértice estd en el centro de un etreulo, tiene
por medida el arco comprendido entre sus lados, y para estudiar los
angulos que tienen el vértice fuera del eentro del circulo, les com—
pararémos con los eentrales.

Considerémos, figura ¥, en primer lugar el angulo en el centro
AOB que tiene por bisectriz el diametro MO, sihacemos correr el
vertice O 4 lo largo del diametro permaneciendo constante el arco
AB, es evidente, que el dngulo AOB disminuira hasta llegar 4 O'en
que s hace la mitad, 6 si por el contrario, el angulo AOB permane--
¢ eonstante, el areo AMB aumenta, y euando el vértice O esta situa-
do en U el areo AMB® es el duplo de AB, de modo, que corriendo el
punto O hasta ( el angulo disminuye si el arco permanece constan—
t2, o por el contrario, aumenta el arco si el angule permanece cons-—
tante; & esta clase de angulos les llamarémos normales con relacion
al arco y cuerda que subtienden, con la que forman dos dngulos igu-
ales entre si; y 4 los demds dangulos, que con su cuerda correspon—
di dos dngulos desjguales les llamarémos anormales, y

—
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lez aplicarémos por tal molive, con relacion & sus euerdas las reglas
del eapitulo primero.

De lo expuesto, s2 deduce que en lps dngulos uormales para un
mismo angulo, el arco que abrazan y su cuerda son tanto mayores,
cuanto mas disten del vértice; y para un mismo arco y cuerda, son
tanto menores dichos angules, cvanic i e Cislen ded yaatice; yen
los anormales, eonsiderando las euerdes como seantes de los lados
del angulo, cuanto mayor sea la diferencia entre losingulos que Ia
cuerda forma con los ladoes del angulo, mayer cord la cuerda y su
arco y menor el angule; o expresado en olros térininos, para un mis-
mo angulo cuanto mas anormal sea 4 su cusida y aveo correspon—
diente, mayores serdh el arco ¥ cuerda, ¥ para m mismd arco y
cuerda cuanto mis anomnalas sean 4 losla Dadal anzul - menor se-
rd el dngulo. : 3 ek

7. Hemod estuwdiady el angulo en funzion (s la distaneia del
vartice al ared ofcuaila, v da sanormalididsaparadameante; v aho-
ra, 1o estudi 'll‘.'}!ll']\ o3 atenlien To simultangam snizdamb s eircuns—
pareias. \ . :

Supongamos ( figura 4 ) los angulos coasazut’vos i zaales cuyo
virtieo M esta entre el centroy la civeunfercueia, v gue sulitienden
por un lado los arcos AB,BL,CDy & los quanss relovirémos, v porcl
opussto, los A'B" < B < G'Dque eomd coreos on lea d angulos
ignales, subtienden mayor arco losque mas distpiate le tienen del
vartiee, y son ademas masanormales, porla taniy, si la samistma
de losarcos correspondientes & los dngulos cuyo vértice es M, y que
estan construidosiguales ha de ser igual, se tiene pue verificar que
AB > BL > CD de manera, que refiriendonos i los sreos AB,BU y
(D, para angulos iguales, subtienden mayor arco, loz que mas se
acercan al diamefro que pasa por el vértice comun, y para arces
iguales, son menores los dngulos que tambien mas se aproximan
al diametro.

Se puede observar en estos dngulos, que aun cuando la distan —






cia dlel vértice al aveo, esti contrarresiada por la mayor cnormali-—
Jaddelos que masse aparian del didmetro, heluve mds guee la anor-
molidad, y son mayores los arcos que mas disian d 2 su vértice

8. Cuando el vértice comun ( figuraf) s3> encacnira en la cir-
cunferencia, la mayor distancia del vértice al arco y su cuerda, esia
ciactamente compensada con la mayor anormalidad, es decir, pue
para un mismo angulo, cuanto mas anormal sea mas arco abrazan
sus lados, y cuanto mayor sea su distancia del vértice al arco, ma—
yor arco abraza tambien, y en el presente caso én que los angulos
sull Inseritos, y que tienen todos la misma e dida, el mas anormal
¢s igial al mas normal, pero que en cambio dista su arco mas del
vértice.

9 Cuando el puntc se encuentra fuera de la circunferencia
(Nguraz') la condicion de normalidal al conteario de cndoel vér-
ies se encuentra dentro, sapera a la velativa de la diszaneia del ver—
tice al areo, es decir, qua para dngulos iguales, los arcos son tanto
mayores cuanto mas anormales son los angulos, 6 lo que es lo mis-
o) para arcos iguales, 1os angulos o1 tatio mas piusnos, cuanto
s anormales son 6 mis s2 separan del diametro.

Los arcos que consideramos en este caso, lo migmo que en el
pelitero, son los mayores para cada angulo.

Se comprende facilminte que la condicion de normalidad dis-
wnuye sensiblemente, a medida que el yéruesse va alejandos; v la
distaneia relativa del vertice al arco, entre dos angulos cuates(era
¢ Coparalivamente menor, por la mayor 100gitd . ue sas lados, v
pederendonos a la (fig. 72 ) en la que los arcos AS, 8 1y G se han
consteardo iguales, los angulos dependeran de 1a magnitud de los
arcos A B > B'(C > C'D'; porque concurren las dos eircunstancias
de anormalidad y mayor distancia del vértice al arcoy/luego AOB <
BOUG < COD.

Supongamos sin embargo, que AOB no es menor que BOC y
este que COD; enfonces seran iguales O mayores. En el primer caso,
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¢ dreo VB seramay weue DGy agle gire BTy v mizon Jd=>1a
Seiiaierencia ao Anzulo OB fepdrd vue ser wcior

que BOCY esie e GODL Sson uayvores, sadoaee s caan iy or raé~
zo la sraidifeeencic de Disarcos, nos da qu e el augalo XOD 3
manor que el BIC y esle ue el C)D.

10. Por ultimo, cuan.do el punto se cuciaentia en el ininito, s. -
poniendo los dngulos iguales, los lados se comvieren en paralelas
que cortan al diametro en partes iguales, y que determineu ( fig. -
8') los arcos AB BC y CD...

Trazando las cuerdas de dichos arcos y prolongandolas hasta
queencuentren a laCC’ DD’y ER tenemos; que AB == BM; BI=CN,
v 2D = DR de donde DE > CD> BC > AB por oblicuas que se se—
paran sucesivamente mas de la perpendicnlar, y sus arcos corres—
pondientes, van siendo mayores 4 medida que s2 algjan del didmetro
& cuanto menos normales son 4 las rectas DD’ C.2° BB v A\,

Haciendo un resumen de la discusion precedent: se puzde esta-
blecer: .

1°.  Que si desde un punto interior 4 una cireunferencia, se
trazan dngulos iguales, tienen mayor arco los que mis se aproximan
al diametro. :

2°. Si el punto esta en la circunferencia, los dngulos iguales
tienen el mismo arco, se aproximen ¢ no al diametro.

3% Si el punto se encuentra fuera de la circunferencia, tienen
mayor arco los que mas se separan del didmetro.

birs Ghiaivr=g s

m__
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CAPITULO I

ANGULOS CON RELACION A LA CGIR:IUNFERENCIA
Y AL DIAMETRO.

11. Teorema. Sitenemos dos diiimetros perpendiculares entre
si, y desde un punto tomado en uno de ellos, se trazan rectas que pa-
sen por los puntos de division del otro diametro dividido previamen-
te en partes iguales, se verifica;

1°. Que cuando el punto es interior al circulo, fos areos que de-
tarminan dichas rectas son maaores a medida qne srsepacon del did-
mefro, . {2\ el

2’. Que segun se va alejando el punto del cantro de la circunfe~
rencia, los arcos tienden a hacerse iguales, :

3. Que existe un punto fuerd de Iy t:il‘t'l.ltll'c'i'trilt"I--l, en el que los
arcos determinados por las rectas que pasan por los puntos de divi-
sion del didmetro, son iguales y pasado dicho punioson mavores los
que mis se separan del diametro.

Sea (figura 9 ) el punto M situado en el diametrc NN' perpendi-
calar a4 AA’, y dividido en n partes iguales que en la figuea supandres
mos dividido en ocho, omitiendo 1as cuatro corrvesporadicntes 4 OA”
por la simetria de la figura, vamos 4 probar que AR < B < C'D
< D'N. En efecto, tenemos demostrado que para un punto interior q
un circulo, y angulos iguales, los arcos que mis so separan del dia-
mafro que pasa por el punto son sucesivamente menores; en ¢l caso
jresente, lo serdn con tanta mas razo, cuanto que los angulos son su.-
cesivamente menores por lo expuesto en (5).

Cuando el punto se encueatra en N, si los dngulos fusran igna-
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l23, tambien lo serian sas arcos correspondientes, pero aun cuando
I..L‘.!lLll;l] & aproximarss, si:mpre son sucesivamente mayores los i -
walos mas cercanos al didmetro por mas proximos d la perpendic.
lar, y por consiguiente lo mismo sucede eon los arcos correspondic. -
tes. Si el punto se aleja cada vez mds de la circunferencia, los angu -
I35 aunque tienden a hacers: iguales, siempre sHn mayores unos que
uiros en el orden arriba dic.ao, pero nos sucxde 1y mis.no con los ar—
cus que van aumentando los que mis ses p.ran del dimetro & me—
duda que el punto sealeja de Im.h.guul'ul encia. Cuandoel punto M

» encuentra en el infinito, las te{,t% MM 3, MC v MD se eonvierien
en paralelas que pasan por los puntos A3 v D; v entonces, deter—
minan como se tiene demostrado en (1)) quzel areo AB' > B'C’ >
G'D" > D'N.

Haciendo un resamean d: o expuesio, tenea.o s que cuando el
punto M es interior 0 ¢stuea lacirewn erencia, el arco AB' < b’'J' <
< C'D' < DN, es decir, que los arcos que mis se separan del dm-
metro, son sucesivaments m2no.es, y cuando el panto se cm,u 2t
en el infinito, por ¢l contravio el arco AB’ s wor que B'Uestrque
('D" este que D'N; es decir, que los arcos que wis se sepaian del
liametro son sueccesivamente mayores, luego indudablemente antes
e ilegar al infinito, existe un punto fuera de I circunferencia y solo
uno, en el que los arcos necesariamente tienca que ser iguale; su—
pongamos pue no sucetla asi; indudablemente ¢.da arco con el (e
I3 sigue pftsa por un estaido de m wgnitud izual, v si dividimos el dm—
metro AAT 6 mas bien el ra liv X0 en partes du; tres, ete, ...... veces
mayores 6 menores tenien [ prosente quel)s razon unieutos anterio -
res son estensivos 4 cualquicra numero de partes, cada arco como
hiemos dicho con el que le sigue, pasa por un estado de magnitud i-
gual, y mal puede por ejempl> una division doble de otra 6 que cons-
t1 de dos partes iguales en lo que se refiere al didmetro, pasar por
nu estado de magnitud igusl a la parte que le es adyacente, si simul-
tiieamente no pasan por un eztudo de magnitu Lizual las dos par-
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t 13 de que se compoaen el uaa de las dos divisiones dobles de que
<2 trata; y asi sucesivamen:s se puede ir demostrando de cada dos
) irtes consecutivas, luggo existe un punto fuera de la circunfereucia
Jssde el que trazando rectas que pasan por los puios de division de
in diametro previamente dividido en partes iguales, determinan en
11 semiecircunferencia opussia, aress tambien iguales, 6 en otros ter-
minos, existe un punto fuera de la circunferencia, que trazando rec-
t1s que corten al didmetro v & la semicireunferencia opuesta, lo ha
:2n en partes proporeionales a los dos.

1 punto referido como hemos dicho ¢s unieo, pues si dividimos el
radio AO respectivaments en 2m y 2n paries iguales es evidente que
4 las m y n partes,corresponide la mitaudl de AD y un mismo punio pa-
ca las dos partas iguales ea e queladividids el radio AO que no
godran ser iguales si no 1o soa simaltacameante las m oy nanterio—
w23y posterioryes dal panty malioide AL,

Todos los razraun.eospoece lentes, puaden repetirse y apli--
carse a cualquiera cuerda respecty del aréo mayor que subtiende y
sl punto se halla tanto mas cerea de la elrctiicencia crarto mas
p2quenaseq la cuerda. ._

12. Teorema. Sidividimos uididmetro en tres parvtes iguales,
v desde [os extremos del mismo,con-uun radio igaal a referido diame-
wo, trazamos dos arcos que Se cortan en un pu 1o tensmos:

1°.  Que trazan [y rectas desle i ho paa.s e pasen porloside
Uviston del diame:ry determinan en la semicireanterencia opuesta,
sasiareos tambisa ixaales.

2%, Quapeolongw by b cacedacoreespon licate o la parteme—
A gue es paralela al diqaeno, y las rectas ttazadas desde el punuo
ceferido, y que pasan por los edtremos del divmetoo, determinan una
caeta igual & tres vecas la cazrda eorrespondientz a la tercera parie
A2 la semicireunferencia diviilida en tres partes iguales.

Saa (figura 11) el diametro AD dividido en las tres partes igua-
123 AB, B2 v G0 v la symiciveunferancic ABCD quapreviamente la



L S e e N



hemos dividido en {res paites tembicn iguales AB; B'CyC'D y tra—
zando el diametro perpendicular al AD tenemos; que uniendo los
puntos By B',Cy €', lasrectas BB’ y CC" se encontrarin en el did-
metro, por oblicuas que s2 saparan igualmenta de la perpendicular
PR; considerando ademis, que B'C’' = radio y BU == dos tercios del
radio, sus mitades se hallarin en la misma relacion, vy BB y CCF
se encontrarin en un punto P situado en la paite superior del dia-
metro AD; prolongando ahora la recta B'C' v trazando las rectais PA
y PD prolongadas hasta M y N en que encnentrau a laB’J'prolonga-
da tenemos; por ser la MN paralela & AD los triangulos semejantes
PMB’ y PAB, PB'C y PBC,PC'N y PCD que tienen la misma relacion
de semejanza, dan las proporciones siguientes, MB : AB =DB'C" ;
BC=C'N : CD= 3:2 pues tenemos que B'(;" = radio yB (. igual
a dos tercios del radiode mo 1y quaB ¢ BC=3: 2 y por ser AB =B(;
— ;D t2ndran que ser MB'=B("=('N eon loquz queda demostra-
do que MN = 3 B'C5solam a2 s falta demostrar qua AP v DP son
iguales al diametro. En efzcty, ea los tridngulos AB'M y DCN tane-
mos sazun acabamos de demostrar, que AB'=MB vy D (/= N por

consiguiente, [os angulos opuastos seran iguales, y MA B scrd igual
a AM By NDCligual & NCD paro los angulos AIM y DN va'en 60 ©
por externos del exagono regular inseripto, lnego los tres angulos de
los tridngulos ABM y DC'N y sus lad)s son izaales y estos al radio;
por otro lado, tenemos MU ; AB = PM : PA=3:2yNC: DC =
PN : PD =3: 2dedonlafacilmnta sz deducs qus si PMy PN tienen
tres parteés y PA y PD tiencu dossus diferencias que loson AMy DN
lzndran una parte qua es igaal al radio; luego PA v P D son iguales
al didmetro, con le que quedan demostradas las dos partes del teore—
ma. Da lo expuesto, y dada la praporcionalidad que determinan las
rectas que parten del puntol” entre el diametro AD y la semicireun—
derencia opuesta & dicho punto, se deduce facilmente la regla para
dividir la cirunferencia y un arco cualquiera en ¢l namero posible de
i puies iguales que s desee.
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13. Corolario. Una vez detwrminado el punto, vames i suponer
lividido el diametro en cualquicra namero de partes iguales, ¢n n,
porcjemplo (figura 12) v sap omiendo que una deellas lo sea AB di-
cidida por el diametro PN' en dos partes iguales, si desde el punto P
cn que PM es igual 4 dos radios, trazamos reetas por los puntos de
division del diametro que suponemos divididy en n paries jguales,
dividiran tambien & la semicircunferencia opuesta MN'N en i arcos
iruales segan hemos demos'radoyen (11y 12) qu: sabtenderan n cuer-
das iguales 4 CD; de donde resulta que CD : AB=CD X n : AB X
n y prolongando la recta CD hasta que encuentre 4 las PM y PN pro-
longadas, tendremos que C'D’ ; MN == CD : AB; luego si MN = AR
K n, CD =CD X n. El mismo razonamiento puede hacerse divi-
diendo el diametro y la semici: ¢ inferencia en cualquiera namero de
partes iguales, y cuando estas partes se confunden con la semicir—
cunferencia, el perimatro formulo por las cuerdas sora la misma se—
micircunferencia, y suponien.lo prolongada la parte que se encueri-
tra en el punto medio, se convertira en la tangente TT" y tendremaos
I'1" —= semicircunferencia.
Caleulemos ahora TT' 6 mejor su mitad TN'; los triangulos se—
mejantes PTN' y PMO nosdan TN’ ; MO = PN’ ; PO; yenel triin-

gulo PMO tenemos PO = V PMR —MO* —y &2 — 12—y ) 3.
PN’ =PO 4 ON’=r§/ 3+ ry MO =r = radio y sustituyendo tei-

dremos; TiN_’ ir=(r+ry
ry 3)sryY 3=r-+r:y 3 dedonde circunferencia = 4r 4 4 :

le
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