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RESUMEN HISTORICO

DE LA

EVOLUCION DE LOS CONGEPTOS MATEMATICOS

En el desenvolvimiento de la ciencia humana des-
cuella la Malemdtica por el prodigioso desarrollo 4
que han llegado sus diversas teorias, mediante la
agregacion incesante de los nuevos conceplos que se
unen 4 los anliguos para engrandecer el sélido edifi-
cio 4 cuya elevacién han concurrido todos los siglos;
pero en verdad ninguno con el vigoroso impulso que
el presente.

La Metafisica, las Ciencias sociales, la Literatura,
moviéndose en el circulo de la realidad externa 6 de
la realidad de nuestro sér, se limitan 4 cuanto se
halla en la esfera de las existencias; la Matemadlica,
ciencia de las mds ideales, se funda en puros concep-
tos de la razén que admiten una combinacién indefi-
nida en la regién, no solo de lo existente sino tam=-
bién de lo posible.
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Por esto se comprende que las primeras vacien sus
ideales en idénlicos moldes, pues siempre los mismos
problemas, en rigor, surgen del fondo eomiin en que
se desenvuelven las ciencias cosmogdnicas, antropo-
l6gicas y teoldgicas, que & los puros conceplos de
nuestra razén unen maleriales constituidos depen—
dientes de la aclividad y de lo= sentimienlos, faclores
que inlegran con aquélla las facultades del sér hu=-
mano.

La Matemadtica tiene mds libertad de accién aunque
se funda tan solo en los conceptos de espacio, mimero
y tiempo. Y si las demds ciencias parece que se mue-
ven en espacios circulares 6 esféricos, es decir, en es-
pacios cerrados, en que el progreso se verifica por
intus-suseepeidn, 6 mejor, por un perfeccionamiento
intensivo ocasiondndose cada evolueidn en log mismos
asunlos aue las evoluciones anteriores, la Malemadtica
avanza en serie indefinida por combinaciones de sus
elementos primitivos que extienden sin cesar el cam-
po de sus investigaciones.

El gran reformador de la ciencia y de la filosolia,
Descartes, reduce la Filosoflia natural 4 la Matemdli-
ca; la Mecinica y 1a Fisica se hallan referidas en su
sistema 4 consideraciones de la extensidn figurada y
mdvil, pues la Meecdnica presupone la Geometria en
cuanto conecierne d las fizuras, y los problemas de las
fuerzas y los movimientos son cuestiones algébricas,
como lo son las de la Fisica en cuanto llega 4 ser
cienecia aplicada.
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Al encerrarse en la duda hipotética el fundador de «
la ciencia moderna, le lleva la consideracién de la
solidez de la Matemdtica & afirmar la existencia de un
método fundamental de que esla es la envolvente,

Al reemplazarla extensin real, linea, puntoé super-
ficie, por un concepto del espirilu, es decir, al definir
el ohjelo del conocimiento, fal cual se le quiere consi-
derar, presenta Descartes los fundamentos de la cer-
teza geometrica. Ademds observa que las ciencias
matemadlicas, cuyos objetos son tan diferentes, con-
cuerdan entre si por el hecho de no considerar en es-
tos mds que sus relaciones, hasta el punto de que
basta considerar estas mismas relaciones en los ni-
meros que las representan de una manera abstracta
y general. Y asi, al manifestar que todas las ciencias
cuyo objeto es la investigacién del orden y de la me-
dida se refieren 4 las malemdlicas, sin imporlar que
esto suceda en los mimeros, las iguras, los astros, los
sonidos 1 otro objeto cuya medida se busca, llega 4
afirmar que debe exislir una ciencia general que ex-
plique lo que es posible investigar sobre el orden y
la medida (Recherche de la vérité, edit. Cousin t. x1
p. 213) v deja, en fin, establecido el examen del Alge-
bra, la Geometria y la Mecdnica desde un solo punto
de vista.

Continuando el desarrollo de los principios de la
filosofia cartesiana aungue llevados en sus consecuen-
cias 4 un exagerado misticismo, Malebranche coloca
en lugar preeminente la Aritmética, el Algebra y la
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(zeometria: 4 esta es cierto que la considera de infe-
rior condicién, pues aunque la encuentra 1itil para
fijar la alenci6n en las cosas cuyas relaciones se bhus-
can y ayuda 4 la imaginacién con sus lineas y figu-
ras para sus representaciones, no perfecciona tanto
como las otras el espiritu, y aun observa que el lge-
bra llega mds brevemente 4 log resultados que la Arit-
mética, porque cuando una operacidn de la Aritmética
descubre una verdad, una operacién semejante del
Algebra descubre una infinidad, formando ambas
ciencias, en su sentir, la verdadera légica que sirve
para descubrir la verdad, y son las solas que dan al
espiritu toda la extensién de que es capaz.

Esta subjetividad de la Matemdtica también resul-
ta de una manera visible en la doctrina que el filéso-
fo Arnaldo expone en la célebre l16gica de Port-Royal
Y Vico en su criterio. El primero distingue las cues-
liones en problemas de nombres 6 de cosas, y consi-
dera el método de los geémetras como el mds propio
para persuadir y convencer completamente al espiri-
tu, pues ademds de no establecer sus razonamientos
mds que sobre principios claros y evidentes y de pro-
bar demostrativamente todas las conclusiones que enun-
cian, no dejan ninguna ambigiiedad en los términos
que eslin dados por definiciones de nombres, es decir,
por definiciones en las que la palabra definida se con-
sidera como un sonido que se delermina en seguida,
de modo que sea signo de una idea designada por
otras palabras, y asi definen los gedmetras la circun-
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ferencia, el paralelégramo, etc. , definiciones que son
incontestables y que pueden servir de verdaderos
principios en el encadenamiento cientifico,

Mis terminantemente y de un modo m4s explicito,
si cabe, se expresa el subjetivismo matemdtico en la
doctrina del fildsofo Vico que hace consistir el eriterio
de la verdad en que esta haya sido hecha, por lo cual
nuestros conocimientos son completamente ciertos,
cuando se verifica dicha circunstancia y van perdiendo
su certeza & proporcién que el entendimiento pierde
su cardcler de causa respecto 4 los objetos. Asi como
las palabras son los signos de las ideas, estas son los
signos 6 representaciones de las cosas, y 4 la manera
que el leer (legere) consiste en reunir los elementos
de la escritura con los que se forman las palabras, el
conocer (intelligere) consiste en reunir todos los ele-
mentos de una cosa, de lo que resulta la idea perfecta.
Y de que lo verdadero es lo hecho, Vico deduce que
las matemdticas son Jas'mds ciertas porque son una
especie de creacién del entendimiento, que partiendo
de la unidad y el punto, construye un mundo de for-
mas y de mimeros por combinaciones indefinidas.

Hecha esta breve reseiia, que expresa el cardcter
subjetivo de la Matemdltica, apoyada en el testimonio
de Jos fildsofos que mds han insistido en esta rama
de los conocimientos humanos, seguiremos adelante,
y desde el fundamento de la Malemitica moderna, que
como hemos visto, realizé Descartes al fundar una
Geometria general apoyada en reglas invariables, que
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le permiten representar los lugares geométricos por
ecuaciones, refiriéndolos 4 un sistema de coordenadas,
pasaremos, 4 consignar las investigaciones de Fermat,
que son los cimientos sobre los cuales mis tarde queda
organizada la teoria de los mimeros, ese ampl'ia des—
arrollo que la ciencia adquiere con el método de las
fluxiones de Newlon y el de los infinitamente peque-
fios de Leibnitz, la transcendental invencidn de Neper,
los trabajos de La Hire, fiel todavia al método de los
gedmeltras anliguos, primer iniciador de los métodos
de transformacion de las figuras, las investigaciones
de Pascal y Desargues sobre las céniecas, los trabajos
de Mac Laurin y Clairaut sobre las curvas, todo lo
cual, asi como otros importantes descubrimientos, va-
mos d ver de qué manera nos permite llegard la época
presente, cuyo aspecto general en sus diversas mani-
festaciones es el ohjeto capital de este Lrabajo.

Ya no ocurre, como en las épocas de la civilizacién
greco-romana, que un reducido mimero de talentos
culminantes, como Euclides, Arquimedes y Apolo-
nio, resuman el total progreso cientifico de su época,
ni se asiste 4 aquellas contiendas que desde la época
de Tartalea y Cardano se continuaran sobre puntos
diversos; ya entre Descartes, Roberval, Pascal y Fer-
mal; ya después, entre Newlon y Leibnitz, sobre los
fundamentos del cdlculo de los infinitos; ya, en fin,
casi en nuestros liempos, entre Buler y D’Alembert,
acerca de los logaritmos, hechos todos que manifies-
tan cémo el saber y el progreso cientifico se hallara
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vineculado en un corto mimero de nombres que lo
representan.

El siglo xix se distingue por la universalidad de
los descubrimientos, no limitada 4 determinados in-
dividuos 6 naciones. Todos trabajan en la obra co-
mtin; la ciencia no se resume en un nombre propio,
asi como la civilizaci6n no es la de uu pueblo espe-
cial, sino que el desenvolvimieuto tiende & ser el de
la humanidad.

Cada nacion ha tenido y tiene sus represenlanles
en los talentos que mids se han distinguido por los
amplios desarrollos de doctrina 6 por las nuevas fa-
ses segiin las que estos se han verificado; pero todas
las direcciones parece (ue convergen en un mismo
foco, y no se trata ya de un progreso parcial de ra-
mas determinadas, sino de una evolucién en todos
sentidos, que hacen cada vez mds frondoso el drbol
de la ciencia humana bajo la accién de muiltiples y
variadas influencias.

Por efecto del siempre creciente impulgo de la eien-
cia, esta se ha dividido naturalmente formando re-
giones varias, en las que con cierla independencia
relativa se agitan Jas inleligencias, Los metalisicos,
los quimicos, los [isicos, forman agrupaciones sepa=
radas, que en distintos horizontes tienden 4 la unidad
de todas las ramas en el tronco comiin.

En la Matemdtica tiene Francia en primera linea 4
Lagrange y Cauchy como los representantes mas ca-
racterizados de su desenvolvimiento general, y espe-
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cialmenle en los progresos del Andlisis, que el dltimo
llevd 4 su estado de mdximo desarrollo durante cerca
de medio siglo, llenando constantemente las pdginas
de los Comptes rendus de la Academia de Ciencias de
Paris y publicando obras cuya simple enumeracién
ocuparia muchos renglones,

En Alemania, Gauss es el digno émulo de Cauchy
por el vasto alcance de sus descubrimientos, unido 4
su precisién é importancia, y seria una grave omi-
sién la de no citar 4 su lado los nombres de Jacobi y
el matemdtico noruego Abel, que desenvolviendo los
principios de la teoria de las funciones elipticas, ex-
puestos por Legendre, han ofrecido el nicleo mds
importante de verdades que con mayor insistencia
han profundizado los matemdlicos contempordneos.

La teoria de la continuidad, hoy tan admirable=
mente expuesta y conocida con tanta riqueza de deta-
lles, tiene su amplia y consistente base en los descu-
brimientos de Cauchy, entre los que nos ceiiremos
4 citar la Memoria acerca de las integrales definidas
que en el afio 1814 le permilié darse 4 conocer como
analista de alto vuelo, donde se halla establecido el
trdnsito de lo real & lo imaginario y se expone la
nueva é importante teoria de las integrales singulares,
que le condujo al edlenlo de los residuos de tantlas
aplicaciones en el Andlisis superior.

A estos descubrimientos, entre los muchos que en-
cierran las obras de Cauchy y que ahora no procede
enunciar, es preciso afadir actualmente el que com-
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pleta el célebre teorema de Sturm, al extender la de-
terminacién del niimero de raices reales de una ecua-
cién comprendidas entre dos limites, al caso en que
se consideren también las imaginarias. Hsta extensién
del teorema de Sturm se halla en la Memoria que
Cauchy presenté 4 la Academia de Turin el afio 1831
y en el cuaderno xxv del Journal de U’Ecole Polytech-
nique, donde publicé su Memoria sobre el cdleulo de
los indices de las funciones, los cuales le sirven para
hallar directamente, sin intervencién del cdleulo in-
tegral, el teorema conocido hoy con su nombre en la
ensefianza cldsica, que uliliza también las simplifica-
ciones que ofrecen las demostraciones publicadas des-
pués por Sturm y el abate Moigno en el tomo 1 del
Journal de Liouville.

Los descubrimientos citados, unidos 4 los que con-
tienen las varias Memorias lanzadas 4 la publicidad
por tan prodigioso talenlo matemdltico, relativas 4 la
teoria de las cantidades geométricas (Nouv. Exerc,,
tomo 1v), fundada sobre la representacidn geométrica
que al mismo tiempo en Francia é Inglaterra dieron
4 conocer Argand y Bouée, y que contribuyeron &
perfeccionar Francois, Mourey, Warren, Vallés y
otros; sirviendo de base 4 Cauchy para amplificar el
nuevo concepto y fundar la leoria de las funciones de
las variables complejas 4 cuyo desarrollo en Francia
contribuyeron Puisseux, Liouville y Hermite, y cuya
exposicidn en forma de cuerpo de doetrina adaptada
4 los fines de la ensedanza hicieron los matemdticos
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Briot y Bouquet en su Théorie des fonctions ellipti-
ques, obra 4 que han seguido otras muchas con el
mismo objeto,

En Alemania, el célebre matemético Riemann, arre-
batado prematuramente # la ciencia, pero no lanto
que no le fuera permitido dejar honda huella de su
rdpido paso por la vida, introdujo importantes modi-
ficaciones & la doctrina de Cauchy con la concepeién
de la superficie que se conoce con su nombre, y que
hace derivar de la idea de una superficie helicoidal
que se deforma hasta constituir un plano de n hojas,
con su teoria de las conexiones, y con olros modos de
ver no menos originales, todo lo que ha servido de
punto de partida 4 eminenles gedmetras alemanes,
(que en este senlido han expuesto la teoria de las fun-
ciones y la siguen exponiendo en el avance lan uni-
versal que hoy se advierte en la ciencia germdnica.

Otra de las ramas que parten del comiin tronco,
desde donde se extiende con rdpido proceso la ciencia
matemdtica, ¢s la que en este siglo tiene por origen
la vasta sintesis que Gauss realizd en la teorfa de los
nimeros, y en que colabord con elegancia suma Poin-
sol, que ademds de inleresanles Memorias donde las
ideas de orden y combinacién tienen una importan-
cia capital, resumi6 sus elevados puntos de vista en
suobra Reflexions sur les principes fondamentaux de
la théorie des nombres. Y, en fin, los descubrimientos
de Lejeune Dirichlet, Kummer, Kronecker y Dede-
kind, constituyen con los anteriores el fondo de cuan-
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to hoy surge con el fin de realizar nuevos desarrollos
6 de presentarlos dispueslos & la ensenanza de la ju-
venlud.

Si nos fuera posible fijar exactamente la verdadera
importancia que la idea de cada rama de la Matemd-
Lica tiene dentro del conjunto que inlegran, dirfamos
que entre esa rama del Andlisis cuyo origen se halla
en Newton y Leibnitz, y después, segiin hemos indi-
cado, desarrolld Cauchy, y enlre la que acabamos de
examinar como uno de los asuntos en que principal-
mente se ejercit6 el talento de Gauss, debe colocarse
el Algebra, que comprende un género de ideas cuyo
valor y exlension dificilmente se puede determinar
con respecto d las que expresan dichos dos desenvol-
vimientos de la idea de la cantidad.

La Aritmética de Diofanto, que tan timidamente
resuelve los problemas de la determinacién del nii-
mero, apoyado por entonces continuamenle en repre-
senlaciones lineales, superficiales y de volumen, que
también los matemdlicos drabes creyeron indispensa-
bles para dar realidad 4 los resultados hasta el punto
de que, aun el nimero fraccionario sea Lratado con
ciertas reservas y se hallen completamente excluidos
los inconmensurables, perteneciendo lo negativo y lo
imaginario 4 la regién de lo inconcebible hasla la
época de Cardano, que halls por primera vez el caso
irreducible en lasecuaciones de tercer grado; de Bom-
belli que con superior sagacidad establecid definitiva-
menle la correspondencia de la forma imaginaria de
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las tres raices con el caso de ser estas reales; y sobre
todo de Vieta, que forma época en la ciencia al fun-
dar el Algebra, siendo preciso, sin embargo, que el
genio de Descartes, al no concebir en los objetos de
las ciencias matem:dticas mas que las relaciones, cu—
yos representantes de un modo abstracto y general
fueran los niimeros, generalizara desde luego la idea
de polencia, solo considerada por entonces hasta el
grado tercero correspondiente 4 los niimeros sélidos;
Y, en fin, que este genio excepcional llegara 4 la cons-
titueién puramente intelectual y simbélica de la Cien-
cia, dando cabida ‘en ella 4 las cantidades negalivas,
hasta entonces relegadas al dominio de lo no exis-
tente y que desde este momento han tenido una signi-
ficacién geométrica, en la obra que realizd al fundir
entre si los conceptos de mimero y extensién cuando
tradujo las figuras en ecuaciones.

Los descubrimientos de Descartes parecen la pre-
paracion natural de los que 4 continuacién se verifi-
can en la teorfa de las magnitudes. Newton y Leib-
nitz son los herederos que aumentan el legado de su
glorioso antecesor con el nuevo cdlculo. La teoria de
la countinuidad aparece en la doctrina de Leibnitz
como un nuevo objetivo, que atrayendo la atencién de
los espiritus matemadlicos habia de ser manantial de
donde tantas ideas surgieran sucesivamenle para for-
mar los elementos de la organizacién naciente de la
Malemdtica.

Los principales descubrimientos realizados en el
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siglo xvi1 se refieren 4 la idea de continuidad, [unda-
mental en los diversos modos de geueracién de las
cantidades. Basla cilar 4 Brounker, que dié 4 conocer
las fracciones continuas; & Mercalor, que obtuvo se—
ries notables que le permitieron determinar el drea
de la hipérbola comprendida entre las asintotas; d
Wallis, cuyo método de los infinitos, expuesto en su
Aritmética infinitorum, es una aplicacién del andlisis
cartesiano al método de los indivisibles de Cavalieri.
Y si en el siglo xvir el nuevo cdlculo absorbia casi
por completo la atencién y ejercitaba la actividad de
los gedmetras, dificultando en cambio el desarrollo de
otras ramas de la Ciencia, en el siglo xvur tiene lugar
una insistente inclinacién de los mateméticos hacia
el perfeccionamiento de la teoria de las ecaaciones
que se hallaba casi en el estado en que la dejo Des-
cartes.

Pero el Algebra necesilaba para su desenvolvimien-
to, ademds del conceplo de magnitud, el de combina-
cién. Este iiltimo es sin duda el que le imprime ca-
récter y permite distinguir dicha rama de las demds
de la ciencia malemélica.

En verdad que el concepto de orden combinalorio
domina toda la Matemitica, lo mismo en la Geome-
tria que en la Algoritmia; pues si en esla se combi=
nan nimeros ¢ cantidades reducibles en udllimo Lér-
mino & nimeros, la combinatoria predomina en la
formaciin de las cantidades geométricas. Y si una
ecuacién expresa correlaciones numéricas, una forma
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geométrica expresa correlaciones de puntos, lineas 6
superficies, pudiéndose referir una de estas clases de
correlaciones 4 la otra; y esta refercncia nos conduce
4 la Geometria analitica, donde las varias formas de
correlacién entre el niimero y la posicion se hallan
expresadas por simbolos como lo imaginario, el infi-
nito y lo indeterminado, que son verdaderos signos
del modo de correlacién impuesto 6 establecido & priori
por nosoiros.

Limitindonos al orden combinatorio en sus apli-
caciones al Algebra, nos vemos en el caso de ecitar
desde luego la obra Analyse des lignes courbes en que
Cramer expuso la regla hoy conocida con su nombre
Y que es el origen de la teoria de las determinantes.
También es preciso citar 4 conlinuacion los nombres
de Waring y Vandermonde que van unidos 4 Ia idea
de las funciones simétricas, asi como los de Binet N
Cauchy. BEn cuanto hace referencia 4 la teoria de la
eliminacién, necesariamente se impone el recuerdo
de los importantes resultados que la ciencia debe 4
Euler y Bezout, y si se trata de la resullante y de la
determinante, se ve que Gauss con sus determinantes
adjuntas, Cauchy con sus funciones alternadas, Jacobi
con sus numerosos é imporlantes descubrimientos,
Ballzer, Brioschi, Truddi, y otros que se pudiera
cilar como expositores de esta rama del Algebra, resu-
men la historia de una teorfa hoy tan importante ¥
lan universal y comunmente empleada en toda cnes-—
tion del dominio del andlisis hasta el punto de que
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en este tiene actualmente tan natural empleo como el
nimero en los problemas aritméticos.

Existe, sin embargo, otro concepto de lanla impor~
tancia en el Algebra como los de la delermninante y
resultante, 4 saber, el de la sustitucidn. Aquellos
predominan eén cuanlo se trata de sistemas de ecua—
ciones, la subslitucién es un elemenlo necesario en
la teoria de la resolucién de las ecuaciones, 6 sea
principalmente cuando se trata de una sola ecuacion.

Vandermonde en sus escritos sobre la resolucion de
las ecuaciones (Mém. de I’Acad. des Sciences, 1771),
reduce el arte de la resolucion general 4 obtener una
forma particular de funciones de la suma de las rai-
ces de la ecuacién propuesta, y de tal modo consti-
tuidas, que representen indiferenlemente una de las
raices, llegando con su mélodo 4 hacer depender la
ecuacién de quinto grado de olra de sexto,

Pero donde hallamos expuesta con gran riqueza de
desarrollos y profundidad de juicio, esta doclrina que
estriba en la relacién que existe entre los coeficientes
de una ecuacién y las [funciones siméiricas de sus
rafces, para cuya resolucién ya Newlon nos did un
método notable como todo cuanto se debe 4 este
genio excepeional, es en la célebre memoria de La-
grange Réflexions sur lo résolution algébrique des
équations en la que, ademds de analizar especialmente
y con relacién 4 los demds los varios mélodos cono-
cidos para resolver las ecuaciones de lercero y cuarto
grado, presenta su método que eslriba en la formacion

2
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de la ecuacidn cuyas raices son funciones racionales
no simélricas de las de la ecuacién propuesta, y llega
4 resolver las de tercero y cuarto grado, determinando
los valores de una funcién lineal de las raices gue
pueden obtenerse por las permutaciones de eslas,
determinando la ecuacion de gque dicha funcién de-
pende, funddndose en la relacién arriba citada, exis-
tente entre los coeficientes de una ecuacién y las fun—
ciones simélricas de sus raices; pero al aplicar su
mélodo 4 la ecuacidén general cuyo grado es un mi-
mero primo n llega tan solo 4 concluir que la ecua-
cién por resolver depende de otra de grado n — 1
cuyos coeficienles dependen de una de grado 1.2...
(n — 2], y cuando el grado es un nimero compuesto
m=np, siendo 2 mimero primo, la ecuacién puede
descomponerse en n ecuaciones del grado p, y asi se
llega 4 determinar el grado de la ecuacién de que de-
pende la resolucién del problema.

En resumen, la funcién resolvente de Lagrange da
la resolucién de las ecuaciones de lercero y cunarto
grado; pero no la de las ecuaciones generales de gra-
dos superiores. Y esta duda sobre la resolubilidad del
problema, en que se detuvo Lagrange, fué disipada por
Abel, que demoslrd la imposibilidad para el caso
general; pero determiné una clase de ecuaciones, hoy
conocidas con el nombre de este insigne matemadtico,
que son resolubles.

La consideracidn de las funciones semejantes defi-
nidas en la memoria de Lagrange como funciones
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que varian al mismo tiempo 6 permanecen constantes
cuando se hacen las mismas permutaciones entre las
cantidades de que se hallan compuestas, conduce 4
demostrar que: Cuando se ha obtenido el valor de una
funcidn dada de las raices &, a",... ya por la resolu-
cion de una ecuacion 6 por otro medio, se podrd oble-
ner también el valor de otra funcidn racional cual-
quiera de las mismas raices, y esto en general, por
medio de uns ecuacion simplemente lineal, d excep-
cion de algunos casos que exigen una ecuacion de
segundo 6 de tercer grado, ele.

Por fin, el teorema no menos importante que
expresa la dependencia racional entre dos funciones
tales, que todas las permutaciones que hacen variar
4 la una hacen variar 4 la otra, debe ser agregado 4
los anteriores, para con ellos mostrar la importancia
que tiene en la resolucién algébrica de las ecuaciones
la teorfa de las substituciones cuyos principios esta-
bleci6 Cauchy en el tomo 111 de sus Nowveausw exercices
de Mathématiques, donde funddndose en el nuevo con-
cepto de las funciones transitivas é intransitivas, hizo
una aplicacién de las substituciones 4 la determina-
cién del niimero de valores distinlos que puede adqui-
rir una funeién de » letras cuando se permulan estas
de todas las maneras posibles, problema que comple-
taron Berlrand y Serret con sus importantes teoremas
relativos 4 dicha determinacién.

Tantos descubrimientos como los que ligeramente
acabamos de exponer tienen complemento natural en
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las investigaciones tiltimamente llevadas 4 feliz lér-
mino por los matemdlicos Kronecker, Hermite, Jordan
yanle todos ellos por Galois, notahle esle por su me-
moria Sur les conditions de resolubilité des équations
par radicavx (Jour. de Math. t. x1), donde se halla la
original idea de la adjuncidn de cierlas cantidades 4
una ecuacién, medio que permite ir rebajando suce-
sivamente el orden del sistema conjugado de subs-
lituciones propio de una ecuacion, hasta que este
llegue 4 la unidad, siendo la ecuacién resoluble en
el caso de ser esto posible.

También son en alto grado importantes las investi-
gaciones de Kronecker acerca de los caracteres de las
ecuaciones resolubles, las de Hermile y sobre todo
las de Jordan que fundindose en la idea del grupo
propio de Galois, el cual permite conocer las leyes de
las substlilueiones que dejan invariableslas funciones
de las raices racionalmente expresables por los coefi-
cientes, llegd al leorema siguienle: La relaciin algé-
brica mds general que puede existir entre las raices
de dos ecuaciones irreducibles con coeficientes racio-
nales consiste en la igualdad de dos funciones racio-
nales formadas respectivamente con lasraices de estas
ecuaciones,

A eslo, por ltimo, conviene anadir para comple-
tar la enumeracién de las ideas capitales en la teorfa
de las ecuaciones, la importante determinaciéu 4§ que
llegd Jordan, delos lipos de ecuaciones resolubles por
radicales, euya exposicidn se encuentra en su notable
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Traité des substitutions, obra & la que ha seguido
recientemente con nueva amplitud de ideas y de
fines, la Theorie der Transformationsgruppen del
matemdtico alemdn Sophus Lie bien conocido entre
los caltivadores del andlisis superior,

Ademds de las leorfas que acabamos de citar, rela-
tivas 4 las ideas de orden y de combinacién, que con-
ciernen 4 la resolucién de las ecuaciones algébricas,
se presentan en la evolueién moderna de la ciencia,
los nuevos desarrollos que parten de la célebre memo-
ria del matemdtico inglés Boole (Muthem. Journ.
Cambridg. 1841), donde se halla el fundamento de
una nueva rama del andlisis conoeida con el nombre
de Algebra, ¢ teoria, de las formas, cuyo desarrollo
se debe principalmente 4 los gedmelras Cayley y
Sylvester, sobre todo al primero que ha fratado esle
asunto en varios tomos de las Philosophieal Tran-
sactions.

La propiedad de invariaecion que Boole deseubrid
para la discriminante por efecto de una substitucién
lineal, fué extendida por Cayley 4 otras funciones
que determing & priori eslableciendo la teoria de las
invariantes y covariantes. Y ademds de Sylvester y
Salmon, en I[nglaterra, en Alemania colaboraron en
la obra de desarrollar esta nueva leoria prineipal-
mente Aronhold, Clebsch y Borchardl, en Francia,
Hermite y Jordan, y en Italia, Brioschi, Cremona,
Battaglini y Betli.

Las diversas especies de covarianles, las llamadas
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emanantes, la cataleticante de Sylvesler, las inlermu-
tantes de Fda de Bruno, las covariantes asociadas de
Hermile, el cdleulo simbélico de Aronhold, expresan
detalles que enriquecen el conjunto de la teoria que
en pocos afos ha llegado 4 ser uno de los asuntos pre-
dominantes del andlisis y de no poca imporfancia en
sus aplicaciones 4 la Geometria.

Hemos vislo eémo el concepto de magnitud va
modificindose, amplificindose y dando lugar 4 vas-
tas ramas que se enlazan y complementan en la cien-
cia. El mismo fenémeno observamos en la evolucién
de la Geometria,

Los descubrimientos de la Geomelria antigua sinte-
tizados en los tres nombres de Huclides, Arquimedes
y Apolonio, se reproducen en todos los periodos
siguientes con nuevos caracleres y segin las mds
diversas direcciones, unas veces independientemente
del andlisis, otras fundiéndose con este y produciendo
un desarrollo paralelo en las dos ramas de la ciencia
matemdtica.

Euclides, Arquimedes y Apolonio en la Geomelria,
como Aristételes y Platén en las escuelas filoséficas,
imprimen cardcter 4 la ciencia en sus fases sucesivas,
y aun 4 través de las modificaciones mds transcen-
dentales, mucho queda en el fondo que evoca el re=~
cuerdo de tan eximios talentos.

Los drabes, al mismo tiempo que comentan y siguen
4 Aristéleles, conservan el monumento de la Geome-
tria antigua, aunque sin hacer progresos dignos de
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mencionarse. Pero en Europa, cuando el renacimien-
to cientifico se aproxima, la Geomelria loma poderoso
impulso, cuyo punto de partida podemos considerar
en Desargues y Pascal.

Algo vemos de reminiscencia de lo anliguo combi-
nado con novedades de ideas é inventos; pues la cien-
cia humana avanza siempre cimentindose en las con-
quistas de las épocas pasadas, hallindose cada nuevo
descubrimiento preparado por olros descubrimientos
anteriores.

Unos geémetras conlimian cultivando el método de
los gedmetras griegos, otros desde el momento en que
el mélodo carlesiano se impone como instrumento de
gran eficacia por sus aplicaciones en el progreso cien-
tifico, se encaminan por nuevos derroteros hacia un
especial estado de grandeza y generalizacion de la Geo-
melria.

Los nombres de Pascal, Desargues, Fermal y Des-
carles simbolizan el estado de la Geometria durante
la primera mitad del siglo xvir.

Desargues y Pascal son, 4 la par que los continua-
dores de Euclides y Apolonio, los fundadores de esta
Geometrfa moderna, que da una preferencia seialada
4 la idea de posici6n, asi como tiende 4 eliminar la
intervencién de la de cantidad. Descarles, por el con-
trario, fundando su Geomelria en el andlisis, prepara
los inventos de Newton y de Leibnitz.

Los métodos de Pascal y de Desargues se fundan
en los principios de la perspectiva, y tanto el uno
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como el otro han legado 4 la Geometria moderna dos
teoremas que conservan sus nombres.

El admirable teorema de Pascal, acerca del exfgo-
1o, es una proposicion fundamental en la teoria de
las ednicas, pues expresa una relacién entre un sexto
punto y los cinco que determinan una eénica. Desar-
gues, ademds de crear la teorfa de la involucién &in-
troducir en la Geomelria una generalizacién conforme
con el espiritu de la Matemdtica, aplie6 la perspectiva
4 la teorfa de las cénicas, llegando al fundamento de
las figuras, hoy llamadas homoldgicas en si tearema,
que se refiere al caso de dos tridngulos situados en
perspecliva, En fin, el considerar las diversas seccio-
nes del cono, el circulo, Ia elipse, la hipérbola y el
sislema de dos rectas, como variedades de wna misma
curva, era ciertamente dar un paso importante hacia
las generalizaciones de la Geometria moderna.

Esta ciencia progresaba, pero segin las leyes per-
manenles del desenvolvimiento de las ideas, dirigien-
do una mirada retrospectiva que permitiera 4 los nue-
vos descubrimientos cimentarse en los del pasado,
enlazando unos con otros en la sintesis propia de cada
periodo. Por esto vemos que Fermat se dedicd 4 la
adivinacién de los porismas de Buclides, fundindose
en los datos suministrados por los escritos de Pappus,
empresa que continud el gedmetra inglés Sim'son, ¥
que ya en nuestros tiempos llegd 4 sus allimos resul-
tados en los trahajos de Chasles, donde se establece la
conexidén entre la Geometria antigua y la moderna.




e

Para formarnos una idea clara y exacla de lo que
fué la ciencia geométrica durante el siglo xvir, de
cdmo avanzaba hacia su actual constitucién, nos basta
con citar: El método de deformacion de las figuras
que surge de las investigaciones de La Hire y de
Newton; los modos de generacidn de las figuras em-
pleadas por Stevin y Mydorge, que consisten en hacer
aumentar las ordenadas de unacurva en una relacién
constante, 6 el que se reducia 4 hacer girar estas alre-
dedor de sus pies en una misma cantidad que lo em-
pled Gregorio de Saint Vincent, para transformar el
circulo en elipse; la deseripeidn de curvas planas por
un movimiento continuo debida 4 Schooten; la de las
secciones cénicas que De Wilt efectud por interseccio-
nes de lineas rectas, las cuales eran, generalmente,
lados de dngulos méviles, método que en verdad tiene
su origen en la Geomeltria de Cavalieri; las propieda-
des fundamentales del polo y de la polar descubiertas
por La Hire y expuestas segun el estilode losanliguos
geémelras, aunque empleando una marcha de de-
mostracion ficil y elegante, dando resultados tan
importantes como la teoria delas planicinicas, primer
método general de transformaciin de las figuras en
otras del mismo género, que La Hire funda en la con-
sideracidn de un punto llamado polo y de dos rectas
paralelas que denomina formatriz y directriz.

Muchas ideas interesantes tendriamos que aiadir 4
las expuestas si se tratara, principalmente, de seguir
paso 4 paso el encadenamiento de métodos que se han




J

sucedido hasta conducirnos 4 la época moderna, para
lo cual nos seria preciso agregar nuevos nombres 4
los que ya hemos citado; pero nosserd suficiente citar
4 Newlon, que ademds de llevar 4 un grado superior
los resultados de La Hire, leg6 & la posteridad su cé-
lebre Enumeratio linearum tertii ordinis, cuyo objeto
principal es la enumeracién en cinco clases principa-
les de las curvas comprendidas en la ecuacién de ter-
cer grado con dos variables.

Diseiiada la evolucién de la Geometria, que desde
los tiempos de Descarles se nos muestra segtin dos di-
recciones aparentemente antagoénicas, llegamos 4 la
época presente, en que vemos verificarse una radical
transformacion, pues, en eleclo, ya la ciencia pierde
el cardcter de individualidad y exclusivismo predomi-
nante en aguellas épocas, caracterizadas por cierto
monopolio que un reducido mimero de talenlos excep-
cionales de ella hicieran. Hoy las condiciones del pro-
greso cientifico han cambiado. Las facilidades de la
propaganda, la emulacién que produce el espiritu
de nacionalidad, la influencia mutua de unas cien-
cias en otras, nos obligan 4 nolar una diferencia ra-
dical.

La fundacién de las Academias en las naciones cul-
tas, publicaciones como las de las Academias de Pa-
ris, Berlin, San Petersburgo, ete. Las Philosophical
transactions, los Proceedings of the London Mathema-
tical Society, y, entre otras publicaciones (que pudieran
agregarse 4 eslas, el notable Quaterly Journal of Ma-




DT

thematics, el Journal de Crelle, el de Borchardt, los
Mathematische Annalen, el Journal de mathématiques
pures et appliquées, fundado en Francia por Liouville,
los Annali di Matematica y Giornale di Matematiche,
dirigidos en Italia por Brioschi y Batlaglini, ete.,
revelan la actividad intelectual de este siglo, y expresan
un movimiento comiin donde se confunde el trabajo
de todas las capacidades y de todas las tendencias en
una misma obra, que ha adguirido asi el cardcter de
la universalidad, pues el espiritu de la misma parece
que en todas partes se halla.

Es cierto que en este siglo cada una de las naciones
entre las que se halla monopolizado el progreso tiene
su parte en dicho desenvolvimiento. Francia, Ingla-
terra y Alemania que en la tradicién filos6fica han
expresado el espiritualismo, el positivismo y el racio-
nalismo, en la evolucién matemdtica parece que han
impreso el sello de su cardcter especial.

Francia entre el pasado siglo y el actual ha reunido
el conjunto més brillante de talentos matemdlicos,
como son los Lagrange, Laplace y después Cauchy,
que ha llenado la primera mitad de este siglo con sus
descubrimientos, aparte de otros que, como Legen-
dre, Monge, Poinsot, Poncelet, Chasles, etc., se han
distinguido notablemente en ciencia tan vasta, mani-
festando todo un progreso armonico en todas las ra-
mas de las matemiticas.

Inglaterra parece que ha impreso su cardcter po-
sitivista en los métodos de Boole y Cayley, que cons-
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tituyen la teoria delas formas, y que han dado al and-
lisis geomélricd una sencillez y sobriedad que lo hace
facilmente manejable y le permite llegar con elegante
concisién 4 la resolucién de los mds complicados pro-
blemas. Y este formalismo que los descubrimientos
de los matemdlicos ingleses han comunicado al andli-
sis, y esla aspiracién 4 encerrar la idea en ciertos
moldes, se hallan incrustados en la l6gica algébrica de
Boole y de Jevons; y, en fin, el originalisimo método
de los cuaternios de Hamillon, que constituye una
nueva Geomelria analitica, es otra manifestacién de
ese espiritu de brevedad y de coneisién que caracteri-
za el genio inglés.

Alemania, que en los tiempos modernos tiene 4
Gauss, Jacobi y Riemann entre sus lalentos matemd-
licos, también ha realizado un progreso, que si fué
lento al principio, hoy revela una actividad prodigio-
sa en todos sentidos, envolviendo un acentuado ca-
rdcter filosdfico el procedimiento con que ‘camina
hacia la organizacién de la Malemdltica desde pun-
tos de vista completamente nuevos hasla hace po-
cos afios,

Para justificar nuestro aserto bastard agregar 4
cuanto hemos manifestado respecto 4 los nuevos des-
arrollos, que ideas de otras épocas han alcanzado en
la actual lo que hay de caracteristico en esta, y que
se asimila con ltodo lo demds para formar un abun-
dantisimo conjunto de conceptos, cada vez més pues-
los en condiciones de constituir un todo con una or-




ganizacion superior respecto 4 lo hasta ahora esta-
blecido. :

Enla Geometria se puede afirmar que lodas las ideas
fundamentales han sido transmitidas por los gedme-
tras de la antigiiedad. Basla para ello examinar los le-
mas de Pappus para encontrarlas ideas en que hoy se
apoyan los tratados en que se expone dicha eiencia, lo
cual, de una manera magistral, realizd Chasles en su
obra de los porismas de Huclides; pero hay una dife-
rencia esencial entre la Geometria antigua y la moder-
na. in aguella se atiende exclusivamente al rigureso
enlace de las proposiciones, y predomina la individua-
lidad, procediéndose 4 la demostracion aislada de cada
verdad como si fuera independiente de las demds; y
tanto domina el espiritu de detalle, que estdn las figu-
ras materialmente sembradas de letras colocadas en or-
den cnalguiera, que ofrecen dificultades para la clara
comprensidn de las relaciones que ligan unos elemen-
tos con olros. Las verdades aquiy alld dispersas son las
piedras fundamentales del edificio cientifico; pero este
dista mucho de hallarse construido. In la Geomelria
moderna, al conlrario, la idea de generalizacién pre-
domina al mismo liempo que aspira & realizar la ele-
ganeia en los procedimientos, la cual se halla caracte-
rizada por unir la brevedad y sencillez 4 la claridad.
Y esla elegancia en el detalle se conserva también en
el conjunto mediante la generalidad de los métodos,
que tienden cada vez mds d incluir la mayor variedad
de detalles en el menor nimero de ideas.
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Un paso gigantesco fué dado por Descartes, desde el
punto de vista de la generalizacién que caracteriza 4
la Geometria analitica; pero lambién es cierto que
fundiéndose la idea de extensién con la de niimero,
aquella quedd oculta bajo las formas de este y subor-
dinada 4 las mismas, produciéndose el inconveniente
de hacer desaparecer la idea predominante bajo las
intrincadas transformaciones del andlisis, inconves
niente que privaba 4 la ciencia de la extensidn de su
autonomia y elegancia.

Quien realizd la obra de fundar una Geomelria ge-
neral é independiente de toda idea extraa fué Monge,
cuya Geometria descriptiva es un sistema de relacio-
nes entre entidades externas que se establecen con
amplia libertad y nos conducen de las unas dlas otras
sin trabas ni restricciones, creando con eslo, como
dice Hankel, la generalidad y la elegancia geomé-
tricas.

Bl método por el que Monge transformd lag figu-
ras del espacio en figuras planas, valiéndose de las
proyecciones ortogonales sobre dos planos rectangu-
lares, y que Chasles llama mélodo de lransmutacién
de las figuras, ofrece medios de variar indefinidamen-
te las transformaciones 4 que llegaron La Hire y New-
lon, ademids de conslituir un recurso poderoso para
demostrar multitud de leoremas relativos 4 figuras en
el espacio. Dicho método tamhién permitié 4 Monge
explicar lo imaginavio en Geomelria de una manera
coucluyente, que forma la base de cuanto hoy se ha
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concluido en este punto de la ciencia, La distincidn
enlre las propiedades permanentes de las figuras ylas
propiedades aceidentales 6 contingentes, es decir, las
que no varfan 6 las que varian para ciertos estados 6
casos en que pueden hallarse las figuras, explican lo
imaginario como un sér de razén sin existencia, al
que deben, sin embargo, suponerse ciertas propie-
dades 4 que se aplican los mismos razonamienlos
que en el caso de tralarse de un objeto real y pal-
pable.

En esta tendencia de la Geometria 4 aislarse de las
consideraciones métricas, ha alcanzado el wdltimo gra-
do en nuestros tiempos el gedmetra Staudt, que puede
considerarse como el continuador mds caracterizado
de las ideas de Monge. La Geomelrie der Lage, de
Staudt, es un modelo perfecto de armonia, rigor y uni-
dad de método. Sin presuponer ninguna neecion geo-
métrica en el lector, y partiendo de los mds elemen-
tales conceptos geomélricos, establece la Geometria
proyectiva sobre la base de la forma armdnica.

Pero si la Geometria descriptiva es para Monge y
sus diseipulos una especie de arle, una lengna imita-
tiva que, como dice Dupin, tiene la doble ventaja de
pintar y hablar 4 la vista, y si, como pensé Staudt,
la idea de posicién puede lener una existencia inde-
pendiente de la idea de magnitud, y asi lo demostro
en su Geomelria, también es cierto que un desarrollo
exclusivo de este conceplo, prescindiendo del de mag-
nitud, no puede conduecir 4 la generalidad & que la
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ciencia aspira, encerrada como quedaria en un limi-
tado eirculo.

Las verdades de laciencia engranan unas con otras,
prestindose muluo apoyo y encadénanse fuertemente
en la trama que esta forma, Y esta solidaridad en los
principios, y esla riqueza y abundancia en los deta-
lles, se hallan de manifiesto en la diversidad de mé-
todos que han sucedido al de Monge, ¥ que contribu-
ven d levantar el edificio sobre nna amplisima basé,

Después de Monge aparece Poncelst como el crea-
dor en los tiempos modernos de la Geometria proyec-
tiva. Es el continuador mds caracterizado de la obra
de Pascal y Desargues; pero amplificada y enriqueci-
da con niultitud de nueves conceptos y mélodos de
suma transcendencia.

Bajo la influencia de las ideas de Monge, acerca del
mélodo que llama Chasles de transmutaciéon de las
figuras, y de las invesligaciones que Carnol hizo para
obtener una correlacidn entre las figuras geoméiricas
y las expresiones analiticas, llega Poncelet 4 eslable-
cer su principio de continwidad, sobre el que se le ve
insistir en sus lrabajos, desenvuelve la original teoria
de las cénicas suplementarias que le permiten pre-
sentar un ejemplo de correlacién entre lo imaginario
y lo real 4 que corresponden Jas figuras geométricas,
y llevado por su espivitu generalizador, al paso que
establecid la adnirable teoria de las propiedades pro-
yectivas, llegd & descubrir la teoria de las figuras que
llamé homologicas, asi como el método de transfor-
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macién de las figuras polares reciprocas que dié ori-
gen al principio de dualidad, segiin la expresion de
Gergonne, y al concepto de la clase de una curva,
segiin la denominacién de este mismo, concepto des-
arrollado por Plucker en su sistema de Geomelria
analitica.

Pero al llegar 4 este momento histérico, que es el
principio de una época brillante para la Geometria,
no hasta que nos citamos 4 expresar la evolucién su-
cesiva de una idea, como hasta ahora hemos hecho,
porque la Geometria en particular y la Matemdtica en
general, adquieren una nueva forma en su movimien-
to progresivo. Ya no es un talento, sea Arquimedes,
Descartes 6 Newton, sargido en tal 6 cual periodo de
civilizaci6n de un pueblo privilegiado, lo que se ofre-
ce exclusivamente 4 nuestra consideracion, es el mo-
vimiento general que impulsa 4 las inteligencias mds
diversas de todas las naciones 4 realizar una obra co-
miin, 4 asimilar unas ideas 4 otras, antes encauzadas
por caminos distintos y hoy convergentes en un foco.
Y 4 tal extremo llega esta aproximacién, que cuesta
no poco trabajo el disgregar algunas de ellas de los
dominios en que se hallan combinadas con otras.

La ciencia parece desbordarse en todas direcciones
4 la par que coincidir en un corto mimero de ideas
comunes, Los trabajos de Cauchy, Abel y Jacobi en
el andlisis, son los fundamentos de lo que se avanza
en el concepto de las funciones de variables comple-
jas, como si el dominio de las funciones de variables

8
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reales no llenara ya las aspiraciones del espiritu, y se
llega 4 cierta correlacién entre las funciones y susre-
presentaciones gréficas.

La idea de cdlculo numérico no basta 4 la actividad
combinatoria de los espiritus malemdticos, y se lan-
zan en diversos paises, y segiin tendencias varias, 4
dilatar las esferas de la ciencia del mimero. Grass-
mann en Alemania escribe su tratado de la exten-
sién (Ausdehnungslehre), y desenvuelve ante todo un
cdleulo general en que se prescinde de la naturaleza
del objeto, y después lo aplica 4 las magniludes ex-
tensas. A este género de investigaciones se han dedi-
cado también Hanlkel, asi como los gedmetras Schle-
gel v Schroéder, que han contribuido 4 esclarecer
estos nuevos elementos cientificos,, cuya completa
sintesis ha realizado en su Aritmética general hace
muy poco el Dr, Otto Stolz, resumiendo en su libro
cuanto se ha pensado sobre esta materia.

Tal desenvolvimiento, que también se relaciona con
el edlenlo baricéntrico de Moebius, en Inglaterra se
efectud, segiin ofros ideales, por el fildsofo matemdti-
co Boole, que pretendié subordinar las leyes de la 16-
gica 4 las del cdlculo, lo que modificé su discipulo
Jevons invirtiendo los términos de tal dependencia, y
tanto el uno como el otro orden de investigaciones
no se ha perdido en el desarrollo de las teorias mate-
miticas, antes por el contrario, se ha enlazado fuerte-
menle, no solo con las doctrinas de Gauss, Dirichlet,
Kummer y Dedekind, sino que también al cdlculo ba-
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ricéntrico de Moebius, 4 la teoria de las equipolencias
de Bellavitis y 4 los cualernios de Hamilton, nuevos
sistemas de Geometria analitica que expresan la in-
agotable fecundidad de este siglo en originales coneep-
tos, que han dado 4 la Malemdtica una universalidad
1o sospechada siquiera en épocas anteriores.

Iistos considerables progresos parece que debieran
haber agotado el espiritu de inventiva revelado en
tantos descubrimientos como acabamos de citar, y,
sin embargo, alin no integran la totalidad de direccio-
nes que se siguen, El andlisis desarrollado por Cauchy
y referido 4 representaciones geométricas, la teoria de
las formas de Boole y Cayley presentando bajo nueva
faz la Geometria analitica, los nuevos sistemas de
coordenadas ftrilineales y tangenciales de Bobillier y
Pliicker que han servido de instrumento de alta valia
al fructifero concepto de la dualidad, los desarrollos
sobre la periodicidad de las funciones que ha permi-
tido un procedimiento correlativo en las teorias supe-
riores de la Geometria; todo esto parece que no llega
hoy 4 los confines del dominio matemdltico. Pues sobre
todo esto una nueva evolucién propia del actual siglo
da un cardcter especial 4 la ciencia de la cantidad.

Prescindiendo de especiales direcciones que han se-
guido talentos eminentemente sintéticos y no exclusi-
vamente matemdticos que, como Amptre, han preten-
dido fijar el sitio y la jerarquia de las ciencias mate-
miticas dentro del cuadro de la ciencia humana, as-
piracién que también vemos realizarse en el Cours de
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philosophie positive de Augusto Comte; sin detener-
nos, como lo hariamos si no se tratara de una excur-
sion meramente superficial que nos impide profundi-
zar por ahora en ninguna regién de los dominios de
dichas ciencias, en la grandiosa sintesis que consti-
tuyen las obras del fil6sofo matemdtico Wronski, hoy
todavia no comprendidas ni apreciadas en toda su ex-
tensién ni transcendencia; sin examinar trabajos im-
portantes que en pos de esta tendencia generalizado-
ra, y guiados por un espiritu filoséfico han realizado
entre otros muchos el profesor belga Delboeuf, cuyos
prolegémenos filoséficos de la Geometria y cuya 16-
gica algoritmica muy afine con las ideas de Boole, le
hacen digno de aprecio por los que cultivan la Mate-
mética desde el punto de vista puramente especulati=
vo; y sin mds que citar al Dr. Ueberweg conocido
por su exposicion cientifica de los principios de la
Geometria, vamos 4 ocuparnos, aunque brevemente,
para terminar esta resena del contenido de la Mate-
mdlica conlempordnea, en otra tendencia importanti-
sima por los ulteriores desenvolvimientos que ha mo-
tivado en el dominio de la Geometria y que trasciende
al de la Filosofia, desenvolvimientos que aparecen
como preludios de olros progresos no ficiles de apre-
ciar en todo su alcance, pero que si auguran un bri-
llante porvenir reservado 4 la antes circunserita cien-
cia de la cantidad y hoy difundida mediante su in-
fluencia y aplicaciones por las regiones mds diversas
del pensamiento.
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La tendencia 4 que nos referimos se halla expre-
sada en la nueva Geometria de Lobatschewsky y de
Bolyai, que, llamada primero imaginaria 6 absoluta,
hoy se conoce generalmente con el nombre de Geomes=
tria no Buclidea y que constituye un riguroso encade=
namiento de verdades geométricas que existen indep.n-
dientemente de la admisién del postulado de Euelides.

Esta evolucién de la Geometria que el matemdtico
inglés Clifford, muy afine con tales modernas lucn-
braciones de cardcter filoséfico-matemdtico, compara
4 la evolucion que el sistema de Copérnico realizé en
Astronomia respecto al de Tolomeo, ha tenido gran
resonancia hasta el punto de ser muchas é importan-
tes las investigaciones hechas en este sentido por no-
tables geGmetras entre los que se pueden citar princi-
palmente 4 Riemann, Helmholtz y Beltrami, dando
origen 4 la doctrina, hoy algin tanto divulgada en-
tre los que se dedican 4 este género de estudios, del
hiper-espacio 6 espacio de n dimensiones. Asi, Rie-
mann, explicando c6mo pueden expresarse analitica-
mente las propiedades generales del espacio, su con-
tinuidad y la multiplicidad de sus dimensiones, llega
al concepto de una variedad extensa en n sentidos,
reduciendo la determinacion de cada unidad particu-
lar 4 la diversidad 6 variedad (Mannigfaltigkeit) que
le constituye, es decir, la determinacién de cada pun-
to 4 la medida de n magnitudes que son sus coorde-
nadas, variables de una manera continua é indepen-
dientes las unas de las otras,
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Las investigaciones de Riemann se enlazan con las
de Gauss, relativas 4 la curvatura de las superficies,
que le conducen al espacio llamado de curvatura
constante positiva, el cual es el espacio plano cuando
la curvatura es nula; y estas conclusiones, 4 cuyo es-
clarecimiento ha concurrido el célebre fisico y mate-
mitico Helmholiz, condujeron al italiano Beltrami &
un género de espacio que llamé pseudo-esférico, de
curvatura constante negativa, al que son aplicables
los teoremas de la planimetria no-euclidea, pues exis-
tiendo excepciones en las analogias del plano con la
superficie esférica, como es la de no determinar dos
puntos diametralmente opuestos una circunferencia
médxima, linea que corresponde 4 la recta en el pla-
no, y como es la de no ser vdlido en la geometria
de la esfora el teorema: Dos perpendiculares d una
recta no pueden encontrarse, Bellrami se propuso de-
. cidir si estas excepciones subsisten en las superficies
de eurvatura constante negativa, y sus investigacio-
nes sobre esla cuestién le permiten establecer sobre
tales superficies una geometria conforme con la plani-
metria de Lobatschewsky y de Bolyai en la que las
lineas geodésicas reemplazan 4 la linea recta.

Bsta generalizacién de los conceptos geomélricos
que hace manifiesto el progreso realizado durante el
siglo actual en los dominios de la critica cientifica, es
de andloga importancia d la que se ha efectuado res-
pecto al concepto de la cantidad, no limitado ya al de
las cantidades imaginarias, como se expusieron, por
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ejemplo, en las obras de Cauchy, es decir, bajo la for-
ma binomia, pueslos trabajos de Kummer, Dedekind,
Weierstrass, Lipschitz, Cayley y otros en estos tlti=
mos afnos se extienden 4 la consideracién de cantida-
des dependientes de un mimero n de simbolos abs-
tractos, siendo muy de notar entre tales desarrollos el
singular sistema de ideas expuestas por el matemdtico
norte-americano Peirce en su Algebra lineal asocialti-
va, donde trata de los simbolos 6 unidades indepen-
dientes y de las leyes de combinacién de Ios mismos
que constituyen el lenguaje de cada especie de dlgebra.

Basta la enumeracién hecha de los muchos y varia-
dos puntos de vista desde los cnales se han desen-
vuelto los conceptos de la extensién, del nimero, del
orden y de la combinacién, ya en su modo de ser in-
dividual, ya enlazados 6 coordinados entre si, para
formarse una idea del grandioso conjunto que consti-
tuye actunalmente la ciencia matemdtica, y para tener
un conocimiento, si bien somero, de los ensayos y ten-
tativas que hoy con insistencia se encaminan & con-
vertir en un sistema general todos los métodos y di-
recciones particulares, donde las verdades se encade-
nan de modo tal, que permitan 4 las inteligencias
abarcarlas como conjuntos armdnicos, lo cual solo es
posible actualmente si acompaiia un perfeccionamien-
to de los métodos de exposicién diddctica, y lo serd
ain mds cuando se reforme la clasificacion de las
principales ramas de la Matemdtica en conformidad
con la amplitud de los nuevos ideales.
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