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L A EVOLUCIÓN D E L A GEOMETRÍA EUCLIDIANA 

HASTA LOS TIEMPOS MODERNOS. 

E s cuestión de la mayor importancia para los que 
se dedican á la ciencia, penetrar en lo esencial que el 
espíritu descubre en las ideas, pues es indudable que 
el establecer puntos de vista generales permite con­
templarlas en conjunto y coordinarlas, según su prio­
ridad ó importancia, y evocar las unas por medio de 
las otras. Estriban en esto las ventajas que ofrece cada 
teoría y los recursos ilimitados que enaltecen la cien­
cia y la colocan muy por encima de los conocimien­
tos aislados debidos á los procedimientos empíricos, ó 
á tal ó cual afortunada inspiración que pueda llegar 
al descubrimiento de algunas verdades, las cuales, 
mientras no se hallen asociadas con ciertas conexio­
nes lógicas, carecen de fecundidad y eficacia, no solo 
para los fines especulativos, sino también para las 
aplicaciones prácticas. L a ciencia, encadenando las 
verdades entre s í , afianza las ideas adquiridas, y por 
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cierta especie de atracción mutua facilita la adquisi­
ción de otras nuevas. 

No es raro que talentos matemáticos se dediquen á 
estos puntos culminantes y generales que dominan 
en el campo de la matemática. Muchas veces en obras 
especiales hallamos profundos conocimientos filosófi­
cos encaminados á fundar las verdades y formar or­
ganismos cada vez más perfectos. Y entre ellos encon­
tramos á Carnet, que en su Géométrie de position y 
en sus Réflexiom sur la métaphysique du calcul m/mi-
tésimal, además de buscar una correlación entre las 
variaciones de los signos de las expresiones que de­
signan las cualidades geométricas y las variaciones 
de estas cuando se deforman de una manera continua 
las figuras de que forman parte, establece el criterio 
de los infinitos. También Poncelet es uno de los ma­
temáticos filósofos, lo mismo en sus Applications 
d'Analyse et de Géométrie que en su célebre Traité des 
propriétés projectives des figures. 

Lacroix se ocupó filosóficamente en la enseñanza 
de las matemáticas; Gournot en diversas obras trata 
de los conceptos superiores de la matemática y espe­
cialmente del origen y desarrollo de los geométricos 
en sus relaciones con el álgebra; Duhamel, además 
de sus obras tan conocidas y estudiadas en los centros 
de enseñanza, hace una excursión en que predomi­
na la crítica filosófica en su obra Des Méthodes dans 
les sciences de raisonnement, y sin mencionar el 
considerable número de obras de carácter filosófico 



que pudieran citarse, bastará consignar el espíritu 
filosófico que predomina en las obras de Grassmann, 
Hankel, Cantor, Bois-Reymond y otros geómetras 
alemanes, que ya dentro de la región délos conceptos 
matemáticos, ya transcendiendo á la de los metafísi-
cos, han contribuido á la obra de organización que 
prosigue la actual generación de talentos cientí-
fícos. 

Algunos espíritus, que ciertamente no deben califi­
carse como matemáticos, han criticado esta aspiración 
de los propagandistas y organizadores del saber, sin 
fijarse en que para conocer una ciencia es necesario 
remontarse hacia las ideas primordiales de la mis­
ma. Es cierto que á tales alturas desaparece algunas 
veces la claridad que domina en las demás regiones 
de los conceptos secundarios ó derivados; pero con 
todo, esta penosa excursión favorece el afianzamiento 
y la posesión de las ideas. 

Actualmente vamos á evitar, sin embargo, en cuan­
to nos sea posible, el internarnos demasiado en un 
terreno que no pertenece exclusivamente á la mate­
mática; pero algunas veces se impondrá la necesidad 
de adoptar ciertos puntos de partida, cuando preten­
damos dar unidad á nuestros ulteriores desarrollos 
acerca de la Geometría. 

Giñéndonos á esta, observaremos desde luego que 
pocas obras han tenido más comentaristas que los 
Elementos de Euclides, y pocas proposiciones han dado 
tanto que pensar á los talentos matemáticos de los 



tiempos modernos como su postulado ó el axioma 11 
de dicha obra. 

Los Elementos de Euclides, que llegaron hasta el 
siglo actual íntegros , salvo algunas anotaciones se­
cundarias hechas por los traductores, y que aún se 
adoptan actualmente también con ligeras modificacio­
nes en varios centros de enseñanza de Italia y de I n ­
glaterra, la menos innovadora en este punto, recibie­
ron la primera alteración importante en la Geometría 
de Legendre. Este geómetra creyó necesario modificar 
en la forma la obra del geómetra griego, no exenta de 
algunos defectos aunque secundarios: porque en efec­
to, la obra de Euclides es un modelo acabado de lógica; 
el encadenamiento de las verdades geométricas es ad­
mirable, y hasta se nota un excesivo rigorismo debido 
á que por entonces era preciso dejar todas las conclu­
siones á salvo de las argumentaciones sofísticas, tan 
frecuentes en aquel período decadente de la civiliza­
ción griega. Por esto se ve que prefiere Euclides de­
mostrar que una cosa no puede ser á demostrar que 
es. Además, la forma dogmática predominante le lleva 
á prescindir de la naturaleza de las cuestiones en el 
orden que sigue, guiado siempre por el exclusivo pro­
pósito de convencer; y ciertamente que este orden no 
es completamente satisfactorio, pareciendo que el ún i ­
co criterio seguido era el de apoyar cada proposición 
en la que le precede. 

Vemos por esto que, después de establecer algunas 
proposiciones relativas á los tr iángulos, las proposi-
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«cioues 9 y 10 se reducen á los problemas de dividir 
un ángulo y una recta en dos parles iguales, que E u -
clides resuelveempleando el tr iángulo equilátero,cuya 
coustrucción es el objeto de la proposición 1. De la 
división de un ángulo y de una recta en dos partes 
iguales pasa á trazar por un punto una perpendicular 
á una recta en las proposiciones 11 y 12, fundándose 
también en la construcción del t r iángulo equilátero y 
-en las proposiciones 4 y 8 relativas á la igualdad de 
tr iángulos. Separadas las propiedades de los triángulos 
por estos problemas y por los teoremas relativos á los 
ángulos adyacentes, que son las proposiciones 14 y 15, 
liace preceder el teorema relativo á la suma de los án­
gulos de un triángulo por la proposición 17, en la que 
demuestra que la suma de dos ángulos cualesquiera 
de un triángulo es menor que dos ángulos rectos. 

Estas indicaciones son suficientes para hacer com­
prender la necesidad de la reforma que llevó á cabo 
Legendre, presentando una nueva exposición de la 
Geometría, por más que una autoridad tan respetable 
como Montucla no se mostrara muy favorable al orden 
seguido en los tratados modernos, por creerlo incom­
patible, sin legítimo fundamento, con el rigor de la 
demostración; y más bien puede considerarse como un 
iiecho sorprendente que hasta el siglo actual no se 
haya intentado modificar en lo más mín imo el monu­
mento geométrico transmitido á nosotros en toda su 
integridad, á través de las civilizaciones árabe y cris-
l iana, desde la época de la civilización helénica. Y en 



verdad que tal innovación es más propia de una época 
de crítica semejante á la actual, y no de una época de 
generación y engrandecimiento como la que á esta ha 
precedido. E l rigor es compatible con el orden, como 
dice Delbceuf en sus Prolégomenes philosophiques de 
la Géométrie, y como manifiesta hoy, no solo la abun­
dante variedad de materiales y recursos de que dispo­
ne la matemática, sino la flexibilidad que en todas sus-
ramas posee y la hace susceptible de variación indefi­
nida en el modo de ser expuesta. 

Aplicar este espíritu de crítica es lo que ahora nos-
proponemos con el fin de mostrar cómo la exposición 
de la Geometría puede hacerse en conformidad con los 
modernos adelantos del criterio científico, y de qué-
manera cada elemento científico entra en la constitu­
ción del organismo total. 

Aunque pretendamos reducirnos á los dominios ma­
temáticos, evitando transcender al campo de la filo­
sofía, solo es posible en cierto grado realizar estê  
propósito. E n los límites del dominio matemático s& 
hallan los umbrales del segundo, y en estos ya la ma­
temática pierde su autonomía para someterse al c r i ­
terio de escuela. 

Que los conceptos matemáticos sean generalizacio­
nes de los hechos experimentales, como pretende l a 
escuela positivista, ó sean conceptos á priori de nues­
tro entendimiento, como asienta la escuela idealista,, 
esto no compete al matemático que, partiendo de los 
primeros principios, sigue con un rigor inquebranta-
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ble y con una perfecta evidencia la trama de las ver­
dades. Pero si esto último es lo que esencialmente 
ocupa al matemático, no por ello queda exento de 
fijar su atención en el punto de partida; y que ha cum­
plido con este precepto lo demuestran las muchas 
obras en que de los fundamentos de los conceptos ma­
temáticos se trata, debidas á escritores consagrados 
casi exclusivamente á la ciencia de la cantidad. 

Para seguir fielmente el desarrollo de la Geometría 
euclidiana en los límites que comprenden la extensión 
de los Elementos, nos es preciso comenzar por los 
conceptos fundamentales, aunque por un momento 
no penetremos de lleno en el campo de la ciencia. 

No es hoy la Geometría ciencia como la Aritmética 
y el Álgebra, á las que basta la acción de pensar redu­
cidas á una sucesión de estados interiores dados en la 
conciencia. L a Geometría necesita una materia exte­
rior al agente que la produce en el fondo de nuestro 
espíritu, y esta materia es el espacio indefinido, homo­
géneo ó indiferente á todas las determinaciones, pero 
susceptible de recibirlas todas. Y una prueba de la 
profundidad de pensamiento según la que fueron es­
critos los Elementos geométricos de Euclides, es que 
sus tres primeros postulados equivalen á exigir estas 
tres condiciones en la materia, con la cual modeló 
tan perfectamente el organismo de la Geometría. «Se 
pide que se pueda: 1." Trazar una recta desde un pun­
to cualquiera á otro punto cualquiera. 2.° Prolongar 
indefinidamente, según una dirección cualquiera, una 
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recta finita. 3.° Describir una circunferencia desde un 
punto cualquiera como centro, y con un radio cual­
quiera.» Y esto equivale á exigir las tres condiciones 
precitadas del espacio, como fundamento sobre el que 
desde luego ha de ser lícito establecer toda la Geo­
metría. 

Pero no basta la causa activa, el espíritu, n i la ma­
teria pasiva, el espacio, para que surja el edificio geo­
métrico con su vasta organización, donde aparezcan 
armonizadas las múltiples propiedades de la exten­
sión; preciso es un intermediario, el movimiento, que 
aplique la unidad del concepto á la multiplicidad de 
los puntos del espacio. Y esto nos conduce á examinar 
la definición geométrica que expresa la ley de cons­
trucción de cada figura, según el enunciado de la 
misma. 

Considerando una noción geométrica, encontramos 
en ella dos elementos: un contenido, el espacio, y 
una forma que limita este espacio, siendo esta la que 
constituye la esencia de la noción, y lo accidental la 
magnitud, que puede variar sin que se altere la esencia 
de la figura. E l espíritu hace mover un punto según 
condiciones indefinidamente variables, y cada uno de 
estos movimientos engendra una figura particular de 
forma inmutable. Las leyes que formula el espíritu 
producen sucesivamente, como sus traducciones i n ­
mediatas, la circunferencia, la elipse, la hipérbola, etc., 
las superficies cónica, cilindrica, de revolución, re­
gladas, etc. Las entidades de este mundo, de carácter 
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esencialmeale subjetivo, pasan de la virtualidad al 
acto, en cuanto la inteligencia ha procedido como 
causa aplicando su actividad á la materia sobre que 
actúa, ó sea al espacio. 

Hay que establecer una distinción entre lo que pasa 
en los dominios de la Geometría y lo que pasa en los 
dominios de la naturaleza, y esto permite esclarecer 
y fijar el concepto de la definición geométrica. 

L a esencia en las nociones geométricas es dislinta 
de la esencia de las nociones empíricas. Los caracte­
res de un sér de la naturaleza se hallan unidos por 
un lazo de subordinación que se expresa por las divi­
siones en grupos, clases, órdenes, familias, etc.; y un 
sér perteneciente á tal ó cual especie lleva consigo 
los caracteres que implican los grupos superiores. 
A esta subordinación no se someten las figuras geo­
métricas, lo que establece una línea divisoria entre 
los juicios que formulan las ciencias matemáticas y 
las ciencias naturales. E n estas, un sujeto se hace 
entrar en la circunscripción de un atributo, como 
cuando decimos que el hierro es mineral, incluyendo 
en la idea de mineral la de hierro, y razonamos por 
inclusiones sucesivas partiendo desde un individuo y 
expresando la especie, el género, la familia que lo com­
prenden y hasta inversamente podemos describir un 
grupo enumerando la totalidad de los que le están 
subordinados. E n las ciencias matemáticas no se 
procede de igual manera. Las ciencias naturales es­
tudian las cualidades, la Geometría , cantidades sus-
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ceptibles de recibir límites variables. E n las prime­
ras, la definición se efectúa expresando el género á 
que pertenece la noción definida y la diferencia que 
la distingue de las especies con ella incluidas en 
aquél , y varían según los perfeccionamientos de l a 
taxonomía; las definiciones geométricas que enun­
cian el modo de generación propio de cada figura,, 
son á priori absolutas é invariables. Las definicio­
nes geométricas son nominales, es decir, imposicio­
nes de nombres á ideas que resaltan de reglas de 
construcción impuestas con toda libertad por nuestra 
inteligencia, mientras que en las ciencias empíricas 
se define lo que es independiente de nuestro espíritu, 
y que se le impone, puesto que preexiste al mismo. 
E n fin, la lógica, al emplearse en ambos desarrollos 
científicos, aplica al uno los silogismos, y al otro las 
ecuaciones, y estos dos procedimientos implican el 
uso respectivo de juicios analíticos en el uno y sinté­
ticos en el otro, en la acepción de Kant . 

Aunque las anteriores consideraciones se apartan 
del orden de ideas puramente matemáticas, hemos 
creído esencial presentarlas con la mayor brevedad po­
sible, por ser antecedentes necesarios de cuanto hay 
que exponer respecto al plan de ideas que corresponde 
al sistema de Geometría euclidiano, en el cual más que 
en ninguno otro interviene la cuestión de principios 
ampliamente debatida por filósofos y matemáticos. 

L a cuestión de las definiciones, de los postulados y 
de los axiomas, la de los métodos generales y parti-
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culares, la del encadenamiento, coordinación y su­
bordinación de las ideas, la de los diversos planes de 
exposición con que se aspiró á suplir las deficiencias 
que se han señalado á los Elementos de Euclides, 
exigen y han exigido muchas veces elevarse á las 
consideraciones más abstractas, extrañas á los domi­
nios en que la ciencia se desenvuelve, pero para cuyo 
desenvolvimiento aquellas sirven de criterio y fijan 
el punto de partida. 

Todos estos asuntos han sido muy debatidos entre 
los matemáticos de diversos países, sobre todo desde 
que Legendre intentó sustituir al molde antiguo otro 
nuevo, y cuando la Geometría de Lobatschewsky y 
de Bolyai presentó la cuestión bajo una nueva fase; 
y , en fin, cuando la Geometría proyectiva, ya desem­
barazada de las trabas que le impuso la intervención 
del número al libre desarrollo de los conceptos de ex­
tensión y de forma, han dado motivos para poner en 
discusión el problema de la enseñanza de la Geome­
tr ía , especialmente en Inglaterra é I ta l ia , donde se 
ha pretendido suplir las deficiencias de los textos se­
guidos, al mismo tiempo que evitar el espíritu sobre­
manera restrictivo é impropio para el progreso, carac­
terístico de los Elementos de Euclides. 

E n Francia, donde mayor libertad ha tenido la ex­
posición de la Geometría, que además del tratado de 
Legendre, ha visto sucederse los de Lacioix, Vincent 
y Cirodde de análoga contextura, críticos matemáti­
cos como Hoüel y Duhamel, aun reconociendo gran-
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des excelencias en la obra de Euclides, la han creído 
susceptible de mejoras y simplificaciones. En Ital ia, 
donde el Gobierno tuvo que exigir la adopción de los 
Elementos de Euclides para evitar la excesiva arbitra­
riedad de los muchos tratados que aparecieron, se 
llegó á adoptar la notable obra del alemán Baltzer, 
que como todas las de este autor, hermanan lo anti­
guo con lo moderno, expresando una tendencia pro­
gresiva. E n Inglaterra, la Association for the impro-
vement of Geometrical Teaching, entre otras varias 
entidades análogas, trabajó por alejarse de la l ínea 
reducida que trazan en el progreso geométrico los 
Elementos de Euclides, aspirando dar á la materia 
una vida que creyeron los promovedores de esta idea, 
solo poderse alcanzar alejándose de aquellos. 

L a cuestión dominante en la Geometría ha sido el 
postulado ó axioma 11 de Euclides, así como han 
tenido también capital importancia las definiciones 
primitivas como la de la recta, el plano y el ángulo 
que han obligado á los autores á moverse en un 
círculo estrecho cuya circunferencia les ha sido im­
posible salvar. 

E n cuanto á la definición de una ciencia puede afir­
marse que siempre es difícil, porque, ó no determina 
bien el objeto definido, ó los términos que definen 
exigen á su vez explicación. Esto sucede con la defini­
ción de Legendre, que reduce la Geometría á la ciencia 
que tiene por objeto la medida de la extensión, la cual 
adoptó Comte explicando que esta es una medida m -
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directa de unas magnitudes por medio de otras. Esto 
da á la Geometría un carácter práctico que esencial­
mente no posee, por lo cual Ghasles amplificó la de­
finición diciendo que la Geometría tiene por objeto la 
medida y las propiedades de la extensión figurada, y 
en fin, el profesor belga Delboeuf, concibiendo que 
existe una doble Geometría; una tal, que dada una for­
ma se esfuerza por reducirla á una figura ideal, de que 
se ofrecen ejemplos en la cristalografía, y en las ope­
raciones de Kepler para determinar la naturaleza 
de la órbita de Marte; la otra, la Geometría teórica,, 
que sigue una marcha inversa, y partiendo de prin­
cipios ideales, crea formas indeterminadas, trata de 
hacerlas coincidir con las figuras reales, y llega á defi­
nir la Geometría como la ciencia que tiene por objeto 
las determinaciones ó figuras ideales del espacio. 

E n los orígenes de una ciencia, las definiciones se 
confunden frecuentemente con los axiomas y hasta se 
sustituyen entre sí, de manera que lo que es defini­
ción para unos, es axioma para otros. 

De este hecho han procurado dar una explicación 
los filósofos. Entre ellos Frantz, de la escuela hegelia-
na, en su obra Die Philosophie der Mathematik, ob­
serva que en realidad los objetos de la Matemática,, 
aunque determinados por las categorías más simples, 
contienen una pluralidad de determinaciones, de lo 
que resulta incertidumbre en saber qué carácter 
debe servir para la definición; y cómo la definición, 
al contrario del concepto, no da todo el contenido de 



— 16 — 

un objeto, cuando por medio de la definición se pre­
tende ir más lejos, todos los momentos de la evolución 
de la idea son necesarios y en esto se halla el origen 
de los axiomas. 

Considerando el axioma: la línea recta es el cami­
no más corto entre dos puntos^ se expresa de la manera 
siguiente: L a línea recta está determinada cualitativa­
mente (recta), y al mismo tiempo es una magnitud, 
una longitud. Gomo el espacio es magnitud, sus pro­
piedades cualitativas son simplemente de magnitud. 
L a línea recta es, pues, ai mismo tiempo magnitud y 
cualidad. Este al mismo tiempo, no puede ser abarcado 
por el entendimiento, y deja la una fuera de la otra. 
Por la definición, la línea recta solo puede darse según 
una de sus determinaciones; por esto la segunda debe 
presentarse como proposición fundamental. E n la de­
finición de Euclides: l ínea recta es la que se halla s i ­
tuada semejantemente entre sus puntos, solamente se 
contiene el momento cualitativo, y entonces el axioma 
debe expresar, que es la distancia más corta, ó sea la 
definición de Legendre. 

E n fin, tíegel hace observar que la línea recta es 
«n virtud de su esencia, hasta ahora desconocida, á 
la vez el más corto camino, es decir, una medida para 
la distancia; una linea de dirección constante, 6 una 
medida para la dirección; una línea determinada por 
dos de sus puntos, ó que no sale de sí por la rotación 
entre dos de sus extremos; una línea cuyos puntos se 
hallan semejantemente colocados. Pero esta esencia es 
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la razón últ ima del conjunto de estas propiedades, 
siendo imposible pasar de una de estas á la otra por 
medio de razonamientos, porque están coordinadas y 
no subordinadas entre sí. De manera que al admitir 
como definición cualquiera de ellas, forzoso es aceptar 
las demás, explícita ó implícitamente, como axiomas 
ó postulados. 

Estos razonamientos bastan, sin citar otros de la 
misma ó distinta escuela filosófica, para demostrar lo 
difícil que es fijar en los orígenes de cada ciencia el 
carácter de las diversas proposiciones, como defini­
ciones, axiomas ó postulados, y esto explica la multi­
plicidad de direcciones que se siguen en el punto de 
partida, por más que haya conformidad en todo el 
resto. 

Suficientemente tratada la cuestión de principios, 
que obliga á salir de los dominios de cada ciencia para 
buscar, en esa aspiración universal á conocer que re­
presenta la filosofía, las tíltiraas razones de las cosas, 
ó sea sus primeros principios, vamos ahora á exponer 
de un modo compendioso la Geometría, según el plan 
que trazó Euclides en sus Elementos para después 
juzgar acerca de las alteraciones más importantes que 
han introducido los autores modernos, y por último, 
en conformidad con las consecuencias de todo esto 
emanadas, poder llegar á resultados generales sobre 
un plan que comprenda todos los perfeccionamientos 
parciales en los anteriormente señalados. Pero también 
debe observarse que la Geometría no se halla expuesta 
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en los Elementos más que en su primer desarrollo, y 
para abarcarla en la totalidad de este, es necesario 
acudir á otros resultados superiores á que llegó E u -
clides en su obra de los porismas, restablecida por 
Ghasles y que tanto ha preocupado á los talentos ma­
temáticos, empeñados, desde el renacimiento científico 
hasta la actualidad, en descifrar este enigma para cuya 
solución solo se contaba con algunos fragmentos ex­
puestos en las obras de Pappus y los 38 lemas de este 
geómetra. Así, en el plan de exposición que vamos á 
indicar como síntesis del progreso geométrico actual, 
en cuanto se refiere al desenvolvimiento que parte de 
la obra de Euclides, sin abandonar su método ni su 
carácter, de igual modo tendrán cabida las teorías per-
tenecien tes á los Elementos que las propias de esta nue­
va colección de proposiciones de una concepción in ­
geniosa y de útil empleo para la resolución de los pro­
blemas más difíciles, según manifiesta Pappus, y que 
en los tiempos modernos constituye la rama superior 
de la Geometría. 

Comenzando, pues, por dar una idea sucinta de los 
Elementos de Euclides, vamos á ver cómo son un 
modelo de rigor lógico, y para ello basta i r citando 
en su orden algunas de las proposiciones y el modo 
de razonamiento seguido en cada una. 

E l espíritu que caracteriza los Elementos geométri­
cos, difiere del que distingue las obras modernas. 

E n estas se busca la brevedad y la elegancia en la 
forma, y se huye del predominio del detalle, lo cual 
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se explica fácilmente por la diversidad de tendencias 
propias de cada época. E n Buclides domina la idea 
de encadenamiento sucesivo, no la coordinación que 
obedece á disposiciones simétricas de las verdades en 
las diversas ramas convergentes hacia el tronco. Bas­
ta citar el asunto de cada libro para convencerse de 
ello. E n el primero se establecen las proposiciones 
concernientes á los ángulos y á los triángulos. E n 
el segundo, las relaciones de magnitud de las rec­
tas ó segmentos que forman ciertas figuras rectilí­
neas. E l tercero trata de la circunferencia. E l cuar­
to, de las figuras inscritas ó circunscritas. E l quin­
to, de las magnitudes proporcionales. E n el sexto 
se aplican los principios de la proporcionalidad á las 
figuras, y especialmente á las semejantes. E n el 
undécimo y duodécimo se habla, en fin, de los só­
lidos. 

Una breve indicación del orden seguido en el en­
cadenamiento de las verdades y de la manera de r a ­
zonar empleada en cada caso, podrá servir para com­
prender lo que es la obra en su conjunto, que tiene 
la inapreciable ventaja de conservar el mismo carác­
ter en cualquiera de sus partes ó en cualquiera de 
sus proposiciones. 

No vamos á discutir las definiciones fundamenta­
les, que si pueden ofrecer motivo de objeción y de 
controversia en los dominios de la filosofía, no han 
podido ser reemplazadas por otras absolutamente 
perfectas, ni exentas de censuras acaso mayores. 
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Las ideas fandamentales de la ciencia se eman­
cipan de las leyes del razonamiento, porque subsis­
ten sobre ellas. Solo se relacionan con las verdades 
que les están subordinadas; son los primeros eslabo­
nes de la cadena más allá de los cuales el espíritu 
nada de cierto puede vislumbrar. 

E s lógico que preceda á un sistema de verdades 
sobre un objeto la descripción de este, y además los 
medios de que disponemos para establecer dicho sis­
tema. Esto se verifica en la obra que analizamos. E l 
objeto ó el material se da por la serie de definiciones 
que lo hacen conocer en su variedad. Los postulados 
expresan lo que nos autoriza á practicar siempre la 
naturaleza del medio en que se van á desenvolver las 
relaciones que han de establecerse en los teoremas. 
Los axiomas son los puntos fijos que enlazan los con­
ceptos en los razonamientos. Y como complemento á 
este preliminar necesario, que ha de permitir dar un 
carácter de realidad á las verdades que se han de 
enunciar bajo la forma de teoremas, Euclides co­
mienza la serie de sus proposiciones por los proble­
mas que enseñan á construir un tr iángulo equiláte­
ro, á trazar desde un punto una recta igual á una 
recta dada, y á tomar en una recta una parte igual á 
otra dada, procedimientos generales que se han de 
aplicar en los razonamientos para obtener los enlaces 
de entidades geométricas que expresan, ya los teore­
mas por demostrar, ya los empleados en cada caso 
como auxiliares. 
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Sabiendo practicar las citadas construcciones, y 
demostrado el teorema fundamental que establece 
la igualdad de dos tr iángulos cuando tienen iguales 
dos lados y el ángulo comprendido, ya es posible de­
mostrar que en un triángulo, cuando son iguales dos 
lados, también son iguales los ángulos opuestos á los 
mismos, así como los formados por la base con las 
prolongaciones de dichos lados, y todo resulta de to­
mar dos segmentos iguales en estas prolongaciones, 
de trazar, desde sus extremos, rectas á los vértices 
que la base determina con cada lado opuesto, formán­
dose dos pares de triángulos iguales, los totales y los 
parciales, situados debajo de la base. Esta prime­
ra demostración de la proposición 5.a de Euclides, 
es el primer ejemplo de un procedimiento general 
seguido en la Geometría para deducir la igualdad de 
dos rectas ó de dos ángulos, y que consiste en formar 
triángulos cuya igualdad resulte de la de los elemen­
tos supuestos iguales y de los elementos introducidos 
en las conslrucciones auxiliares. Pero si la igualdad 
de los ángulos se verifica cuando se supone la de los 
lados opuestos, también se verifica lo que hoy llama­
mos la recíproca^ que Euclides enuncia en la propo­
sición 6.a, y demuestra haciendo ver que, si al ser 
iguales dos ángulos, uno de los lados fuese mayor 
que el otro, resultarían dos tr iángulos iguales, por 
satisfacer al caso de igualdad que expresa la propo­
sición 4.a, estando al mismo tiempo el uno conte­
nido en el otro, lo cual es absurdo. Además de esto. 
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desde los extremos de una recta no se pueden trazar 
á dos puntos situados á un mismo lado de esta dos 
pares de rectas respectivamente iguales (es decir, 
formar sobre una misma base y á un lado de esta dos 
tr iángulos, cuyos tres lados sean respectivamente 
iguales), porque aplicando la proposición anterior 
resultaría que dos ángulos debían ser iguales, sien­
do el uno parte del otro; y es claro que, demostra­
do esto, ó sea la proposición 7.a, dos triángulos de 
iguales bases, y cuyos otros lados son también res­
pectivamente iguales, serán también iguales, porque 
si no lo fueran, al colocarlos de manera que confun­
diéndose las dos bases se hallasen situados al mis­
mo lado de la base que ahora es común, resultarían 
dos pares de rectas respectivamente iguales (por hipó­
tesi), que tendrían que ser al mismo tiempo desigua­
les, según la proposición anterior. 

Hay proposiciones en la obra de Euclides, que en 
los tratados modernos parecerían supérfluas. E n este 
caso se hallan las siguientes, que son las proposicio­
nes 16 y 17: E n cualquier triángulo el ángulo externo 
es mayor que cualquiera de los internos opuestos; en 
todo triángulo dos ángulos c u a l q u i e r a sumados, va­
len menos que dos rectos; y es claro que las dos se 
hallan incluidas en la 32, cuyo enunciado es: E l á n ­
gulo externo de un triángulo es igual á la suma de 
los dos internos opuestos, y los tres ángulos internos 
sumados valen dos rectos. 

Pero la proposición 17 es la recíproca del axio-
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ma 11, es decir, del célebre postulado. De manera 
que: S i dos rectas forman con otra ángulos internos 
cuya suma es menor que dos rectos, se encuentran: 
y recíprocamente; si estas se encuentran (es decir, for­
man un triángulo con la secante), la suma de los á n ­
gulos que forman con la secante vale menos que dos 
ángulos rectos. 

E n cuanto á la proposición 16, tiene este otro sig­
nificado importantísimo: Desde un punto no pueden 
trazarse dos rectas que formen ángulos iguales con 
otra (entendiéndose tomados en el mismo sentido ó 
con igual orientación en el plano), proposición sufi­
ciente por sí sola para demostrar otras muchas rela­
tivas á la desigualdad angular, como la 18: E n cual­
quier triángulo á mayor lado se opone mayor ángulo. 
L a proposición 19 se halla implícita en ésta y la 5.a 
unidas, pues claro es que de ambas se deduce ad ah-
surdum que: A mayor ángulo se opone mayor lado 
en un triángulo, y también se deduce la 20, es decir, 
que: L a suma de dos lados de un tr iángulo es mayor 
que el tercero, teorema que se encuentran demostrado 
los autores que definen la recta como la distancia 
más corta entre dos puntos. Además, la proposición 17 
al expresar que el ángulo exterior de un tr iángulo es 
mayor que cualquiera de los dos internos no adya­
centes, lleva implícitamente como corolario, que: Por 
un punto solo puede trazarse á una recta una perpen­
dicular, según manifiesta el P . Kresa, que tradujo 
•en el año 1689 al castellano la obra de Euclides, con 
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algunas adiciones y con alteración á veces del proce­
dimiento demostrativo. 

Aunque perjudicando aparentemente á la unifor­
midad que debe ofrecer una teoría, cuya proposición 
adecuada es el teorema, obligaban las circunstancias 
de la época á Buclides, para que la realidad de las 
diversas entidades quedase establecida en el acto de 
ser consideradas, á intercalar convenientemente los 
problemas que las determinan. Así, pues, necesitó de­
mostrar la existencia de la recta perpendicular á otra,, 
y su demostración se redujo á resolver los problemas: 
Por un punto de una recta (pr. 11) ó fuera de ella 
(pr. 12), trazarla una perpendicular; que dependen 
de la construcción del triángulo equilátero y de la 
división de un ángulo y una recta en dos partes igua­
les, que son las proposiciones 9 y 10, 

De análoga manera la obtención de un ángulo 
igual á otro dado depende de la construcción de un 
tr iángulo con tres rectas dadas, de modo que dos cua­
lesquiera sumadas sean mayores que la tercera, pues 
evidentemente, s i dado un ángulo, se completa el 
tr iángulo con una recta cualquiera, al reproducirse 
este sobre otra recta dada, se obtendrá el ángulo 
igual al primero. 

Persistiendo en su procedimiento uniforme de pro­
bar los teoremas prefiriendo la demostración ad ab-
surdum, el teorema hoy demostrado generalmente 
por superposición relativo á la igualdad de dos trián­
gulos que tienen iguales un ángulo y los lados adya-
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ceníes, que en el enunciado de Euclides comprende 
también el caso de que el lado sea opuesto á uno de 
los ángulos, se demuestra en el texto griego haciendo 
ver que al superponerse el tr iángulo D E F sobre el 
A J5 C, si el lado D E fuese menor que el A B , se for­
maría en el triángulo A B C otro B G C en los que las 
bases C G y C A serían iguales, y también los ángu­
los G G B y A C B , de los que el primero es una parte 
y el segundo el todo, lo que es absurdo; y si los lados 
iguales fuesen los -4 S J D E opuestos á los ángulos 
A C B y D F E , entonces, tomando en el lado E F del 
triángulo D E F una parte E G — B C , se obtendría un 
triángulo D E G igual al tr iángulo D E F , resultando 
el ángulo exterior D G E del triángulo D G F igual al 
interior D F G , lo que es absurdo; y con esto se prue­
ba una vez más el uso importante de la proposición 16 
relativa al ángulo externo de un tr iángulo, propo­
sición que también sirve para demostrar en la 27 
que si una recta cayendo sobre otras dos forma ángu­
los alternos iguales, estas serán paralelas, pues s i 
esto no sucediera, al encontrarse formarían un tr ián­
gulo en el que el ángulo externo sería igual á uno de 
los interiores no adyacentes. Y después de la propo­
sición 28, destinada á reemplazar los ángulos alternos 
por los que hoy llamamos correspondientes y por los 
internos á un mismo lado de la secante, á continua­
ción de esta serie de 28 proposiciones independientes 
del postulado, para la proposición 29 ó teorema 20: 
S i una recta cae sobre dos rectas paralelas, formará 
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ángulos alternos iguales entre sí, y el externo igual á su 
interno opuesto y del mismo lado (correspondientes), 
y los dos interiores del mismo lado sumados son igua­
les á dos ángulos rectos, necesita de la consideración 
del postulado ó axioma 11 (del cual es la proposición 
recíproco-contraria); porque si , por ejemplo, los á n ­
gulos alternos no fnesen iguales, al otro lado del que 
fuese mayor se formarían dos ángulos internos cuya 
suma sería menor que dos ángulos rectos, y según 
dicho axioma, se tendrían que encontrar las rectas 
supuestas paralelas. 

Consecuente con su plan de fundar las relaciones 
de los conceptos sobre construcciones reales, en la 
proposición 31 enuncia y resuelve el problema rela­
tivo á la construcción de la paralela á una recta, que 
necesita para fundar el teorema que expresa el valor 
de la suma de los ángulos de un triángulo en el tra­
zado de los tres ángulos iguales á estos, y que suma­
dos valen lo que el externo y su interno adyacentes. 

E n ñu , la proposición 33: Lineas rectas que unen 
los extremos de dos rectas iguales y paralelas hacia el 
mismo lado, son iguales y paralelas, establece la 
existencia del paralelógramo, cuyas propiedades de 
tener ángulos opuestos iguales y de componerse de 
dos triángulos iguales son el objeto de la proposi­
ción 34; y después, las proposiciones relativas á los 
paralelógramos situados sobre la misma base ó sobre 
bases iguales y entre las mismas paralelas, así como 
las en que se trata de triángulos, le permiten exponer 
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sencillamente la teoría de las figuras que Legendre 
denominó equivalentes para distinguirlas de las que 
son iguales, ó mejor, idénticas, siendo las últimas pro­
posiciones del libro primero el célebre teorema de 
Pitágoras, y otra proposición de uso continuo en los 
elementos; á saber, que: S i el cuadrado descrito sobre 
uno de los lados de un triángulo es igual á la suma 
de los cuadrados descritos sobre los otros dos, el án­
gulo que estos comprenden es recto. 

No seguiremos con detalle el desarrollo de la Geo­
metría en la obra de Euclides, porque esto, además 
de ser tarea de considerable extensión, nos desviaría 
de nuestro principal objeto; pero hallándose basado 
mucho de lo que vamos á exponer en esta primera 
síntesis de la ciencia de la extensión, es preciso ha­
cer todavía algunas indicaciones de lo contenido en 
obra tan fundamental. 

E l libro 2.° es un modelo de razonamiento carac­
terístico de aquella época, en que desconociéndose la 
generalización dada más tarde á la Geometría por el 
talento sintético de Descartes, no era posible sustituir 
á las construcciones gráficas el empleo de las relacio­
nes numéricas . 

Las proposiciones contenidas en el libro 2.°, se 
reducen á expresar relaciones de superficies cons­
truidas sobre rectas cuyos segmentos se hallan en 
relaciones dadas. Por ejemplo: si dadas dos rectas, 
una de ellas se divide en dos partes cualesquiera, el 
rectángulo formado por las dos es igual á la suma de 
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los rectángulos contenidos en la total y en cada una 
de las partes de la otra. S i una recta se corta como 
quiera, los rectángulos contenidos en la total y en 
cada una de las partes sumadas son iguales al cua­
drado de la línea total. S i una recta está dividida en 
dos partes cualesquiera, el cuadrado de la línea total 
es igual á los cuadrados de las dos partes sumadas 
con el doble del rectángulo contenido en las dos 
partes. 

Fácilmente podemos dar idea de los razonamientos 
empleados para demostrar las importantes proposi­
ciones 5.a y 6.a, que en el libro 3.° aplica á la demos­
tración de las relaciones existentes entre segmentos 
rectilíneos en el círculo, y cuyos enunciados son ios 
siguientes: S i una recta está dividida en despar­
tes iguales y también en otras dos desiguales, el rec­
tángulo contenido en las partes desiguales junta­
mente con el cuadrado de la recta comprendida entre 
los dos puntos de división es igual a l cuadrado de la 
mitad de la recta. S i una recta está dividida en dos 
partes iguales, y se le añade otra recta cualquiera, el 
rectángulo formado con toda la recta y con la añad ida 
junto con el cuadrado que se forma sobre la mitad de 
la recta es igual al cuadrado sobre dicha mitad 
aumentada con la prolongación como lado. Siendo 
en el primer caso la recta 4 B la que está dividida 
por el punto C en dos partes iguales y por otro 
punto D (comprendido por ejemplo entre C y i?) en 
dos partes desiguales, si se construye sobre C B un 

tfHÜ 
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cuadrado, y sobre A B como base un rectángulo con 
una altura A K = D B , se ve que el rectángulo so­
brante de altura A K y base A C , juntamente con el 
contiguo de la misma altura y base CD, es igual al 
gnomon que contiene el cuadrado cuya base es D B 
(gnomon es la parte del cuadrado total que resulta 
de suprimir uno de los dos cuadrados parciales), y 
añadiendo á ambas partes el otro cuadrado, resulta 
probada la verdad del enunciado, que Playfair en 
sus Elemernts of Geometry expresa por la relación 
A D . B D + C D ^ ^ B C 2 . Lo mismo se repite para 
demostrar el otro enunciado, con la diferencia de ser 
el cuadrado el construido sobre la mitad C B aumen­
tada en el segmento B D , y que el mismo autor ex­
presa así: A D . D B - \ - C B 2 = CD2. 

Estas y otras proposiciones tan importantes como 
las relativas á las expresiones de los cuadrados cons­
truidos sobre el lado opuesto á un ángulo obtuso ó 
agudo de un triángulo, la construcción de un cua­
drado igual (hoy equivalente) á una figura rectilínea 
conocida, dan idea del contenido del libro 2.° de los 
Elementos. 

E l libro 3.° está destinado al círculo. E n él se 
encuentran detalles de que se ha prescindido en los 
tratados modernos, y se observa como en toda la 
obra el predominio del método ad ahsurdum. 

A l hallar el centro de la circunferencia en la pro­
posición 1.a, después de trazar una cuerda A C , j por 
su punto medio B el diámetro D E perpendicular, 
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dice que el centro buscado no puede ser otro más 
que el punto F medio de este, porque si estuviese el 
centro fuera de dicha línea, por ejemplo, en un 
punto G, trazándose las rectas G A , G B , G C en. los 
triángulos A B G y C B G , l o s dos lados A B j B G del 
uno son iguales á los dos lados B C j B G del otro, 
siendo también GA igual á G C como radios; luego 
los ángulos A B G y C B G son iguales entre sí; luego 
son rectos; pero D B G también lo es; luego la parte 
es igual al todo, lo que no puede ser; luego el centro 
es el punto medio F del diámetro perpendicular en B 
á la cuerda A C. 

Para demostrar que la recta que une dos puntos 
cualesquiera A B de una circunferencia cae dentro de 
esta, supone que caiga fuera, y trazando á la recta 
supuesta exterior desde el centro D una recta D E que 
corlará á la circunferencia en un punto F , de la con­
sideración del triángulo isósceles D A B ] y de que el 
ángulo A E D externo en el tr iángulo E D B es mayor 
que el ángulo E B D , j por consiguiente que su igual 
E A D , deduce que A D ó su igual D F es mayor que 
E D , es decir, la parte mayor que el todo; luego A E B 
no puede ser exterior á la circunferencia. 

Que una recta trazada por el centro al punto medio 
de una cuerda le es perpendicular, y que si es per­
pendicular á esta, la divide en dos partes iguales, lo 
demuestra directamente en virtud de la igualdad de 
triángulos; pero que si dos rectas A C y B D no traza­
das por el centro se cortan en un punto E , no se cortan 
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en partes iguales, lo demuestra ad ahsurdum, pues 
si se supone A E = E C y B E = D E , y se traza por 
el centro F la recta F E , según el teorema anterior 
los ángulos F E C y F E D serán rectos, y por consi­
guiente iguales, es decir, la parte igual al todo. Que 
s¿ dos circunferencias se cortan en un punto B , no 
tendrán el mismo centro, se demuestra también supo­
niendo que C sea el centro común, pues trazando l a 
recta C E A que los corta respectivamente en E y 
en A, se tendrá: C E = C B , es decir, C E = C A o l a 
parte igual al todo. Y demuestra con igual razona­
miento que si dos circuios se tocan interiormente, na 
tendrán el mismo centro. 

Una consideración nueva nos ofrece el razona­
miento empleado para demostrar la proposición 14: 
E n un circulo cuerdas iguales equidistan del centro 
y su recíproco, pues trazándose por el centro E las 
perpendiculares E F j E G á las cuerdas A B y CD 
supuestas iguales, que pasarán por los centros de 
cada una de estas, según la proposición 3, y siendo 
E A Y E C las hipotenusas (que son radios) iguales, 
también lo serán sus cuadrados y la suma de los 
cuadrados de A F y F E A la de los lados C G j G E ; 
y como A F e s igual C G por ser mitades de cuerdas 
iguales y serlo por consiguiente sus Cuadrados, los 
cuadrados restantes de E F j d e E G también lo serán; 
luego será finalmente F F igual á E G . 

Este empleo de la relación que expresa el teorema 
de Pitágoras para demostrar la igualdad de dos rec-
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tas, pasándose de la igualdad de los cuadrados á la 
igualdad de las rectas correspondientes, es digno de 
notarse por lo frecuente que es en la obra de Euclides. 

Respecto á la tangente, primero demuestra que: 
L a recta trazada en el extremo A del diámetro, for­
mando con este ángulos rectos, caerá fuera del círculo, 
y después, que entre ella y la circunferencia no podrá 
trazarse otra recta que no lo corte, lo primero, por­
que si cayese dentro como la recta A B , por ejemplo, 
formaría uniendo los puntos A y B con el centro un 
triángulo con dos ángulos rectos, y lo segundo, por­
que si existiese entre la tangente y la circunferencia 
otra recta A H , bajando desde el centro D la perpen­
dicular D I H (el punto / es el de intersección con la 
circunferencia), en el tr iángulo A D H el ángulo D A H 
sería menor que el ángulo recto D E A , y por consi­
guiente ó su igual D I mayor que D ü , es decir, 
la parte mayor que el todo. 

A esta y otras proposiciones relativas á la tangente 
siguen las que tratan de los ángulos en el círculo, y 
se demuestra que los ángulos situados en un mismo 
segmento son iguales, haciendo ver que son la mitad 
del ángulo en el centro. 

E l empleo de procedimientos esencialmente geomé­
tricos, complica algunos razonamientos, que actual­
mente se han simplificado haciendo uso de relaciones 
numéricas, pudiéndose notar esta circunstancia en el 
teorema: S i dos líneas rectas se cortan dentro de un 
circulo, el rectángulo de los segmentos de la una es 
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igual al rectángulo de los segmentos de la otra, en 
cuyo teorema distingue cuatro casos, en los cuales se 
trata sucesivamente de dos rectas A B j CD que se 
cortan en el centro E , de una recta CD que pase por 
el centro F y corte en el punto medio £ á la recta A B 
en partes iguales, de una recta CD que pase por el 
centro y corte á la Ai? en partes desiguales E A y 
E B , y en fin, de las rectas CZ) y AJ5 de las que n i n ­
guna pasa por el centro. 

E n el primer caso la conclusión es evidente porque 
los segmentos son iguales. E n el segundo, el diámetro 
CD, dividido por F e n dos partes iguales y por E en 
dos partes desiguales, conduce á la igualdad entre el 
rectángulo de las partes desiguales, C E E D junta­
mente con el cuadrado de la parte intermedia E F y 
el cuadrado de la mitad F D ó su igual F B , que por 
ser hipotenusa del triángulo F B E permite sustituir 
l a suma de los cuadrados de los catetos F E y E B al 
cuadrado de F B . Quitando en seguida en las dos ex­
presiones el cuadrado de F E queda finalmente el rec­
tángulo de C E j D E igual al cuadrado de E B , que es 
el rectángulo de A E j B E , por ser E el punto medio. 
E n el tercer caso, no siendo E el punto medio, la per­
pendicular F G trazada por el centro F permite apli­
car también á la recta A B , dividida por los puntos G 
j E en dos partes iguales y desiguales, el mismo teo­
rema que anteriormente, ó sea la proposición 5.a del 
libro 2.° ya citada, y lo mismo á la C D también d iv i ­
dida en dos partes iguales y desiguales; y sustituyen-

3 
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do el cuadrado de E F por la suma de los cuadrados 
de los catetos G F y G B , una serie complicada de trans­
formaciones y simplificaciones conduce á la igualdad 
de productos buscada. E n fin, cuando ninguna de las 
dos rectas pasa por el centro, refiriendo cada una do 
ellas á una tercera recta que pase por el centro y su 
punto de intersección, queda establecida la igualdad 
que se busca. 

No insistiremos en manifestar cómo se establece l a 
igualdad entre el cuadrado de la tangente y el produc­
to de la secante por un segmento externo, lo que con­
duce á un razonamiento análogo al anterior que de­
pende de la proposición 6.a del libro 2.° de que se hizo 
ya mención, ni tampoco nos detendremos en el l i ­
bro 4.°, donde se resuelven los problemas de inscrip­
ción de los polígonos, entre los que basta citar el caso 
del pentágono que depende de la construcción de un 
tr iángulo isósceles cuyo ángulo del vértice es la mitad 
de los ángulos en la base, pues construido este t r i án­
gulo é inscrito en el círculo un triángulo A C D equi­
ángulo con el mismo, si en seguida se trazan las b i ­
sectrices C E y D B de los ángulos A C D j A D C de 
las bases, determinan los otros vértices E y B del 
pentágono, lo que se demuestra considerando todos 
los ángulos iguales de la figura que comprenden 
arcos iguales y como cuerdas los lados del pen tá ­
gono. 

Después del libro 5.°, destinado á las razones y pro­
porciones en sus transformaciones numerosas, aplica 
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su contenido en el libro 6.°, donde se halla expuesta 
l a teoría de las figuras semejantes. 

Nos fijaremos especialmente en la manera de pro­
bar que: S i se traza una recta paralela á uno de los 
lados de un tr iángulo, cortará á los otros lados propor-
cionalmente, y si una recta corta proporcionalmente 
á dos lados de un t r iángulo, es paralela al tercero. 
Para ello después de haber demostrado que t r iángu­
los y paralelógramos de iguales alturas tienen la mis­
ma relación que sus bases, trazada la paralela D E á 
la base J5C se compara el triángulo parcial A B E res­
pectivamente con los D E B y E B C , obtenidos trazando 
las diagonales del trapecio interior á dicho tr iángulo 
parcial. Pero como los tr iángulos B E B y E B C que 
tienen la misma base B E , tienen sus vértices en la 
paralela A B á, esta son iguales (equivalentes en el len­
guaje moderno), y la misma razón tiene el triángulo 
B B E c o n el A B E que el tr iángulo B E C con el B E A , 
razones que son las mismas que las de B B á B A y de 
C E á E A , con lo que resulta demostrado el teorema, 
y análogamente se demuestra la segunda parte. 

También son de notar los teoremas siguientes: P a ­
ralelógramos ó triángulos iguales (equivalentes) que 
tienen un ángulo igual, tienen recíprocos los lados que 
comprenden ángulos iguales y los paralelógramos ó 
triáyigulos que tienen recíprocos los lados que com­
prenden ángulos iguales, son iguales (equivalentes). 

Hemos dado excesiva extensión al examen de la 
obra que se ha transmitido como precioso legado hasta 
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les tiempos actuales por una serie de generaciones de 
geómetras. Esta obra, ha sido modificada á lo sumo en 
algunos detalles secundarios por los traductores. Así 
vemos que en la traducción al castellano del P . Kre -
sa, hecha en el año 1689, se halla el texto amplificado 
por algunos corolarios, alguna demostración acompa­
ñada de otra nueva, como por ejemplo, la de la corres­
pondencia entre ángulos iguales y lados iguales en un 
triángulo que se obtiene considerando el mismo trián­
gulo A B C invertido, es decir el triángulo A B C y otro 
triángulo A C B f de cuya comparación resulta lo que 
se trata de probar. También el caso de igualdad, cuan­
do los tres lados se suponen iguales, se demuestra 
colocando los dos triángulos con las bases confundi­
das, y situados á ambos lados de esta, y empleando 
la consideración del triángulo isósceles. Algunas de­
mostraciones nuevas se añaden al texto, debidas al 
matemático español Antonio Hugo, y en fin, muchas 
demostraciones se efectúan acompañando á las rectas 
representaciones numéricas . 

E n Inglaterra se ha distinguido el geómetra Simpson 
por su exposición de los Eleynentos de Euclides, así 
como se distinguió por sus trabajos en la adivinación 
de los porismas del geómetra griego, y entre otros tex­
tos pueden citarse losElements of Geometry del profe­
sor Playfair, de Edimburgo, y las traducciones que á 
principios de este siglo se han hecho de la Geometría 
de Simpson. 

Pero las aspiraciones de la inteligencia humana 
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tienden incesantemente hacia nuevos ideales en la 
ciencia, y á parte de las tentativas realizadas para 
demostrar el postulado de Euclides, se aspiró á un 
perfeccionamiento en el modo de presentar la doctrina 
expuesta en los Elementos geométricos, siendo el mate­
mático francés Legendre, el que ha figurado en primer 
lugar como uno de los reformadores de la Geometría 
desde el punto de vista de la disposición de sus mate­
rias, y también Lacroix es otra de las autoridades 
cuyos textos han servido de norma á las obras que 
sucesivamente se han publicado, ajustadas al plan 
moderno de los elementos geométricos. 

No reproduciremos los procedimientos que han 
seguido "diversos geómetras para llegar á la demos­
tración del postulado ó alguna de las proposiciones 
que le son equivalentes, ó cuya demostración condu­
ciría á la de aquel, como es, por ejemplo, la que trató 
de demostrar Legendre en su Théorie des paralléles, 
basándola en la proposición que: la suma de los tres 
ángulos de un triángulo es igual á dos rectos. Este 
geómetra pretende llegar al fin propuesto, reduciendo 
la cuestión á probar que no puede ser menor ni puede 
ser mayor, y en este caso, demostrado quedaría que 
es igual. Varias son las tentativas realizadas por este 
autor para llegar al objeto propuesto, y entre ellas 
la más aceptable ha sido la que publicó en algunas 
de las ediciones de su Geometría á partir de la 12.a, 
y que se reduce, considerando el lado mayor A B áe 
un triángulo como base, á tomar el punto medio 1 del 
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lado menor B C, prolongar la recta A I hasta que se 
tenga una longitud A C = A B , tomar en A B \m 
segmento A K = A I , con lo que se forma un t r i á n ­
gulo A K C igual al A I B y en f in, á prolongar el 
lado A B tomando en él una longitud K B ' = A K , 
obteniendo un nuevo tr iángulo A C B ' \ repitiendo el 
procedimiento, construye una serie indefinida de 
triángulos A B " C", AB"1 C" ' , . . .A B'1 Cn cuyos ángulos, 
que tienen una suma de valor igual á la del primer 
t r iángulo , están expresados por las relaciones 

1 l 
An <—-A; Bn <—-—- A; An + B n = A 1 l - i ; Cíl = Cw-i - f - i? fó_i 

y concluye que, tendiendo los ángulos An y Bn hacia 
cero, al considerar un tr iángulo extremo, los tres 
puntos A , , Bn se hallan próximamente en línea 
recta, y en el l ímite el ángulo Cn es equivalente á dos 
ángulos rectos. 

Aparte de ser esta una demostración que emplea 
un procedimiento indefinido, y pone enjuego la ima­
ginación para representarse los tres puntos A, i ^ , C» 
aproximándose á su posición final en línea recta, 
como hace observar Baltzer, esta demostración pierde 
su valor, cuando queda en duda si el punto E si­
tuado en la prolongación de se halla en el ángulo 
formado por £ C y la prolongación del lado A B \ j 
por tanto, en la hipótesi de que la recta no tenga 
puntos reales infinitamente distantes. 

Como dijimos, y es sabido, Legendre abandonó la 
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costumbre de seguir el texto de Euclides para dar 
nueva forma á la exposición de la Geometría que la 
hiciere menos dificultosa en cuanto al procedimiento 
-demostrativo y más flexible en cuanto á la diversa 
disposición de las materias. 

E l punto capital de la cuestión era el perfecciona­
miento de la teoría de las paralelas; pero como se ha 
indicado, á pesar de la insistencia del sabio geómetra 
francés, fué preciso resignarse á admitir el postulado 
en una ú otra forma, y Blanchet, el continuador de 
Legendre, admitió en sus úl t imas ediciones, después 
de establecer que por un punto exterior á una recta 
se la puede trazar una paralela, que sólo se puede 
trazar una. 

Legendre hizo un trabajo de coordinación de las 
cuestiones según su naturaleza, dando preferencia a l 
razonamiento directo, de modo que los teoremas de 
l a igualdad de triángulos se emplean casi de conti­
nuo. Antepuso á las cuestiones de triángulos todas 
las relativas á ángulos , y expuesta la demostración 
arriba citada respecto á la suma de los ángulos de 
un triángulo, reunió todas las proposiciones relativas 
á las paralelas, pudiendo establecer que: si la suma 
de los ángulos interiores en un lado de la secante es in­
ferior ó superior á dos ángulos rectos, las rectas no son 
paralelas, en el momento en que consideraba probada 
la proposición relativa á la suma de los ángulos de 
un tr iángulo. Pues si - E F es la secante y F D la recta 
que forma el ángulo D F E cuya suma con el F E B es 
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menor que dos ángulos rectos, se puede obtener una 
serie de triángulos isósceles cuyas bases, que encuen­
tran todas á la recta A B , no solo se aproximan á la 
recta F D , sino que la llegan á dejar en el interior del 
ángulo que forman con \& E F ; luego la F D encon­
trará á la A £ . 

Después de la teoría de las paralelas, expone las 
propiedades del paralelógramo y á continuación las 
propiedades de la recta en la circunferencia, llegando 
á la medida de los ángulos y haciendo seguir á los 
libros primero y segundo una serie de problemas 
relativos á los mismos. E n fin, el libro tercero lo des­
tina á las figuras equivalentes y semejantes. E l libro 
cuarto lo destina á los polígonos regulares y á la me­
dida del círculo y los últimos libros tratan sucesiva­
mente de los planos y los ángulos sólidos, los polie­
dros, y los tres cuerpos redondos. 

Lacroix ha sido también uno de los geómetras que 
más influencia han ejercido en la divulgación de la 
ciencia matemática. Además de sus Essais sur Vensei-
gnement en general et sur celui des Mathématiques en 
particulier, donde reunió todo lo que había escrita 
sobre la metafísica de estas ciencias, hablando del 
orden que debe seguirse en los elementos de Geome­
tría, de la manera de escribirlos y acerca del método,, 
escribió una serie de tratados donde presentó sus 
puntos de vista especiales. 

Abandona como Legendre el modo de exposición de 
Euclides, adoptando nuevo orden en la coordinación 
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de las proposiciones y prefiriendo también las demos­
traciones directas á las demostraciones ad ahsurdum. 

No es, sin embargo, la innovación tan completa 
que permita ver enteramente separadas proposiciones 
de índole tan distinta como el teorema y el problema, 
ni cuestiones tan heterogéneas como las que se refie­
ren á procedimientos puramente geométricos, y las 
que se resuelven empleando consideraciones de me­
dida y de relación numérica. 

E n vista de la ineficacia de las tentativas realizadas 
para resolver la cuestión del postulado, cree conve­
niente sustituir el enunciado de Euclides por otro más 
sencillo, á saber que: S i una recta es perpendicular y 
otra oblicua á una tercera, esta, prolongada suficien­
temente, encontrará á la primera. 

No vamos á detenernos en seguir el desarrollo que 
hace de las diversas teorías, con ligeras variantes en 
los detalles respecto al tratado de Legendre. Bastará 
decir que después de los teoremas relativos á los á n ­
gulos, á los triángulos, á las perpendiculares y obli­
cuas y á las paralelas, variamente combinados con los 
problemas correspondientes, pasa al teorema que es­
tablece la proporcionalidad de los segmentos recti l í­
neos comprendidos entre rectas paralelas, presentado 
como corolario del caso de la igualdad de los segmen­
tos en una de las transversales que conduce á la igual­
dad de los segmentos correspondientes de la otra; y 
con este preliminar entra de lleno en la teoría de los 
polígonos semejantes. E n fin, nada diremos, por ser 
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sobrado conocido, de lo que concierne á las teorías de 
la recta y el circulo y de los polígonos inscritos y 
circunscritos, que con muy escasas diferencias se ha­
llan reproducidas en los textos de la actualidad, pues 
basta con indicar el momento en que se verificó la 
reforma que hace pasar del estilo antiguo al estilo 
moderno la exposición de la Geometría elemental, y 
quiénes fueron los que la iniciaron. Pero sí fijaremos 
la atención, aunque ligeramente, en el importante 
Traite de Géométrie de los autores franceses Ronché 
y Gomberouse, notable además por razón del cuida­
doso empeño con que separan entre sí los diferentes 
géneros de cuestiones con el propósito que realizan de 
unir á las teorías antiguas la exposición de las carac­
terísticas de la Geometría moderna, hallando muchas 
veces en la sencillez de los procedimientos demostra­
tivos la verdadera elegancia geométrica. Así, al redu­
cir las cuestiones de proporcionalidad entre dos mag­
nitudes á correspondencia en la igualdad y corres­
pondencia en la suma, procedimiento que también se 
encuentra en la Geometría de Bourget, generalizan 
el procedimiento para todas las especies de magnitu­
des proporcionales, y llegan al resultado con más bre­
vedad que estableciendo directamente la proporciona­
lidad en cada caso, como era costumbre entre los 
autores anteriores. A l aplicar la consideración de las 
rectas antiparalelas á la demostración de igualdad de 
productos de segmentos, además de abreviar las de­
mostraciones evitando el empleo de triángulos se-
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majantes y el determinar los lados que en estos son 
homólogos, se hace visible una correlación entre el 
paralelismo y el antiparalelismo, que corresponden á 
igualdad de razones ó igualdad de productos. A l an­
teponer á las proposiciones concernientes á relaciones 
de proporcionalidad el teorema que determina la 
existencia de dos puntos en la recta que une dos fijos, 
tales que las relaciones de sus distancias á estos sean 
iguales, además de darse á conocer la relación armóni­
ca, se presenta un método para demostrar gran n ú ­
mero de proposiciones recíprocas. A l generalizar el 
problema de la división de una recta en media y ex­
trema razón, se facilita la consideración de los polígo­
nos regulares estrellados, cuya exposición se hace para 
los casos del decágono, el pentágono y el pentedecá-
gono. Por úl t imo, es digna de citarse como innova­
ción importante, la simplicación que obtienen las de­
mostraciones relativas al paralelismo en el espacio y 
su independencia de las relaciones de perpendiculari­
dad con un plano, según los procedimientos emplea­
dos comunmente, pues principiando los citados auto­
res por demostrar que: S i dos rectas son paralelas, todo 
plano que corta á una de ellas, también cortará á la 
ctra, se demuestra inmediatamente por reducción al 
absurdo lo contrario, es decir, que: S i dos rectas son 
paralelas, todo plano que contiene á una de ellas ó le es 
paralelo, contiene á la otra ó le es paralelo; porque si 
esto no sucediera, cortando á la segunda cortaría á la 
primera, lo que es contra la hipótesis. Y estas proposi-
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ciones conducen á demostrar fácilmente, ó con elegante 
sencillez, que: S i dos rectas, A y B , son paralelas, toda 
recta C paralela á la primera es paralela á la segunda, 
porque, en primer lugar, si C no coincide con B , no 
puede tener con ella n ingún punto común, por el que 
habría dos paralelas á la recta A ; en segundo lugar 
C y JB se hallan en un plano, es decir, que el plano 
determinado por la recta C y un punto de la B , con­
tiene á esta recta, porque si este plano cortara á l a 
recta B , tendría que cortar á la C, lo que es contra lo 
supuesto. Esto es evidentemente preferible á trazar 
un plano perpendicular á la recta A que lo será á sus 
paralelas, etc., lo cual exige, como se sabe, una serie 
de teoremas, que el procedimiento anterior evita. 

Hemos hecho una breve exposición de las reformas 
por que han pasado los Elementos de Euclides, espe­
cialmente en Francia bajo la iniciativa de Legendre; 
reformas que veremos dirigirse en otro sentido s i 
examinamos la evolución de esta ciencia en Alema­
nia, donde los métodos de la Geometría moderna, en 
que predomina la idea de posición sobre la de mag­
nitud, se han cultivado con preferencia, reduciéndose 
á ciertos límites los desarrollos correspondientes á l a 
Geometría euclídea. Entre las muchas obras que pu­
dieran citarse hallamos el elegante tratado del doctor 
Hubert Müller Leitfaden der ébenen Geometrie (Guía 
de la Geometría plana), en el que se hallan combina­
das las proposiciones de uno y otro sistema con el fin 
de iniciar al alumno en las nuevas teorías al mismo 
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tiempo que se posesiona de lo más importante que 
contienen las antiguas. Y uno de los tratados que más 
caracterizan esta aspiración á extender los límites de 
las obras elementales es la tan conocida del notable 
escritor Baltzer, pues lo mismo en su Planimetr ía que 
en su Estereométria, los conceptos geométricos más 
variados tienen su desenvolvimiento. 

E l plan de esta Geometría diñere considerablemen­
te de los arriba diseñados, pues no solo comprende 
la Geometría de Euclides, sino que además explana 
las ideas muchas veces con relación á la llamada Geo­
metría no euclídea, según el punto de vista de L o -
batschewsky, y también desenvuelve las teorías prin­
cipales de la Geometría moderna ó de posición. 

Da noción de la recta diciendo que es la más sen­
cilla entre todas las líneas y la que determina ó fija 
una dirección en uno y otro sentido, á partir de un 
punto, y se extiende en esta indefinidamente. Ade­
más establece el axioma de la recta: Dos rectas que 
tienen dos puntos comunes coinciden, y á continua­
ción la proposición que determina el plano por me­
dio de tres puntos. 

Proponiéndose dar la mayor generalidad á los con­
ceptos, desde el principio considera la dirección 6 sen­
tido, según el que se consideran los ángulos, y tam­
bién aplica desde luego la noción del movimiento. Y a 
al considerar el mult iángulo juntamente con el mul­
tilátero principia á exponer la correspondencia bilate­
ral ó la ley de dualidad (reciprocidad, polaridad) se-
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gún la que de un teorema se deriva su correspon­
diente (recíproco, polar) cambiando entre sí puntos 
por planos ó inversamente, y con la distinción do las 
tres especies de cuadrángulos indica la generalidad 
que predomina en los conceptos de la nueva Geome­
tría. 

L a relación A S B - ^ - B S C -\- C S A — Oqne liga los 
ángulos que forman entre sí las rectas S A , S E , S C , 
relación análoga á otra entre los puntos A, B , C de 
una línea recta, y que existe en la hipótesis de ser 
considerados los ángulos descritos por giros en el 
mismo sentido, es muy conforme en el modo de ex­
posición del geómetra alemán. 

Dadas dos rectas A B , C D que forman con una se­
cante E F los ángulos F G B y F H C que difieren 
en 180° (grado es una de las 360 partes en que se di­
vide un plano alrededor de un punto) de lo que re­
sulta la congruencia de las figuras B G H D y C H G A , 
estas se pueden hacer coincidir, haciendo girar una 
de ellas en el plano hasta que G B j H C coincidan; 
de manera que si los lados G B j I I D tuviesen un 
punto común, también lo tendrían i3 G y G A, y las 
rectas A B Y C D tendrían dos puntos comunes, lo que 
es absurdo, luego A B y C D no tienen n ingún punto 
común, es decir, no se cortan. 

Pasando al orden de ideas del sistema no euclidia-
no, define la recta paralela al lado A J3 de un tr iángulo 
A B C . Para ello supone que permaneciendo el ángulo 
B A G y el lado C A invariables, ú A B vaya aumen-
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tando, en cuyo caso aumentará también el ángulo 
A C B opuesto, y si existe un ángulo determinado 
A C D al cual por un crecimiento suficiente del lado 
A B pueda aproximarse el ángulo A C B tanto como 
se quiera, el lado C D que se dirige hacia un punto 
infinitamente distante del lado A B j que no corte á 
este, mientras todas las rectas que parten de C, y se 
hallan contenidas en el ángulo ^ C D le cortan, se 
dice paralelo al mismo. E l ángulo A C D puede alcan­
zar, pero no exceder, al suplemento de B A C , j si N 
es normal á A B , teniendo N B ' j N B direcciones 
opuestas, y siendo D ' C N = D C N , de la congruencia 
de las figuras B N C D j B ' N C D ' se deduce que C B ' 
es también paralela á i Y ^ ' . E n particular, si el ángu­
lo IV C D es recto, se tendrá N C B ' + N C B = 180°, y 
las dos paralelas se extienden en una misma recta. 

Pero si no existiese semejante límite A C D del án ­
gulo A C B , j la recta fuese una línea cerrada, sobre 
la cual, partiendo desde A y pasando por #, siempre 
en la misma dirección, se pudiese llegar nuevamente 
al punto A, no podrían construirse las paralelas. 

Con relación á las paralelas se atribuye á una recta 
dos puntos distintos (reales ó no) infinitamente dis­
tantes, ó uno solo infinitamente lejano. 

Cuál de estos tres casos posibles se verifica efecti­
vamente, no puede decidirse m por la experiencia 
(con la observación), ni por la teoría (especulativa­
mente). E n la hipótesis, no contradicha por la expe­
riencia, de que en la recta puede imaginarse un solo 



— 48 — 

y único punto en el infinito, se funda la Geometría 
vulgar ó euclidiana. L a hipótesis de que la recta ten­
ga dos puntos distintos en el infinito, da ocasión á 
dos Geometrías no euclidianas. 

Expuestas las ideas en que se basan los dos siste­
mas de Geometría, como preliminar necesario al or­
den de desarrollo que quiere seguirse, añade Baltzer 
que: S i el lado C D es paralelo al N B y C D ' á N B , 
siendo los ángulos N C D y D ' C N rectos, y por con­
siguiente C D j CD ' caen sobre una misma recta D D ' 
(axioma de la Geometría vulgar), las rectas B B ' j 
D D ' son paralelas. Esta circunstancia reduce la Geo­
metría euclidiana á un caso de la no euclidiana. 

Partiendo de esta hipótesis, expone Baltzer la teo­
ría de las paralelas en el sistema euclidiano. 

Conocida por estas indicaciones la índole y el vasto 
alcance de este tratado de Geometría , y no pudiendo 
seguir con detalle todas las circunstancias que ofrece 
una obra como esta de carácter universal, fundada 
en los más variados resultados que los más eminen­
tes geómetras han obtenido en uno ú otro sentido, 
terminaremos justificando nuestro aserto al consig­
nar brevemente que: en la Planimetr ía es digno de 
citarse el siguiente enunciado: S i en un triángulo per­
manecen invariables dos lados, cuando el ángulo com­
prendido por ellos aumenta, también aumentará el 
lado opuesto a l mismo ángulo, lo que manifiesta la 
intervención que da á la idea de movimiento. E l s i ­
guiente enunciado: P a r a dos figuras semejantes y del 



— 49 — 

mismo sentido A B C.. . y A l B i C i . . . existe un punto S 
que se corresponde á sí mismo, y de tal modo, que las 
figuras S A B C . . . y S i A i B l C x . . . son también seme­
jantes y del mismo sentido, es un ejemplo de idea de 
posición, así como el siguiente: S i una figura S A B G... 
gira en un plano alrededor de un punto S, hasta que 
la dirección de S A coincida con la S Â ^ ó con la 
opuesta, adquiere dicha figura la llamada posición 
perspectiva. E a la 2.a parte ó Estereométria, estas 
ideas se presentan con mayor generalidad al tratarse 
de las proyecciones central^ paralela y estereográfica. 
Los casos en que el centro y el eje de colineación están 
en el infinito son correspondientes á las figuras l l a ­
madas perspectivo-afines y perspectivo-semejantes. E l 
desarrollo dado á la teoría de los poliedros que com­
prende los poliedros semi-regulares de Arquímedes 
con vértices triláteros, cuadriláteros y quinqueláte-
ros. L a exposición del cálculo baricéntrico, y concep­
tos como el de la recta y el plano en el infinito, y las 
intersecciones imaginarias de las líneas ó de las su ­
perficies, expresan el espíritu de generalización y el 
propósito de asimilar dentro de un plan cuanto de 
más notable y en todas las épocas han producido los 
primeros talentos matemáticos respecto á la ciencia 
de la extensión. 

Hemos examinado hasta ahora casi exclusivamente 
la evolución de los conceptos que intervienen en el 
modo de organizarse la Geometría elemental. Las 
obras de Euclides, Legendre, Lacroix y otras tam-

4 
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bien muy conocidas, como los tratados de Vincentr 
Cirodde, etc., no han tenido otro propósito. Pero ade­
más de los elementos que, según su significado , ex­
presan aquello de más simple y fundamental que hay 
en la ciencia, como base de ulteriores desarrollos, 
existe un género de verdades más complejas que se 
desenvuelven sobre los primeros; y esto, no es pro­
ducto exclusivo de los tiempos modernos, porque los 
vestigios que nos han llegado de la Geometría anti­
gua revelan la existencia de un organismo superior 
de verdades como complemento del organismo elemen­
tal. Algunas obras se han conservado íntegras como 
las Dadas de Euclides, otras ya traducidas del árabe, 
ya restablecidas, tales son el tratado de la Sección de 
razón, y el 8.° libro de las Cónicas de Apolonio, de­
bidas á la asiduidad del astrónomo Halley, muy ver­
sado en lenguas antiguas, el tratado de los Lugares 
planos de Apolonio de que Fermat y Schooten dieron 
las demostraciones, el primero por la simple Geome­
t r í a , el otro por medio del cálculo algébrico de Des­
cartes, basándose en los enunciados de los mismos 
que Pappus conservó; pero ninguna ha excitado tanto 
el interés y la actividad de los geómetras como la obra 
de los Porismas, de Euclides, de la que solo tenemos 
noticia por algunos fragmentos citados en las obras 
del geómetra alejandrino Pappus, obra que, según el 
testimonio de este, contenía una amplia colección 
de proposiciones de una concepción ingeniosa, de 
úti l empleo para la resolución de los más difíciles 
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problemas. Esta obra, que hace suponer habría enalte­
cido aún más el nombre de Euclides por el superior 
alcance de las proposiciones en ella contenidas, debió 
ser complemento de la Geometría elemental, tanto, 
que Chasles encuentra en ella los gérmenes de los 
métodos modernos; y los mismos lemas de Pappus, 
por medio de los cuales llegó el geómetra francés á 
restablecer los porismas, son una serie de proposicio­
nes que corresponden á las teorías actuales de la re­
lación anarmónica , á las divisiones homográficas y á 
la involución; y estas conexiones le llevan á la con­
vicción de que si la obra de Euclides se hubiera 
transmitido hasta nosotros bajo la autoridad de este 
nombre, antes hubieran entrado en el plan de ense­
ñanza de la Geometría estos conceptos geométricos, 
relegados hasta poco há á los dominios de la pura es­
peculación. Ademcás, el examen de esta obra, como 
el de otras arriba citadas, así como la considera­
ción atenta de los trabajos realizados por los geóme­
tras sobre la índole de las diversas cuestiones que 
encierran, hace comprender que la Matemática no se 
reduce á solo desarrollos mecánicos de fórmulas ó 
combinaciones fortuitas de figuras, sino que tam­
bién exige el empleo de razonamientos sutiles y pro­
fundos acerca de la categoría y el significado de los 
conceptos, lo cual pertenece ya al dominio de la lógi­
ca ó de la metafísica de la misma. Nos basta, para 
convencernos de ello, seguir á Chasles en el desen­
volvimiento de la idea de porisma^ para lo cual tiene 
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que referirla á otros conceptos, como el de teore­
ma, problema, lugar, corolario, dada, conocida. 
Y a desde luego nos es conocida la relación en que 
se hallan el teorema y el problema, la prioridad de 
origen del último que al quedar resuelto, admite 
el enunciado bajo la forma de teorema, correspon­
diendo el razonamiento demostrativo de este, á la 
serie de construcciones empleadas en la resolución de 
aquel. 

E l porisma, según Pappus, es una proposición en 
la que se pide hallar lo que se ha propuesto, y aún 
cita otra definición menos general, dada por otros 
geómetras y fundada en una circunstancia acciden­
tal, implicando la idea ó la condición de una propo­
sición local, de manera que según estos: Lo que cons­
tituye el porisma es lo que falta á la hipótesis de un 
teorema local (el teorema local es una proposición 
que expresa una propiedad común á todos los pun­
tos de una misma línea recta ó curva). E l lugar es 
una proposición en la que se dice que tales puntos 
sometidos á una ley conocida, se hallan en una línea 
(recta, circular ú otra), cuya naturaleza, se enuncia, 
pero quedando por hallar la magnitud y la posi­
ción; por ejemplo: Dados dos puntos, y una razón, 
el lugar de un punto cuyas distancias á estos se 
hallan entre si en esta razón, es una circunferencia 
de circulo dada en magnitud y posición. Así , pues, 
el lugar participa del teorema y del problema, esto 
último por cuanto hay que determinar la magnitud 
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y la posición del lugar, expresando el lugar la mis­
ma cosa que el teorema, pero de una manera menos 
explícita que deja algo por completar. 

Expuestas estas consideraciones, añade Ghasles 
que nos vemos conducidos á concluir que los lugares 
son porismas, aunque Pappus no lo dijera terminan­
temente. Pero también los porisraas son corolarios, 
si bien de otro orden que los propiamente dichos, y 
Euclides expresa con el mismo nombre los corolarios 
de sus Elementos y las proposiciones de sus tres l i ­
bros de Porismas, pues aunque Ghasles reconoce que 
unas y otras proposiciones son muy diferentes en el 
fondo, si los corolarios son proposiciones que se de­
ducen inmediatamente, ya del enunciado de un teo-
reoma, ya de algún punto de su demostración, ya de 
un razonamiento que conduce á la resolución de un 
problema, aunque distintas de la proposición de que 
se derivan, también los porismas tienen su origen en 
teoremas ya conocidos, de los cuales son una especie 
de corolarios. E n fin, Ghasles encuentra entre los mo­
rismas y las dadas una analogía muy marcada, por 
cuanto estas son proposiciones en que una ó varias 
de las cosas de que se trata no tienen en el enuncia­
do la determinación de magnitud ó de posición que 
le es propia en virtud de la hipótesis. Dichas propo­
siciones consisten en afirmar que esta determinación 
está comprendida implícitamente en la hipótesis ó 
dada virtualmente, pudiéndose deducir de ella. Así, 
la proposición 6 del libro de las Dadas que Ghasles 
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cita como ejemplo: S i dos magnitudes a y b tienen 
entre si una razón x , la magnitud compuesta de las 
otras dos, tendrá con cada una de ellas una razón 
dada, se habría convertido en un teorema si E u c l i -
des hubiera hecho conocer en el enunciado la razón 
de la suma (a + &) á cada una de las magnitudes a 

X + l a + & a - h h 
y &, esto es: para y + 1) para 

X ^ a J ^ ' b 
E n resumen, los porismas eran á juicio de Ghasles, 
con relación á las proposiciones locales, ó proposicio­
nes en que se considera una infinidad de cosas varia­
bles, según cierta ley, lo que las dadas eran con 
relación á los simples teoremas de los Elementos, 
conjeturando que unas y otras formaban un Comple­
mento de los Elementos de Geometría, propios para 
facilitar el empleo de estos en la resolución de los 
problemas. 

L a idea de porisma, que Ghasles se propone des­
entrañar , la funda también en una necesidad que 
existe en la Geometría moderna, como debió existir 
en la Geometría griega, y es la de abreviar los enun­
ciados ó desembarazarlos de muchas determinacio­
nes, á veces complicadas y sin utilidad. Sea la prosi-
ción: S i se toman sobre el diámetro de un círculo dos 
puntos que dividan á dicho diámetro armónicamente, 
la relación de las distancias de cada punto de la c i r ­
cunferencia á estos dos puntos, será constante. S i de­
cimos que la relación está dada, lo que aquí significa 
lo mismo que constante, se enunciará un porisma en 
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e l sentido de Euclides; y para que la proposición 
fuese un teorema, sería preciso dar á conocer en el 
enunciado el valor de la razón, diciendo que es igual 
á la relación de las distancias de los dos puntos, á 
uno de los extremos del diámetro sobre que están 
situados; y como dice Ghasles, hoy se hacen poris-
mas de igual manera y con la misma frecuencia que 
se hacían antes. 

Son proposiciones del mismo género que pueden 
reunirse bajo un mismo t í tu lo , según opina Ghasles, 
además de las contenidas en el libro de las Dadas, las 
del tratado de las Conocidas geométricas de Hassan 
ben Haitham y los porismas citados por üiofanto, 
como el siguiente: S i dos números son tales, que cada 
uno de ellos aumentado en un mismo número dado, 
sea un cuadrado y suproducto aumentado en el mismo 
número sea también un cuadrado, estos dos números 
provienen de dos cuadrados consecutivos, que adquie­
re el carácter de una dada ó de un porisma bajo la 
forma siguiente: Dados dos cuadrados consecutivos, 
así como un número, sepuedenhallarotros dos núme­
ros tales, que cada uno de ellos y su producto sumados 
con el número dado, sean cuadrados; y en general, el 
geómetra francés reconoce que la mayor parte de las 
proposiciones de la teoría de los números pueden con­
siderarse como dadas, pues expresan que tal función 
de tales números , ó tal relación entre tales números 
da lugar á tal otra relación. Estas analogías á que 
llega Ghasles le permiten definir los porismas como 
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teoremas no completos que expresan ciertas relaciones 
entre cosas variables según una ley conocida, y ade­
más reconoce en los porisraas una utilidad para los 
geómetras antiguos, análoga á la del análisis cartesia­
no para los modernos, pues si la obtención de algún 
lugar geométrico exigía el empleo de algún porisma, 
la cuestión se reducía á concluir de estas condiciones 
otra expresión del lugar que fuese ya conocida, y que 
por consiguiente hiciera conocer la naturaleza del 
lugar, objeto de la cuestión; de modo que el tránsito-
de la expresión de un lugar á la de otro exigía un po-
risma. E n virtud de esto, infiere que el Tratado de 
los porismas de Euclides debía ser una colección de 
proposiciones que servían para pasar de una expre­
sión conocida de un lugar á otra expresión del mismo 
lugar, y más generalmente para pasar de las condi­
ciones conocidas que determinan un sistema de cosas 
variables sujetas á una ley común, á otras condiciones 
que determinan las mismas cosas variables. Esto, 
añade, se observa actualmente en el análisis cartesia­
no, pues la ecuación, 

a;2 -h a £ c + */2 hy = c, 

por ejemplo, expresa que, tomándose arbitrariamente 
dos ejes rectangulares en el plano de una figura, se 
pueden determinar dos segmentos rectilíneos a, b y un 
espacio ó rectángulo c, tales, que la suma de los cua­
drados de las distancias de cada punto del lugar á los 
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dos ejes, mas los productos de estas distancias por los 
segmentos a y h formen una suma igual a l rectán­
gulo c. 

Hemos detallado el concepto de Ghasles acerca de 
los porismas, porque en tan importantes desarrollos 
como los que hace este notable geómetra, además de 
profundos conceptos filosóficos que dan idea del enca­
denamiento lógico de las ideas geométricas, establece 
un enlace entre la Geometría antigua y la moderna, 
que sirve para explicar la evolución, de una manera 
natural; y aunque los porismas restablecidos según 
los antecedentes de que dispuso, á los cuales corres­
ponden de una manera rigurosa, no incidieran 
con los que realmente fueron expuestos en la obra 
perdida de Euclides, siempre por la obra de Ghasles 
se verá el lazo de unión entre las teorías modernas 
y las antiguas, cuyos solos vestigios nos revelan una 
ínt ima analogía. 

Gonsideremos con este objeto los 38 lemas de Pap-
pus, de los cuales 23 se refieren á las figuras rectilí­
neas, 7 á la relación anarmónica y 8 al círculo. De los 
23 primeros, 6 tienen por objeto el cuadrilátero cortado 
por una transversa], ó se refieren á la involución en el 
cuadrilátero, 6 conciernen á la relación anarmónica 
de dos sistemas de cuatro puntos, ó mejor, áesta rela­
ción en un haz de cuatro rectas cortadas por dos trans­
versales, 4 pueden reducirse á la consideración del exá­
gono inscrito en dos rectas, 2 expresan relaciones de 
áreas de dos triángulos que tienen dos ángulos iguales 
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ó suplementarios, 4 se reñeren á ciertos sistemas de 
rectas, y el último es un caso del problema de la sec­
ción del espacio. 

Los lemas correspondientes al cuadrilátero cortado 
por una transversal solo expresan hoy casos parti­
culares de una misma proposición. E n la Geometría 
griega son otras tantas proposiciones que se demues­
tran independientemente; ya la transversal es parale­
la á una diagonal del cuadri lá tero, como sucede en 
los lemas I y I I , ya pasa por los dos puntos de inter­
sección de las dos diagonales y de dos lados opuestos 
del cuadrilátero, ó de los lados opuestos, casos que se 
expresan en los lemas V y Y I , ya como en el lema V I I 
la transversal pasa por uno de los puntos de intersec­
ción de dos lados opuestos y es paralela á una dia­
gonal. Las conclusiones de estos lemas son, ó que tal 
recta es paralela á tal otra, 6 que tres puntos de la 
figura se hallan en línea recta; y esto á consecuencia 
de una relación de segmentos expresada en la hipó­
tesis. 

S i á las figuras del texto griego, en que las letras 
dispuestas de cualquier modo, no facilitan en manera 
alguna la comprensión de las analogías que permiten 
referir las unas á las otras, sustituímos la formada por 
un cuadrilátero ambS considerado en el caso gene­
ral , que es el expresado por el lema I V , de manera 
que las prolongaciones á e a S j b S corten á la trans­
versal en los puntos A y las de a m y b m en los 
P y Q, la de a b en p y la de m S en R (que es la ñgu-
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como lo hacemos en dicho libro, donde exponemos 
también la demostración según el texto griego, refe­
r i r los demás lemas á dicho lema I V de una manera 
visible, pues cuando S m ó a h son paralelas á la trans­
versal, i í ó p se hallan en el infinito, como sucede en 
los lemas I y I I , y cuando las diagonales ab j S m y 
los lados opuestos a S j hm se cortan en la transver­
sal, los puntos p y i í se confunden en uno solo, así 
como los Q y A (lemas V y V I ) . 

Modificando, pues, las letras de la figura del texto 
griego de manera que el cuadrilátero sea el S a m h 
cuyas diagonales a & , S m y cuyos lados h S , m a cor­
tan á la transversal en los puntos p, R , B , P j cuyos 
lados 6m y a S la cortan en los puntos Q y A , el enun­
ciado será el siguiente: S i en dicha figura se verifica 
la relación 

? R . Q P _ ? R . B A , Q P = ?Q . B P 
?Q . P R ? B . R A 0 B A ? B . R A 

L O S T R E S P U N T O S m, S, R E S T Á N E N L Í N E A R E C T A . 

L a demostración general que exponemos en nues­
tra Geometría elemental es la siguiente: 

C o n s t r u c c i ó n . — Trácese la paralela a n k á la 
transversal, y la paralela A J á la a P . 

D e m o s t r a c i ó n . — S e tiene evidentemente que 

O P Q P a n a k , Q P a n a k ? Q . R P 
_2; ^ • lueffo — . 
B A ~ a n a k B A ' 5 a n a k B A ? B . R A 
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Q P m P a n ?Q a k S a 
a n " m a ' a k p 5 ' B A S A 

(constr, 1.a) 
Q p a J l p 

luego = (suprimiendo el factor co­cí h JJ A. H A 

?Q , 
muu — ) , 

, m P S a R P 
y sustituyendo, 

luego 

m a S A R A ' 

m P m a , m P R P 
m a X A X A R A 

. S a m a 
(PUES ~S~A = T A ' CONSTR' 2-^; 

luego m, S j R están en l ínea recta. 
Hecha esta demostración para el caso general, re­

sulta inmediatamente la de los demás casos, pues 
para los lemas I y I I , estando i? y p en el infinito, las 
„ <? R o R , o R o R 
fracciones — y aS1 como las ^ - y ^ se 

reducen á la unidad; y entonces se tiene que para el 
lema I la fórmula [1] se reduce á 

Q l 9 . — i S L 0 p a n _ pQ m P S a 
%k £~A ~ T i 

m P S A 

B A ? B ' a n a k B A f B ' m a S A " 1 7 

o m a S a ' 

luego P ^1 es paralela á S m . 
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E n el caso del lema I I se tiene 

Q P , Q P a h , m P S a 
0 ; ——- O B A a h B A m a S A 

m P m a , m P R P 
m a X A X A R A ' 

luego i?, m, S están en línea recta. 
9 A QP 

Los enunciados de dichos lemas son: I . S i -— = -—, 
? B ?Q' 

(pues son iguales á la unidad, por hipótesis) la trans­
versal será paralela á la diagonal w S . I I . S i la trans­
versal es paralela á la diagonal a 6, se hallarán en 
línea recta los puntos <S, w , R . 

L a demostración de los lemas V y V I resultará 
también calcada sobre la del lema I V , haciendo en la 
fórmula [\] Q = A, R = ?\ j se obtendrá que: si 
A P p P 
— — = ——, los tres puntos m, S , p se hallan en 
A B ? Q 

línea recta (lema V) y haciendo en dicha fórmula 
Q — A , P = B , ? = cc, se obtendrá que = 

A B A R 
B R 

6 l — , ó B R = A R , es decir, que si a & es 
paralela á A B será A R = B R , j (ie análoga manera 
se demuestra el lema V I L 

Para concluir estas investigaciones acerca de los 
siete primeros lemas de Pappus, observaremos que 
las relaciones expresadas en los mismos son relacio-
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nes de puntos en involución sobre la transversal; y 
esto se hace visible designando las intersecciones 
P j B , Q j A, ? j R por las letras a y a', & y &' c y c', 
y entonces la fórmula [1] se reduce á 

ce' . ah ce'. a'h' , . . , , , , , , A 
—; = - — — o ah . a c . h c' a'h .ac ' .bc = 0, 
ac .he a c . h e 
que es una de las fórmulas conocidas de la teoría de 
la involución. 

Los lemas nr, x, xr, xiv, xvr y xix establecen la 
igualdad de relaciones anarmónieas que cuatro rec­
tas trazadas desde un punto forman sobre otras dos, 
según arriba se indicó. Y entre estas proposiciones 
el lema m expresa el caso general. Considerando tres 
rectas que parten de un punto S cortadas en los pun^ 
tos a j a', h j h', c j e\ por dos transversales que 
parten de un punto P . E l enunciado de Pappus con­
siste en afirmar que el rectángulo P a .he es al rec­
tángulo Pe . ah como el rectángulo P a ' . h'c' es al rec­
tángulo Pe' . a'h'; los demás lemas citados son varian­
tes de este en casos particulares. 

E n fin, entre los demás lemas citaremos los xn , x m , 
xv y xvir, que pueden considerarse como casos dis­
tintos del exágono, inscrito en dos rectas. E n los xn 
y xv las dos rectas son paralelas. S i dadas dos rectas, 
partiendo de un punto 1 de una 'de ellas á un punto 
2 de la otra, y de este á un punto 3 de la primera, y 
así sucesivamente, formamos un exágono 1, 2, 3, 4, 
5, 6, el lema x m concluye de esta construcción (hecha 
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en otros términos en el texto griego) que las inter­
secciones 14, 36, 25 de los lados opuestos 1 y 4, 3 y 6, 
2 y 5 se hallan en línea recta; el xn concluye con los 
vértices 1, 2 y la intersección 14 se hallan en l ínea 
recta, y análogamente los xv y xvn , según se expresa, 
por las figuras 147, 148, 149 y 150 de nuestra Geome­
tría elemental, fundándose todos ellos en los lemas 
anteriormente citados, relativos á la relación anar-
mónica, en los cuales, de una igualdad de productos 
de rectángulos construidos sobre ciertos segmentos 
de la figura, se deduce que ciertos tres puntos de l a 
misma se hallan en línea recta ó recíprocamente. 

Además de los lemas de Pappus sirvieron á Chas-
Ies para el restablecimiento de los porismas de Euc l i -
des los 39 géneros de porismas citados por Pappus, 
de los cuales solo describe la cosa buscada, omitiendo 
las hipótesis, pues dice el geómetra alejandrino que 
«no es por las diferencias de las hipótesis por lo que 
deben distinguirse los porismas, sino por las diferen­
cias de los resultados ó de las cosas buscadas.» Así: 
Que tal punto está situado sobre una recta dada en 
posición; que tal recta pasa por un punto dado; que 
tal recta está dada en posición; que tal rectatiene una 
relación dada con tal otra trazada por tal punto; que 
tal recta forma sobre otras dos rectas dadas en posi­
ción, segmentos cuyo rectángulo está dado. Son ejem­
plos de algunos de los 39 géneros. E n fin, los tres po­
rismas enunciados completamente, son: 1.° E l s i ­
guiente: S i desde dos puntos dados se trazan dos recta». 
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que se cortan en una recta dada en posición, de las 
que la una intercepta sobre una recta dada en posición 
un segmento, contado á part ir desde un punto dado, 
la otra formará también sobre otra recta un segmento 
que estará con el primero en una razón dada. 2.° L a 
proposición llamada de las cuatro rectas; á saber, que: 
Dadas cuatro rectas que se cortan dos á dos, si tres de 
los puntos de intersección situados sobre una de ellas, ó 
dos solamente en el caso del paralelismo, están dados 
(es decir, quedan fijos); y de los otros tres, dos quedan 
sujetos á permanecer cada uno sobre una recta dada, 
el último se ha l la rá situado sobre una recta dada en 
posición, que enunciado en el lenguaje moderno, como 
dice Ghasles, se reduce á la siguiente: Dadas cuatro 
rectas de las que tres giran alrededor de los puntos en 
que encuentran á la cuarta, de manera que dos de los 
puntos de intersección de estas rectas resbalen sobre 
dos rectas dadas de posición, el punto de intersección 
restante describe una nueva recta; proposición que, 
como se sabe, también se reduce á la que expreoa la 
deformación de un triángulo, de manera que tres de 
sus lados giren alrededor de tres puntos situados en 
línea recta, y dos de sus vértices resbalen sobre dos 
rectas fijas, tomadas arbitrariamente, resultando en­
tonces necesariamente que el tercer vértice describirá 
una tercera recta. E l últ imo porisma citado por Pap-
pus es la extensión del caso de las cuatro rectas á un 
número cualquiera de estas. 

Con los antecedentes que hemos expuesto, y que se 
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hallan en las colecciones matemáticas de Pappus, es 
como pudo Ghasles llegar á obtener, no los 171 po-
rismas citados por el geómetra alejandrino como cons­
tituyendo la obra perdida de Euclides, sino 220 que 
se ajustan á las conclusiones de los 29 géneros, reco­
nociendo que es necesario eliminar algunos; pero en 
la dificultad de proceder con acierto lo deja á la con­
sideración dé los geómetras. 

Entre las 220 proposiciones que contienen los tres 
libros de porismas restablecidos por Ghasles, solo c i ­
taremos los diez primeros porismas expuestos á parte, 
y como anteriores al primer género descrito por Pap­
pus, y que constituyen los diez casos de la proposi­
ción de las cuatro rectas, casos que no necesita distin­
guir la Geometría moderna, poseyendo como posee la 
noción de signo y un espíritu generalizador que eran 
extraños á los geómetras de l a antigüedad. E n todos 
ellos se considera un cuadrilátero Samb y tres pun­
tos p, P , Q situados en una recta que designa Chas-
Ies con el nombre de recta de los polos, dependiendo 
la diversidad de los porismas de las varias posiciones 
que la recta de los polos tiene con relación al cuadri­
látero. Así en el porisma i la diagonal Sm, que es el 
lugar geométrico del punto m es paralela á la recta 
de los polos. E n el porisma n esta es paralela á la 
otra diagonal ah. E n el m , suponiéndose paralelas 
las rectas A a X j B h Y, el cuadrilátero deja de existir 
por haber pasado, según la expresión moderna, el 
vértice 8 al infinito. E n el porisma iv se trata del 
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caso general, en el que la recta S R dada en posición, 
depende de la relación general de los seis segmentos 
que los lados y las diagonales forman en la recta de 
los polos. E n fin, las condiciones de ser algún lado 
ó alguna diagonal paralelos á la recta de los polos ó 
de concurrir en esta las dos diagonales ó dos lados 
opuestos combinados, originan los varios casos de la 
cuestión, de los cuales parece queEuclides solo eligió 
los que exigían demostraciones distintas, según se in ­
fiere del texto de Pappus. Hacer una exposición de las 
proposiciones enunciadas y demostradas en los tres 
libros de los porismas, equivaldría á recorrer las pá­
ginas del Traite de Géométrie superieure de Ghasles, 
de tanta afinidad con la obra de Euclides, que dicho 
geómetra, antes de proceder al restablecimiento de 
esta, creyó necesario, como lo manifiesta, dar antes á 
las teorías de la relación anarmónica, de las divisio­
nes homográficas y de la involución los desarrollos 
de que eran susceptibles los gérmenes que de ellas 
existen en los lemas de Pappus, siendo necesarias 
para interpretar los porismas del libro 1.° muchas de 
las transformaciones de las ecuaciones de dos, tres ó 
cuatro términos que expresan la relación anarraó-
nica. 

Estas consideraciones servirán para convencernos 
de las dificultades que existen para fijar los límites 
entre lo que debe comprender la parte elemental de 
la Geometría y lo que corresponde al dominio de 
las teorías superiores, aunque esta división es un 
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simple artificio relacionado con los fines de la ense­
ñanza. 

L a ciencia, á la par que progresa, varía en la forma 
de su organismo, y aunque aumente este considera­
blemente, aunque las verdades en él incluidas se 
multipliquen indefinidamente, no por eso los obstá­
culos que se ofrezcan para su adquisición aumentan 
en la misma medida. Cuanto mayor es el número de 
verdades allegadas en las diferentes épocas, mayores 
son las facilidades que se obtienen para agruparlas y 
clasificarlas de manera que las unas evoquen á las 
otras, ya por una relación de coordinación ó de subor­
dinación. E l secreto de la ciencia se halla en este 
enlace, y su perfeccionamienro consiste en el mayor 
acierto con que se somete la variedad á la unidad, 
llegándose á un todo armónico. 

L a ciencia progresa por síntesis sucesivas; estas 
síntesis no tienen en cada época más que una perfec­
ción relativa, pero cuanto de ella se conoce se halla 
encadenado formando una unidad que constante­
mente se renueva ó es reemplazada por unidades más 
amplias, bajo las que se subordinan relaciones en 
número creciente. L a Astronomía, que en un princi­
pio relacionaba todos los astros con la Tierra, conside­
rada como fija en el centro del universo, más tarde 
susti tuyó este sistema provisional por otro más per­
fecto en que el Sol era el centro y la Tierra quedaba 
reducida á figurar entre el número de los planetas. 
E n fin, los progresos ulteriores de la ciencia astronó-



mica han relegado al Sol á la categoría de otros mu­
chos soles que se mueven en el espacio y forman 
unidades en otro sistema superior. 

L a Física hoy nos revela una unidad superior á las 
artificiosas unidades que precedieron y que se halla 
expresada por el principio de la transformación de las 
energías. L a Química ha realizado sustituciones a n á ­
logas de principios que la han conducido sucesiva­
mente hasta l a actual constitución que la aproxima á 
enlazar sus fenómenos con los que se hallan someti­
dos á las energías físicas. 

Las ciencias naturales buscan hoy en los principios 
de la constitución de la materia orgánica los funda­
mentos de nuevas unidades que reemplazan á otras 
anteriores no tan amplias, por haber sido más redu­
cidas las bases sobre que se edificaran. Y no es solo 
esto lo que tenemos que contemplar en el desenvolvi­
miento científico, donde cada ciencia eleva sus idea­
les acrecentando su variedad y su unidad, sino que 
todas ellas tienden á combinarse, penetrando las unas 
en la circunscripción de las otras, para buscar sobre 
las unidades parciales que cada cual representa una 
unidad superior. 

Lo mismo observamos en la Matemática, aunque 
debemos notar una diferencia, y es que en esta cien­
cia las conclusiones á que se ha llegado en una época 
persisten en las épocas sucesivas, pues tienen un 
valor absoluto, y lo único que progresa es el orga­
nismo en que se hallan contenidas, progreso que per-



— 69 — 

mite variar los procedimientos ó la forma de los 
encadenamientos por medio de los cuales de las unas 
se llega á las otras. 

Giñéndonos por ahora á la Geometría, vemos que 
el sistema cartesiano es un nuevo método basado en 
la correspondencia entre ciertas líneas y los números 
que las representan, de modo que una figura geomé­
trica puede tener su representación por medio de una 
ecuacióu, en la cual los elementos de aquella apare­
cen sustituidos por símbolos del análisis; y en cuanto 
esta correspondencia queda fijada, toda combinación 
de figuras representables por ecuaciones conducirá á 
una combinación correspondiente de expresiones n u ­
méricas, y podremos indistintamente proceder en uno 
ó en otro de los sistemas, sabiendo que la correspon­
dencia en el otro será perfecta. Así, por ejemplo, 
podremos demostrar todos los teoremas de la Geome­
tría de Eaclides, por medio de ecuaciones, en cuanto 
se ha establecido la correspondencia entre las líneas 
rectas y la circunferencia con las ecuaciones que son 
su representación analítica. Y e s claro que si emplea­
mos los sistemas de representación de Bellavilis y de 
Hamilton, también por estos nuevos métodos llegare­
mos á establecer las mismas verdades que en la Geo­
metría de Euclides se establecen con el razonamiento 
directo sobre cada figura; y además es posible pasar 
de un sistema cualquiera á otro de la misma manera 
que, por ejemplo, se pasa de la expresión de un lugar 
geométrico en coordenadas cartesianas á su expresión 
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en coordenadas polares ó trilineales, etc. L a cuestión 
se reduce siempre á verificar la traducción de un sis­
tema dado en aquel otro en que se le pretende trans­
formar. 

E n estos últ imos tiempos un nuevo sistema de Geo­
metría ha sido expuesto por Staudt, que aspiró á des­
arrollar esta ciencia independientemente de toda 
noción de magnitud como una especie de antítesis 
del sistema cartesiano, en que los procedimientos 
puramente geométricos resultaban absorbidos bajo las 
formas analíticas predominantes. Y aunque cierta­
mente la obra de Staudt es de considerable trans­
cendencia, puesto que además de aplicarse los razo­
namientos directamente al objeto geométrico, nos 
permiten elegir procedimientos adecuados al ñ n que 
pretendemos obtener, evitándonos el emplear recur­
sos extraños, como se ha hecho con frecuencia, por 
falta de recursos propios, también puede juzgarse 
como una traba para el desarrollo y el progreso de la 
ciencia la intransigencia con que ciertos partidarios 
de los procedimientos gráficos pretenden anular ó 
reducir á un lugar secundario en la enseñanza y 
exposición de la Geometría los procedimientos ana­
líticos. 

L a ciencia tiene un carácter de universalidad, en 
virtud del cual acoge todos los procedimientos condu­
centes á establecer la verdad. E n ella caben todos los 
métodos. Guando algunas de sus teorías han obtenido 
un alto grado de perfección, sus métodos propios les 
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bastan para su completo desarrollo. Cuando, por el 
contrario, se trata de teorías nacientes, en algunas 
circunstancias la necesidad impone aplicarles proce­
dimientos no adecuados á su índole especial. Gomo 
ejemplo podemos citar algunas demostraciones efec­
tuadas por procedimientos analíticos en cuestiones 
que figuran en ciertos tratados de Geometría des­
criptiva. 

Descendiendo ahora al caso en que solo se trata de 
los Elementos de Euclides, podemos observar el cu i ­
dado con que aspira á emplear la teoría de la seme­
janza en los últimos libros de su obra, que solo prin­
cipia á emplearse en el libro v i . Euclides se sirve des­
de el principio de su Geometría de un artificio que 
suple á la teoría de la semejanza. Así, por un punto 
cualquiera de una diagonal de un paralelógramo, se 
trazan paralelas á los lados, quedando dividido este en 
otros cuatro: dos peridiametrales (atravesados por la 
diagonal) y otros dos parapleromos (complementos), 
equivalentes entre sí y cuyos lados son por consi­
guiente recíprocos, equivalencia que se demuestra 
muy sencillamente en el libro segundo, como arriba 
se indicó, lo que da á Euclides el medio de construir, 
sin usar la palabra, una cuarta proporcional, como 
segundo lado de un parapleromo cuyo primer lado es 
conocido con el parapleromo correspondiente, bastan­
do acabar la figura paralelográmica. 

Pasando del examen de los Elementos, al de los le­
mas de Pappus, hallamos en estos un empleo exclusi-



— 72 — 

vo de las proporciones, como debiera suceder en la. 
obra de los porismas y como realmente se verifica en 
la obra restituida por Ghasles, donde emplea, según 
hemos manifestado, ecuaciones hasta de cuatro térmi­
nos y como se observa en su íxeometría superior, ba ­
sada en la simple consideración de la relación anar-
mónica. 

Hemos dicho anteriormente que las ciencias han 
sufrido una alteración constante por el acrecentamien­
to de sus diversas teorías ó por la generalización de 
sus ideales. Y esta circunstancia debemos tener pre­
sente al tratar de discernir lo que hoy debe entrar en 
los dominios de la Geometría elemental. Ciertamente 
que en la obra de Euclides se hallan los elementos de 
esta ciencia y que en los lemas de Pappus y en el 
Tratado de los porismas ya se trata mas bien de siste­
mas que de individualidades y en cierto modo esto 
últ imo entra en los dominios de lo superior, lo que 
atestigua el título de la obra de Ghasles ya citada. 
Pero tantos han sido los progresos recientes de l a 
Geometría en las teorías de las curvas y de las super­
ficies, en cuanto concierne á las varias clasificaciones, 
de estas y á las múltiples propiedades que ofrecen cada, 
grupo, cada orden, cada familia y aun cada individuo,, 
que hoy resulta en cierto modo, con el carácter de ele­
mental, como una especie de preliminar, aquello que 
antes se ofreció con el carácter de superior, como la 
últ ima etapa á que la ciencia había extendido sus do­
minios. 
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Expuesto lo que concierne al sistema ü organismo 
de verdades que forma la ciencia, vamos ahora á tra­
tar en detalle lo que se refiere á algunos puntos de 
vista especiales, los cuales debemos examinar como 
complemento de aquello de general que hemos mani­
festado, puntos de vista que es preciso considerar en 
la exposición de la Geometría y son: el dialéctico, el 
crítico y el estético. 

Bajo el punto de vista dialéctico, es decir, de la d i ­
rección del raciocinio, debe examinarse la naturaleza 
de las proposiciones y su modo de encadenarse al ex­
presar las relaciones de las ideas. Bajo el punto de 
vista crítico debe examinarse la dependencia lógica de 
las ideas y su mutua situación en la Ciencia, sus coor­
dinaciones y subordinaciones; y bajo el punto de 
vista estético hay que discutir el modo más perfecto y 
elegante de presentar, no solo cada proposición, sino 
el conjunto de todas ellas en el plan científico. 

E n la Geometría no se trata de relaciones cualitati­
vas que conciernen á las subordinaciones ó inclusio­
nes de unas clases en otras, como sucede en las cien­
cias naturales. Las relaciones que establece son de 
igualdad ó de desigualdad. Cada teorema expresa una 
relación de simultaneidad ó coexistencia entre dos tér­
minos dados por la hipótesis y la tesis. E n las cien­
cias de la naturaleza las entidades existen de un modo 
absoluto, y la Ciencia las incluye ó las excluye de los 
tipos generales que ha establecido la clasificación. L a 
experimentación es el criterio que sirve para formar 
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€l encadenamiento de las mismas. E n la Geometría 
las relaciones tienen un carácter relativo ó condicio­
nal. L a demostración une los dos extremos por cons­
trucciones intermedias que hacen coexistir los térmi­
nos del teorema en una misma figura. Hay que dis­
tinguir la invención de la exposición. E l primer pro­
cedimiento forma la ciencia, el segundo ofrece los 
resultados obtenidos por el primero. 

E n la invención el problema precede al teorema. 
Antes de conocerse una relación hasta el punto de ser 
enunciada en términos claros y precisos, debe propo­
nérsela el entendimiento conteniendo alguna ó algu­
nas incógnitas. Resuelto el problema por el análisis, 
aquel puede formular el enlace de lo conocido y lo 
desconocido por medio de un teorema, y así el teo­
rema es el resultado del enunciado de un problema. 
Cualquier geómetra al descubrir un teorema segura­
mente que habría comenzado por buscar la solución 
de un problema. Pitágoras, antes de establecer un 
teorema, se habría propuesto hallar la relación entre 
los lados de un triángulo rectángulo, y después de 
obtenida, su enunciado constituyó su célebre teorema. 

L a ciencia constituida se descompone en teoremas. 
E l problema corresponde tan solo á su estado de for­
mación; y si se exponen en las obras didácticas, esto 
solo se practica atendiendo á los fines de la enseñanza. 
Así, en un razonamiento geométrico nos basta estar 
ciertos de la posibilidad de una relación geométrica, 
para emplearla en lo sucesivo, prescindiendo de los 
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medios de realización. Lo que se impone necesaria­
mente es el rigor en el enlace de las ideas, su realiza­
ción material es secundaria. Así, Euclides no necesitó 
en su proposición 9.a dividir un ángulo en dos partes 
iguales, para en la 10 dividir una recta en dos partes 
iguales, pues aunque no se supiere dividir un ángulo 
en dos partes iguales, la posibilidad resalta de la con­
tinuidad del espacio; y esto basta para suponer legí­
timamente en la proposición 10 la bisectriz del ángulo 
del vértice del tr iángulo equilátero empleado. 

Además, la Geometría no es la ciencia que estable­
ce las propiedades del espacio como algunos errónea­
mente pretenden; esto compete á la Filosofía ó á la 
ciencia de los principios y de las ideas primeras. E l 
espacio es el dato ó la materia de la Geometría, y el 
objeto de esta es las figuras ó las determinaciones del 
espacio. E n cada figura pueden buscarse todas las 
combinaciones de algunos de sus elementos suficien­
tes para determinar los demás , y á cada una corres­
ponderá un teorema distinto. S i se dan dos lados de 
un triángulo y el ángulo comprendido, se obtiene 
una combinación de elementos que determina el 
t r iángulo, determinando los otros tres elementos; y 
la determinación de estos, á su vez, constituye una 
nueva combinación que determina también el tr ián­
gulo y forma un nuevo teorema, el recíproco del 
primero. Determinadas así las condiciones de exis­
tencia de cada figura, á esta se podrán enlazar ó com­
binar otras nuevas, y formarse una red de construc-
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ciones indefinidas; y á este encadenamiento corres­
ponderá otro encadenamiento de teoremas que fijarán 
las diversas coexistencias. Supuesto un t r iángula 
isósceles, puedo trazar su altura, ó la bisectriz del 
ángulo del vértice, ó la recta que une este con el 
punto medio de la base, y obtendré que una de estas 
rectas es cualquiera de las demás, es decir, se identi­
fica con ellas. U n paralelógramo quedará complicado 
trazándose sus diagonales, y estos nuevos elementos 
combinados con los de la figura primitiva implican 
necesariamente la igualdad de los segmentos en que 
aquellas se dividen. 

Toda proposición admite como variantes su forma 
recíproca, la contraria y la recíproca de la contraria 6 
la contraria de la recíproca, es decir, además de: 
si A es 5 , A ' es B ' , se tendrá: si A ' es B ' , A QS B (re­
cíproca); si A no es B , A ' no es B ' (contraria), y si Ar 
no es B ' , A no es B (recíproca de la contraria), que 
designaremos con los números 1, 2, 3 y 4. 

No es preciso demostrar las 4 formas de la proposi­
ción para que resulten demostradas todas, basta de­
mostrar la 1 y la 2, ó la 1 y la 3, ó la 2 y la 4, ó la 3 y 
la 4; pero no la 1 y la 4, n i la 2 y la 3, pues demos­
trar una de estos dos últimos grupos equivale á de­
mostrar la otra, no conduciendo ninguna de ellas á 
n ingún nuevo resultado, es decir, que demostrando 
la directa y su contraria, ó la directa y su recípro­
ca, ó las dos recíprocas ó las dos contrarias, que­
dan implícitamente demostradas las cuatro, pues las 
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dos que faltan se obtienen por reducción al absurdo. 
E n los tratados de enseñanza se demuestran indife­

rente la directa y la recíproca, ó la directa y la con­
traria. Acerca de este particular debe advertirse que 
es preferible demostrar la directa y la recíproca, por­
que estas dos proposiciones exigen una sola figura, 
siendo los teoremas en que se apoya la una, los recí­
procos de los en que se apoya la otra; y esta prefe­
rencia se observa en el Tratado de Geometría de los 
Sres. Ronché y Gomberouse. S in embargo, cuando 
el teorema es de los que admiten tres casos corres­
pondientes á que una magnitud es mayor, igual ó 
menor que otra, es indispensable demostrar la directa 
y la contraria. Así, demostrado que: si por un punto 
exterior á una recta se trazan varias oblicuas, las que 
equidistan del pie de la perpendicular son iguales (1), 
es preciso demostrar en seguida que: la oblicua que 
dista más es la mayor (3), y no que: las que son igua­
les equidistan (2), pues la proposición (1) y la (2) no 
bastan para demostrar la (3) ni la (4). Pero si el teore­
ma solo exigiera la correspondencia entre la igual 
6 desigual distancia y la igual ó desigual longitud 
de las oblicuas, sería indiferente la elección de la 
proposición, conforme arriba se ha indicado. Así, 
por ejemplo, demostrado que: si las oblicuas distan 
igualmente del pie de la perpendicular, son iguales 
y su recíproca, quedará establecido ad absurdum, 
que si son desiguales dis tarán desigualmente, y que 
si distandesigualmente, son desiguales. 
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También se encuentran algunas veces proposicio­
nes cuyas recíprocas no son ciertas. Ejemplos: 1.° S i 
dos ángulos son adyacentes, son suplementarios. 
2. ° Dos ángulos opuestos por el vértice son iguales. 
3. ° S i dos triángulos son iguales, lo son las circunfe­
rencias inscritas ó circunscritas. Esta aparente ano­
malía exige la siguiente explicación. Guando hay 
perfecta igualdad en la extensión de las ideas que 
expresan la hipótesis y la tesis, la inversión podrá 
hacerse; pero si una es más extensa que otra, cuando 
la más extensa forme la hipótesis, se tendrá que res­
tringir, con el fin de identificar la extensión. Así, l a 
relación, ángulos iguales, es más extensa que la de 
opuestos por el vértice, así como la ángulos suplemen­
tarios más que la de ángulos adyacentes, y la de 
triángulos inscritos más que la de la circunferenciar 
pues á cada una de estas corresponden infinidad de 
triángulos inscritos; luego al invertirse pueden ele­
girse entidades que no correspondan á la hipótesis 
primitiva. No se puede por consiguiente afirmar quei 
sidos circunferencias son iguales, lo serán sus t r i á n ­
gulos inscritos. 

L a equivalencia ó no equivalencia de las entida­
des geométricas es el criterio que permite el poder 
avanzar ó retroceder indistintamente unas veces y 
otras no, en nuestros razonamientos. E n el ejemplo 
úl t imo, todos los puntos de la circunferencia, excepto 
los tres dados, son extraños á la figura construida, lo 
mismo que un ángulo cualquiera igual á otro es ex-
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traño á l a figura que forma al primero con su opuesto 
por el vértice; y que es la misma figura, por deberse 
considerar las rectas indefinidamente prolongadas. 

Pasemos ahora á las consideraciones que nos han 
de explicar el encadenamiento de las verdades geomé­
tricas. 

Las definiciones y los postulados son los puntos de 
partida del encadenamiento geométrico. 

E l postulado de la recta ó axioma según los distin­
tos criterios de los geómetras: Dos rectas no pueden 
cerrar un espacio y el llamado postulado de Euclides 
ó axioma 11 de sus Elementos, son las bases sobre que 
se construye el edificio de la Geometría. 

Considerando un punto P en una recta A B j otra 
recta que gira alrededor de dicho punto, además de 
concluirse que la suma angular es constante á un lado 
de una recta, se llega á la definición del ángulo recto 
como mitad de esta suma; y si suponemos el punto P 
en el exterior y lo unimos á los extremos A y B de l a 
recta, observamos que, por poderse superponer una 
recta con otra en todas sus partes, los ángulos rectos 
correspondientes á todos sus puntos también se po­
drán superponer; luego, si suponemos que el á n ­
gulo A P B sea igual á dos rectos, superponiendo par­
cialmente cada uno de sus ángulos rectos con dos de 
la recta A B en cualquiera de sus puntos, la línea A P B 
coincidiría con la A B , lo que es absurdo; luego el 
ángulo A P B no vale dos ángulos rectos. 

Las proposiciones: Por un punto solo se puede tra-
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zar una perpendicular á una recta, una paralela ó 
una recta que forme un ángulo dado (considerado en 
un sentido determinado), son otros casos de la deter­
minación de la recta que se derivan del fundamental 
expresado por el postulado ó axioma arriba citado. 
No es necesario que digamos cómo se demuestra que 
por un punto exterior solo se puede trazar á una recta 
una perpendicular, llegándose á concluir que si hu ­
biera dos perpendiculares, también dos rectas cerra­
r ían un espacio, lo que es absurdo. 

Que por un punto exterior á una recta solo se le 
puede trazar una recta formando un ángulo dado, se 
funda en que si existiesen dos, un ángulo externo de 
un triángulo sería igual á uno de los internos no ad­
yacentes. E n fin, el caso de la paralela se demuestra 
fundándolo en el caso de la perpendicular, si antes 
readmite el axioma 11 ó la proposición equivalente 
que sustituyó Lacroix cuyo enunciado es el siguiente: 
S i á una recta se le trazan una perpendicular y una 
oblicua, está prolongada suficientemente encontrará á 
la perpendicular; si estos postulados no se admiten, 
en vez de ellos puede admitirse la proposición que 
expresa la existencia de una sola paralela á una 
recta. 

L a equivalencia de estas tres proposiciones se de­
muestra de la manera siguiente: 

Sean las cuatro proposiciones. 
1.a S i A no es paralela á B y i? es perpendicular 

á C, A no es perpendicular á G. 



— 81 

2. a S i A es paralela á B j £ es perpendicular á C, 
A es perpendicular á C. 

3. a S i B es perpendicular á C y A no es perpendi­
cular á C, A no es paralela á B . 

4. a S i A es perpendicular á C y B es perpendicu­
lar á C, A es paralela á J5. 

L a 2..a es la contraria de la 1.a, la 3.a y la 4.* son 
respectivamente las recíprocas de la 1.a y la 2.a (esto 
se observa inmediatamente prescindiendo de la con­
dición común á todas, B es perpendicular á C.) 

L a 1.a es lo mismo que decir: Por un punto no se 
puede trazar más que una perpendicular á una recta, 
pues expresa que cualquiera recta trazada por un 
punto de la B no es perpendicular á la C. L a 4.a que 
suele enunciarse así. Dos rectas perpendiculares á una 
tercera son paralelas, por ser la recíproca de la con­
traria de la 1.% se deduce de ella por reducción al 
absurdo. L a proposición 3.a es el enunciado del pos­
tulado de las paralelas, según Lacroix. L a proposi­
ción 2.a equivale al enunciado: Por un punto exterior 
á una recta solo se le puede trazar una paralela, pues 
admitiendo: 1.°, que por un punto solo puede trazarse 
una perpendicular á una recia (prop. 1.a); y 2.°, que si 
dos rectas A y B son paralelas y B es perpendicular á 
C, también lo será A (prop. 2.a) diremos: Siendo cierto 
que todas las paralelas que puedan trazarse á B por 
un punto de la recta A son perpendiculares á C, y 
además pudiendo solo existir una perpendicular á C 
en dicho punto, no puede haber tam,poco más que una 

6 
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paralela, pues si hubiera varias habría otras tantas 
perpendiculares, lo que es contra lo admitido. T a m ­
bién se demuestra inmediatamente que el enunciado 
de Lacroix es equivalente á la proposición 2.a, pues 
siendo B perpendicular á C y A oblicua, debiendo 
ser, en virtud de la proposición 2.a, toda paralela á B 
perpendicular á C, si la oblicua A fuese paralela á B , 
tendría que ser perpendicular á C, lo que es absurdo. 

E l enunciado de Euclides es equivalente al de L a ­
croix. Y a en la forma restringida de este se ve que 
las rectas A j B , formando la una un ángulo recto y 
la otra un ángulo agudo, los dos ángulos suman me­
nos que dos ángulos rectos. Pero debe considerarse 
el axioma de Euclides en otro sistema de cuatro pro­
posiciones más general, que se corresponden exacta­
mente con las del sistema que acabamos de conside­
rar. Así, designando, para mayor sencillez, por 1 y 2 
los ángulos internos tomados á un lado de la secante 
y por 3 el adyacente al 2, que es el correspondiente 
del 1, diremos: 

S i A B j C D no son paralelas, los ángulos 1 y 2 no 
son suplementarios (1'). 

S i A B j C D son paralelas, los ángulos 1 y 2 son 
suplementarios (contraria) (2'). 

S i los áugulos 1 y 2 no son suplementarios, A B y 
CD no son paralelas (recíproca) (3'). 

S i los ángulos 1 y 2 son suplementarios, A B j C D 
son paralelas (recíproca de la contraria) (4'). 

Así como la proposición 1 .a expresa que: Por un 
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punto no puede trazarse más de una recta que forme 
ángulos rectos con otra, la (!') expresa que: Por un 
punto no puede trazarse más que una recta que forme 
un ángulo dado con otra (cuya orieatación está dada 
también); dichos ángulos son el 1 y el 3, de manera 
que también puede decirse que si las rectas A B y C D 
no son paralelas, los ángulos correspondientes no son 
iguales. L a proposición (3') es el postulado de Eucl i -
des, que corresponde á la 3.a, ó enunciado de Lacroix; 
la proposición (2') corresponde á la 2.a, con la dife­
rencia de que en la primera los ángulos 1 y 3 son 
rectos y en la segunda basta enunciar que son igua­
les. E n fin, la (4') es la recíproca de la contraria de 
la {!') de la cual resulta por reducción al absurdo. 

Basta, pues, demostrar directamente la (1') ó la (4') 
{pues una de ellas se deduce de la otra) y admitir 
como postulado ó la (2') ó la (3'), para que todo el sis­
tema quede establecido. Euclides después de admitir 
el postulado, como el undécimo de sus axiomas, de­
mostró la proposición 27, á saber: S i dos rectas A B , 
CD, cortadas por una tercera E F forman con ella los 
ángulos A E F y E F D iguales, son paralelas, que de­
muestra ad ahsurdum, pues, si A B j CD se encon­
trasen en un punto G, en el t r iángulo E F G se ten* 
dría un ángulo externo igual á uno de los interiores 
no adyacentes á aquel, lo que es contrario á la pro­
posición 16, que es la proposición (!') expresada en 
otros términos. Quedan, pues, establecidas las cuatro 
proposiciones del sistema, porque la (2') resulta ad 
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ahsurdum de la (3'). También puede reemplazarse á 
la proposición 16 de Euclides la 17: rw tr iángulo 
la suma de dos ángulos vale menos que dos rectos, que 
le es equivalente como también á la proposición ( T ) . 

Hay que observar que l a proposición (4') también 
se demuestra como lo bacen Baltzer y otros autores 
anteriores fundándose en la congruencia de las dos 
figuras que resultan á uno y otro lado de la secante, 
pues, si se supone que y CD se encuentran, ha­
ciendo girar á la parte de la figura en que se encuen­
tran alrededor del punto medio de la secante, al coin­
cidir las dos partes de la figura, también se encontra­
rán al otro lado, y dos rectas cer rarán un espacio, lo 
que es absurdo. 

Todas las proposiciones geométricas constan de las 
cuatro partes, si bien no se enuncian siempre todas 
por no ofrecer las que se omiten ninguna utilidad. 

Guando se trata de una entidad perfectamente de­
terminada, como, por ejemplo, de una perpendicular, 
una paralela, una bisectriz^ el punto que en el inte­
rior ó exteriormente á un segmento lo divide en una 
razón dada, la recíproca de la proposición que se ha 
demostrado se halla implícitamente demostrada. Así, 
después de haberse demostrado que dos perpendicu­
lares á una recta son paralelas, nos encontramos de­
mostrada la proposición recíproca, fundándonos en 
que por un punto de una de ellas solo puede trazarse 
una paralela á la otra, pues por la directa se halla es­
tablecido que existe la paralela B á la A, la cual, jun-
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tamente con esta es perpendicular á C; pero como solo 
existe una paralela pasando por un punto do la B , esta 
paralela tiene que ser ixecesariamente la perpendicular 
supuesta en el directo. Lo mismo diremos si se trata 
de las dos rectas que forman ángulos alternos inter­
nos iguales, las cuales son paralelas. Existe trazada 
por el punto de intersección de la primera de las dos 
rectas y la secante una paralela á la otra (tesis), que 
es la que forma igual ángulo alterno interno con la 
secante (hipótesis); pero como solo pasa por dicho 
punto una paralela, esta paralela (hipótesis ahora) es 
precisamente la que forma igual ángulo alterno i n ­
terno con la secante que la otra (tesis del teorema re­
cíproco). Euclides, después de probar en su proposi­
ción 4 que en un triángulo á lados iguales se oponen 
lados iguales, demuestra por reducción al absurdo la 
proposición 5, que es la recíproca de la anterior, y 
esto ofrece un nuevo ejemplo que sirve de comproba­
ción á nuestro razonamiento, pues, en efecto, la pro­
posición 4 equivale á establecer que á un triángulo 
formado por tres lados a, a y 6 corresponden ángulos 
respectivamente opuestos A, A j B (este tercero no es 
objeto del teorema). Pero como el triángulo supuesto 
con los tres lados a, a, h está determinado, es decir, es 
único, es evidente que el t r iángulo que supongamos 
con la base h y los ángulos A j A (hipótesis del recí­
proco) es dicho triángulo único que tiene los lados a 
y a iguales (tesis del recíproco que resulta probada). 
Y esta es la razón en que se funda la posibilidad de 



probar simplemente, empleando el procedimiento ad 
ahsurdum, el recíproco que constituye dicha proposi­
ción 5. También observaremos de paso cuán preferible 
•es emplear la expresión determinación del t r iángulo, 
como lo hacemos en nuestra Geometría elemental, á 
la expresión igualdad de triángulos, que en muchas 
ocasiones no indica, como debiera ser, la idea de una 
entidad ó individualidad geométrica perfectamente 
caracterizada. L a consideración de la igualdad de dos 
figuras que satisfacen á ciertas condiciones, es el me­
dio conducente á fijar las condiciones que determinan 
ó definen una sola de ellas, y esta determinación es 
la idea capital. Así, pues, diremos que, si un t r ián­
gulo A B C está determinado por los lados A B , B C 
y el ángulo comprendido B (caso correspondiente á 
la igualdad de dos tr iángulos que tienen iguales dos 
lados y el ángulo comprendido), de manera que sus 
otros tres elementos son los ángulos y, a j QÍ lado b; 
por ser único dicho triángulo cuya existencia ó rea l i ­
dad se halla establecida, también quedará este deter­
minado con el lado A B , el ángulo i? y el ángulo y, ó 
también con los lados A B , B C , j el h, es decir, todos 
los casos de la determinación de un tr iángulo, que se 
hallan virtualmente contenidos en el primero que se 
haya establecido. E l teorema relativo á la igualdad 
de oblicuas, que distan igualmente del pié de la per­
pendicular, y su recíproco, son casos particulares de 
la determinación del triángulo, que suelen ir acom­
pañados de sus contrarios en los tratados. Por úl t i -
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rao, diremos que si la paralela (recta que forma un 
ángulo nulo), la perpendicular y la bisectriz (que for­
man ángulos iguales), son los casos más sencillos de 
la determinación geométrica, el empleo de las razones 
numéricas, como por ejemplo, la igualdad de razones 
de segmentos, que determinan rectas paralelas y figu­
ras homotéticas y semejantes, son otros casos más ge­
nerales de determinación, sobre los que tenemos el 
de la relación auarmónica, fundamento á su vez de 
las relaciones más generales de la homografía y la 
involución. Y limitándonos al caso de la relación auar­
mónica, pondremos por ejemplo el lema m de Pappus, 
reducido á enunciar que, si tres rectas trazadas por 
un punto P , cortan á dos transversales trazadas por 
un punto a, respectivamente, en los puntos b j h' c 

j e ' , d j d ' , se verificará la relación ^ 1 = ^ : 
a d cd ad ' 

c'V „ 
Lomo esta figura se halla determinada, es eviden­

te que, si sustituímos en la hipótesis una de las rectas 
P e ' de la misma, por ejemplo, por la relación anar-
mónica de la tesis, para formar la proposición recí­
proca; en virtud de existir un solo 'punto, c, que con 
los demás supuestos forma dicha relación auarmóni­
ca, la línea Pee ' tiene que ser la recta Pe' , supuesta 
en la proposición directa; y esto explica entre otros 
muchos ejemplos, la reciprocidad de los diversos ca­
sos del exágono inscrito en dos rectas, de que ya nos 
hemos ocupado. 
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También nos fijaremos, para terminar estas consi­
deraciones, en algunos teoremas que son dobles; es 
decir, que comprenden en sí el directo y el recíproco 
por efecto de cierta simetría existente en las entidades 
del enunciado. Así ocurre en el teorema: S i dos rec­
tas son paralelas y una de ellas encuentra á un plano, 
la otra también lo encontrará, y es claro que incluye, 
tanto el caso de suponerse que la recta A ó la £ en­
cuentre al plano, para concluirse que la S ó la A tam­
bién lo encontrará; y después de probada esta propo­
sición resulta por reducción al absurdo la contraria; 
es decir, que si una de ellas es paralela ó se halla en 
un plano_, la otra será paralela á este ó se hal lará con­
tenida en el mismo. 

Las proposiciones que antes hemos citado contienen 
los fundamentos de la Geometría, que en realidad se 
reducen al axioma de la recta y al axioma de la para­
lela. Se hallan ya establecidas las proposiciones que 
determinan: una recia, una 'paralela, Mnd¡. perpendi­
cular y un ángulo dado, todas equivalentes y susti-
tuíbles entre s í , pues la paralela puede concebirse 
determinada también por dos puntos, uno de los cua­
les se halla en el infinito, y las otras dos también por 
el punto desde donde se trazan y por el punto de la 
otra recta determinado implícitamente por el ángulo 
dado, sea recto ú oblicuo. 

Las construcciones auxiliares empleadas en las de­
mostraciones sirven de enlace entre los casos parti­
culares que se han demostrado primeramente y los 
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casos más generales que se deducen de ellos. Así^ por 
ejemplo, demostrado que: Dos perpendiculares á una 
recta son paralelas^ puede pasarse á la demostración 
del teorema general: S i dos rectas forman ángulos 
alternos internos iguales con otra, serán paralelas, 
construyéndose dos triángulos cuya igualdad se de­
muestra en seguida, al trazarse por el panto medio 
de la secante una perpendicular á una de las rectas. 

Cada teorema, como se dijo^ expresa una relación 
de coexistencia entre dos términos expuestos en la 
hipótesis y la tesis. Las construcciones auxiliares for­
man un encadenamiento que enlaza dichos extremos 
con auxilio de los términos medios introducidos. L a 
Geometría procede, pues, por enlaces de figuras que 
se traducen en enlaces correspondientes de proposi­
ciones que forman el organismo científico. Cada teo­
rema comprende ó sintetiza en sí un sistema de ver­
dades (todas las que concurren á demostrarlo) unido 
á un sistema correspondiente de figuras; estas s ínte­
sis varían según la disposición que ha dado cada 
autor á las materias. T a l teorema que en un plan 
sirve para demostrar otro, en un plan distinto es i n ­
necesario. 

Esto nos conduce á considerar el organismo de la 
ciencia hajo el punto de vista estético. • 

L a demostración tiene sus elegancias, que consis­
ten en la sencillez. Esto respecto á cada proposición. 
A la elegancia de cada uno de los elementos debe 
corresponder la elegancia en el conjunto, que se tra-
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ducirá en la armonía de las partes en el todo, en l a 
simetría de la disposición, en la perfección de la 
coordinación y subordinación de las verdades, según 
sus categorías y la naturaleza del objeto á que se r e ­
fieren. 

Se observa que Euclides descuidó las exigencias 
estéticas en beneficio del rigor lógico. Así, en cuanto 
á las proposiciones, por ejemplo, presenta separadas 
todas las proposiciones que forman un mismo enun­
ciado. E n cuanto al plan, sigue un orden serial ó 
sucesivo, formando en vez de ramificaciones un en­
cadenamiento continuo. 

Entre los autores modernos citaremos como ejem­
plo de elegancia la manera de demostrarse en la Geo­
metría de Ronchó y Comberouse que: Dos rectas para­
lelas á una tercera son paralelas entre si, fundándose 
en la consideración de que, si una de dos paralelas 
corta á un plano, la otra también lo cortará, mientras 
que en los autores anteriores para obtener este resul­
tado es preciso trazar un plano perpendicular á la 
tercera, que resultará perpendicular á las dos prime­
ras; y este teorema á su vez exige un encadenamiento 
de teoremas que no es necesario en el primer caso. 
Se observan, por el contrario, en algunos autores 
demostraciones que comprenden las de varios teore­
mas, resultado de algún defecto en el plan que han 
seguido. E n general, las demostraciones serán tanto 
más sencillas cuanto más independencia se haya dado 
en el plan general á las proposiciones de naturaleza 
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distinta, cuyas agrupaciones puedan haberse sepa­
rado unas de otras. 

Estas circunstancias hemos tenido presentes en la 
exposición de nuestra Geometría elemental, cuyo plan 
indicaremos brevemente, haciendo resaltar los pun­
tos de vista más culminantes, que creemos debe te­
nerse presente en una síntesis que responda al fin 
científico y al de la enseñanza. 

E l teorema debe separarse del problema. E l teore­
ma es el elemento de la teoría y tiene, como esta, un 
carácter especulativo. E l problema tiene un carácter 
práctico. Esta diferencia indujo á Wronski á estable­
cer una distinción entre la teoría y la tecnia. E n la 
una predomina el entendimiento, en la otra la activi­
dad. E n la ciencia pura es secundario lo que con­
cierne á los medios ó procedimientos de que dispone­
mos para hacer una cosa, lo que se impone es dejar 
establecida su existencia ó su posibilidad. Esto hace 
la Geometría, demostrando, por ejemplo, que existe 
una paralela ó una 'perpendicular, aunque ignoráse­
mos el modo material de obtenerlas. 

Deben distinguirse cuidadosamente las relaciones 
de igualdad y desigualdad de las proporcionalidad; 
las primeras implican una simple comparación, las 
segundas una comparación en que unas entidades 
resultan medidas por medio de otras. E l primer gé ­
nero de relaciones se verifica en una circunscripción 
mucho más reducida que el segundo. E n el primero 
es necesario proceder gradualmente, como hemos 
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visto, desde casos sencillos como el de la perpendicu­
lar y la paralela, llegando á lo sumo á la división en 
dos parles iguales de las rectas y de los ángulos. E n 
el segundo, empleamos un intermediario de aplica­
ciones universales, el número que hacemos corres­
ponder á las entidades geométricas, y que aplicado de 
una manera amplia nos conduciría á la Geometría 
cartesiana; pero empleado solo bajo la consideración 
de la relación de proporcionalidad, nos deja todavía 
en los dominios de la Geometría de Euclides. Los 
ángulos y sus arcos correspondientes, las superficies, 
de igual modo que los volúmenes y las dimensiones 
que los miden, los segmentos rectilíneos comprendi­
dos entre paralelas son varias especies de magnitudes 
proporcionales, y los números que les corresponden 
son términos medios que nos permiten pasar en nues­
tros razonamientos de las unas á las otras, de igual 
manera que, por ejemplo, en el estudio de las ener­
gías físicas, a l conocer la relación que existe entre las 
calorías y los ki lográmetros, podemos pasar de una 
á otra manifestación de la fuerza, todo lo que nos da 
á conocer el método general de la ciencia, que ex­
presando las relaciones existentes entre las entidades 
más diversas, nos ofrece el medio de examinar las 
unas indirectamente, al examinar directamente otras 
á las cuales se hallan ligadas en el encadenamiento 
científico. 

E l paralelismo, como sabemos, corresponde á una 
igualdad de razones, y el anti-paralelismo á una 
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igualdad de productos. Las simples proporciones nos 
conducen á determinar en un triángulo uno de los 
lados por medio de los otros; y en cuanto estas deter­
minaciones se conocen en el tr iángulo, se pueden ex­
tender á los polígonos y especialmente á los polígo­
nos y poliedros regulares. Pero no basta considerar 
relaciones entre lados ó líneas de un polígono, es pre­
ciso relacionar los lados con los ángulos, y esto se ha 
realizado hasta ahora empleando como términos me­
dios las líneas trigonométricas, cuyo estudio se hace 
en la rama de la Matemática que se llama Trigono­
metr ía , que algún autor ha llegado hasta á designarla 
como una ciencia, si bien no pasa de ser un capítulo 
de la Geometría, y así lo hacemos en nuestra Geome­
tría elemental. Para ello, concibiendo formados todos 
los triángulos rectángulos cuya hipotenusa es el radio 
de una circunferencia dada; moviéndose desde una 
posición inicial hasta haber girado 180°, se obtendrán 
todos los tipos diferentes de triángulos rectángulos 
pertenecientes cada uno á una clase de tr iángulos 
formada por todos los que le sean homotéticos. Pero 
cada triángulo tipo está determinado, en cuanto se 
conoce la relación numérica (con el signo que le co­
rresponda), de un cateto con la hipotenusa (seno ó 
coseno), ó de los dos catetos (tangente y cotangente); y 
para pasar de cada tr iángulo tipo á uno de los de su 
clase, basta multiplicar por la razón numérica que 
hay entre cada dos lados homólogos, el elemento co­
nocido (por medio de las tablas trigonométricas) del 
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tr iángulo tipo, homotético del que se va á determinar. 
Esta operación es un problema, que en la parte espe­
culativa de la ciencia basta indicar, haciendo ver la 
posibilidad de determinar los elementos de un t r i á n ­
gulo cualquiera mediante su tr iángulo homotético, 
cuya hipotenusa es el radio según el cual están cal­
culadas las tablas trigonométricas. Añadiremos, para 
completar esta cuestión, que las múltiples relaciones 
que en los tratados de Trigonometría se exponen 
relativas á las líneas trigonométricas, tienen su lugar 
natural en los tratados de Análisis, donde se estudian 
estas bajo el punto de vista algorítmico. 

Después de las propiedades geométricas que depen­
den de la proporcionalidad, entre las que ocupa un 
lugar importante la homotecia, cuyo desenvolvimien­
to debe hacerse preceder al de la teoría de la seme­
janza de las figuras, puesto que es lógico deducir esta 
de aquella, se pueden emplear las dobles razones, 
como dicen los alemanes, ó la relación anarmónica , . 
según la expresión de Ghasles, de las que es un caso 
particular la relación armónica; y con este auxiliar 
la Geometría se eleva á teorías cuyo objeto es el estu­
dio de ciertos sistemas de puntos ó de rectas, como 
los sistemas armónicos, las divisiones homográficas, 
la involución, que á su vez conducen á las teorías 
fundamentales de la Geometría superior, que son la 
de las figuras polares recíprocas, las figuras homoló-
gicas, homográficas y correlativas. 

T a l es la extensión que creemos debe tener un T ra -
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tado fundamental de Geometría en el estado á que 
hoy ha llegado la evolución científica. Reduciéndose 
la enseñanza, por ejemplo, á un Tratado de la exten­
sión de Legendre ó Lacroix no se pone al alumno en 
disposición de abordar las regiones superiores de la 
Geometría actual, n i de formarse una idea exacta de 
los fines que se propone. Y aunque se sacrifiquen al­
gún tanto los detalles y repeticiones muchas veces in­
necesarios, es preciso que se destaque lo fundamen­
tal, porque poseyéndolo, poseeremos las consecuen­
cias que envuelve. Es necesario comprender que ei fin 
último de la Geometría no se reduce á calcular los pe­
rímetros de los polígonos regulares, ni el del círculo, 
ni el volumen de los cuerpos redondos. Hay en la 
Geometría aspiraciones más altas que reducen estas 
cuestiones á simples problemas imperceptibles en el 
indefinido conjunto de otros muchos problemas i n ­
cluidos en el tejido de relaciones, de cuyo número y 
complicación solo puede formarse una idea, al conce­
birse lo ilimitado de las combinaciones sucesivas que 
es capaz de producir nuestro espíritu por el ejercicio 
continuo de su actividad. S i la ciencia puede consi­
derarse como infinita, tampoco debemos desalentar­
nos, antes bien procurar apoderarnos de lo esencial 
que en ella descubrimos , de lo general que incluye 
lo particular; y esto exige la racional coordinación 
de las ideas, unida á la consideración de los medios 
de que disponemos para realizar estas coordinaciones. 
Después de llevar á las inteligencias el convencimien-
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to de que el sistema de la Geometría elemental se re­
duce, en suma, á la determinación de la recta por dos 
puntos y á determinación de la paralela (que según 
arriba se indicó, es el caso anterior, cuando el segundo 
punto esté en el infinito), todos los teoremas relativos 
á la perpendicular y á la paralela son variantes de 
dichas proposiciones fundamentales; y como un me­
dio de determinación más general disponemos de la 
determinación del t r iángulo, que ya nos determina 
un punto (por ejemplo, cuando se dan un lado y los 
ángulos adyacentes), ya una recta (cuando se dan dos 
lados y el ángulo comprendido); y as í , el t r iángulo 
llega á ser el elemento determinador en las diversas 
proposiciones de la Geometría elemental. U n nuevo 
elemento determinador de más amplias aplicaciones 
es la proporcionalidad de segmentos, y otro, en ñn,, 
el más fecundo en consecuencias, y que ya se aplica 
á la determinación, no de cada ñgura en particular, 
sino de sistemas de figuras, es la relación anarmónica 
que de una manera sencillísima y uniforme llega, 
como lo hizo Ghasles en su Tratado de Geometría su­
perior, hasta las relaciones que expresan las figuras 
homológicas, homográficas y correlativas, punto don­
de la inteligencia, conocedora ya de los fines á que 
aspira la Geometría, puede detenerse, como en la pr i ­
mera etapa de su camino, preparándose para, en l a 
segunda, abordar el estudio general de las curvas y 
de las superficies. 

Pero esta segunda fase de la ciencia geométrica 
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exige nuevos medios adecuados á la grandeza de su 
objeto, y estos medios son los métodos más ó menos 
eficaces para desenvolverlo en todas sus manifestacio­
nes y para darlo á conocer. Por eso conviene hacer 
una exposición de lo que caracteriza á cada uno dé­
los principales métodos que se han seguido en Geo­
metría para estudiar las curvas y las superficies. Los 
métodos de Descartes, Moebius, Hamilton, Staudt, 
son sistemas geométricos especiales que conducen A 
un mismo fin, aunque de distinta manera, y es con­
veniente darlos á conocer en sus rasgos principales 
desde un principio y aun contrastarlos, pues de este 
modo, además de la ciencia, nos serán conocidos los 
instrumentos ó medios de que esta dispone para rea­
lizar sus fines. 

Gomo complemento del desarrollo teórico de la 
Geometría conviene, en conformidad con la división 
hecha por Wronski de la matemática en teoría y tec­
nia, ejercitar la actividad intelectual al mismo tiempO' 
que presentar aplicaciones del estudio teórico en un 
segundo Tratado, cuyo objeto sea la resolución de 
problemas geométricos, para que la inteligencia, des­
pués de conocer la verdad, posea los medios de con­
vertirla en una realidad objetiva. Así , además de la 
ciencia como desarrollo subjetivo, conoceremos sus 
aplicaciones, que nos proporcionarán una nueva ve­
rificación. Esta segunda parte será un segundo des­
arrollo de la Geometr ía , aunque en orden distinto. 
A l aplicar el método analítico á cada cuestión, se re-



producirán las verdades ya asentadas en el Tratado 
teórico, si bien en orden diferente. Las enumeracio­
nes de métodos para la resolución de problemas, el 
examen de los métodos analítico y sintético, su em­
pleo, sus correspondencias á través del encadenamien­
to de cuestiones que, desde la tomada como punto 
de partida nos lleva á la cuestión final que resuelve 
el problema. Todo esto se halla expuesto en tratados 
especiales, como son la obra de Duhamel, Des métho-
des dans les sciences de raisonnement, los Problémes 
de Géométrie de Ri t t , Théorémes et problémes de Ca­
talán, los Problemas de Geometría de Echegaray, los 
Méthodes et théories de Petersen y otras muchas obras 
cuya enumeración sería demasiado extensa. 

E n fin, después de la exposición sistemática que 
nos ha dado el encadenamiento lógico de las verda­
des que forman el organismo científico, y del tratado 
complementario que nos enseña las aplicaciones en 
el orden material, un conocimiento fundado de la 
Geometría exige un Tratado de Crítica, cuyo fin sería 
darlas razones del plan científico más perfecto, se­
gún resulta, no solo de los progresos que la ciencia 
ha hecho en las diferentes épocas de su formación, es 
decir, no solo de cuanto nos está revelado por la his­
toria, que nos manifiesta el modo de generación de 
los métodos y de los conceptos, y nos ofrece el mate­
r ia l científico en toda su variedad para nuestra sínte­
sis, sino que, además , los principios de la lógica de­
ben ser aplicados al examen de este material reunido 
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en otras síntesis anteriores, para dar las últ imas ra­
zones del orden científico seguido, y convertir lo que 
de otro modo hubiera sido un conocimiento espontá­
neo ó inconsciente en conocimiento fundado ó filo­
sófico. 
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