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LA EVOLUCION DE LA GEOMETRIA EUCLIDIANA

HASTA 1.0OS TIEMPOS MODERNOS.

Bs cuesti6n de la mayor importancia para los que
se dedican 4 la ciencia, penetrar en lo esencial que el
espirilu descubre en las ideas, pues es indudable que
el establecer puntos de vista generales permite con-
templarlas en conjuntoy coordinarlas, segiin su prio-
ridad 6 imporfaneia, y evocar las unag por medio de
las otras. Estriban en esto las ventajas que ofrece cada
teoria y los recursos ilimitados que enaltecen la cien-
cia y la colocan muy por encima de los conocimien=-
tos aislados debidos 4 los procedimientos empiricos, 6
d tal 6 cual afortunada inspiracién que pueda llegar
al descubrimiento de algunas verdades, las cuales,
mientras no se hallen asociadas con ciertas conexio=
nes légicas, carecen de fecundidad y eficacia, no solo
para los fines especulalivos, sino también para las
aplicaciones prdcticas. La ciencia, eneadenando las
verdades entre ¢i, afianza las ideas adquiridas, y por
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cierta especie de atracci6n mutua facilita la adguisi-
cion de otras nuevas.

No ¢s raro que talentos matemdticos se dediquen &
estos puntos culminantes y generales que dominan
en el campo de la matemdtica. Muchas veces en obras
especiales hallamos profundos conocimientos filosofi-
cos encaminados 4 fundar las verdades y formar or-
ganismos cada vez mds perfectos. Y entre ellos encon-
tramos 4 Carnot, que en su Géomélrie de position Y
en sus Réflexions sur la métaphysique du culcul infini=
tésimal, ademds de buscar una correlacidn entre las
variaciones de los signos de las expresiones que de-
signan las cualidades geoméiricas y las variaciones
de estas cuando se deforman de una manera continua
las figuras de que forman parte, establece el criterio
de los infinitos. También Poncelet es uno de los ma-
teméticos filésofos, lo mismo en sus Applications
d’ Analyse et de Géométrie que en su célebre Traité des
propriétés projectives des figures.

Lacroix se ocupé filos6ficamenle en la ensenanza
de las matemdlicas; Cournot en diversas obras irata
de los conceptos superiores de la matemdtica y -espe-
cialmente del origen y desarrollo de los geomélricos
en sus relaciones con el dlgebra; Duhamel, ademds
de sus obras tan conocidas y estudiadas en los centros
de ensefianza, hace una excursién en gue predomi-
na la critica filoséfica en su obra Des Méthodes dans
les sciences de raisonmement, y sin mencionar el

considerable miimero de obras de cardcler filoséfico
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que pudieran citarse, bastard consignar el espiritu
filoséfico que predomina en las obras de Grassmann,
Hankel, Cantor, Bois-Reymond y otros geémetras
alemanes, que ya dentro de la regi6n de los conceptos
matemilicos, ya transcendiendo 4 la de los metafisi-
cos, han contribuido 4 la obra de organizacién que
prosigue la actual generacion de talentos cienti-
ficos.

Algunos espiritus, que ciertamente no dehen califi-
carse como matemiticos, han criticado esta aspiracion
de los propagandistas y organizadores del saber, sin
fijarse en que para conocer una ciencia es necesario
remontarse hacia las ideas primordiales de la mis-
ma. Es cierto que 4 tales alturas desaparece algunas
veces la claridad que domina en las demds regiones
de los conceptos secundarios ¢ derivados; pero con
todo, esta penosa excursidn favorece el afianzamiento
y la posesién de las ideas.

Actualmente vamos 4 evitar, sin embargo, en cuan-
to nos sea posible, el internarnos demasiado en un
terreno que no pertenece exclusivamente 4 la male-
mética; pero algunas veces se impondr4 la necesidad
de adoptar ciertos puntos de partida, cuando preten=
damos dar unidad 4 nuestros ulteriores desarrollos
acerca de la Geomelria,

Cinéndonos 4 esta, observaremos desde luego que
pocas obras han tenido mds comentaristas que los
Elementos de Euclides, y pocas proposiciones han dado
tanto que pensar 4 los talentos matemdticos de los
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tiempos modernos como su postulado ¢ el axioma 11
de dicha obra.

Los Elementos de Euclides, gque llegaron hasla el
siglo actual integros, salve algunas anolaciones se-
cundarias hechas por los traductores, y que ain se
adoptan actualmente también con ligeras modificacio-
nes en varios centros de ensefanza de Italia y de In-
glaterra, la menos innovadora en este punto, recibie-
ron la primera alleracién importante en la Geometria
de Legendre, Esle gedmetra crey6 necesario modificar
en la forma la obra del gedmetra griego, no exenta de L
algunos defectos aunque secundarios: porque en efec-
to, la obra de Euclides es un modeloacabado de légica;
el encadenamiento de las verdades geométricas es ad-
mirable, y hasta se nota un excesivo rigorismo debido
4 que por enlonces era preciso dejar todas las conclu-
siones 4 salvo de las argumentaciones sofisticas, tan
frecuentes en aquel periodo decadente de la civiliza-
cién griega. Por esto se ve que prefiere Euclides de-
mostrar que una cosa 1o puede ser & demostrar que
es. Ademds, la forma dogmadtica predominante le lleva
a prescindir de la naturaleza de las cuestiones en el
orden que sigue, guiado siempre por el exclusivo pro-
posito de convencer; y ciertamente que este orden 1o
es complelamente satisfactorio, pareciendo que el ini-
co criterio seguido era el de apoyar cada proposicién
en la que le precede.

Vemos por esto que, después de establecer algunas
proposiciones relativas 4 los tridngulos, las proposi-
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<iones 9 y 10 se reducen 4 los problemas de dividir
un dngulo y una recta en dos parles iguales, que Eu-
clides resuelveempleando el tridngulo equildtero, cuya
construceién es el objeto de la proposicién 1. De la
divisién de un dngulo y de una recta en dos partes
iguales pasa 4 trazar por un puntouna perpendicular
4 una recta en las proposiciones 11 y 12, fundindose
también en la construceién del Lridngulo equilétero y
en las proposiciones 4 y 8 relativas 4 la igualdad de
tridngulos. Separadas las propiedades de los tridngulos
por eslos problemas y por los teoremas relativos d los
dngulos adyacentes, que son las proposiciones 14 y 15,
hace preceder el teorema relativo 4 la suma de los dn-
gulos de un tridngulo por la proposicién 17, en la que
demuestra que la suma de dos dngulos cualesquiera
de un tridngulo es menor que dos dngulos rectos.
Bstas indicaciones son suficientes para hacer com-
prender la necesidad de la reforma que llevé 4 cabo
Legendre, presentando una nueva exposicién de la
Geometria, por mds que unaautoridad tan respetable
como Montucla no se mostrara muy favorable al orden
seguido en los tratades modernos, por creerlo incoms-
patible, sin legitimo fundamento, con el rigor de la
demostracién; y mis bien puede considerarse como un
hecho sorprendente que hasta el siglo actual no se
haya inlentado modificar en lo mds minimo el monu-
menlo geométrico transmitido 4 nosotros en toda su
integridad, 4 través de las civilizaciones drabe y cris-
tiana, desde la época de la civilizacion helénica. Y en




e

verdad que tal innovacidn es mds propia de una época
de critica semejanle d la actual, y no de una época de
generacién y engrandecimiento como laque 4 esta ha
precedido. El rigor es compatible con el orden, como
dice Delbeuf en sus Prolégomenes philosophiques de
la Géométrie, y como manifiesta hoy, no solo la abun-
dante variedad de materiales y recursos de que dispo-
ne la matemdtica, sinola flexibilidad que en todas sus
ramas posee y la hace susceplible de variacién indefi-
nida en el modo de ser expuesta.

Aplicar este espiritu de eritica es lo que ahora nos
proponemos con el fin de mostrar c6mo la exposicién
de 1a Geometria puede hacerse en conformidad con los
modernos adelantos del criterio cientifico, y de qué
manera cada elemento cientifico entra en la constitu-
cion del organismo total.

Aungque pretendamos redueirnos 4 los dominios ma-
temdticos, evitando transcender al campo de la filo-
sofia, solo es posible en cierto grado realizar este
propésito. En los limites del dominio malemilico se
hallan los umbrales del segundo, y en estos ya la ma-
temdltica pierde su autonomia para someterse al cri-
terio de escuela.

Que los conceptos matemilicos sean generalizacio-
nes de los hechos experimentales, como pretende la
escuela positivista, 6 sean conceptos ¢ priori de nues-
tro entendimiento, como asienta la escuela idealista,
esto no compete al matemdtico que, partiendo de los
primeros principios, sigue con un rigor inquebranta-
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ble y con una perfecta evidencia la trama de las ver-
dades. Pero si esto tllimo es lo que esencialmente
ocupa al matemdtico, no por ello queda exento de
fijar suatencidn en el punto de partida; y que ha cum-
plido con este precepto lo demuestran las muchas
obras en que de los fundamentos de los conceptos ma-
temilicos se trata, debidas 4 escritores consagrados
casi exclusivamente 4 la ciencia de la cantidad.

Para seguir fielmente el desarrollo de la Geometria.
euclidiana en los lfmites que comprenden la extensitn
de los Elementos, nos es preciso comenzar por los
coneceplos fundamentales, aunque por un momento
no penetremos de lleno en el campo de la ciencia,

No es hoy la Geometria ciencia como la Aritmética
y el Algebra, 4 las que hasta la accién de pensar redu-
cidas 4 una sucesion de estados interiores dados en la
coneiencia. La Geometria necesita una maleria exte-
rior al agente que la produce en el fondo de nuestro
espiritu, y esta materia es el espacio indefinido, homo-
géneo ¢ indiferente 4 todas las determinaciones, pero
susceptible de recibirlas todas. Y una prueba de la
profundidad de pensamiento segiin la que fueron es-
critos los Elementos geométricos de Enclides, es que
sus tres primeros postulades equivalen 4 exigir estas
tres condiciones en la materia, con la cual model6
tan perfectamente el organismo de la Geometria. «Se
pide que se pueda: 1." Trazar una recta desde un pun-
to cualquiera & otro punto cualquiera. 2.° Prolongar
indefinidamente, segiin una direccién cualquiera, una
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recta finita. 3.° Deseribir una circunferencia desde un
punto cualquiera como centro, y con un radio cual-
quiera.» Y esto equivale 4 exigir las tres condiciones
precitadas del espacio, como fundamento sobre el que
desde luego ha de ser licito establecer toda la Geo-
metria.

Pero no basta |a causa activa, el espiritu, nila ma-
teria pasiva, el espacio, para que surja el edificio geo-
mélrico con su vasta organizacidon, donde aparezcan
armonizadas las muilliples propiedades de la exten-
si6n; preciso es un intermediario, el movimiento, que
aplique la unidad del conceplo 4 la mulliplicidad de
los puntos del espacio, Y esto nos conduce 4 examinar
la definicién geométrica que expresa la ley de cons—
truceidn de cada figura, segiin el enunciado de la
misma.

Considerando una nocidn geométrica, encontramos
en ella dos elementos: un conlenido, el espacio, y
una forma que limita este espacio, siendo esta la que
constiluye la esencia de la nocién, y lo accidental la
magnitud, que puede variar sin que se altere la esencia
de la figura. El espiritn hace mover un punto segin
condiciones indefinidamenlte variables, y cada uno de
estos movimientos engendra una figura particalar de
forma inmultable. Las leyes que formula el espiritu
producen sucesivamenle, como sus traducciones in-
mediatas, la circuuferencia, la elipse, la hipérbola, ete.,
las superficies conica, cilindrica, de revolucién, re-
gladas, elc. Las entidades de este mundo, de cavdcter
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esencialmente subjelivo, pasan de la virtualidad al
acto, en cuanto la inteligencia ha procedido como
causa aplicando su actividad 4 la materia sobre que
actiia, 6 sea al espacio.

Hay que establecer una distineidn entre lo que pasa
en los dominios de la Geometria y lo que pasa en los
dominios de la naturaleza, y esto permite esclarecer
y fijar el concepto de la definicion geomélrica.

La esencia en las nociones geomélricas es distinta
de la esencia de las nociones empiricas. Los caracte-
res de un sér de la naturaleza se hallan unidos por
un lazo de subordinacidn gque se expresa por las divi-
siones en grupos, clases, drdenes, familias, etc.; y un
s6r perteneciente & tal 6 cual especie lleva consigo
los caracteres que implican los grupos superiores.
A esta subordinacidn no se someten las figuras geo-
métricas, lo que establece una linea divisoria entre
los juicios que formulan las ciencias matematicas y
las cienciag naturales, En estas, un sujeto se hace
entrar en la circunscripeién de un atributo, como
cuando decimos que el hierro es mineral, incluyendo
en la idea de mineral la de hierro, y razonamos por
inclusiones sucesivas partiendo desde un individuo y
expresando la especie, el género, la familia que lo com-
prenden y hasta inversamente podemos describir un
grupo enumerando la totalidad de los que le estdn
subordinados. En las ciencias matemdticas no se
procede de igual manera. Las cieucias naturales es-
tudian las cualidades, la Geomelria, cantidades sus-
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ceptibles de recibir limites variables. En las prime-
ras, la definicidn se efectiia expresando el género 4
que pertenece la nocidn definida y la diferencia que
la distingue de las especies con ella incluidas en
aquél, y varfan segiin los perfeccionamientos de la
taxonomia; las definiciones geométricas que enun-
cian el modo de generacién propio de cada figura,
son & priori absolutas ¢ invariables. Las definicio-
nes geométricas son nominales, es decir, imposicio-
nes de nombres 4 ideas que resullan de reglas de
construecién impuestas con toda libertad por nuestra
inteligencia, mientras que en las ciencias empiricas
se define lo que es independiente de nuestro espiritu,
y que se le impone, puesto que preexiste al mismo.
En fin, la légica, al emplearse en amhbos desarrollos
cientificos, aplica al uno los silogismos, y al otro las
ecuaciones, y estos dos procedimientos implican el
uso respectivo de juicios analiticos en el uno y sinté-
ticos en el otro, en la acepcidn de Kant.

Aunque las anteriores consideraciones se apartan
del orden de ideas puramente matemdticas, hemos
ereido esencial presentarlas con la mayor brevedad po-
sible, por ser antecedentes necesarios de cuanto hay
que exponer respecto al plan deideas que corresponde
alsistema de Geometria euclidiano, en el cual mds que
en ninguno otro interviene la cuestién de principios
ampliamente debatida por fildsofos y matemdticos.

La cuesti6n de las definiciones, de los postulados y
de los axiomas, la de los métodos generales y parti-
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culares, la del encadenamiento, coordinacién y su-
bordinacién de las ideas, la de los diversos planes de
exposici6n con que se aspird 4 suplir las deficiencias
que se han sefalado & los Elementos de Euclides,
exigen y han exigido muchas veces elevarse 4 las
consideraciones mds abstractas, extranas 4 los domi-
nios en que la ciencia se desenvuelve, pero para cuyo
desenvolvimiento aquellas sirven de crilerio y fijan
el punto de partida.

Todos estos asuntos han sido muy debatidos entre
los mateméticos de diversos paises, sobre todo desde
que Legendre intenté sustituir al molde antiguo otro
nuevo, y cuando la Geometria de Lobatschewsky y
de Bolyai presentd la cuestién bajo una nueva fase;
y, en fin, cuando la Geomelria proyectiva, ya desem-
barazada de las trabas que le impuso la inlervencion
del nimero al libre desarrollo de los coneeplos de ex-
tensién y de lorma, han dado motivos para poner en
discusi6n el problema de la ensefianza de la Geome-
tria, especialmenle en Inglaterra é Italia, donde se
ha pretendido suplir las deficiencias de los textos se-
guidos, al mismo tiempo que evitar el espiritu sobre-
manera restrictivo é impropio para el progreso, carac-
teristico de los Elementos de Euclides.

Tn Francia, donde mayor libertad ha tenido la ex-
posicién de la Geometria, que ademds del tratado de
Legendre, ha visto sucederse los de Lacroix, Vincent
y Cirodde de andloga contextura, crilicos malemdti-
cos como Hoiiel y Duhamel, aun reconociendo gran-
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des excelencias en la obra de Eunclides, la han creido
susceptible de mejoras y simplificaciones. En Ttalia,
donde el Gobierno tuvo que exigir la adopeidén de los
Elementos de Euclides para evitar la excesiva arbitra-
riedad de los muchos tratados que aparecieron, se
lleg6 4 adoplar la notable obra del alemdn Ballzer,
que como todas las de este autor, hermanan lo anti-
guo con lo moderno, expresando una tendencia pro-
gresiva. Bn Inglaterra, la Association for the impro-
vement of Geometrical Teaching, entre olras varias
entidades andlogas, trabajo por alejarse de la linea
reducida que trazan en el progreso geoméirico los
Elementos de Euelides, aspirando dar 4 la materia
una vida gue creyeron los promovedorves de esta idea,
solo poderse alcanzar alejindose de agquellos.

La cuestién dominante en la Geometria ha sido el
postulado 6 axioma 11 de Euoclides, asi como han
tenido también capital importancia las definiciones
primitivas como la de la recta, el plano y el 4ngulo
que han obligado 4 los autores 4 moverse en un
circulo estrecho cuya circunferencia les ha sido im-
posible salvar.

En cuanto 4 la definicién de una ciencia puede afir-
marse que siempre es dificil, porque, 6 no determina
bien el ohbjeto definido, 6 los términos que definen
exigen 4 su vez explicacién. Esto sucede con la defini-
cién de Legendre, que reduce la Geometria 4 la ciencia
que tiene por objeto la medida de la extension, la cual
adoptoé Comte explicando que esta es una medida in-




directa de unas magnitudes por medio de otras. Esto
da 4 la Geometria un cardcter prdctico que esencial-
mente no posee, por lo cual Chasles amplifico la de-
finicién diciendo que la Geomelria tiene por objeto la
medida y las propiedades de la extension figuradea, y
en fin, el profesor belga Delboeul, concibiendo que
existe una doble Geometria; una tal, que dada una for-
ma se esfuerza por reducirla 4 una figura ideal, de que
se ofrecen ejemplos en la cristalograflia, y en las ope-
raciones de Kepler para determinar la naturaleza
de la 6rbita de Marte; la otra, la Geometria tedrica,
que sigue una marcha inversa, y partiendo de prin-
cipios ideales, crea formas indeterminadas, trata de
hacerlas coincidir con las figuras reales, y llega 4 defi-
nir la Geometria como la ciencia que liene por objeto
las determinaciones 6 figuras ideales del espacio.

En los origenes de una ciencia, las definiciones se
confunden frecuentemente con los axiomas y hasta se
sustituyen entre si, de manera que lo que es defini-
ci6n para unos, es axioma para otros.

De este hecho han procurado dar una explicacién
los filésofos. Batre ellos Frantz, de la escuela hegelia-
na, en su obra Die Philosophie der Mathematik, ob-
serva que en realidad los objelos de la Matemidlica,
aunque determinados por las categorias midssimples,
contienen una pluralidad de determinaciones, de lo
que resulta incertidumbre en saber qué cardcler
debe servir para la definicién; y como la definicion,
al contrario del concepto, no da todo el coutenido de
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un objeto, cuando por medio de la definicion se pre-
tende ir mds lejos, todos los momentos de la evolucién
de la idea son necesarios y en eslo se halla el origen
de los axiomas.

Considerando el axioma: la linea recta es el cami-
70 mds corto entre dos puntos, se expresa de la manera
siguiente: La linea recta estd determinada cualitativa-
mente (recta), y al mismo tiempo es una magnitud,
una longitud. Como el espacio es magnitud, sus pro-
piedades cualitativas son simplemente de magnitud,
La linea recta es, pues, al mismo tiempo magnitud y
cualidad, Este al mismo tiempo, no puede ser abarcado
por el entendimiento, y deja la una fuera de la otra.
Por la definicién, lalinea recta solo puede darse segiin
una de sus delerminaciones; por esto la segunda debe
presenlarse como proposicién fundamental. En la de-
finicién de Huclides: linea recta es la que se halla si-
tuada semejantemente entre sus puntos, solamente se
contiene el momento cualitativo, y enlonces el axioma
debe expresar, que es la distancia mds corta, 6 seala
definicion de Legendre.

En fin, Hegel hace observar que la linea recta es
en virtud de su esencia, hasta ahora desconocida, 4
la vez el mds corto camino, es decir, una medida para
la dislanecia; una linea de direccién constante, 6 una
medida para la direccidon; una linea delerminada por
dos de sus puntos, 6 que no sale de si por la rotacién
entre dos de sus extremos; una linea cuyos puntos se
hallan semejantemente colocados. Pero esta esencia es

g
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la raz6n 1illima del conjunto de estas propiedades,
siendo imposible pasar de una de estas 4 la otra por
medio de razonamientos, porque estin coordinadas y
no subordinadas entre si. De manera que al admitir
como definicidn cualquiera de ellas, forzoso es aceptar
las demds, explicita 6 implicitamente, como axiomas
6 postulados,

Estos razonamientos bastan, sin citar otros de la
misma 6 distinta escuela filos6fica, para demostrar lo
dificil que es fijar en los origenes de cada ciencia el
cardcler de las diversas proposiciones, como defini-
ciones, axiomas 6 postulados, y esto explica la multi-
plicidad de direcciones que se siguen en el punto de
partida, por mds que haya conformidad en todo el
resto.

Suficientemente tratada la cuestién de principios,
que obliga d salir de los dominios de cada ciencia para
buscar, en esa aspiracidn universal 4 conocer que re-
presenta la filosolfa, las iltimas razones de las cosas,
6 sea sus primeros principios, vamos ahora 4 exponer
de un modo compendioso la Geometria, segiin el plan
que traz6 Euclides en sus Elementos para después
juzgar acerca de las alleraciones mdsimportantes que
han introducido los autores modernos, y por ultimo,
en couformidad con las consecuencias de todo esto
emanadas, poder legar 4 resultados generales sobre
un plan que comprenda todos los perfeccionamientos
parciales en los anleriormente sefialados. Pero también
debe observarse que la Geometria no se halla expuesta

2




— R

en los Elementos més que en su primer desarrollo, y
para abarcarla en la totalidad de este, es necesario
acudir 4 otros resultados superiores & que llegd Hu-
clides en su obra de los porismas, restablecida por
Chasles y que tanto ha preocupado 4 los talentos ma-
temAticos, empefiados, desde el renacimiento cientifico
hastala actualidad, en descifrar este enigma para cuya
solucién solo se contaba con algunos fragmentos ex=
puestos en las obras de Pappus y los 38 lemas de este
ge6metra. Asf, en el plan de exposicidn que vamos &
indicar como sintesis del progreso geométrico actual,
en cuanto se refiere al desenvolvimiento que parte de
la obra de Euclides, sin abandonar su método ni st
cardcter, deigual modo tendrdn cabhida las teorias per-
tenecientes 4 los Elementos quelas propias de esta nue-
va coleceion de proposiciones de una concepeién in-
geniosa y de 1itil empleo para la resolucion de los pro-
blermas mis dificiles, segiin manifiesta Pappus, y que
en los tiempos modernos constituye la rama guperior
de la Geomelria.

Comenzando, pues, por dar una idea sucinta de los
Elementos de Euclides, vamos 4 ver como son un
modelo de rigor l6gico, y para ello basta ir citando
en su orden algunas de las proposiciones y el modo
de razonamiento seguido en cada una.

El espiritu que caracteriza los Elementos geométri-
cos, difiere del que distingue las obras modernas,

En estas se busca la brevedad y la elegancia en la
forma, y se huye del predominio del detalle, lo cual
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se explica ficilmente por la diversidad de tendencias
propias de cada época. En Euclides domina la idea
de encadenamiento sueesivo, no la coordinacion que
obedece 4 disposiciones simétricas de las verdades en
las diversas ramas convergentes hacia el tronco. Bas-
ta citar el asunto de cada libro para convencerse de
ello. En el primero se establecen las proposiciones
concernientes & los dngulos y 4 los tridngulos. En
el segundo, las relaciones de magnitud de las rec-
tas 6 segmentos que forman ciertas figuras rectili-
neas. El tercero trata de la circunferencia. El cuar-
to, de las fignras inseritas 6 circunseritas. El quin-
to, de las magniludes proporcionales. En el sexto
se aplican los principios de la proporcionalidad 4 las
figuras, y especialmente 4 las semejantes. En el
undécimo y duodéecimo se habla, en fin, de los s6-
lidos.

Una breve indicacién del orden seguido en el en-
cadenamiento de las verdades y de la manera de ra-
zonar empleada en cada caso, podrd servir para com-
prender lo que es la obra en su conjunto, que tiene
la inapreciable ventaja de conservar el mismo cardc-
ter en cualquiera de sus partes 6 en cualquiera de
sus proposiciones.

No vamos 4 discutir las definiciones fundamenta-
les, que si pueden ofrecer motivo de objecién y de
controversia en los dominios de la filosoffa, no han
podido ser reemplazadas por otras absolutamente
perfectas, ni exentas de censuras acaso mayores.
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Las ideas fundamentales de la ciencia se eman-
cipan de las leyes del razonamiento, porque snbsis-
ten sobre ellas. Solo se relacionan con las verdades
que les estdin subordinadas; son los primeros eslabo-
nes de la cadena mds alld de los cuales el espiritu
nada de cierto puede vislumbrar.

Es l6gico que preceda 4 un sistema de verdades
sobre un ohjeto la descripeién de este, y ademds los
medios de que disponemos para establecer dicho sis-
tema. Esto se verifica en la obra que analizamos. El
objeto 6 el material se da por la serie de definiciones
que lo hacen conocer en su variedad. Los postulados
expresan lo que nos autoriza 4 practicar siempre la
naturaleza del medio en que se van 4 desenvolver las
relaciones que han de establecerse en los teoremas.
Los axiomas son los puntos fijos que enlazan los con-
ceplos en los razonamientos. Y como complemento 4
este preliminar necesario, que ha de permitir dar un
cardcter de realidad & las verdades que se han de
enunciar bajo la forma de teoremas, Huclides co-
mienza la serie de sus proposiciones por los proble-
mas que ensefan & construir un tridingulo equildle-
ro, & trazar desde un punto una recta igual 4 una
recta dada, y 4 tomar en una recta una parte igual 4
otra dada, procedimientos generales que se han de
aplicar en los razonamientos para oblener los enlaces
de entidades geométricas que expresan, ya los teore-
mas por demostrar, ya los empleados en cada caso
como auxiliares,
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Sabiendo practicar las citadas construcciones, y
demostrado el teorema fundamental que establece
la ignaldad de dos tridngulos cuando tienen iguales
dos lados y el 4ngulo comprendido, ya es posible de-
mostrar que en un tridingulo, cuando son iguales dos
lados, también son iguales los dngulos opuestos 4 los
mismos, asi como los formados por la base con las
prolongaciones de dichos lados, y todo resulta de to-
mar dos segmentos ignales en estas prolongaciones,
de trazar, desde sus exiremos, rectas 4 los vértices
que la base determina con cada lado opuesto, formdn-
dose dos pares de tridngulos iguales, los totales y los
parciales, situados debajo de la base. Esta prime-
ra demostracién de la proposicién 5.* de Euclides,
es el primer ejemplo de un procedimiento general
seguido en la Geometria para deducir la igualdad de
dos rectas 6 de dos dngules, y que consiste en formar
tridngulos cuya igualdad resulte de la de los elemen=
tos supuestos iguales y de los elementos introducidos
en las conslrucciones auxiliares. Pero si la igualdad
de los dngulos se verifica cuando se supone la de los
lados opuestos; también se verifica lo que hoy llama-
mos la reciproca, que Euclides enuncia en la propo-
gicién 6.%, y demuestra haciendo ver que, si al ser
iguales dos dngulos, uno de los lados fuese mayor
que el otro, resultarian dos tridngulos iguales, por
satisfacer al caso de igualdad que expresa la propo-
sicion 4.°, estando al mismo tiempo el uno conte-
nido en el otro, lo cual es absurdo. Ademds de esto,
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desde los extremos de una recta no se pueden lrazar
4 des puntos situados 4 un mismo lado de esta dos
pares de rectas respectivamente iguales (es decir,
formar sobre una misma base y 4 un lado de esta dos
tridngulos, cuyos tres lados sean respectivamente
iguales), porque aplicando la proposicién anterior
resultaria que dos dngulos debian ser iguales, sien-
do el uno parte del otro; y es claro que, demosira-
do esto, 6 sea la proposicion 7.%, dos tridngulos de
iguales bases, y cuyos olros lados son también res-
pectivamenle ignales, serdn también ignales, porque
si no lo fueran, al colocarlos de manera que conlun-
diéndose las dos bases se hallasen situados al mis-
mo lado de la base gue ahora es comiin, resultarian
dos pares de rectas respeclivamente iguales (por hipo-
tesi), que tendrian que ser al mismo tiempo desigua-
les, segiin la proposicidn anterior.
Hay proposiciones en la obra de Buclides, que en
. los tratados modernos parecerian supérfluas. En este
caso se hallan las siguientes, que son las proposicio-
nes 16 y 17: En eualquier tridngulo el dngulo externo T
es mayor que cualquiera de los internos opuestos; en
todo tridngulo dos dngulos eualesquiera sumados, va-
len menos que dos reclos; y es claro que las dos se
hallan incluidas en la 32, cuyo enunciado es: El dn-
gulo externo de un tridngulo es igunl d la swma de
los dos internos opuestos, y los tres dngulos internos
sumados valen dos rectos.
Pero la proposicién 17 es la reciproca del axio-
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ma 11, es decir, del célebre postulado. De manera
que: Si dos rectas forman con otra dngulos internos
cuya suma es menor que dos rectos, se encueniran:
y reciprocamente; si estas se encuentran (es decir, for-
man un tridngulo con la secante|, la suma de los dan-
gulos que forman con la secante vale menos que dos
dangulos rectos.

BEn cuanto 4 la proposicién 16, liene este otro sig-
nificado importantisimo: Desde un punto no pueden
trazarse dos rectas que formen dngulos iguales con
otra (entendiéndose tomados en el mismo sentido 6
con igual orientacién en el plano), proposicion sufi-
ciente por si sola para demostrar otras muchas rela-
tivas 4 la desigualdad angular, como la 18: En cual-
quier tridngulo @ mayor lado se opone mayor dngulo.
La proposicién 19 se halla implicita en ésta y la 5.*
unidas, pues claro es que de ambas se deduce ad ab-
surdum que: A mayor dngulo se opone mayor lado
en un tridgngulo, y también se deduce la 20, es decir,
que: La suma de dos lados de un tridngulo es mayor
que el tercero, teorema que se encuentrat demostrado
los autores que definen la recla como la distancia
mis corta entre dos puntos. Ademids, la proposicién 17
al expresar que el dngulo exterior de un tridngulo es
mayor que cualquiera de los dos internos no adya-
centes, lleva implicitamente como corolario, que: Por
un punio solo puede trazarse ¢ una recta una perpen-
dicular, segiin manifiesta el P. Kresa, que tradujo
en el aiio 1689 al castellano la obra de Euclides, con
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algunas adiciones y con alteracién 4 veces del proce-
dimiento demostrativo.

Aunque perjudicando aparentemente 4 la unifor-
midad que debe ofrecer una teoria, cuya proposicién
adecuada es el teorema, obligahan las circunstancias
de la época & Buclides, para que la realidad de las
diversas entidades quedase establecida en ¢l acto de
ser consideradas, 4 intercalar convenientemente los
problemas que las determinan. Asi, pues, necesitd de-
mostrar la existencia de la recta perpendicular 4 otra,
Y su demostracién se redujo 4 resolver los problemas:
Por un punto de una recta (pr. 11) 6 fuera de ella
(pr. 12), trazarla une perpendicular; que dependen
de la construccién del tridngulo equildtero y de la
divisién de un dngulo y una recta en dos partes igua-
les, que son las proposiciones 9 y 10.

De andloga manera la obtencién de un dngulo
igual 4 otro dado depende de la construccién de un
tridngulo con tres rectas dadas, de modo que dos cua-
lesquiera sumadas sean mayores que la tercera, pues
evidentemente, si dado un #dugulo, se completa el
tridfngulo eon una recta cualquiera, al reproducirse
este sobre otra recta dada, se obtendrd el dngulo
igual al primero,

Persistiendo en su procedimiento uniforme de pro-
bar los teoremas prefiriendo la demostracién ad ab=
surdum, el teorema hoy demostrado generalmente
por superposicién relativo 4 la igualdad de dos tridn-
gulos que tienen iguales un dngulo y los lados adya-
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centes, que en el enunciado de Euclides comprende
también el caso de que el lado sea opuesto d uno de
los dngulos, se demuestra en el texto griego haciendo
ver (que al superponerse el tridngulo D £ F sobre el
ABC, siel lado DE fuese menor que el A B, se for-
maria en el tridingulo ABC otro B G C en los que las
bases € G y C A serian iguales, y también los dngu-
los GCBy ACB, de los que el primero es una parte
y el segundo el todo, lo que es absurdo; y si los lados
iguales fuesen los A B y D E opuestos 4 los dngulos
ACB y DFE, entonces, tomando en el lado EF del
tridngulo DE F una parte £G = BC, se obtendria un
tridngulo DE G igual al tridngulo DEF, resultando
el dngulo exterior DG E del tridngulo DGF igual al
interior DF &, lo que es absurdo; y con esto se prue-
ba una vez mds el uso importante de la proposicién 16
relativa al dngulo externo de un tridngulo, propo-
sicion que también sirve para demostrar en la 27
que si una recta cayendo sobre otras dos forma dngu-
los alternos iguales, estas serdn paralelas, pues si
esto no sucediera, al encontrarse formarian un tridn-
gulo en el que el Angulo externo seria igual & uno de
los interiores no adyacentes. Y después de la propo-
sieion 28, destinada 4 reemplazar los dngulos alternos
por los que hoy llamamos correspondientes y por los
internos 4 un mismo lado de la secante, 4 continua-
ci6n de esla serie de 28 proposiciones independientes
del postulado, para la proposicidn 29 6 teorema 20:
St una recta cae sobre dos rectas paralelas, formard
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dangulos alternos iguales entre si, y el externo igual d su
interno opuesto y del mismo lado (correspondientes),
y los dos interiores del mismo lado sumados son igua-
les d dos dangulos rectos, necesila de la consideracién
del postulado 6 axioma 11 (del cual es la proposicién
reciproco-contrarial; porque si, por ejemplo, los dn-
gulos alternos no fuesen iguales, al otro lado del que
fuese mayor se formarian dos dngulos inlernos cuya
snma seria menor que dos dngulos rectos, y segin
dicho axioma, se lendrian que encontrar las rectas
supuestas paralelas,

Consecuente con su plan de fundar las relaciones
de los coneeplos sobre construcciones reales, en la
proposieién 31 enuncia y resuelve el problema rela-
Llivo 4 la construccién de la paralela 4 una recta, que
necesita para fundar el leorema que expresa el valor
de la suma de los dngulos de un tridngulo en el tra-
zado de los tres Angulos iguales d estos, y que suma-
dos valen lo que el externo y su inlerno adyacentes.

En fin, la proposicién 33: Lirneas rectas que unen
los extremos de dos rectas iguales y paralelas haecia el
mismo lado, son iguales y paralelas, establece la
existencia del paraleldgramo, cuyas propiedades de
tener dngulos opuestos iguales y de componerse de
dos tridngulos iguales son el objeto de la proposi-
cion 34; y después, las proposicivnes relativas 4 los
paralel6gramos situados sobre la misma base 6 sobre
bases iguales y entre las mismas paralelas, asi como
las en que se trata de tridngulos, le permiten exponer
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sencillamente la teoria de las figuras que Legendre
denominé equivalentes para distinguirlas de las que
son iguales, 6 mejor, idénticas, siendo las iiltimas pro-
posiciones del libro primero el célebre teorema de
Pildgoras, y otra proposicidon de uso continuo en los
elementos; 4 saber, que: Si el cuadrado descrito sobre
uno de los lados de un tridngulo es igual d la suma
de los cuadrados descritos sobre los otros dos, el dn-
gulo que estos comprenden es recto.

No seguiremos con detalle el desarrollo de la Geo-
melria en la obra de Euclides, porque esto, ademds
de ser tarea de considerable extensién, nos desviaria
de nuestro principal objeto; pero halldndose basado
mucho de lo que vamos & exponer en esta primera
sintesis de la ciencia de la extension, es preciso ha-
cer todavia algunas indicaciones de lo contenido en
obra tan fundamental.

El libro 2.° es un modelo de razonamiento carac-
teristico de aquella época, en que desconociéndose la
generalizacién dada mds tarde 4 la Geomelria por el
talento sintético de Descartes, no era posible sustituir
4 las construcciones grdficas el empleo de las relacio-
nes numéricas,

Las proposiciones contenidas en el libro 2.°, se
reducen & expresar relaciones de superficies cons-
tfruidas sobre rectas cuyos segmentos se hallan en
relaciones dadas. Por ejemplo: si dadas dos rectas,
una de ellas se divide en dos partes cualesquiera, el
rectdngulo formado por las dos es igual 4 la suma de
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los rectdngulos contenidos en la total y en cada una
de las partes de la otra. Si una recta se corta como
quiera, los rectingulos contenidos en la total y en
cada una de las partes sumadas son iguales al cua-
dradode la linea total. Si una recta estd dividida en
dos partes cualesquiera, el cuadrado de la linea total
es igual 4 los cuadrados de las dos partes sumadas
con el doble del rectingulo contenido en las dos
partes.

Fécilmente podemos dar idea de los razonamientos
empleados para demostrar las importantes proposi-
ciones 5. y 6.", que en el libro 3.° aplica 4 la demos~
tracién de las relaciones existentes entre segmentos
rectilineos en el circulo, y cuyos enunciados son los
siguientes: Si una recta estd dividida en dos par-
tes igualesy también en otras dos desiguales, el rec=
tangulo contenido en las partes desiguales junta-
mente con el cuadrado de lu recta comprendida entre
los dos puntos de division es igual al cuadrado de la
mitad de le recta. Si una recta estd dividida en dos
purtes iguales, y se le anade otra recta cualquiera, el
rectangulo formeado con toda la recta iy con la aiadida
junto con el cuadrado que se forma sobre la mitad de
la rectw es igual al cuadrado sobre dicha wmitad
aumentada con la prolongacién como lado. Siendo
en el primer caso la recta AB la que estd dividida
por el punto C en dos partes iguales y por otro
punto D (comprendido por ejemplo entre € y B) en
dos partes desiguales, si se construye sobre CB un

al
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cuadrado, y sobre A B como base un rectingulo con
una altura AK—= DB, se ve que el rectingulo so-
brante de allura AK y base A C, juntamente con el
contiguo de la misma altura y base CD, es igual al
gnomon que contiene el cuadrado cuya hase es DB
gnomon es la parte del cuadrado total que resulta
de suprimir uno de los dos cuadrados parciales), y
afladiendo & ambas partes el otro cuadrado, resulta
probada la verdad del enunciado, que Playfair en
sus Elements of Geometry expresa por la relacién
AD.BD+ CD*=BC* Lo mismo se repite para
demostrar el otro enunciado, con la diferencia de ser
el cuadrado el construido sobre la mitad CB aumen-
tada en el segmento BD, y que el mismo autor ex-
presa asi: AD. DB+ CB*= C I3,

Estas y otras proposiciones tan importantes como
las relativas 4 las expresiones de Jos cuadrados cons-
truidos sobre el lado opuesto 4 un dngulo obtuso 6
agudo de un tridingulo, la construceién de un cua-
drado igual (hoy equivalente) 4 una figura rectilinea
conocida, dan idea del conlenido del libro 2.° de los
Elementos,

El libro 3.° estd destinado al circulo. En él se
encuentran detalles de que se ha prescindido en los
tratados modernos, y se observa como en toda la
obra el predominio del método ad absurdum.

Al hallar el centro de la circunferencia en la pro-
posicién 1.% después de trazar una cuerda AC, y por
su punto medio B el didmetro DE perpendicular,
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dice que el centro buscado no puede ser otro mds
que el punto F medio de este, porque si estuviese el
centro fuera de dicha linea, por ejemplo, en un
punto G, trazdndose las rectas GA, GB, GC en los
tridngulos ABG y CBG, los dos lados AB y BG del
uno son iguales 4 los dos lados BC y BG del otro,
siendo también GA igual 4 GC como radios; luego
los dngulos ABG y CBG son ignales entre sf; luego
son rectos; pero DBC también lo es; luego la parte
es igual al todo, lo que no puede ser; luego el centro
es el punto medio F' del didmetro perpendicular en B
4 la cuerda A C.

Para demostrar que la recta que une dos puntos
cualesquiera A B de una civcunferencia cae dentro de
esta, supone que caiga fuera, y trazando 4 la recla
supuesta exterior desde el centro D una recta DE que
cortard 4 la circunferencia en un punto F, de la con-
sideraci6n del tridingulo isésceles DAB, y de que el
dngulo 4 ED externo en el tridngulo EDB es mayor
que el dngulo EBD, y por consiguiente que su igual
EAD, deduce que AD 6 su igual DF es mayor que
ED, es decir, la parte mayor que el todo; luego AEB
no puede ser exterior 4 la circunferencia.

Que una recta trazada por el centro al punto medio
de una cuerda le es perpendicular, y que si es per-
pendicular d esta, la divide en dos partes iguales, 1o
demuestra directamente en virtud de la igualdad de
trisngulos; pero que si dos rectas A Gy BD no traza-
das por el centro se cortan en un punto E | no se cortan




i

en partes iguales, lo demuestra ad absurdum, pues
si se supone AE—=EC y BE=DE, y se lraza por
el centro F la recta FE, sezin ol teorema anterior
los dngulos FEC y FED serdn rectos, y por econsi-
guiente iguales, es decir, la parte igual al todo. Que
si dos circunferencias se cortan en un punto B, no
tendrdan el mismo centro, se demuestra tambiéu supo-
niendo qne € sea el centro comiin, pues trazando la
recla CEA que los corta respectivamenle en K y
en A, se tendrd: CE= (B, es decir, CE=C(A 6 la
parte igual al todo. Y demuestra con igual razona-
miento que si dos cirenlos se tocan interiormente, no
tendrdn el mismo ceniro.

Una consideracién nueva nos ofrece el razona-
miento empleado para demostrar la proposicidn 14:
En un cireulo cuerdas iguales equidistan del centro
y su reciproco, pues trazdndose por el centro E las
perpendiculares EF y EG 4 las cuerdas AB y CD
supuestas iguales, que pasarin par los centros de
cada una de estas, segun la proposicidn 3, y siendo
EA y EC las hipotenusas (que son radios) iguales,
también lo serdn sus cnadrados y la suma de los
cuadrados de AF y FE & la de los lados €G y GE;
y como AF esigual CG por ser mitades de cuerdas
iguales y serlo por consiguiente sus cuadrados, los
cuadrados restantes de EF y de F G lambién lo serdn;
luego serd finalmente £ F igual 4 EG.

Este empleo de la relacién (que expresa el teorema
de Pitdgoras para demostrar la igualdad de dos rec-
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tag, pasindose de la igualdad de los cuadrados 4 la
igualdad de las reclas correspondientes, es digno de
nolarse por lo frecuente que es en la obra de Euclides.

Respecto 4 la tangente, primero demuestra que:
La recta trazada en el extremo A del didmetro, for-
mando con este dngulos rectos, caerd fuera del cireulo,
y después, que entre ella y la circunferencia no podrd
trazarse otra recta que no lo corte, lo primero, por-
que si cayese dentro como la recta A B, por ejemplo,
formaria uniendo los puntos A y B con el centro un
tridngulo con dos dngulos rectos, y lo segundo, por-
que si existiese entre la tangente y la circunferencia
otra recta A H, bajando desde el centro D la perpen-
dicular DIH (el punto I es el de interseccién con la
circunferencia), en el tridngulo ADH el déngulo DA
serfa menor que el dngulo recto DHA, y por cousi-
guiente AD 6 su igual DI mayor que DH, es decir,
la parte mayor que el todo.

A csta y otras proposiciones relativas 4 la tangente
siguen las que tratan de los dngulos en el eirculo, y
se demuestra que los dngulos situados en un mismo
segmento son iguales, haciendo ver que son la mitad
del dngulo en el centro.

El empleo de procedimientos esencialmente geomé-
tricos, complica algunos razonamientos, que actual-
mente se han simplificado haciendo uso de relaciones
numéricas, pudiéndose notar esla circunstancia en el
teorema: Si dos lineas rectas se cortan dentro de un
circulo, el rectdngulo de los segmentos de la una es
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igual al rectdngulo de los segmenlos de la otra, en
cuyo teorema distingue cuatro casos, en los cuales se
trata sucesivamente de dos rectas AB y CD que se
corlan en el centro F, de una recta CD que pase por
el centro F' y corte en el punto medio E 4 la recta AB
en parles iguales, de una recta €D que pase por el
cenlro y corfe 4 la AB en partes desiguales EA y
EB, y en fin, de las rectas CD y AB de las que nin-
guna pasa por el cenlro.

En el primer caso la conclusién es evidente porque
los segmentos son iguales. En el segundo, el didmetro
CD, dividido por F en dos partes iguales y por E en
dos partes desiguales, conduce 4 la igualdad entre el
rectdngulo de las partes designales, CE ED junta-
mente con el cuadrado de la parte intermedia EF y
el cuadrado de la mitad D 6 su igual FB, que por
ser hipolenusa del tridngulo FBE permite sustituir
la suma de los cuadrados de los caletos F'E y ERB al
cuadrado de F'B, Quitando en seguida en las dos ex-
presiones el cuadrado de FE queda finalmente el rec-
tingulo de G E y DE igual al cuadrado de E B, que es
el rectdngulo de AE y BE, por ser E el punto medio.
En el tercer caso, no siendo el punto medio, la per-
pendicular FG trazada por el centro F permite apli-
car lambicn 4 Ia recta A B, dividida por los puntos G
y E en dos partes ignales y desiguales, el mismo teo-
rema (ue auteriormente, 6 sea la proposicién 5.* del
libro 2.° ya cilada, y lo mismo 4 la € D también divi-
dida en dos paries iguales y desiguales; y sustiluyen-

3
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do el enadrado de EF por la suma de los cuadrados
de los catetos GF y GB, una serie complicada de trans-
formaciones y simplificaciones conduce 4 la igualdad
de productos buscada. En fin, cuando ninguna de las
dos rectas pasa por el centro, refiriendo cada una de
ellas 4 una tercera recta que pase por el centro y sa
punto de interseccién, queda establecida la igualdad
que se husca.

No insistiremos en manifestar cémo se establece la
ignaldad entre el cuadrado de la tangente y el produc-
to de la secante por un segmentc externo, lo que con-
duce 4 un razonamiento anidlogo al anterior que de-
pende de la proposicién 6.* del libro 2.° de que se hizo
ya mencién, ni lampoco nos detendremos en el li-
bro 4.°, donde se resuelven los problemas de inscrip-
ci6én de los poligonos, entre los (que basta citar el caso
del pentdgono que depende de la construccién de un
tridngulo isésceles cuyo dngulo del vértice es la mitad
de los dngulos en la base, pues construido este tridn-
gulo é inscrito en el circulo un tridngulo ACD equi-
dngulo con el mismo, si en seguida se trazan las bi-
sectrices CE y DB de los dngulos ACD y ADC de
las bases, determinan los otros vértices £ y B del
pentdgono, lo que se demuestra considerando todos
los 4ngulos iguales de la figura que comprenden
arcos iguales y como cuerdas los lados del penti-
gono.

Después del libro 5.°, destinado 4 las razones y pro-
porciones en sus transformaciones numerosas, aplica
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su contenido en el libro 6.°, donde se halla expuesta
la teoria de las figuras semejantes.

Nos fijaremos especialmente en la manera de pro-
bar que: Si se traza una recta paralela d uno de los
lados de un tridngulo, cortard d los otros lados propor-
cionalmente, y st una recta corta proporcionalinente
¢ dos lados de un tridngulo, es paralela al tercero,
Para ello después de haber demostrado que tridngu-
los y paralelégramos de iguales alturas tienen la mis-
ma relacién que sus bases, trazada la paralela DE §
la bage BC se compara el tridngulo parcial ADE res-
pectivamente con los DEB y EDG, obtenidos trazando
las diagonales del trapecio interior 4 dicho tridngulo
parcial. Pero como los fridngulos DEB y EDC que
tienen la misma base DE, tienen sus vértices en la
paralela A B 4 esta son iguales [equivalentes en el len-
guaje moderno), y la misma razén tiene el lridngulo
DBE conel ADE que el tridingulo DEC con el DE A,
razones que son las mismas que lasde BD 4 DA y de
CE 4 EA, con lo que resulta demostrado el teorema,
y andlogamente se demuestra la segunda parte.

También son de notar los teoremas siguientes: Pa-
ralelégramos o tridngulos iguales (equivalentes) que
tienen un dngulo igual, tienen reciprocos los lados que
comprenden dngulos iguales y los paralelogramos o6
tridngulos que tienen reciprocos los lados que com-
prenden dngulos iguales, son iguales [equivalentes).

Hemos dado excesiva extensién al examen de la
obra que se ha transmitido como precioso legado hasta




los tiempos actuales por una serie de generaciones de
geémetras. Esta obra, ha sido modificada 4 lo sumo en
algunos detalles secundarios por los traductores. Asi
vemos que en la traduccién al castellano del P. Kre-
sa, hecha en el anio 1689, se halla el texto amplificado
por algunos corolarios, alguna demostracién acompa-
nada de olra nueva, como por ejemplo, la de la corres-
pondencia entre dngulos iguales y lados iguales en un
tridngulo que se obliene considerando el mismo tridn-
gulo ABC invertido, es decir el tridngulo ABC y otro
triingulo A € B, de cuya comparacién resulta lo que
se trata de probar. También el caso de igualdad, cuan-
do los tres lados se suponen iguales, se demuestra
colocando los dos lridingulos con las bases confundi-
das, y situados & ambos lados de esta, y empleando
la consideracién del tridngulo is6sceles. Algunas de-
mostraciones nuevas se anaden al texto, debidas al
matemitico espaiiol Antonio Hugo, y en fin, muchas
demostraciones se efecliian acompainando 4 las rectas
representaciones numéricas.

En Inglaterra se ha distinguido el gedmetra Simpson
por su exposicién de los Elementos de Euclides, asi
como se distinguidé por sus trabajos en la adivinaeién
de los porismas del gedmetra griego, y entre otros tex-
tos pueden citarse los Elements of Geometry del profe-
sor Playfair, de Edimburgo, y las traducciones que 4
principios de este siglo se han hecho de la Geometria
de Simpson.

Pero las aspiraciones de la inteligencia humana
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tienden incesantemente hacia nuevos ideales en la
ciencia, y 4 parte de las tentativas realizadas para
demostrar el postulado de Euclides, se aspir6 4 un
perfeccionamiento en el modo de presentar la doctrina
expuesta en los Elementos geométricos, siendo el mate-
mético francés Legendre, el que ha figurado en primer
lugar como uno de los reformadores de la Geometria
desde el punto de vista de la disposicién de sus mate-
rias, y también Lacroix es otra de las autoridades
cuyos textos han servido de norma 4 las obras que
sucesivamente se han publicado, ajustadas al plan
moderno de los elementos geomébtricos.

No reproduciremos los procedimientos que han
seguido ‘diversos gedmetras para llegar 4 la demos-
tracién del postulado 6 alguna de las proposiciones
que le son equivalentes, 6 cuya demostracién condu-
ciria 4 la de aquel, como es, por ejemplo, la que traté
de demostrar Legendre en su Théorie des paralléles,
basdndola en la proposicién que: la suma de los tres
dngulos de un tridngulo es igual d dos rectos. Este
gedmetra pretende llegar al fin propuesto, reduciendo
la cuestién & probar que no puede ser menor ni puede
ser mayor, y en este caso, demostrado quedaria que
es igual. Varias son las tentativas realizadas por este
autor para llegar al ohjeto propuesto, y entre ellag
la mds aceptable ha sido la que publicé en algunas
de las ediciones de su Geometria 4 partir de la 127,
Y que se reduce, considerando el lado mayor A B de
un tridngulo como base, 4 tomar el punto medio I del
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lado menor B C, prolongar la recla A I hasla que se
tenga una longitud A C" = A B, tomar en 4 B un
segmento A K — A7, con lo que se forma un tridn-
gulo A X €' igual al AIB y en fin, 4 prolongar el
lado A B tomando en ¢l una longitud KB' = A K,
obteniendo un nuevo iriangulo A C" B'; repitiendo el
procedimiento, construye una serie indefinida de
tridngulos AB"C", AB"C",... A B" C" cuyos dngulos,
que tienen una suma de valor igual 4 la del primer
tridngulo, estdn expresados por las relaciones

5

y concluye que, tendiendo los dngulos 4, y B, hacia
cero, al considerar un Iridngulo extremo, los tres
puntos 4, C*, B” se hallan préximamente en linea
recta, y en el limite el dngulo Cy es equivalente 4 dos
dngulos rectos.

Aparte de ser esla una demostracién gue emplea
un procedimiento indefinido, y pone en juego la ima-
ginacién para representarse los treg puntos 4, By, Cy
aproximdndose 4 su posicion final en linea recta,
como hace observar Ballzer, esta demostracién pierde
su valor, cuando queda en duda si el punto E si-
tuado en la prolongacién de A D se halla en el dngulo
formado por B C y la prolongacién del lado 4 B; y
por tanto, en la hipélesi de que la recta no tenga
puntos reales infinitamente distantes.

Como dijimos, y es sabido, Legendre abandono la

A Ag;+ B?&—Ali—la a?L—Cn—I"{"Bu—-I
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costumbre de seguir el texto de Huclides para dar
nueva forma 4 la exposicion de la Geomelria que la
hiciere menos dificultosa en enanto al procedimiento
demostrativo y mds flexible en cuanto 4 la diversa
disposicién de las malerias.

El puulo capital de la cueslion era el perfecciona-
miento de la teoria de las paralelas; pero como se ha
indicado, 4 pesar de la insistencia del sabio geémetra
francés, fué preciso resignarse 4 admilir el postulado
en una i ofra forma, y Blanchet, el continuador de
Legendre, admili6 en sus tllimas ediciones, después
de establecer que por un punto exterior 4 una recla
se la puede trazar una paralela, que sélo se puede
trazar una.

Legendre hizo un trabajo de coordinacién de las
cuestiones segiin su naturaleza, dando preferencia al
razonamiento directo, de modo que los teoremas de
la igualdad de tridngulos se emplean casi de conti-
nuo. Antepuso 4 las cuestiones de tridngulos todas
las relativas 4 dngulos, y expuesta la demostracion
arriba citada respecto 4 la suma de los dngulos de
un tridngulo, reunié todas las proposiciones relativas
& las paralelas, pudiendo establecer que: si la suma
de los dngulos interiores en un lado de la secante es in-
ferior 6 superior d dos dngulos rectos, las reclas no son
paralelas, en el momento en que consideraba probada
la proposicién relativa 4 la suma de los dngulos de
un tridngulo. Puessi E F es la secante y D la recta
que forma el dngulo DFE cuya suma con el FEB es
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menor que dos dngulos rectos, se puede obtener una
serie de Iridngulos isdsceles cuyas bases, que encuen-
tran todas 4 la recta A B, no solo se aproximan 4 la
recta F'D, sino que la llegan 4 dejar en el interior del
dngulo que forman con la E F; luego la F D encon-
trard 4 la A B.

Después de la teorfa de las paralelas, expone las
propiedades del paralelgramo y 4 continuacién las
propiedades de la recta en la circunferencia, llegando
4 la medida de los dngulos y haciendo seguir 4 los
libros primero y segundo una serie de problemas
relativos 4 los mismos. En fin, el libro tercero lo des—
tina 4 las figuras equivalentes y semejantes. El libro
cuarto lo destina 4 los poligonos regulares y 4 la me-
dida del circulo y los iiltimos libros tratan sucesiva-
mente de los planos y los dnguloes sélidos, los polie-
dros, y los tres cuerpos redondos.

Lacroix ha sido también uno de los geémelras que
mds influencia han ejercido en la divulgacién de la
ciencia matemdtica. Ademds de sus Essais sur Uensei-
gnement en général et sur celui des Mathématiques en
particulier, donde reuni6 todo lo que hahia escrito
sobre la metafisica de eslas ciencias, hablando del
orden que debe seguirse en los elementos de Geome-
tria, de la manera de escribirlos y acerca del método,
escribié una serie de tratados donde presentd sus
puntos de vista especiales.

Abandona como Legendre el modo de exposicién de
Euclides, adoptando nuevo orden en la coordinaci6n
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de las proposiciones y prefiriendo también las demos-
traciones directas 4 las demostraciones ad absurdum.

No es, sin embargo, la innovacién tan completa
que permita ver enteramente separadas proposiciones
de indole tan distinta como el teorema y el problema,
ni cuestiones tan heterogéneas como las que se refie-
ren d procedimientos puramente geométricos, y las
que se resuelven empleando consideraciones de me-
dida y de relacién numérica.

En vista de la ineficacia de las tentativas realizadas
para resolver la cuestién del postulado, cree conve-
niente sustituir el enunciado de Euclides por otro m4s
sencillo, & saber que: 8i una recta es perpendicular y
otra oblicua d una tercera, esta, prolongada suficien-
temente, encontrard d la primera,

No vamos 4 delenernos en seguir el desarrollo que
hace de las diversas teorias, con ligeras variantes en
los detalles respecto al tratado de Legendre. Bastard
decir que después de los teoremas relativos 4 los dn-
gulos, 4 los tridngulos, 4 las perpendiculares y obli-
cuas y 4 las paralelas, variamente combinados con los
problemas correspondientes, pasa al teorema que es-
tablece la proporcionalidad de los segmentos rectili-
neos comprendidos enlre rectas paralelas, presentado
como corolario del caso de la igualdad de los segmen-
tos en una de las transversales que conduce 4 la igual-
dad de los segmentos correspondientes de la otra; y
con este preliminar entra de lleno en la teoria de los
poligonos semejantes, En fin, nada diremos, por ser




sobrado conocido, de lo que concierne 4 las leorias de
la recta y el circulo y de los poligonos inscritos y
circunscritos, que con muy escasas diferencias se ha-
llan reproducidas en los textos de la actualidad, pues
basta con indicar el momenlo en que se verificé la
reforma que hace pasar del estilo antiguo al estilo
moderno la exposicion de la Geomelria elemental, y
quiénes fueron los que la iniciaron. Pero si fijaremos
la atencién, aunque ligeramente, en el importante
Traité de Géométrie de los aulores franceses Rouché
¥ Comberouse, notable ademds por razén del cuida=-
doso empeno con que separan enlre si log dilerentes
géneros de cuesliones con el propdsito que realizan de
unir & las teorias antiguas la exposicién de las carac-
teristicas de la Geomelria moderna, hallando muchas
veces en la sencillez de los procedimienlos demostra-
tivos la verdadera elegancia geomélrica. Asi, al redu-
cir las cuestiones de proporcionalidad entre dos mag-
nitudes 4 correspondencia en la ignaldad y corres-
pondencia en la suma, procedimiento que también se
encuentra en la Geomelria de Bourget, generalizan
el procedimiento para lodas las especies de magnilu-
des proporcionales, y llegan al resultado con més bre-
vedad que estableciendo directamente la proporciona-
lidad en cada caso, como era costumbre entre los
autores anteriores. Al aplicar la consideracién de las
rectas antiparalelas 4 la demostracion de igualdad de
produclos de segmenlos, ademds de abreviar las de-
mostraciones evilando el empleo de tridngulos se-
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mejantes y el determinar los lados que en estos son
homdélogos, se hace visible una correlacién entre el
paralelismo y el antiparalelismo, que corresponden d
igualdad de razones 6 igualdad de productos. Al an-
teponer 4 las proposiciones concernientes 4 relaciones
de proporcionalidad el teorema que determina la
existencia de dos punlos en la recta que une dos fijos,
tales que las relaciones de sus distancias 4 eslos sean
iguales, ademds de darse 4 conocer la relacién armoni-
ca, se presenta un mélodo para demostrar gran nii-
mero de proposiciones reciprocas. Al generalizar el
problema de la divisién de una recta en media y ex-
trema razén, se [acilita la consideracién de los poligo-
nos regulares estrellados, cuya exposicion se hace para
los casos del decdgono, el pentdgono y el pentedecd-
gono. Poriiltimo, es digna de citarse como innova-
cion importante, la simplicacién que ablienen las de-
mostraciones relativas al paralelismo en el espacio y
su independencia de las relaciones de perpendiculari-
dad con un plano, segin los procedimientos emplea-
dos comunmente, pues principiando los citados auto-
res por demostrar que: Si dos rectas son paralelas, todo

plane que corta d una de ellas, tamnbién cortard d la
otra, se demuestra inmediatamente por reduccidn al
absurdo lo contrario, es decir, que: St dos rectas son
paralelas, todo plano que contiene d una de ellas 0 le es
paralelo, contiene d la otra 6 le es paralelo; porque si
esto no sucediera, cortando 4 la segunda cortaria 4 la
primera, lo que escontra la hipdtesis. Y estas proposi-
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ciones conducen 4 demostrar ficilmente, 6 con elegante
sencillez, que: Si dos rectas, A y B, son paralelas, toda
reeta C paralela d la primera es paralela d la sequnda,
porque, en primer lugar, si € no coincide con B, no
puede tener con ella ningiin punto comiin, porel que
habria dos paralelas 4 la recta A; en segundo lugar
C y Bse hallan en un plano, es decir, que el plano
determinado por la recta C y un punto de la B, con-
tiene 4 esta recta, porque si este plano cortara 4 la
recta B, tendria que cortar 4 la ) lo que es contra lo
supuesto. Esto es evidentemente preferible & frazar
un plano perpendicular 4 la recta 4 que lo serd 4 sus
paralelas, ete., lo cual exige, como se sabe, una serie
de teoremas, que el procedimiento anterior evita.
Hemos hecho una breve exposicion de las reformas
por que han pasado los Elementos de Euclides, espe-
cialmente en Francia bajo la iniciativa de Legendre;
reformas que veremos dirigirse en otro sentido si
examinamos la evolucidn de esta ciencia en Alema-
nia, donde los métodos de la Geometria moderna, en
que predomina la idea de posicién sobre la de mag-
nitud, se han cultivado con preferencia, reduciéndose
d ciertos limites los desarrollos correspondientes 4 la
Geometria euclidea. Entre las muchas obras que pu-
dieran citarse hallamos el elezante tratado del doctor
Hubert Miiller Leitfaden der ebenen Geometrie (Guia
de la Geometria planal, en el que se hallan combina-
das las proposiciones de uno y otro sistema con el fin
de iniciar al alumno en las nuevas teorias al mismo
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tiempo que se posesiona de lo mds importante que
contienen las antiguas, Y uno de los tratados que mds
caracterizan esta aspiracién & extender los limites de
las obras elementales es la tan conocida del notable
escritor Baltzer, pues lo mismo en su Planimetria que
en su Estereometric, los conceplos geométricos mis
variados tienen su desenvolvimiento.

El plan de esta Geometrfa difiere considerablemen-
te de los arriba diseilados, pues no solo comprende
la Geomelria de Buclides, sino que ademds explana
las ideas muchas veces con relacién 4 la llamada Geo-
metria no euclidea, segiin el punto de vista de Lo-
batschewsky, y también desenvuelve las teorias prin-
cipales de la Geomelria moderna 6 de posicion.

Da nocién de la recta diciendo que es la mds sen-
cilla entre todas las lineas y la que determina ¢ fija
una direceién en uno y otro sentido, 4 partir de un
punto, y se extiende en esta indefinidamente. Ade-
mis establece el axioma de la recta: Dos rectas que
tienen dos puntos comunes coinciden, y 4 conlinua-
¢i6n la proposicion que determina el plano por me-
dio de tres puntos.

Proponiéndose dar la mayor generalidad 4 los con-
ceptos, desde el principio considera la direccidn G sen-
tido, segiin el que se consideran los dngulos, y tam-
bién aplica desde luego la nocidn del movimiento, Ya
al considerar el multidngulo juntamente con el mul-
tildtero principia 4 exponer la correspondencia bilate-
ral 6 la ley de dualidad (veciprocidad, polaridad) se-
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giin la que de un teorema se deriva su correspon-
diente (reeiproco, polar) ecambiando entre si puntos
por planos 6 inversamente, y con la distincién de las
tres especies de cnadrdngulos indica la generalidad
que predomina en los conceplos de la nueva Geome-
tria.

La relacién ASB—+ BSC 4 GSA =0 que liga los
dngulos que forman entre si las rectas SA, SB, SC,
relacién andloga 4 otra entre los puntos 4, B, € de
una linea recta, y que existe en la hipétesis de ser
considerados los dngulos descritos por giros en el <
mismo sentido, es muy conforme en ¢l modo de ex-

posicién del gedmelra alemén.

Dadas dos rectas A B, € D gque [orman con una se-
cante EF los dngulos FGB y FH(G que difieren
en 180° (grado es una de las 360 partes en que se di-
vide un plano alrededor de un punto) de lo que re-
sulta la congruencia de las figuras BGHD y CHGA,
estas se pueden hacer coineidir, haciendo girar una
de ellas en el plano hasta que G B y HC coincidan;
de manera que si los lados G B y IID tuviesen un
punto comiin, también lo tendrian HCy GA, ylas
rectas A By CD tendrian dos puntos comunes, lo que
es absurdo, luego A B y €D no tienen ningiin punto
comiin, es decir, no se cortan.

Pasando al orden de ideas del sistema no euclidia-
no, define la recta paralela al lado A Bde un tridngulo
A BC. Paraello supone que permaneciendo el &ngulo
BAC yellado CA4 invariables, el AB vaya aumen=-
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tando, en cuyo caso aumentard también el dngulo
A CB opuesto, y si existe un dngulo determinado
ACD al cual por un crecimiento suficiente del lado
A B pueda aproximarse el dngulo 4 € B tanto como
se quiera, el lado €D que se dirige hacia un punto
infinitamente distante del lado A B y que 1o corie a
este, mientras todas las rectas que parten de G, y se
hallan contenidas en el dngulo ACD le cortan, se
dice paralelo al mismo. Bl dngulo A CD puede alcan-
zar, pero no exceder, al suplemento de B A C, ysiN
es normal 4 AB, teniendo NB' y N B direcciones
opuestas, y siendo ’C N=D (N, de la congruencia
de las figuras BN C D y B’ NC D’ se deduce que G Iy
es también paralela 4 N B’. En particular, si el dngu-
lo NCD es recto, se tendvd NCD' + NCGD=180%y
las dos paralelas se extienden en una misma recta.

Pero si no existiese semejante limite A C D del dn=
gulo A CB, y la recta fuese una linea cerrada, sobre
la cual, partiendo desde A y pasando por B, siempre
en la misma direccién, se pudiese llegar nuevamente
al punto 4, no podrian construirse las paralelas.

Con relacion 4 las paralelas se alribuye & una recta
dos puntos distintos (reales 6 no) infinitamente dis-
tantes, 6 uno solo infinitamente lejano.

Cudl de estos tres casos posibles se verifica efecti-
vamente, no puede decidirse ni por la experiencia
(con la observacién), ni por la teorfa (especulativa-
mente). En la hip6tesis, no contradicha por la expe-=
riencia, de que en la recta puede imaginarse un solo
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Y uinico punto en el infinito, se funda la Geometria
vulgar 6 euclidiana, La hipdlesis de que la recta ten-
ga dos puntos distintos en el infinito, da ocasién 4
dos Geomelrias no euclidianas.

Expuestas las ideas en que se basan los dos siste-
mas de Geomelria, como preliminar necesario al or-
den de desarrollo que quiere seguirse, atiade Ballzer
que: Siel lado CD es paraleloal NB y CD° 4 NB,
siendo los dngulos NCD y D' CN reclos, y por con-
siguiente CD y CD' caen sobre una misma recta DD’
(axioma de la Geomelria vulgar), las rectas BB’ y
D D' son paralelas. Esta circunstancia reduce la Geo-
metria euclidiana 4 un caso de la no euclidiana.

Partiendo de esla hipélesis, expone Ballzer la teo=
ria de las paralelas en el sislema euclidiano.

Conocida por estas indicaciones la indole y el vasto
alcance de este tratado de Geometria, y no pudiendo
seguir con detalle lodas las circunstancias que ofrece
una obra como esta de cardcter universal, fundada
en los mds variados resultados que los mis eminen-
les geGmetras han obtenido en uno 1 olro sentido, ?
lerminaremos justificando nuestro aserto al consig-
nar brevemente que: en la Planimetria es digno de
citarse el siguiente enunciado: Sien un tridngulo per-
manecen invariables dos lados, cuando el dangulo com-
prendido por ellos aumenta, también aumentard el
lado opuesto al mismo dngulo, lo que manifiesta la
intervencion que da 4 la idea de movimiento. El si-
guiente enunciado: Para dos figuras semejantes y del




wismo sentido ABC... y A B,C,.,. existe un punto S
que se corresponde d si mismo, y de tal modo, que las
figuras SABC... y S;A, By Cy... son también seme-
Jjantes y del mismo sentido, es un ejemplo de idea de
posicién, asi como el signiente: 8¢ una figura SABC...
gira en un plano alvededor de un punto 3, hasta que
la direccion de S A coincida con la SA; 6 con la
opuesta, adquiere dicha figura la lamada posicidn
perspectiva, En la 2.* parle 6 HEstereometria, estas
ideas se presentan con mayor generalidad al tratarse
de las proyecciones central, paralela y estereogréifica.
Los casos en que el centro y el eje de colineacidn estin
en el infinito son correspondientes & las figuras lla-
madas perspectivo-afines y perspectivo-semejanies, El
desarrollo dado 4 la teoria de los peliedros que com-
prende los poliedros semi-regulares de Arguimedes
con vértices trildteros, cuadriliteros y quingueldte=
ros. La exposicién del edlculo baricéntrico, y concep-
tos como el de la recta y el plano en el infinito, y las
intersecciones imaginarias de las lineas 6 de las su-
perficies, expresan el espiritu de generalizacida y el
propésito de asimilar dentro de un plan cvanto de
mds notable y en todas las épocas han producido los
primeros talentos matemdticos respecto d la ciencia
de la extensidn.

Hemos examinado hasta ahora casi exclugivamente
la evolucion de los conceptos que intervienen en el
modo de organizarse la Geometria elemental. Las
obras de Euclides, Legendre, Lacroix y otras tam-
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bién muy conocidas, como los tratados de Vincent,
Cirodde, etc., no han tenido otro propdsito. Pero ade-
més de los elementos que, segin su significado, ex-
presan aquello de mds simple y fundamental que hay
en la ciencia, como bhase de ulteriores desarrollos,
existe un género de verdades mds complejas que se
desenvuelven sobre los primeros; y esto, no es pro-
ducto exclusivo de los tiempos modernos, porgue los
vestigios que nos han llegado de la Geometria anti-
gua revelan la existencia de un organismo superior
de verdades como complemento del organismo elemen-
tal. Algunas obras se han conservado integras como
las Dadas de Euclides, otras ya traducidas del drabe,
va restablecidas, tales son el tratado de la Seccidn de
razén, y el 8.° libro de las Céniecas de Apolonio, de-
bidas 4 la asiduidad del astr6nomo Halley, muy ver-
sado en lenguas antignas, el tratado de los Lugares
plancs de Apolonio de que Fermat y Schooten dieron
las demostraciones, el primero por la simple Geome-
tria, el otro por medio del cdlculo algébrico de Des-
cartes, basdndose en los enunciados de los mismos
que Pappus conservé; pero ninguna ha excitado tanto
el interés y la actividad de los ge6metras como la obra
de log Porismas, de Euclides, de la que solo tenemos
noticia por algunos fragmentos citados en las ohras
del gedmetra alejandrino Pappus, obra que, segtin el
testimonio de este, contenfa una amplia coleccién
de proposiciones de una concepcién ingeniosd, de
1itil empleo para la resolucién de los mds dificiles
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problemas, Esta obra, que hace suponer habria enalte-
cido atin mds el nombre de Euclides por el superior
alcance de las proposiciones en ella contenidas, debi6
ser complemento de la Geometria elemental, tanto,
que Chasles encuentra en ella los gérmenes de los
métodos modernos; y los mismos lemas de Pappus,
por medio de los cuales lleg6 el gedmetra francés 4
restablecer los porismas, son una serie de proposicio-
nes que corresponden 4 las teorias actuales de la re-
lacion anarmonica, & las divisiones homogrdficas y 4
la involucion; y estas conexiones le llevan 4 la con-

Y viccién de que si la obra de Euclides se hubiera
transmitido hasta nosotros bajo la autoridad de este
nombre, antes hubieran entrado en el plan de ense-
nanza de la Geometria estos conceplos geométricos,

_ relegados hasta poco hd 4 los dominios de la pura es-

”

peculacién. Ademds, el examen de esta ohra, como
el de otras arriba citadas, asf como la considera-
cién atenta de los trabajos realizados por los ge6me-
tras sobre la indole de las diversas cuestiones que
( encierran, hace comprender que la Matemstica no se

reduce 4 solo desarrollos mecdnicos de {6rmulas 6
combinaciones fortuilas de figuras, sino que tam-
bién exige el empleo de razonamientos sutiles y pro-
fundos acerca de la categoria y el significado de los
conceptos, lo cual pertenece ya al dominio de la 16gi-
ca 6 de la metafisica de la misma. Nos basta, para
convencernos de eilo, seguir 4 Chasles en el desen-
volvimiento de la idea de porisma, para lo cual tiene
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que referirla & otros counceptos, como el de teore-
ma, problema, lugar, corolario, dada, conocida.
Ya desde luego nos es conocida la relacién en que
se hallan el teorema y el problema, la prioridad de
origen del iiltimo que al guedar resuelto, admile
el enunciado bajo la forma de teorema, correspon-
diendo el razonamiento demosirativo de este, 4 la
serie de construcciones empleadas en la resolucién de
aquel.

El porisma, segiin Pappus, es una proposicién en
la que se pide hallar lo que se ha propuesto, y aiin
cita otra definicion menos general, dada por otros
gedmetras y fundada en una circunslancia acciden-
tal, implicando la idea 6 la condicién de una propo-
gicion local, de manera que segiin estos: Lo que cons-
tituye el porisma es lo que falta ¢ la hipdtesis de un
teorema local (el leorema local es una proposiei6n
que expresa una propiedad comin 4 todos los pun-
tos de una misma linea recta ¢ curva). El lugar es
una proposicién en la que se dice que tales puntos
sometidos 4 una ley conocida, se hallan en una linea
(recta, circular 1 ofra), cuya naturaleza, se enuncia,
pero guedando por hallar la magnitud y la posi-
cién; por ejemplo: Dados dos puntos, y una razon,
el lugar de un punto cuyaes distancias 4 estos se
hallan entre si en esla razon, es una circunferencia
de circulo dada en magnitud y posicion. Asi, pues,
el lugar participa del teorema y del problema, esto

ultimo por cuanto hay que determinar la magnitud
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v la posicién del lugar, expresando el lugar la mis-
ma cosa que el teorema, pero de una manera menos
explicita que deja algo por completar,

Expuestas estas consideraciones, afiade Chasles
que nos vemos conducidos 4 concluir que los lugares
son porismas, aunque Pappus no lo dijera terminan=
temente. Pero también los porismas son corolarios,
si bien de otro orden que los propiamente dichos, y
Euclides expresa con el mismo nombre los corolarios
de sus Elementos y las proposiciones de sus tres li-
bros de Porismas, pues aunque Chasles reconoce que

r unas y otras proposiciones son muy diferentes en el
fondo, si los corolarios son proposiciones que se de=
ducen inmediatamente, ya del enunciado de un teo-
reoma, ya de algin punto de su demostracién, ya de
un razonamiento que conduce 4 la resclucién de un

F

problema, aunque distintas de la proposicién de que
se derivan, también los porismas tienen su origen en
teoremas ya conocidos, de los cuales son una especie
de corolarios. Ein fin, Chasles encuentra entre los po-
i pismas y las dadas una analogia muy marcada, por
cuanto estas son proposiciones en que una § varias
de lag cosas de que se trata no tienen en el enuncia-
do la determinacién de magnitud 6 de posicién que
le es propia en virtud de la hipdtesis. Dichas propo-
siciones consisten en afirmar que esta determinacién
estd comprendida implicitamente en la hipdtesis 6
dadae virtualmente, pudiéndose deducir de ella, Asi,
la proposicién 6 del libro de las Dadas que Chasles
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cita como ejemplo: St dos magnitudes a y b tienen
entre si una razin i, la magnitud compuesta de las
otras dos, tendrd con cada une de ellas una razin
dada, se habria convertido en un teorema si Eucli-
des hubiera hecho conocer en el enunciado la razén
de la suma (a -+ b) 4 cada una de las magnitudes @

r1 [ b
¥ b, esto es: _: pa1'a1aj)y[1+1]pa1-aa:.

En resumen, los porismas eran 4 juicio de Chasles,
con relacién # las proposiciones locales, 6 proposicio-
nes en que se considera una infinidad de cosas varia-
hles, segiin cierta ley, lo que las dadas eran con
relacion 4 los simples teoremas de los Elementos,
conjeturando que unas y otras formaban un Comple-
mento de los Elementos de Geometria, propios para
facilitar el empleo de estos en la resolucién de los
problemas.

La idea de porisma, que Chasles se propone des-
entrafiar, la funda también en una necesidad que
existe en la Geometria moderna, como debid existir
en la Geometria griega, y es la de abreviar los enun-
ciados 6 desembarazarlos de muchas determinacio-
nes, 4 veces complicadas y sin utilidad. Sea la prosi-
ci6n: Si se toman sobre el didmetro de un circulo dos
puntos que dividan d dicho didmetro armdnicamente,
la relacion de las distancias de cada punto de la cir-
cunferencia g estos dos puntos, serd constante. Si de-
cimos que la relacidn esté dada, lo que aquif significa
lo mismo que constante, se enunciard un porisma en
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el sentido de Euclides; y para que la proposicién
fuese un teorema, seria preciso dar 4 conocer en el
enunciado el valor de la razén, diciendo que s igual
4 la relacién de las distancias de los dos puntos, d
uno de los extremos del didmetro sobre que estdn
situados; y como dice Chasles, hoy se hacen poris-
mas de igual manera y con la misma frecuencia que
se hacian antes.

Son proposiciones del mismo gbénero que pueden
reunirse bajo un mismo titulo, segun opina Chasles,
ademds de las contenidas en el libro de las Dadas, las
del tratado de las Conocidas geométricas de Hassan
ben Haitham y los porismas citados por Diofanto,
como el siguiente: Si dos numeros son tales, que cada
uno de ellos aumentado en un mismo nivmero dado,
sea un cuadrado Yy su producto aumentado en el mismo
niumero sea también un cuadrado , estos dos nimeros
provienen de dos cuadrados consecutivos , que adquie-
re el cardcter de una dada 6 de un porisma hajo la
forma siguiente: Dados dos cuadrados consecutivos,
asi como un nimero, se pueden hallar otros dos nume-
ros tales, que cada uno de ellos y su producto sumados
con el nivmero dado, sean cuadrados; y en general, el
gedmetra francés reconoce queé la mayor parte de las
proposiciones de la teoria de los niimeros pueden coi-
siderarse como dadas, pues expresan que tal funcién
de tales nimervs, 6 tal relacion entre tales nuimeros
da lugar 4 tal otra relacién. Estas analogias 4 que
llega Chasles le permiten definir los porismas como
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teoremas no completos que expresan ciertas relaciones
entre cosas variables segin una ley conocida , y ade-
mis reconoce en los porismas una utilidad para los
gedmelras antiguos, andloga 4 la del an4lisis cartesia«
no para los modernos, pues si la ohtencién de algiin
lugar geométrico exigia el empleo de algiin porisma,
la cuestion se reducia 4 coneluir de estas condiciones
otra expresién del lugar que fuese ya conocida, Y que
por consiguiente hiciera conocer la naturaleza del
lugar, objeto de la cuestién ; de modo (que el trdnsito
de la expresidén de un lugar 4 la de otro exigia un po=
risma. En virtud de esto, infiere que el Tratado de
los porismas de Buclides debia ser una coleceién de
proposiciones que servian para pasar de una expre-
si6n conocida de un lugar 4 otra expresion del mismo
lugar, y mds generalmente para pasar de las condi-
ciones conocidas que determinan un sistema de cosas
variables sujetas d una ley eomatn, d otras condiciones.
que determinan las mismas cosuas variables. Isto,
anade, se observa actualmente en el andlisis carlesia-
no, pues la ecuacién,

2P ax 4yt by =c,

por cjemplo, expresa que, tomdndose arbitrariamente
dos ejes rectangulares en el plano de una figura, se
pueden determinar dos segmentos rectilineos a, by un
espacio 6 rectdngulo c, tales, que la suma de los cug-
drados de las distancias de cada punto del lugar d los
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dos ejes, mas los productos de estas distancias por los
segmentos a y b formen una suma igual al rectdn-
gulo c.

Hemos detallado el concepto de Chasles acerca de
los porismas, porque en tan importantes desarrollos
como los que hace este notable ge6metra, ademss de
profundos conceptos filoséficos que dan idea del enca=
denamiento légico de las ideas geomélricas, establece
un enlace entre la Geometria antigua y la moderna,
que sirve para explicar la eyolucién de una manera
natural; y aunque los porismas restahlecidos segiin
los antecedentes de que dispuso, 4 los cuales corres—
ponden de una manera rigurosa, no incidieran
con los que realmente fueron expuestos en la obra
perdida de Euclides, siempre por la obra de Chasles
se verd el lazo de unién entre las teorias modernas
¥y las antiguas, cuyos solos vestigios nos revelan una
intima analogia,

Consideremos con este objeto los 38 lemas de Pap-
pus, de los cuales 23 se refieren 4 Ias figuras rectili-
neas, 74 la relacién anarménica y 8 al circulo. De los
23 primeros, 6 tienen por objeto el cuadrilitero cortado
por una transversal, 6 se refieren 4 la involucién en el
cuadrildtero, 6 conciernen 4 la relacién anarménica
de dos sistemas de cuatro puntos, 6 mejor, 4 esta rela-
cién en un haz de cuatro rectas cortadas por dos trans-
versales, 4 pueden reducirse 4 la consideracién del exd-
gono inserito en dos rectas, 2 expresan relaciones de
dreas de dos tridngulos que lienen dos dngulos iguales
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6 suplementarios, 4 se refieren 4 ciertos sistemas de
rectas, y el iltimo es un caso del problema de la sec-
cion del espacio.

Los lemas correspondientes al cuadriltero cortado
por una transversal solo expresan hoy casos parti-
culares de una misma proposicion. Eu la Geomelria
griega son olras tantas proposiciones que se demues-
tran iudependientemente; ya la transversal es parale-
la 4 una diagonal del cuadrildtero, como sucede en
los lemas I y II, ya pasa por los dos puntos de inter-
secci6n de las dos diagonales y de dos lados opuestos
del cuadrildtero, 6 de los lados opuestos, casos que se
expresan en los lemas V y VI, ya como en el lema VIIL
la transversal pasa por uno de los puntos de inlersec-
cién de dos lados opuestos y es paralela & una dia-
gonal. Las conclusiones de estos lemas son, 6 que tal
recta es paralela d tal olra, 6 que tres puntos de la
figura se hallan en linea recta; y esto 4 consecuencia
de una relacién de segmentos expresada en la hip6-
tesis.

Si 4 las figuras del texto griego, en que las letras
dispuestas de cualquier modo, 1o facilitan en manera
alguna la comprensién de las analogias que permiten
veferir las unas 4 las otras, sustituimos la formada por
un cuadrildtero ambS considerado en el caso gene-
ral, que es el expresado por el lema 1V, de manera
que las prolongaciones de a S y bS corten 4 la trans-
versal en los puntos Ay B, las de am y bm en los
PyQ,ladeabenpy la de m S en R (que es la figu-




ra 180 de nuestra Geometria elemental), podremos

como lo hacemos en dicho libro, donde exponemos

también la demostracion segun el texto griego, refe-

rir los demds lemas 4 dicho lema IV de una manera
| visible, pues cuando S 6 ab son paralelas d1a trans-
versal, R 6 ¢ se hallan en el infinito, como sucede en
los lemas I y II, vy cuando las diagonales ab y Sm y
los lados opuestos a 8 y bm se cortan en la transver-
sal, los puntos ¢ y R se confunden en uno solo, asi
como los Q y A (lemas V y VI).

Modificando, pues, las letras de la figura del texto
griego de manera que el cuadrildtero sea el Samb
cuyas diagonales ab, Sm y cuyos lados bS, ma cor-
tan 4 la transversal en los puntos p, R, B, P y cuyos
lados bm y aS la cortan en los puntos Q y 4, el enun-
ciado serd el siguiente: Si en dicha figura se verifica
la relacion
] eR.QP _oR.BA . QP _ ¢Q.RP

oQ.PR_ ¢B.R4A ° BA _ B.RA 1]

T =

LOS TRES PUNTOS M, S, R ESTAN EN LINEA RECTA.

‘ La demostracién general que exponemos en nues-

tra Geometria elemental es la siguiente:

‘ Construccién.— Trdcese la paralela ank 4 la

transversal, y la paralela AX 4 la a P.
Demostracion.—Se tiene evidentemente que

QEan ok yO-20
an akBA ¢B.RA

QP QPanak

Bl —an ok Bdl HeEe
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¢ an  ma’ ak  pB’ BA

(constr. 1.2)
QP ak RP

luego— — — — = imiendo el factor co-
HOgO~ 7 (Suprimiendo r o

w
o

Q}
EH R e
L B
mP Sa RP

na SA HA;

y sustituyendo,

Yoy ma . mP RP
s ma XA ! XA RA
s Sa  ma . Bt
(pues TR 114,(:01151 3

luego m, S y R estdn en linea recta.

Hecha esla demostracién para el caso general, re-
sulta inmediatamente la de los demds casos, pues
para los lemas I y I, estando R y p en el infinito, las
PR R R o R p R
PR Y AR pQ ’
reducen 4 la unidad; y entonces se tiene que pala el
lema I la férmula [1] se reduce 4

fracciones -

—— B

QP pQ QP an ak pQ mP Sgqg

BA~ ;5 aniakBA- ;B masA
m!—’_SA_
ma  Sa’

luego P A es paralela 4 Sm.



En el caso del lema 1T se tiene

opP 5 QP ab . mP Sa
B A ab BA g ma SA
mP ma m P R P

.

wma XA = XA RBA’

luego R, m, S estdn en linea recta.

pA_oP
pB o Q
(pues son iguales d la unidad, por hipétesis) la trans-
versal serd paralela 4 la diagonal m 8. IL. Sila trans-
versal es paralela 4 la diagonal eb, se hallardn en
linea recta los puntos S, m, R.

La demostracién de los lemas V y VI resultard
también calcada sobre la del lema IV, haciendo en la
formula [1] @ = A, R = p; y se oblendrd que: si
AP ¥ 2]

Los enunciados de dichos lemas son: I, Si ~—

los tres puntos m, S, p se hallan en

AB — ¢Q°

linea recta (lema V) y haciendo en dicha férmula
AB __BR

Q=A,P—=DB,p = o, seobtendrd que —— A5 D

z B'R : :

g = TR’ (6] = A R, es decir, que si abes

paralela & A B serd A R— B R, y de aniloga manera
se demuestra el lema VIL

Para concluir estas investigaciones acerca de los
siele primeros lemas de Pappus, observaremos que
las relaciones expresadas en los mismos son relacio—
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nes de puntos en involucién sobre la transversal; y
esto se hace visible designando las intersecciones
PyB,QyA pyRporlasletrasaye,bybeyc,
y entonces la férmula [1] se reduce 4

! ’ rLr
ec.ab ecc.ad
== 6 ab.a'e. b +ab.ac.be=0,

ac .be  de.bd

que es una de las férmulas conocidas de la teoria de
la involucién.

Los lemas 11, x, X1, XIv, Xvi y XIx establecen la
ignaldad de relaciones anarmonicas que cuatro rec-
tas trazadas desde un punto forman sobre otras dos,
segiin arriba se indic6. Y entre estas proposiciones
el lema 11 expresa el caso general. Considerando tres
rectas que parten de un punto S cortadas en los pun-
tosa y a', b yb', ¢y, por dos transversales que
parten de un punto P. El enunciado de Pappus con-
giste en afirmar que el rectingulo Pa . be es al rec—
tingulo Pe . ab como el rectdngulo Pa’ . b'c’ es al rec-
tingulo Pe¢’ . a'b’; los demidslemas citados son varian-
tes de este en casos particulares.

En fin, entre los demds lemas citaremos los xrr, X117,
xv v xvi, que pueden considerarse como casos dis-
tintos del exdgono, inscrito en dos rectas. En los xu
y xv las dos rectas son paralelas, Si dadas dos rectas,
partiendo de un punto 1 de una de ellas & un punto
2 de la otra, y de este 4 un punto 3 de la primera, y
asi sucesivamente, formamos un exdgono 1, 2, 3, 4,
5, 6, el lema x11 concluye deesta construccién (hecha
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en otros términos en el texto griego) que las inter-
secciones 14, 36, 25 de los lados opuestos 1 y 4, 3 y 6,
2 y 5 se hallan en linea recta; el xu concluye con los
vértices 1, 2 y la interseccién 14 se hallan en linea
recta, y andlogamente los xv y Xvir, segiin se expresa
por las figuras 147, 148, 149 y 150 de nuestra Geome-
tria elemental, funddndese todos ellos en los lemas
anteriormente citados, relativos 4 la relacién anar-
ménica, en los cuales, de una igualdad de productos
de rectingulos construidos sobre ciertos segmentos
de la figura, se deduce que ciertos tres puntos de la
misma se hallan en linea recta 6 reciprocamente.
Adem4s de los lemas de Pappus sirvieron d Chas-
les para el restablecimiento de los porismas de Eucli-
des los 39 géneros de porismas citados por Pappus,
de los cuales solo deseribe la cosa buscada, omitiendo
lag hip6tesis, pues dice el geémelra alejandrino que
«no es por las diferencias de las hipGtesis por lo que
deben distinguirse los porismas, sino por las diferen-
cias de los resultados 6 de las cosas buscadas.» Asi:
Que tal punto estd situado sobre una recta dada en
posicion; que tal recta pasa por un punto dado; que
tal recta estd dada en posicion; que tal recta tiene una
relacion dada con tal otra trazada por tal punto; que
tal recta forma sobre otras dos rectas dadas en posi-
cion, segmentos cuyo recténgulo estd dado. Son ejem-
plos de algunos de los 39 géneros. En fin, los tres po-
rismas enunciados completamente, son: 1.° El si-
guiente: Si desde dos puntos dados se trazan dos rectas,
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que se cortan en una recta dada en posicion, de las
que la una intercepta sobre una recta dada en posicion
un segmento, contado d partir desde un punto dado,
la otra formard también sobre otra recta un segmento
que estard con el primero en una razon dada. 2.° La
proposicion llamada de las cuatro rectas; 4 saber, que:
Dadas cuatro rectas que se cortan dos @ dos, si tres de
los puntos de interseccion situados sobre una de ellas, 6
dos solamente en el caso del paralelismo, estdn dados
(es decir, quedan fijos); y de los otros tres, dos quedan
sujetos d permanecer cade uno sobre una recta dada,
el wltimno se hallara situado sobre una recta dade en
posicion, que enunciado en el lenguaje moderno, como
dice Chasles, se reduce 4 la siguisnte: Dadas cuatro
rectas de las que tres giran alrededor de los puntos en
que encuentran da la cuarta, de manera que dos de los
punlos de interseccion de estas rectas vesbalen scbre
dos rectas dadas de posicion, el punto de inlerseccion
restante describe ung nueva reeta; proposicién que,
como se sabe, también se reduce 4 la que expresa la
deformacidn de un tridngule, de manera que tras de
sus lados giren alrededor de tres punlos situades en
linea recta, y dos de sus vértices resbalen sobre dos
rectas fijas, tomadas arbitrariamente, resultando en-
tonces necesariamente que el tercer vértice describird
una tercera recta. El allimo porisma citado por Pap-
pus es la extensidén del caso de las cuatro rectas 4 un
niimero cualquiera de estas.

Con los antecedenles que hemos expuesto, y que se
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hallan en las colecciones matemdlicas de Pappus, es
como pudo Chasles llegar 4 obtener, no los 171 po-
rismas citados por el gedmetra alejandrino como cons-
tituyendo la obra perdida de Buclides, sino 220 que
se ajustan 4 las conclusiones de los 29 géneros, reco-
nociendo que es necesario eliminar algunos; pero en
la dificultad de proceder con acierto lo deja 4 la con-
sideracion dé los gedmetras,

Entre las 220 proposiciones que contienen los tres
libros de porismas restablecidos por Chasles, solo ci-
taremos los diez primeros porismas expuestos 4 parte,
y como anteriores al primer género descrito por Pap-
pus, y que conslituyen los diez easos de la proposi-
cion de las cuatro rectas, casos que no necesita distin-
guir la Geomelria moderna, poseyendo como posee la
nocién de signo y un espiritu generalizador que eran
extraiios 4 los gedmstras de la antigiiedad. En todos
ellos se considera un cuadrilitero Samb y tres pun-
tos p, P, Q situados en una recta que designa Chas-
les con el nombre de recta de los polos, dependiendo
la diversidad de los porismas de las varias posiciones
que la recta de los polos tiene con relacién al cuadri-
ldtero. Asi en el porisma 1 la diagonal Sm, que es el
lugar geométrico del punto m es paralela 4 la recta
de los polos. En el porisma 11 esta es paralela 4 la
otra diagonal ab. En el 11, suponiéndose paralelas
las rectas AaX y B Y, el cuadrildtero deja de existir
por haber pasado, segin la expresidn moderna, el
vértice S al infinito. En el porisma 1v se trata del

5
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caso general, en el que larecta S R dada en posicion,
depende de la relacién general de los seis segmentos
que los lados y las diagonales forman en la recta de
los polos. En fin, las condiciones de ser algin lado
6 alguna diagonal paralelos 4 la recta de los polos 6
de eoncurrir en esta las dos diagonales 6 dos lados
opuestos combinados, originan los varios casos de la
cuestién, de los cuales parece que Euclides solo eligi6
los que exigian demostraciones distintas, segiin se in-
fiere del texto de Pappus. Hacer una exposicidn de las
proposiciones enunciadas y demostradas en los fres
libros de los porismas, equivaldria 4 recorrer las pd-
ginas del Traité de Géométrie superieure de Chasles,
de tanta afinidad con la obra de Euclides, que dicho
gedmetra, antes de proceder al restablecimiento de
esta, creyd necesario, como lo manifiesta, darantes 4
las teorfas de la relacién anarménica, de las divisio-
nes homogrificas y de la involucién los desarrollos
de que eran susceptibles los gérmenes que de ellas
existen en los lemas de Pappus, siendo necesarias
para interpretar los porismas del libro 1.° muchas de
las transformaciones de las ecuaciones de dos, tres 6
cuatro términos que expresan la relacién anarmé-
nica,

Estas consideraciones servirdn para conyencernos
de las dificultades que existen para fijar los limiles
entre lo que debe comprender la parte elemental de
la Geometria y lo que corresponde al dominio de
las teorias superiores, aunque esta divisién es un
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simple artificio relacionado con los fines de la ense-
nanza.

La ciencia, 4 la par que progresa, varia en la forma
de su organismo, y aunque aumente este considera-
blemente, aunque las verdades en 61 incluidas se
multipliquen indefinidamente, no por eso los obstd-
culos que se ofrezcan para su adguisicién aumentan
en la misma medida. Cuanto mayor es el ntimero de
verdades allegadas en las diferentes épocas, mayores
son las facilidades que se obtienen para agruparlas y
clasificarlas de manera que las unas evoquen 4 las
otras, ya por una relacién de coordinacién 6 de subor-
dinacién. El secreto de la ciencia se halla en este
enlace, y sn perfeccionamiento consiste en el mayor
acierto con (que se somefe la variedad 4 la unidad,
llegandose 4 un todo arménico.

La ciencia progresa por sintesis sucesivas; esfas
sintesis no tienen en cada época mds que una perfec-
cidn relativa, pero cuanto de ella se conoce se halla
encadenado formando una unidad que constante-
mente se renueva 6 es reemplazada por unidades m4s
amplias, bajo las que se subordinan relaciones en
niimero creciente. La Astronomia, que en un princi-
pio relacionaba todos los astros con la Tierra, conside-
rada como fija en el centro del universo, mds tarde
sustituy6 este sistema provisional por otro més per-
fecto en que el Sol era el centro y la Tierra quedaba
reducida 4 figurar entre el niimero de los planetas.
En fin, los progresos ulteriores de la ciencia astroné-
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mica han relegado al Sol 4 la categoria de ofros mu-
chos soles que se mueven en el espacio y forman
unidades en otro sistema superior,

La Fisica hoy nos revela una unidad superior 4 Ias
artificiosas unidades que precedieron y que se halla
expresada por el principio de la transformacion de las
energias. La Quimica ha realizado sustituciones and-
logas de principios que la han conducido sucesiva-
mente hasta la actual constitucién que la aproxima 4
enlazar sus fenédmenos con los que se hallan someti-
dos 4 las energias fisicas.

Las ciencias naturales buscan hoy en los principios
de la constitucion de la materia orgdnica los funda-
mentos de nuevas unidades que reemplazan 4 otras
anteriores no tan amplias, por haber sido mds redu-
cidas las bases sobre que se edificaran. Y no es solo
esto lo que tenemos que contemplar en el desenvolvi-
miento cientifico, donde cada ciencia eleva sus idea-
les acrecentando su variedad y su unidad, sino que
todas ellas tienden {4 combinarse, penetrando las unas
en la circunseripeidn de las otras, para busear sobre
las unidades parciales que cada cual representa una
unidad superior.

Lo mismo observamos en la Matemdlica, aunque
debemos notar una diferencia, y es que en esta cien-
cia las conclusiones 4 que se ha llegado en una época
persisten en las épocas sucesivas, pues tienen un
valor absoluto, y lo 1inico que progresa es el orga-
nismo en que se hallan contenidas, progreso que per-
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mite variar los procedimientos 6 la forma de los
encadenamientos por medio de los cuales de las unas
se llega 4 las otras,

Cinéndonos por ahora & la Geometria, vemos que
el sistema cartesiano es un nuevo método basado en
la correspondencia enlre ciertas lineas y los nimeros
que las representan, de modo que una figura geomé-
trica puede tener su representacién por medio de una
ecuacion, en la cual los elementos de aquella apare-
cen sustituidos por simbolos del andlisis; y en cuanto
esta correspondencia queda fijada, toda combinacion
de figuras representables por ecuaciones conducird 4
una combinacién correspondiente de expresiones nu—
méricas, y podremos indistintamente proceder en uno
6 en otro de los sistemas, sabiendo que la correspon-
dencia en el otro serd perfecta. Asi, por ejemplo,
podremos demostrar todos los teoremas de la Geome-
tria de Buclides, por medio de ecuaciones, en cuanto
se ha establecido la correspondencia entre las lineas
rectas y la circunferencia con las ecuaciones que son
su representacién analitica. Y es claro que si emplea-
mos los sistemas de representacién de Bellavitis y de
Hamilton, también por eslos nuevos métodos llegare-
mos 4 establecer las mismas verdades que en la Geo-
metria de BEuclides se establecen con el razonamiento
directo sobre cada figura; y ademds es posible pasar
de un sistema cualquiera 4 otro de la misma manera
que, por ejemplo, se pasa de la expresion de un lugar
geomélrico en coordenadas cartesianas 4 su expresion




— 0

en coordenadas polares 6 (rilineales, ete. La cuesfion
so reduce siempre 4 verificar la traduceién de un sis-
tema dado en aquel otro en que se le pretende frans-
formar.

En estos 1iltimos tiempos un nuevo sistema de Geo-
metria ha sido expuesto por Staudt, que aspir6 4 des-
arrollar esta ciencia independientemente de toda
nocién de magnitud como una especie de antitesis
del sistema cartesiano, en que los procedimientos
puramente geométricos resultaban absorbidos bajo las
formas analiticas predominantes. Y aungque cierta-
mente la obra de Staudt es de considerable trans-
cendencia, puesto que ademds de aplicarse los razo-
namientos directamente al objeto geométrico, nos
permiten elegir procedimientos adecuados al fin que
pretendemos obtener, evitdndonos el emplear recur-
sos extrafios, como se ha hecho con frecuencia, por
falta de recursos propios, también puede juzgarse
como una traba para el desarrollo y el progreso de la
ciencia la intransigencia con que ciertos partidarios
de los procedimientos grificos pretenden anular 6
reducir 4 un lugar secundario en la ensenanza y
exposicién de la Geometria los procedimientos ana-
lilicos.

La ciencia tiene un cardcter de universalidad, en
virtud del cual acoge todos los procedimientos condu-
centes 4 establecer la verdad. En ella caben todos los
métodos. Cuando algunas de sus teorias han obtenido
un alto grado de perfeccion, sus métodos propios les
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bastan para su completo desarrollo. Cuando, por el
conlrario, se trata de teorias nacienles, en algunas
cireunstancias la necesidad impone aplicarles proce-
dimientos no adecuados 4 su indole especial. Como
ejemplo podemos cilar algunas demostraciones efec-
tuadas por procedimientos analiticos en cuesliones
que figuran en ciertos tratados de Geometria des-
criptiva.

Descendiendo ahora al caso en que solo se trata de
los Elementos de Buclides, podemos observar el cui-
dado con que aspira d emplear la teoria de la seme-
janza en los 1ltimos libros de su obra, que solo prin-
cipia 4 emplearse en el libro vi. Euclides se sirve des-
de el principio de su Geometria de un artificio que
suple 4 la teorfa de la semejanza. Asi, por un punto
cualquiera de una diagonal de un paralelgramo, se
trazan paralelas 4 los lados, quedando dividido este en
otros cualro: dos peridiametrales (alravesados por la
diagonal) y otros dos parapleromos (complementos),
equivalentes entre si y cuyos lados son por consi-
guiente reciprocos, equivalencia que se demuestra
muy sencillamente en el libro segundo, como arriba
se indic6, lo que da 4 Euclides el medio de construoir,
sin usar la palabra, una cuarta proporcional, como
segundo lado de un parapleromo cuyo primer lado es
conocido con el parapleromo correspondiente, bastan-
do acabar la fizura paralelogrdmica.

Pasando del examen de los Elementos, al de los le-
mas de Pappus, hallamos en estos un empleo exclusi-
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vo de las proporciones, como debiera suceder en la
obra de los porismas y como realmente se verifica en
la obra restituida por Chasles, donde emplea, segiin
hemos manifestado, ecuaciones hasta de cuatro t6rmi-
10S y como se observa en su (eomeiria superior, ba-
sada en la simple consideracién de la relacion anar-
maonica.

Hemos dicho anteriormente que las ciencias han
sufrido una alteracién constante por el acrecentamien-
to de sus diversas teorfas 6 por la generalizacién de
sus ideales. Y esta circunstancia debemos tener pre-
sente al tratar de discernir lo que hoy debe entrar en
los dominios de la Geometria elemental. Giertamente
que en la obra de Euclides se hallan los elementos de
esta ciencia y que en los lemas de Pappus y en el
Tratado de los porismas ya se trata mas bien de siste-
mas que de individualidades y en cierto modo esto
iltimo entra en los dominios de lo superior, lo que
atestigua el titulo de la obra de Chasles ya citada.
Pero tantos han sido los progresos recientes de la
Geometria en las leorias de las curvas y de las super-
ficies, en cuanto concierne 4 las varias clasificaciones
de estas y 4 las muiltiples propiedades que ofrecen cada
grupo, cada orden, cada familia y aun cada individuo,
que hoy resulta en cierto modo, con el cardcter de ele-
mental, como una especie de preliminar, aquello que
antes se ofreci6 con el cardcter de superior, como la
iltima etapa 4 que la ciencia habia extendido sus do-
minios.
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Expuesto lo que concierne al sistema 1 organismo
de verdades que forma la ciencia, vamos ahora 4 tra-
tar en detalle lo que se refiere 4 algunos puntos de
vista especiales, los cuales debemos examinar como
complemento de agquello de general que hemos mani-
festado, puntos de vista que es preciso considerar en
la exposicién de la Geometria y son: el dialéctico, el
critico y el estético.

Bajo el punto de vista dialéctico, es decir, de la di-
reccién del raciocinio, debe examinarse la naturaleza
de las proposiciones y su modo de encadenarse al ex-
presar las relaciones de las ideas. Bajo el punto de
vista critico debe examinarse la dependencia légica de
Jas ideas y sumutua situacién en la Ciencia, sus coor-
dinaciones y subordinaciones; y bajo el punto de
vista estético hay que discutir el modo mis perfecto y
elezante de presentar, no solo cada proposicién, sino
el conjunto de todas ellas en el plan cientifico.

En la Geometria no se trata de relaciones cualitati-
vas que conciernen 4 las suhordinaciones ¢ inclusio-
nes de unas clases en otras, como sucede en las cien-
cias naturales. Las relaciones que establece son de
ignaldad 6 de desigualdad. Cada teorema expresa una
relacion de simultaneidad 6 coexistenciaentre dos tér-
minos dados por la hip6tesis y la tesis. En las cien-
cias de la naturaleza las entidades existen de un modo
absoluto, y la Giencia las incluye 6 las excluye de los
tipos generales que ha establecido la clasificacién. La
experimentacién es el criterio que sirve para formar
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el encadenamiento de las mismas. En la Geometria
las relaciones lienen un cardcter relalivo 6 condizio-
nal. La demostracién une los dos extremos por cons—
trucciones intermedias que hacen coexistir los térmi-
nos del teorema en una misma figura. Hay que dis-
tinguir la invencién de la exposicién, Bl primer pro-
cedimiento forma la ciencia, el segundo ofrece los
resultades obtenidos por el primero.

En la invencién el problema precede al teorema.
Antes de conocerse una relacién hasta el punto de ser
enunciada en términos claros y precisos, debe propo-
nérsela el entendimiento conteniendo alguna 6 algu-
nas incégnitas. Resuelto el problema por el andlisis,
aquel puede formular el enlace de lo conocido y lo
desconocido por medio de un teorema, y asi el teo-
reima es el resultade del enunciado de un problema.
Gualquier geémetra al descubrir un teorema segura-
mente que habria comenzado por buscar la solueién
de un problema. Pildgoras, antes de establecer un
teorema, se habria propuesto hallar la relacién entre
los lados de un tridngulo rectdngulo, y después de
obtenida, su enuneiado conslituyé su célebre leorema.

La ciencia constituida se descompone en teoremas.
El problema corresponde tan solo 4 su estado de for-
macién; y si se exponen en las obras diddcticas, esto
solo se practica atendiendo 4 los fines de la ensefianza.
Asi, en un razonamiento geométrico nos hasta eslar
ciertos de la posibilidad de una relacién geométrica,
para emplearla en lo sucesivo, prescindiendo de los
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mente es el rigor en el enlace de lasideas, su realiza-
ci6n material es secundaria. Asi, Euclides no necesito
en su proposicién 9.* dividir un dngulo en dos partes
iguales, para en la 10 dividir una recta en dos partes
iguales, pues aunque no se supiese dividir un dngulo
en dos partes iguales, la posibilidad resulta de la con-
tinuidad del espacio; y esto basta pava suponer legi-
timamente en la proposicién 10 la bisectriz del dngulo
del vértice del tridngulo equildtero empleado.
Ademés, la Geometria no es la ciencia que estable-
ce las propiedades del espacio como algunos errdnea-
mente pretenden; esto compete 4 la Filosofia 6 4 la
ciencia de los principios y de las ideas primeras. El
espacio es el dato 0 la materia de la Geometria, y el
objeto de esta es las figuras 6 las deferminaciones del
espacio. BEn cada figura pueden buscarse todas las
combinaciones de algunos de sus elementos suficien-
tes para determinar log demds, y 4 cada una corres-
ponderd un teorema distinto. Si se dan dos lados de
un tridngulo y el dngulo comprendido, se obtiene
una combinacién de elementos que determina el
tridngulo, determinando los otros tres elementos; y
la determinacién de eslos, 4 su vez, coustituye una
nueva combinacién que determina también el tridn-
gulo y forma un nuevo teorema, el reciproco del
primero. Delerminadas asi las condiciones de exis-
tencia de cada figura, 4 esta se podrdn enlazar 6 com-
binar otras nuevas, y formarse una red de construc-
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ciones indefinidas; y 4 este encadenamiento corres-
ponderd otro encadenamiento de teoremas que fijardn
las diversas coexistencias. Supuesto un tridngulo
isésceles, puedo trazar sa altura, 6 la bisectriz del
dngulo del vértice, 6 la recta que une este con el
punto medio de la base, y obtendré que una de estas
rectas es cualquiera de las demds, es decir, se identi-
fica con ellas, Un paralelégramo quedard complicado
trazdndose sus diagonales, v estos nuevos elementos
combinados con los de la figura primitiva implican
necesariamente la igualdad de los segmentos en que
aquellas se dividen.

Toda proposicién admite como variantes su forma
reciproca, la contraria y la reciproca de la contraria 6
la contraria de la reciproca, es decir, ademds de:
si A es B, A" es B', se tendrd: si A'es B', 4 es B (re-
ciproca); si A no es B, A’ no es B’ (contraria), y si A"
no es B', 4 no es B [reciproca de la contraria), que
designarermos con los mimeros 1, 2, 3 y 4.

No es preciso demostrar las 4 formas de la proposi-
cién para que resulten demostradas todas, basta de-
mostrarlalyla2,6lalyla3,6la2yla4,6la3y
la 4; pero nola | yla 4 nila2yla3, pues demos-
trar una de estos dos ultimos grupos equivale 4 de-
moslrar la otra, no conduciendo ninguna de ellas 4
ningiin nuevo resultado, es decir, que demostrando
la directa y su contraria, 6 la directa y su recipro-
ca, 6 las dos reciprocas 6 las dos contrarias, que~
dan implicitamente demostradas las cuatro, pues las
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dos que faltan se oblienen por reducci6n al absurdo.

En los tratados de ensefianza se demuestran indife-
rente la directa y la reciproca, 6 la directa y la con-
traria. Acerca de esle particular debe advertirse que
es preferible demostrar la directa y la reciproca, por-
que estas dos proposiciones exigen una sola figura,
siendo los teoremas en que se apoya la una, los reci-
procos de los en que se apoya la otra; y esta prefe-
rencia se observa en el Tratado de Geometria de los
Sres. Rouché y Comberouse. Sin embargo, cuando
el teorema es de los que admiten tres casos corres-
pondientes 4 que una magnitud es mayor, igual 6
menor que olra, es indispensable demostrar la directa
y la contraria. Asi, demostrado que: si por un punto
exterior d una recta se trazan varias oblicuas, las que
equidistan del pie de la perpendicular son iguales (1),
es preciso demostrar en seguida que: la oblicua que
dista mds es la mayor (3), y no que: las que son igua-
les equidistan (2}, pues la proposicién (1) y la (2) no
bastan para demostrar la (3) ni la (4). Pero si el leore-
ma solo exigiera la correspondencia entre la igual
6 desigual distancia y la igual 6 desigual longitud
de las oblicuas, serfa indiferente la eleccidn de la
proposicién, conforme arriba se ha indicado. Asi,
por ejemplo, demostrado que: si las oblicuas distan
igualmente del pie de la perpendicular, son iguales
y su reciproca, quedard establecido ad absurdum,
que si son desiguales distardn desigualmente, y que
si distandesigualmente, son desiguales.
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También se encuentran algunas veces proposicio-
nes cuyas reciprocas no son ciertas. Ejemplos: 1.° 8i
dos dngulos son adyacentes, son suplemeniarios.
2.° Dos dngulos opuestos por el vértice son iguales.
3.° Si dos triingnlos son iguales, lo son las circunfe-
reneias inscritas 6 circunseritas. Hsta aparente ano-
malia exige la siguiente explicacién. Guando hay
perfecta igualdad en la extensién de las ideas que
expresan la hip6lesis y la tesis, la inversién podra
hacerse; pero si una es mds extensa que otra, cuando
la mds extensa forme la hipdtesis, se tendrd que res=
tringir, con el fin de identificar la extensién. Asi, la
relacin, dngulos iguales, es mds exlensa que la de
opuestos por el vértice, asi como la dngulos suplemen-
tarios mds que la de dngulos adyacentes, y la de
tridngulos inscritos mds que la de la circunferencia,
pues 4 cada una de estas corresponden infinidad de
tridngulos inscritos; luego al invertirse pueden ele-
girse entidades que no correspondan 4 la hip6tesis
primitiva. No se puede por consiguiente afirmar que:
si dos circunferencias son iguales, lo serdn sus tridn-
gulos inscritos.

La equivalencia 6 no equivalencia de las entida-
des geométricas es el criterio que permite el poder
avanzar 6 retroceder indistintamente unas veces ¥y
otras no, en nuestros razonamientos. En el ejemplo
iltimo, todos los puntos de la eircunferencia, excepto
los tres dados, son extraiios & la figura construida, lo
mismo (ue un 4ngulo cualquiera igual 4 otro es ex-
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trafio 4 la figura que forma al primero con su opuesto
por el vértice; y que es la misma figura, por deberse
considerar las rectas indefinidamente prolongadas.

Pasemos ahora 4 las consideraciones que nos han
de explicar el encadenamiento de las verdades geomé-
tricas.

Las definiciones y los postulados son los puntos de
partida del encadenamiento geométrico.

El postulado de la recta 6 axioma segiin los distin-
tos criterios de los gedémetras: Dos rectas no pueden
cerrar un espacio y el llamado postulado de Euclides
G axioma 11 de sus Elementos, son las bases sobre que
se construye el edificio de la Geometria.

Considerando un punto P en una recta AB y otra
recta que gira alrededor de dicho punlo, ademds de
concluirse que la suma angular es constante d un lado
de una recta, se llega 4 1a definicion del dngulo recto
como mitad de esta suma; y si suponemos el punto P
en el exterior y lo unimos 4 los extremos A y B de la
recta, observamos que, por poderse superponer una
recta con olra en todas sus partes, los dngulos rectos
correspondientes 4 todos sus puntos también se po-
drdn superponer; luego, si suponemos que el dn-
gulo A P B sea igual 4 dos rectos, superponiendo par=
cialmente cada uno de sus d4ngulos rectos con dos de
la recta A B en cualquiera de sus puntos, lalinea APB
coincidiria con la AB, lo que es absurdo; luego el
dngulo A PB no vale dos dngulos rectos.

Las proposiciones: Por un punto solo se puede tra-
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zar una perpendicular & una recla, una paralela 6
una recta que forme un dngulo dado (considerado en
un sentido determinado), son otros casos de la deter-
minacién de la recta que se derivan del fundamental
expresado por el postulado 6 axioma arriba citado.
No es necesario que digamos cémo se demuestra que
por un punto exterior solo se puede trazar & una recta
una perpendicular, llegdndose 4 concluir que si hu-
biera dos perpendiculares, lambién dos rectas cerra=
rian un espacio, lo que es absurdo.

Que por un punto exterior 4 una recla solo se le
puede trazar una recta formando un dngulo dado, se
funda en que si existiesen dos, un dngulo externo de
un tridngulo seria igual 4 uno de los internos no ad-
yacentes. En fin, el caso de la paralela se demuestra
fundéndolo en el caso de la perpendicular, si antes
se admite el axioma 11 6 la proposicién equivalente
que sustituy6 Lacroix cuyo enunciado es el siguiente:
Si ¢ una recla se le trazan una perpendicular y una
oblicua, estd prolongada suficientemente encontrard d
la perpendicular; si estos postulados no se admiten,
en vez de ellos puede admitirse la proposicidn que
expresa la existencia de una sola paralela 4 una
recla.

La equivalencia de estas tres proposiciones se de-
muestra de la manera siguiente:

Sean las cuatro proposiciones.

1.* Si A no es paralela 4 B y B es perpendicular
4 C, A no es perpendicular & C.
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9% Si 4 osparalela & B y B es perpendicular 4 G,

A es perpendicular 4 C.
3.° Si B es perpendicular 4 € y A no es perpendi-
cular 4 €, A no es paralela 4 B.

4 SiA es perpendicular 4 € y B es perpendicu-
lar 4 C, A es paralela & B. '

La 2.* es la contraria de la 1.%,1a 3.* y la 4.2 son
respectivamente las reciprocas de la 1.° y la 2." [esto
se observa inmediatamente prescindiendo de la con-
dicién comiin 4 todas, B es perpendicular d G.)

La 1.% es lo mismo que decir: Por un punto no se
puede trazar mds que une perpendicular @ una recld,
pues expresa que cualquiera recta trazada por un
punto de la B no es perpendicular 4 la C. La 4.* que
suele enunciarse asi. Dos reclas perpendiculares a una
tercera son paralelus, por ser la reciproca de la con-
traria de la 1.%, se deduce de ella por reduccidn al
absurdo. La proposicién 3.* es el enunciado del pos-
tulado de las paralelas, segiin Lacroix. La proposi-
ci6n 2.° equivale al enunciado: Por un punto exterior
d una recta solo se le puede trazar una paralela, pues
admitiendo: 1.°, que por un punto solo puede trazarse
una perpendicular d yna recta (prop. 1.%; v 2.% que si
dos rectas A y B son paralelas y B es perpendicular d
C, también lo serd A (prop. 2.%) diremos: Siendo cierlo
que todas las paralelas que puedan trazarse 4 B por
un punto de la recta 4 son perpendiculares 4 G, y
ademds pudiendo solo existir una perpendicular 4 &
en dicho punto, no puede haber tampoco mds que una
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paralela, pues si hubiera varias habria olras tanlas
perpendiculares, lo que es contra lo admitido. Tam-
bién se demuestra inmediatamente que el enunciado
de Lacroix es equivalente 4 la proposicién 2.%, pues
siendo B perpendicular & € y A oblicna, debiendo
ser, en virtud de la proposicién 2.% toda paralela 4 B
perpendicular & C, si la oblicua A fuese paralela & B,
tendria que ser perpendicular & €, lo que es absurdo.

El enunciado de Euclides es equivalente al de La-
croix. Ya en la forma restringida de este se ve gue
las rectas A y B, formando la una un dngulo recto y
la otra un dngulo agudo, los dos dngulos suman me-
nos que dos dngulos rectos. Pero debe considerarse
el axioma de Euclides en olro sistema de cuatro pro-
posiciones mds general, que se corresponden exacta-
mente con las del sistema que acabamos de conside-
rar. Asi, designando, para mayor sencillez, por1 y 2
los dngulos internos tomados 4 un lado de la secanle
vy por 3 el adyacente al 2, que es el correspondiente
del 1, diremos:

Si AB y €D no son paralelas, los dngulos 1 y 2 no
son suplementarios (1),

8i 4B y €D son paralelas, los dngulos 1 y 2 son
suplementarios (contraria) (2').

Si los dngulos 1 y 2 no son suplementarios, AB y
CD no son paralelas (veciproca) (3').

Si los dngulos 1 y 2 son suplemenlarios, AB y CD
son paralelas (reciproca de la contraria) (4').
Asi como la proposicion 1." expresa que: Por un
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punto no puede trazarse mas de una recta que forme
dngulos rectos con otra, la (1) expresa que: Por un
punto no puede trazarse mds que wna rectu que forme
un dngule dado con otra (cuya orvientacidn estd dada
también); diches dngules son el | y el 3, de manera
que lambién puede decirse que si las rectas AB y CD
no son paralelus, los dngulos correspondientes no son
iguales. La proposicidn (3') es el postulado de Eucli-
des, que corresponde 4 la 3.%, 6 enunciado de Lacroix;
la proposicidn (2') corresponde 4 la 2.2, con la dife-
reucia de que en la primera los dngulos 1 y 3 son
rectos y en la segunda basta enuneciar que son igua-
les. En fin, la (4') es la reciproca de la contraria de
la (1") de la cual resulta por reducecién al absurdo.
Basta, pues, demostrar directamente la (1) 6 la (4')
(pues una de ellas se deduce de la otra] y admilir
como postulado 6 la (27) 6 la (3'), para que todo el sis-
tema guede establecido. Buclides después de admitir
¢l postulado, como el undécimo de sus axiomas, de-
mostrd la propoesicion 27, 4 saber: Si dos rectas A B,
G D, cortadas por una tercera E F forman con ella los
dngulos AEF y EFD iguales, son paralelas, que de-
muestra ad abswrdum, pues, st AB y €D se encon-
trasen en un punto &, en el tridngulo EFG se len
dria un dngulo externo igual 4 uno de los inleriores
no adyacentes 4 aquel, lo que es coutrario d la pro-
posicidn 16, gque es la proposicién (1) expresada en
olros Lérminos. Quedan, pues, establecidas las cualro
proposiciones del sistema, porque la (2') resulta ad

*
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absurdum de la (3). También puede reemplazarse &
la proposicién 16 de Euclides 1a 17: En un tridngulo
la suma de dos dngulos vale menos que dos rectos, que
le es equivalente como también & la proposicién (1)

Hay que observar que la proposici6n (4") también
se demuestra como lo hacen Ballzer y ofros autores
anteriores fund4ndose en la congruencia de las dos
figuras que resultan 4 uno y ofro lado de la secante,
pues, si se supone que A By € D se encuentran, ha-
ciendo girar 4 la parte de la figura en que se encnen-
tran alrededor del punto medio de la secante, al coin-
cidir las dos partes de la figura, también se encontra-
rén al otro lado, y dos rectas cerrardn un espacio, lo
que es absurdo.

Todas las proposiciones geométricas constan de las
cuatro partes, si bien no se enuncian siempre tadas
por no ofrecer las que se omiten ninguna utilidad.

Cuando se trata de una entidad perfectamente de~
terminada, como, por ejemplo, de una perpendicular,
una paralela, una bisectriz, el punto que en el inte-
rior 6 exteriormente 4 un segmento lo divide en una
raz6n fdada, Ja reciproca de la proposicién que se ha
demostrado se halla implicitamente demostrada. Asi,
después de haberse demostrado que dos perpendicu~
laves G una recia son paralelas, nos encontramos de-
mostrada la proposicién reciproca, funddndonos en
que por un punto de una de ellas solo puede trazarse
una paralela ¢ la ofra, pues por la directa se halla es-
tablecido que existe la paralela B d la 4, la cual, jun-




== gh=

tamenle con esta es perpendicular 4 C; pero como solo
existe una paralela pasando por un punto dela B, esta
paralela tiene que ser necesariamente lo perpendicular
supuesla en el directo. Lo mismo diremos si se trata
de las dos reclas que forman dngulos allernos inter—
nos iguales, las cuales son paralelas. Eziste trazada
por el punto de inlerseccién de la primera de las dos
rectas y la secante nna paralela 4 la otra (tesis), que
es la que forma igual dngulo alterno interno con la
secante (hipdtesis); pero eomo selo pase por dicho
punto una paralela, esta paralela (hip6tesis ahora) es
precisamente la que forma igual dngulo alterno in-
terno con la secante que la olra (tesis del leorema re-
ciproco). Buclides, después de probar en su proposi=
cién 4 que en un triingulo 4 lados iguales se oponen
lados ignales, demueslra por reduceién al absurdo la
proposicidn 5, que es la reciproca de la anterior, y
esto ofrece un nuevo ejemplo que sirve de comproba-
cidn 4 nuestro razonamiento, pues, en eleclo, la pro-
posicion 4 equivale & establecer que 4 un tridingulo
formado por tres lados @, a y b corresponden dngulos
respectivamente opuestos A, A v B [este tercero no es
objeto del teorema). Pero como el tridngulo supuesto
con los tres lados a, a, b estd determinado, es decir, es
unico, es evidente que el tridingulo que supongamos
con la base b y los dngulos A y A [hipétesis del reci-
proco) es dicho tridingulo 1nice que tiene los lados @
Y a iguales (tesis del reciproco que resulla probada).
Y esta es la razén en que se funda la posibilidad de
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probar simplemenle, empleando el procedimiento ad
absurdum, ¢l reciproco que constituye dicha proposi-
eién 5., También observaremos de paso cudn preferible
es emplear la expresion determinacion del tridngulo,
como lo hacemos en nuestra Geometria elemental, &
la expresion igualdad de tridngulos, que en muchas
pcasiones no indica, como debiera ser, la idea de una
entidad 6 individualidad geomélrica perfectamente
caracterizada. La consideracidon de la igualdad de dos
figuras que salisfacen 4 ciertas condiciones, es el me-
dio conducente 4 fijar las condiciones que delerminan
6 definen una sola de ellas, y esta determinacién es
la idea capital. Asi, pues, diremos que, si un tridn-
gulo ABC ¢sld determinado por los lados AB, BC
y el dngulo comprendido B (caso correspondiente 4
la igualdad de dos tridngulos que tienen iguales dos
lados y el dngulo comprendido), de manera que sus
otros tres elementos son los dngulos v, « y el lado b;
por ser wnico dicho tridngulo cuya exislencia 6 reali-
dad se halla establecida, también quedard esle deter-
minado con el lado A B, el dngulo B y el dngulo y, 6
también con los lados 4 B, BC, y el b, es decir, todos
los casos de la determinacion de un tridngulo, que se
hallan virtualmente contenidos en el primero que se
haya establecido. El teorema relalivo 4 la igualdad
de oblicuas, que distan igualmente del pié de la per-
pendicular, y su reciproco, son casos particulares de
la determinacidn del tridngulo, que suelen ir acom-
paiiados de sus contrarios en los tratados. Por lli-
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mo, diremos que sila paralela (recta que forma un
dngulo nulo), la perpendicular y la hisectriz (que for-
man dngulos iguales), son los easos mds sencillos de
la determinacién geométrica, el empleo de las razones
numéricas, como por ejemplo, la ignaldad de razones
de segmentos, que determinan rectas paralelas y fign-
ras homotéticas y semejantes, son otros casos mas ge-
nerales de determinacién, sohre los que tenemos el
de Ia relacién anarménica, fundamento 4 su vez de
las relaciones mds gencrales de la homografia y la
involuci6n, Y limitdndonos al caso de la relacién anar-
ménica, pondremos por ejemplo el lema 111 de Pappus,
reducido 4 enunciar que, si tres rectas trazadas por
un puato P, corlan 4 dos transversales trazadas por
un punto a, respeclivamente, en los puntos b y b’ ¢
!

ye', d yd', severificard la velacion ::—i ; %% =%:
e'bl : :
PP Como esta figura se halla determinada, es eviden-
te que, sisustituimos en la hipétesis una de las rectas
Pc¢’ de la misma, por ejemplo, por la relacién anar-
ménica de la tesis, para formar la proposicién reci-
proca; en virtud de ewistir un solo punte, ¢, que con
los demds supuestos forma dicha relaci6n anarméni-
ca, la linea Pec’ tiene que ser la recta Pe’, supuesta
en la proposicidn directa; y esto explica entre otros
muchos ejemplos, la reciprocidad de los diversos ca-
sos del exfigono inscrito en dos rectas, de que ya nos
hemos ceupado.
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También nos fijaremos, para terminar estas consi-
deraciones, en alguuos teoremas que son dobles; es
decir, que comprenden en si el directo y el reeiproco
por efecto de cierta simelria existente en las entidades
del enunciado. Asi ocurre en el teorema: Si dos rec-
tas son paralelas y una deellas encuenlra d un plano,
la otra también lo encontrard, y es claro que incluye,
tanto el caso de suponerse que la recta A 6la B en-
cuentre al plano, para concluirse que la B 6 la 4 lam-
bién lo enconltrard; y después de probada esta propo-
sicién resulta por reduceidn al absurdo la contraria;
es deecir, que si una de ellus es paratela 6 se halla en
un plano, la otra serd paralela @ este o se hallard con-
tenida en el misimo.

Las proposiciones que antes hemos citado conlienen
los fundamentos de la Geomelria, que en realidad se
reducen al axioma de la recta y al axioma de la para-
lela. Se hallan ya establecidas las proposiciones que
determinan: una recta, una paralela, una perpendi-
eular y un dngulo dado, todas equivalentes y susti-
tufbles entre si, pues la paralela puede concebirse
determinada también por dos puntos, uno de los cua-
les se halla en el infinito, ylas otras dos también por
el punto desde donde se trazan y por el punto de la
olra recta determinado implicitamente por el dngulo
dado, sea recto 1 oblicuo.

Las construceiones auxiliares empleadas en las de-
mostraciones sirven de enlace enlre los casos parti-
culares que se han demosirado primeramente y los
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casos mds generales que se deducen de ellos. Asi, por
ejemplo, demostrado que: Dos perpendiculares ¢ una
recta son paralelas, puede pasarse 4 la demostracidn
del teorema general: Si dos recias forman dngulos
alternos internos iguales con otra, serdn paralelas,
construyéndose dos tridngulos cuya igualdad se de-
muestra en seguida, al trazarse por el punto medio
de la secante una perpendicular 4 una de las rectas.

Cada teorema, como se dijo, expresa una relacién
de coexislencia enire dos términos expuestos en la
hipétesis y la tesis. Las construcciones auxiliares for-
man un encadenamiento que enlaza dichos extremos
con auxilio de los lérminos medios introducides. La
Geomelria procede, pues, por enlages de figuras que
se traducen en enlaces correspondientes de proposi-
ciones que forman el organismo cientifico. Cada teo-
rema comprende 6 sinletiza en si un sistema de ver-
dades (todas las que concurren & demostrarlo) unido
4 un sistema correspondiente de figuras; estas sinte-
sis varian segun la disposicién que ha dado cada
aulor 4 las materias. Tal teorema que en un plan
sirve para demostrar otro, on un plan distinto es in-
necesario,

Esto nos conduce 4 considerar el organismo de la
ciencia bajo el punto de vista eslético.

La demostracion tiene sus elegancias, que consis-
ten en la sencillez. Esto respecto 4 cada proposicion.
A la elegancia de cada uno de los elementos debe
corresponder la elegancia en el conjunto, que se tra-
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ducird en la armonia de las partes en el todo, en la
simetria de la disposicién, en la perfeccion de la
coordinacidn y subordinacién de las verdades, segin
sus categorias y la naturaleza del objeto 4 que se re—
fieren.

Se observa que Buclides descuidd las exigencias
estéticas en beneficio del rigor l6zico. Asi, en cuanto
d las proposiciones, por ejemplo, presenta separadas
todas las proposiciones que forman un mismo enun-

ciado. En cuanto al plan, sigue un orden serial 6

sucesivo, formando en vez de ramificaciones un en=
cadenamiento continuo.

intre los aulores modernos citaremos como ejem-
plo de elegancia la manera de demostrarse en la Geo-
metria de Rouché y Gomberouse que: Dos rectas para-
lelas d una tercera son paralelas entre si, funddndose
en la consideracidn de que, si una de dos paralelas
corta & un planoe, la otra también lo cortard, mientras
que en los autores anteriores para oblener este resul-
tado es preciso trazar un plano perpendicular 4 la
tercera, que resultard perpendicular 4 las dos prime-
rag; y este teorema 4 su vez exige un encadenamiento
de teoremas que no es necesario en el primer caso.
Se ohservan, por el contrario, en algunos autores
demoslraciones que comprenden las de varios feore-
masg, resultado de algrin defecto en el plan que han
seguido. Bn general, lag demostraciones serdn tanto
maig sencillas cuanto més independencia se haya dado
cn el plan general 4 las proposiciones de naturaleza

Y 4
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distinta, cuyas agrupaciones puedan haberse sepa-
rado unags de otras.

Estas cireunstancias hemos tenido presentes en la
exposicién de nuestra Geometria elemental, enyo plan
indicaremos brevemente, haciendo resaltar los pun-
tos de vista mdAs culminantes, que creemos debe te-
nerse presente en una sintesis que responda al fin
cientifico y al de la ensefianza.

Tl teorema debe separarse del problema. El teore-
ma es el elemento de la teoria v liene, como esta, un
cardcter especulativo. El problema tiene un cardcter
prdctico. Esta diferencia indujo & Wronski 4 estable-
cer una distineién entre la teoria y la téenia. En la
una predomina el entendimiento, en la otra la activi-
dad. Bn la ciencia pura es secundario lo que con-
cierne 4 los medios 6 procedimientos de que dispone-
mos para hacer una cosa, lo que se impone es dejar
establecida su ewistencia 6 su posibilidad. Eslo hace
la Geomelria, demostrando, por ejemplo, que existe
una paralela 6 una perpendicular, aunque ignordse=
mos el modo material de obtenerlas.

Dehen distingunirse cuidadosamente las relaciones
de igualdad y desigualdad de las de proporcionalidad;
lag primeras implican una simple comparacion, las
segundas una comparacién en que unas entidades
resultan medidas por medio de otras. El primer gé-
nero de relaciones se verifica en una ecircunseripeion
mucho mis reducida que el segundo. En el primero
es necesario proceder gradualmente, como hemos
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visto, desde casos sencillos como el de la perpendicu-
lar y la paralela, llegando 4 lo sumo 4 la divisién en
dos parles iguales de las rectas y de los dngulos. En
el segundo, empleamos un inlermediario de aplica=-
ciones uuniversales, el nimero que hacemos corres—
ponder d las entidades geomélricas, y que aplicado de
una manera amplia nes conduciria 4 la Geomelria
carlesiana; pero empleado solo bajo la consideracién
de la relacidn de proporcionalidad, nos deja lodavia
en los dominics de la Geomelria de BEuclides. Los
dngulos y sus arcos correspondientes, las superficies,
de igual modo que los volimenes y las dimensiones
que los miden, los segmentos rectilineos comprendi-
dos entre paralelas son varias especies de maguniludes
proporeionales, y los numeros que les corresponden
son Lérminos medios que 10s permilen pasar en nues-
tros razonamientos de las unas d las olras, de igual
manera que, por ejemplo, en el estudio de las ener-
gias fisicas, al conocer la relacion que existe entre las
calorias y los kilogramelros, podemos pasar de una
4 olra manilfestacion de la fuerza, todo lo que nos da
4 conocer el método general de la ciencia, que ex-
presando las relaciones existentes entre las entidades
mds diversas, nos ofrece el medio de examinar las
unas indirectamenle, al examinar direclamenle otras
4 las cuales se hallan ligadas en el encadenamiento

cientilico.
Il paralelismo, como sabemos, corresponde 4 una
igualdad de razones, y el anli-paralelismo & una
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igualdad de productos. Las simples proporciones nos
conducen 4 determinar en un tridngulo uno de los
lados por medio de los olros; y en cuanlo estas deter-
minaciones se conocen en el tridingulo, se pueden ex-
tender 4 los poligonos y especialmente d los poligo-
nos y poliedros regulares. Pero no basta considerar
relaciones entre lados 6 lineas de un poligono, es pre-
ciso relacionar los lados con los dngulos, y eslo se ha
realizado hasta ahora empleando como Lérminos me-
dios las lineas trigonométricas, cuyo estudio se hace
en la rama de la Matemilica que se llama Trigono-
metria, que algan autor ha llegado hasta 4 designarla
como una ciencia, si bien no pasa de ser un capitulo
de la Geometria, y asi lo hacemos en nuestra Geome-
tria elemental. Para ello, concibiendo formados todos
los tridngulos vectingulos cuya hipotenusa es el radio
de una circunferencia dada; moviéndose desde una
posicién inicial hasta haber girado 180°, se oblendrdn
todos los tipos diferentes de tridngulos rectdngulos
pertenecientes cada uno & una clase de tridngulos
formada por todos los que le sean homotéticos. Pero
cada tridngulo tipo esti determinado, en cuanito se
conoce la relacién numérica (con el signo que le co-
rresponda), de un cateto con la hipotenusa (seno 4
coseno), 6 de los dos catetos (tangenle y cotangente]; y
para pasar de cada tridngulo tipo & uuo de los de su
clase, basta multiplicar por la razén numérica que
hay entre cada dos lados homologos, el elemento co-
nocido (por medio de las tablas trigonométricas) del
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triingulo tipo, homotético del que se va 4 determinar.
Esta operacién es un problema, que en la parte espe-
culativa de la eiencia hasta indicar, haciendo ver la
posibilidad de determinar los elementos de un tridn-
gulo cualgquiera mediante su tridngulo homotético,
cuya hipolenusa es el radio segin el eual estin cal-
culadas las tablas trigonométricas. Afadiremos, para
completar esta cuestién, que las miiltiples relaciones
que en los tratados de Trigonometria se exponen
relativas 4 las lineas trigonométricas, lienen su lugar
natural en los tratados de Andlisis, donde se estudian
estas bajo el punto de vista algoritmico.

Después de las propiedades geométricas que depen-
den de la proporcionalidad, entre las que ocupa un
lugar importante la homotecia, cuyo desenvolvimien-
to debe hacerse preceder al de la teoria de la seme-
Janza de las figuras, puesto que es légico deducir esta
de aquella, se pueden emplear las dobles razones,
como dicen los alemanes, 6 la relacién anarménica,
segiin la expresién de Chasles, de las que es un caso
particular la relacién arménica; v con este auxiliar
la Geometria se eleva 4 teorias cuyo objeto es el estu-
dio de ciertos sistemas de puntos 6 de rectas, como
los sistemas armdnicos, las divisiones homogrificas,
la involucidn, que 4 su vez conducen 4 las teorias
fundamenlales de la Geometria superior, que son la
de las figuras polares reciprocas, las figuras homolg-
gicas, homogrificas y correlativas.

Tal es la extensién que creemos debe tener un Tra-
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tado fundamental de Geometria en el estado & que
hoy ha llegado la evolucién cientifica. Reduciéndose
la enseiianza, por ejemplo, 4 un Tratado de la exlen-
si6n de Legendre 6 Lacroix no se pone al alumno en
disposicion de abordar las regiones superiores de la
Geometria actual, ni de formarse una idea exacta de
los fines que se propone. Y aunque se sacrifiquen al-
giin tanto los detalles y repeticiones muchas veces in-
necesarios, es preciso que se destague lo fundamen-
tal, porque poseyéndolo, poseeremos las cousecuen-
cias que envuelve. Es necesario comprender que el fin
dltimo de la Geometria no se reduce 4 caleular los pe-
rimetros de los poligonos regulares, ni el del circulo,
ni el volumen de los cuerpos redondos. Hay en la
Geomelria aspiraciones mids altas que reducen estas
cuestiones & simples problemas imperceptibles en el
indefinido counjunto de otros muchos problemas in-
cluidos en el tejido de relaciones, de cuyo numero y
complicacion solo puede formarse una idea, al couce-
birse lo ilimitado de las combinaciones sucesivas que
es capaz de producir nuestro espiritu por el ejercicio
continuo de su actividad. Si la ciencia puede consi-
derarse como infinita, tampoco debemos desalentar-
nos, antes bien procurar apoderarnos de lo esencial
que en ella descubrimos, de lo general que incluye
lo particular; y esto exige la racional coordinacion
de las ideas, unida 4 la consideracién de los medios
de que disponemos para realizar eslas coordinaciones.
Después de llevar 4 las inteligencias el convencimien-
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to de que el sistema de la Geomelria elemental se re-
duce, en suma, 4 la determinacién de la recta por dos
puntos y 4 determinacién de la paralela (que segiin
arriba seindicd, es el caso anterior, cuando el segundo
punto esté en el infinito), todos los leoremas relativos
4 la perpendicular y 4 la paralela son variantes de
dichas proposiciones fundamentales; y como un me-
dio de determinacién mds general disponemaos de la
determinacién del tridngulo, que ya nos determina
un punfo (por ejemplp, cnando se dan un lado y los
dngulos adyacentes), va una recta (cuando se dan dos
lados y el dngulo comprendido); y asi, el tridngulo
llega 4 ser el elemento determinador en las diversas
proposiciones de la Geometria elemental. Un nuevo
elemento determinador de mds amplias aplicaciones
es la proporcionalidad de segmentos, y olro, en fin,
el mids fecundo en consecuencias, y que ya se aplica
4 la determinacién, no de cada figura en particular,
sino de sistemas de figuras, es la relacién anarménica
que de una manera sencillisima y uniforme llega,
como lo hizo Chasles en su Tratado de Geometria su-
pericr, hasta las relaciones que expresan las figuras
homoldgicas, homogrificas y correlativas, punto don-
de la inteligencia, conocedora ya de los fines 4 que
aspira la Geometria, puede detenerse, como en la pri-
mera etapa de su camino, prepardndose para, en la
segunda, abordar el estudio general de las curvas y
de las superficies.

Pero esta segunda fase de la ciencia geoméirica
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exige nuevos medios adecnados # la grandeza de su
ohjeto, v estos medios son los métodos mds 6 menos
eficaces para desenvolverlo en todas sus manifestacio-
nes y para darlo 4 conocer. Por eso eonviene hacer
una exposicién de lo que caracleriza § cada uno de
los principales métodos que se han seguido en Geo-
metria para estudiar las curvas y las superficies. Los
métodos de Descartes, Moehius, Hamilton, Staudt,
son sistemas geométricos especiales que conducen #A
un mismo fin, aunque de distinta manera, y es con-
veniente darlos & conocer en sus rasgos principales
desde un prineipio y aun conlrastarlos, pues de este
modo, ademds de la ciencia, nos sersin conocidos los
instrumentos 6 medios de que esta dispong para rea=
lizar sus fines.

Como complemento del desarrollo tedrico de la
Geomelria conviene, en conformidad eon la divisién
hecha por Wronski de la matemdlica en teoria y téc-
nia, ejercitar la actividad intelectual al mismo tiempo
que presentar aplicaciones del estudio tedrico en un
segundo Tratado, cuyo objeto sea la resolueidn de
problemas geométricos, para que la inteligencia, des-
pués de conocer la verdad, posea los medios de con-
vertirla en una realidad objetiva. Asf, ademds de la
ciencia como desarrollo subjetivo, conoceremos sus
aplicaciones, que nos proporcionarin una nueva ve-
rificacién, Bsta segunda parte serd un segundo des-
arrollo de la Geometria, aunque en orden distinto.
Al aplicar el método analitico 4 cada cuestifn, se re-
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producirdn las verdades ya asentadas en el Tratado
tedrico, si bien en orden diferente. Las enumeracio-
nes de métodos para la resolucién de problemas, el
examen de los métodos analitico y sintético, su em-
pleo, sus correspondencias 4 través del encadenamien-
to de cuesliones gue, desde la tomada como punlo
de partida nos lleva 4 la cuestién final que resuelve
el probhlema, Todo esto se halla expuesto en tratados
especiales, como son la obra de Duhamel, Des métho-
des dans les sciences de raisonnement, los Problémes
de Géométrie de Ritl, Théorémes et problemes de Ca-
taldn, los Problemas de Geometria de Echegaray, los
Méthodes et théories de Pelersen y otras muchas obras
cuya enumeracion seria demasiado extensa.

En fin, después de la exposicién sistemdlica que
1nos ha dado el encadenamiento légico de las verda-
des gue forman el organismo cientifico, y del tratado
complementario que nos ensefla las aplicaciones en
el orden malerial, un conocimiento fundado de la
Geomeltria exige un Tratado de Critica, cuyo fin serfa
dar las razones del plan cientilico mds perfeclo, se-
gun resulta, no solo de los progresos que la ciencia
ha hecho en las diferentes épocas de su formacion, es
decir, no solo de cuanto nos estd revelado por la his-
toria, que nos manifiesta el modo de generacidn de
los métodos y de los conceplos, y nos ofrece el mate-
rial cientifico en toda su variedad para nuestra sinte-
sis, sino (ue, ademds, los principios de la légica de-
ben ser aplicados al examen de este material reunido




e olras sintesis anleriores, para dar las illimas ra-
zones del orden cientifico seguido, y convertir 1o que
de otro modo hubiera sido un conocimiento espontd-
neo 6 inconsciente en conocimiento fundado 6 filo-
s6fico.
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