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PRELIMINARES.

1. Varias cosas que tienen uno, 0 muchos caracteres
comunes, =e dicen homogéneas por relacion a dichos ca-
racteres comunes, y si tienen otros caracteres diferentes le-
terogéneas por relacion i éstos.

Dos dados, uno de plomo y otro de marfil, son homogé-
neos por relacion a su figura, y heterogéneos por la mate-
ria de que estan construidos. Pueden ademsis ser iguales 6
distintos, el peso o6 el tamano, por ejemplo.

Si varias cosas lienen todos sus caracteres comunes, se
dicen idénticas.

2. Varias cosas, por relacion 4 sus caracteres comu-
nes, & en cuanto son homogéneas [orman un conjunto que
se puede considerar obienido por la repeticion de cualquie-
ra de ellas. La cosa repetida se llama la unidad, el conjun -
to formado por !a repeticion de la unidad constituye una
pluralidad. La expresion determinada de cuantas veces se
ha repetido la unidad, se llama nimero.

El niimero es, pues, una pluralidad determinada de co-
sas i objetos homogéneos: cualquiera de las cosas 1t objetos
es la unidad.

3. Como la unidad generatriz del numero puede ser un
objeto cualquiera, podemos hacer abstraccion de la natura-
leza de la unidad y expresar solamente cuantas reces esla
repetida para formar el numero.

El niumero que expresa la naturaleza de la unidad ge-
neratriz se llama concreto, y el que no la expresa, abs-
tracto.

4. Por lo que hasta ahora llevamos dicho se comprende
que el numero es un conjunto de partes separables unas g
de otras, o disgregables, es deeir, que el numero es i
creto.
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5. Launidad puede ser un todo formando un individuo
que no se puede descomponer en partes sin destruirle; esto
sucede, si por ejemplo la unidad es un hombre, un arbol,
ete. Pero también puede ser una cosa descomponible en
partes iguales y homogéneas; esto sucederd si 1a unidad es
una distancia, un peso, ele,

En el primer caso la unidad se impone en la formacion
del numero: asi, para numerar un conjunto de arboles to-
mamos por unidad un arbol. Lo mas que podremos hacer,
si la distribucion de los arboles 1o permite, es tomar por
unidad una coleccion de arboles, una fila, por ejemplo, si
estan distribuidos en filas.

En el segundo caso, es decir, cuando la unidad se puede
descomponer en partes homogéneas, queda complelamente
libre la elecccion de su famafio; resultando tanto mayor el
numero, cuanto menor es la unidad elegida.

6. El concepto de tamafo, o limitacion de los seres fini-
tos, constituye su magnitud; el caricter esencial de la mag-
nitud es ser susceptible de aumento y disminucién. Las pa-
labras magnitud y cantidad se suelen emplear como sing-
nimas; pero es mejor aplicar el nombre de cantidad sola-
mente a las magnitudes determinables, 6 numerables por
medio de una unidad de su misma naturaleza y excluir las
magnitudes que no sean determinables; como por ejemplo,
las facullades intelectuales, afectos, ete.

7. La cantidad es continua, es decir, que se puede des-
componer en partes homogéneas, {fan pequenas como se
(uiera, é inversamente se puede formar una cantidad por
la repeticion sucesiva de una parte cualquiera. De un modo
mas general, la cantidad puede aumentar ¢ disminuir por
grados insensibles.

8. Cuando se determina, O mide una cantidad fija, 6 co-
mo suele llamarse constante, por medio de una unidad de
su misma naturaleza, constante también, puede suceder:
1. Que la cantidad contenga un nuimero ecacto de veces a
la unidad y entonees se origina un numero formado por
una pluralidad de unidades, conforme hemos explicado en



el numero 2. En lo sucesivo le llamaremos nimero entero.
2. Que la cantidad no contenga exactamente 4 la unidad,
pero si & una de las partes alicuotas que resultan de divi-
dirla en cierto niumero de partes iguales, y entonces se ori-
gina un numero que se llama fraccionario. 3. Que la can-
tidad no contenga exactamente a la unidad ni 2 ninguna de
sus partes alicuotas, y entonces se origina el niimero inco-
mensurable.

En los dos primeros casos, la unidad y la cantidad son
comensurables entre si, o tienen una medida comiin, que
es, 0 la unidad misma, ¢ una de sus partes alicuotas: los
numeros que expresan la relacion de la cantidad a la uni-
dad, 6 sea la medida de la cantidad, son comensurables.
En el tercer caso, la unidad y la cantidad son incomensu-
rables entre si, puesfo que ninguna parie alicuota de la
unidad estd exactamente contenida en la cantidad. Mas
adelante encontraremos ejemplos de numeros incomensu-
rables y veremos que no se pueden expresar exactamente,
pero si, con toda la aproximacion que se (uiera.

9. La Ciencia de la cantidad en general se llama Mate-
mdtica.

La Ciencia de los ntimeros en general ha recibido dis-
tintos nombres, Aritmologia y Algoritmia. La parte elemen-
tal de que nos ocuparemos nosotros se llama Aritmética.

10. Antes de comenzar la Aritmética es conveniente co-
nocer la nomenclatura escolastica usual para designar las
proposiciones matematicas.

DEFINICION es el desarrollo verbal de la comprension
de una idea.

DivisiON es la enumeracion de las partes (ue interior-
mente forman el todo definido.

DEMOSTRACION €S un raciocinio que se hace para pa-
tentizar la verdad de una proposicion.

AXIOMA es una proposicion evidente por si misma y
que, por consiguiente, no necesita demostracion.

TEOREMA es una verdad demostrable. El teorema cons-
ta de un enunciado y una demostracion. El enunciado es la
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proposicion que se anuncia como verdadera; consta de dos
partes; una hipdtesis, O suposicidn, que alirma lo que se su-
pone cierto. v una tesis, 6 conelusion, cuya verdad se ha de
establecer por medio de la demostracion.

Un teorema es reciproco de otro cuando tiene por hi-
potesis la conelusion y por conclusion la hipotesis de este
otro. :

Un teorema es contrario de otro, cuando tiene una hi-
potesis y una eonclusion contrarias a las de este otro.

LEMA es un teorema de poca importancia por si mismao,
pero necesario como fundamento de ofros feoremasmas
imporfantes.

COROLARIO €5 un feorema cuya verdad se deduce inme-
diatamente de un teorema conocido.

POSTULADO €5 un teorema que no se puede demostrar
y que por tanto debe admitirse como axioma en la forma-
cion de la Ciencia.

IEscoLio es una advertencia, o nota que se hace sobre
uno o muchos teoremas relativos al mismo asunto, o que
forman una teoria.

PROBLEMA €5 una cuestién en que nos proponemos de-
terminar una ¢ muchas cosas desconocidas o inedgnitas,
por medio de otras conocidas ¢ datus.

La proposicidn en que se declara el objeto del problema,
se llama enunciado: el procedimiento para determinar las
incognitas de modo que satisfagan al enunciado, se llama
resolucidn: el resultado obtenido después de resolverle, se
Hama soluciin.

11. Se llama igualdad la relacion que existe entre dos
cantidades homogéneas idénticas, o entre los niumeros que
las miden. j

La igualdad se expresa colocando el signo ==, que se
lee igual d, entre las cantidades o numeroes iguales.

Asi, silas cantidades representadas por los simbolos
A y B son iguales, escribiremos A = B, y leeremos, A
igual a B.

Todo la que antecede al signo=se llama primer miem-
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brode la igualdad, y lo que le sigue, segqundo miembro.

Se llama desigualdad la relacion que existe entre dos
cantidades homogéneas, fales que una de ellas es mayor
que la otra, 6 entre los numeros que las miden.

Para expresar la desigualdad, se emplea uno de los
signos Ny <, que se leen respectivamente mayor que y
menor que, colocados entre las cantidades que se com-
paran.

Asi, si las cantidades A y B, que se comparan, son tales
(que A es mayor B, escribiremos A—B y leeremos A mayor
que B. Si A fuese menor que B, la desigualdad seria A~ B.

Lo mismo queen las igualdades, todo lo que hay escri-
to antes del signo —=, 6 <, se llama primer miembro, y todo
lo qque hay después, sequndo miembro de la desigualdad.

1is evidente que en una igualdad se puede cambiar el
orden de los dos miembros; asi, si se liene A=DB, también
es cierto que B=—A.

IEn una desigualdad se puede cambiarel orden de los
dos miembros, pero cambiando el sizgno de la desigualdad;
asi, si A—=B, se tendra: B<TA.

12. Entre cantidades heterogéneas no exisie igualdad,
pero puede existir equivalencia, es decir, igualdad en los
valores, ya sea ésta natural, ya sea convencional. (*)

13. Los axiomas fundamentales de la Matematica son
verdades conocidas de todos por el sentido comuun, y apenas
se necesita enumerarlos.

Una cosa es idéntica d ella misma. Dos cosas iguales d
ung tercera, son iguales entre si, 6 mas generalmente. si
entre muchas cosas la primera es igual  la seqgunda, ésta
d la tereera y asi sucesivamente, dos cualesquiera de éstas
cosas serdn iguales. Bl todo es mayor que una de sus par-
les, ete.

(*y  Eltrabajo necesario para elevar un kilogramo de agua destilada de la
Llemperatura cero grados @ un grado, (quees aproximadamente 126 Kilogrime-
tros, se llama equivalente mecanico del calor, y es igual 2 10 que 108 fisicos Ha-
man una caloria: luego cierta cantidadad de trabajo tendra su equivalente en
calor, y reciprocamente: ésta es, pues, una equivalencia natural. La equivalet-
cia entre una mercancia ¥ sl coste es I'III[] w-._m‘.i:‘ma} entre !_‘-Il lj-ﬂl'll[l[‘{{(lﬁ]' ¥ el ven-
dedor: depende de muchas civcunstancias ajenas, 4 veces, a uno y otro.
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14. Dividiremos la Aritmética en dos partes: la primera
tratara de los numeros abstractos, y la segunda, de los con-
eretos, considerando esta tltima como una simple aplica-
¢ion de la primera.

La primera parte la dividiremos en dos secciones: Cal-
culo aritmético y comparacion aritmética; y el calculo arit-
mético en tres libros, que trataran respectivamenie de los
numeros enteros, de los fraccionarios y de los incomensu-
rables.

R



PRIMERA PARTE.

ARITMETICA DE LOS NUMEROS ABSTRACTOS.

SECCION PRIMERA.

Calculo aritmético

LIBRO PRIMERO.

LOS NUMEROS ENTEROS.

CAPITULO PRIMERO
La numeracion.

15. La numeracion es la parte de la aritmética que se
ocupa de la formacidn y expresion de los ntimeros.

Los nimeros enteros se forman por medio de la unidad,
que se va repitiendo y agregandose 4 si misma. Si a cual-
quier numero, yva formado, se le agrega la unidad, se for-
mara el nimero siguiente: como esta operacion se pueda
verificar siempre por grande que sea el numero, la serie
natural de los niimeros es indefinida.

16. De aqui la necesidad de un medio convencional y
sistematico para poder expresar los nimeros: este medio
convencional comprende dos partes: una, la numeracidn
verbal, 6 expresion de los numeros por medio de palabras,
y otra, la numeracion escrita, 6 expresion de 10s _numeros
por medio de signos.
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Nosotros expondremos el sistema de numeracion deci-
mal, que es el adoptado por todos.

17. La unidad se expresa por la palabra uno, y se¢ llama
el niimero uno; la reunion de uno y uno se llama dos: la dé
dos y uno, tres; la de tres y uno, cuatro; la de cuatro y uno,
einco; la de cineo y uno, seis; la de seisy uno, siefe; la de
siete y uno, acho; la de ocho y uno, nueve; la de nueve y
uno, diez.

La reunion de diez unidades, se considera como una
nueva unidad, que se dice de segundo orden 6 decena, (1a
unidad simple se dice también de primer orden) la decena
es una unidad colectiva y se puede contar por decenas co-
mo se ha contado por unidades.

Asi, la reunion de dos decenas, se llama veinfte, la de
tres, {reinta, la de cuatro, cuarenta y sucesivamente, cin-
cuenta, ‘éesenta, setenta, ochenta y noventa.

La reunion de diez decenas forma el numero eciento,
que se considera como una nueva unidad, que se llama cer -
tena o unidad de fercer orden y se cuenta por centenas,
como por decenas y unidades. La reunion de dos centenas
es doscientos; la de tres, {rescientos y sucesivamente, cua-
trocientos, quinientos, seiscientos, setecientos, ochocientos
y novecientos.

Lareunion de diez centenas forma el numero mil, que
¢e considera como una nueva unidad, que se llama millar,
6 unidad de cuarto orden. Se cuenta por millares, como por
las anteriores unidades. Asitendremos los nimeros dos mil,
tres mil..... nuece mil, diez mil. El numero diez mil se con-
sidera como una nueva unidad, que se llama decena de
millar, 6 unidad de quinfo orden, con la cual se cuentan
los numeros veinte mil, treinta mil..... noventa mil y clen
mil. El numero cien mil forma una nueva unidad, 1a cen-
tena de millar, 6 unidad de sexto ordenycon se ellacuentan
los numeros doscientos mil, trescientos mil..... novecien-
tos mil.

La reunién de diez centenas de millar, forma un millén,
que es la unidad de séptima orden.
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Con los millones se forman, como con las unidades
simples, decenas, centenas, millares, decenas de millar’y
centenas de millar, todas ellas de millon; y son los ordenes
octavo, noveno..... y duodéeimo de unidades y se cuenta
con ellas como con los ordenes anteriores.

Mil millares de millén, 6 sea un millén de millones, se
llama billon. El billon es la unidad de orden décimo tercio
y se forman con ella decenas, centenas, millares, decenas
de millar y centenas de millar, con 1as que se cuenta como
con las anteriores.

Un millén de billones forma el trilldn y asi sucesiva-
mente.

18. Desde diez hasta veinte se cuentan los numeros in-
termedios agregando i la palabra diez las de los nueve pri-
meros numeros y diciendo por consiguiente: diez y uno
(once), (*)diez y dos (doce ), diez y tres (trece), diez y cua-
tro (eatoree), diez y cinco (quince ), diez y seis, diez y siete,
diez y ocho, diez v nueve, Desde veinfe hasta{reintase cuen-
tan les nimeros infermedios anadiendo a la pala’bra veinte,
los nomnbres de los nueve primeros nimeros; asi se conta-
ra: veintiuno, veintidos..... veintinueve. Del mismo modo se
cuenta de treinta a cuarenta, de cuarenta & cincuenta
de noventa a ciento.

Desde ciento a doscientos se cuentan los numeros in-
termedios agregando 4 la palabra ciento los nombres de los
noventa y nueve primeros nameros y se dira: ciento uno,
ciento dos...... ciento diez, ciento veinte...... ciento noventa
y nueve. Del mismo modo se contarda entire doscientos y
trescienlos v asi sucesivamente hasta novecientos noventa
y nueve.

Entre mil y dos mil se contara agregando a la palabra
mil log nombres de los novecientos noventa y nueve prime-
ros nimeros y lo mismo entre dos mil y tres mil y asi su-
cesivamente hasta llegar & nueve mil novecientos noventa
¥y nueve.

(*)  El uso ha sustituldo las palabras diez y uno, diez v dos, ete., por las once,
foce, trece, catoree ¥ quinee, porevitar la cacofonid de 1as primeras. z
‘
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De modo analogo se cuentan los numeros infermedios
entre diez mil y veinte mil, entre veinte mil y treinta mil.....
entre cien mil y doseientos il y asi sucesivamente.

19. De todo lo expuesto se deduce que diez unidades
simples, 6 de primer orden forman una decena 6 unidad de
segundo orden: diez decenas forman una centena, ¢ uni-
dad de tercer orden y siempre diez unidades de un orden
forman la del inmediato superior.

En virtud de esto se llama base del sistema de numera-
cion decimal el numeroc diez, que expresa cuantas unidades
de un orden se necesitan para formar la del orden inmedia-
to superior.

Debemos observar que las unidades de cada orden en
un numero son menos de diez, y por consiguiente, son nue-
ve 4 lo sumo: ademas en un numero pueden faltar ciertos
drdenes de unidades, que serdn precisamente las que no se
nombran. Asi el numero irescientos siete, contiene cente-
nas y unidades, pero carece de decenas.

También conviene observar cque se cuenta por unida-
des, decenas y centenas simples, o de millar, 6 de millon,
6 de millar de millén, ete., de suerte que de tres en tres or-
denes se forma una unidad que podemos considerar como
principal.

20. Para la escritura de los numeros se han adoplado
los signos;

1,2, 3,486, 7, 89
que representan, respectivamente, 108 nueve primeros ni-
meros, y sellaman cifras significativas del sistema. Como
hemos visto que en todo numero las unidades de cada
orden son menos de diez, la cifras anteriores servirdn pa-
ra expresar cuantas cnidades de cada orden contiene un
numero. Para expresar la falta de unidades de cualyuier
orden se usa el signo;
0

que se llama cero y también cifra no significativa, para
distinguirla de las demas. El cero, por consiguiente, no tie-
ne valor.
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21. Se conviene en que: foda cifra escrita d la izquierda
de otra representa unidades del orden inmediato superior
d diez veces mayores: de este modo el primer Iugar de la de-
recha corresponde 4 las unidades; el segundo (contando
hacia la izquierda) & Jas decenas, 6 unidades de segundo
orden; el tercero & las centenas, 6 unidades de tercer orden,
y en general, cada orden de unidades ocupa el lugar mar-
cado por su orden.

De aqui resulla que cada cifra tiene dos valores, uno
absoluto, que, como su nombre indica, es invariable y de-
pende de su figura, y otro relatioo, que es ar'udental y de-
pende del lugar que ocupa en el numero.

De esto se deduce que las unidades de diferentes or-
denes se escribiran por medio de la unidad seguida de un
numero conveniente de ceros. Asi:

1, 10, 100, 1000, 10000.....
seran los numeros uno, diez, ciento, mil, diez mil....

22, Para escribir un numero cuyo enunciado o expre-
sion verhal conocemos, consideraremos fres casos: 1.° Que
el nidmero sea inferior a mil. 2.* Que sea superior d mil € in-
Jerior a un millon. 3.° Que sea mayor que un milldn.

1. Siel niumero que se quiere escribir es inferior a mil,
se eseribirdn primero sus centenas, « la derecha de éstas
las decenas, y d la derecha de las decenas, las unidades. Asi,
para escribir el numero ftrescientos veintisiete, escribire-
mos primero un 3, por ser tres las cenfcnas, a su derecha
un 2, por serdos las decenas, y a la derecha de éstas un 7,
por ser siete las unidades, de modo que escribiremos 327.

Si el numero carece de decenas ¢ unidades, se ocupa-
ran sus lugares con ceros: si no llegase a 100, 6 a4 10, basta-
rian dos, 0 una cilra para escribirle.

2. Siel numero que se quiere escribir es mayor que
mil y menor que un millon, se supondra formado por dos
grupos de unidades principales; uno de unidades simples y
otro de millares: se eseribirda el grupo de millares, que « lo
sumo tendrd tres cifras (unidades, decenas y centenas de
millar), como se ha dicho en el caso anterior, y « su derecha
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dejando un pequeio huero, d separdndole por una coma, el
grupo de unidades que también tendrd d lo sumo tres cifras
(unidades, decenas y centenas simples). Por ejemplo, el nu-
mero doscientos cuarenta y cinco mil setecientos treinta 1
rueve se escribira;
45789 O 245,739

Sifaltan al;;unusnrdenes de unidades Se oeuparan sus
lugares con cero, cuyva situacion es muy facil de determi-
nar en cada grupo. Asi: el numero doscientos cuarenta mil
treinta y nueve, se escribira:

240,039.

3.2 Siel numero es mayor que un millon, se tendra pre-
sente que los dos grupos de tres cifras de la derecha corres-
ponden i los dos ordenes prineipales, unidades y millares:
los dos siguientes a la izquierda, unidades y millares de
de millon, los otros dos mas 4 la izquierda, unidades y mi-
Nares de billon, y asi 2ucesivamente. Por consiguiente para
eseribir un nimero mayor que wn milldn, se escrilen pri-
mero los gruapos de millares y unidades mds elevados: d la
derecha de éstos los grupos de millares y wnidades siguiern-
tes descendicndo, i asi hasta llegar d los gripos de millares
i unidades simples.

Cuando el numero sea muy grande, conviene escribir a
la derecha y 4 la parte superior de la cifra de unidades de
millon un 1 pequenito; en el mismo lugar y a la derecha
de las unidades de billon un 2, ete.; y separar por comas
cada grupo de millares del de unidades, ¢ sea los grupos
de tres cifras,

Sea por ejemplo el numero: doee billones, doseientos
cincaenta iy seis mil cuatrocientos dies y siete millones. se-
tecientas veintitres mil doscientas ochenta y siete unidades;
se escribira:

12%256,417'723,287.

Sifaltasen algunos ordenen de unidades, se ocuparan
sus lugares con ceros: el namero sefecientos dos nvil siete
millones, veinticuatro zmidades se escribira;

02,207'000,024



28. Para leer un nimero cualquiera, se divide en grupos
de seis cifras, poniendo d la izquierda del primero un Z,
como hemos indicado para la escritura, d la izquierda del
segundo un 2, ete., se dividen estos grupos cadd uno en dos
de tres cifras por medio de comas, se comienza la lectura
por los grupos superiores leyendo sus centenas, decenas iy
unidades, anadiendo la palabra mil i los situados d la iz-
quierda de cada coma y las palabras millones, billones,
ete., d la terminacidn de los grupos que tienen d su dere-
cha un 1, un 2, ete. Asi el numero 2

4*324,610'012,685
se leera: cuatro billones, trescientos veinticuatro mil seis-
eientos diez millones, doce mil seiscientas ochenta y cineco
unidades.

CAPITULO II.
LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES.
I. La adicion.

24, Se da el nombre de operacion al acto por el cual se
verifica una transformacidn en un objeto, d combinacion de
objetos.,

Las operaciones matematicas pueden ser de edleulo,
construceion, combinatorias, etc. Por ahora nos limitare-
mos 4 las operaciones del caleulo, que son: las que tienen
por objeto hallar uno d muchos nimeros, que se llaman re-
sultado, por medio de otros que se llamen datos.

Dos 6 mas operaciopes combinadas forman una ope-
racion compuesta: cuando una operacidn indicada se consi-
dera como dato para someterle d otra operacidn ulterior,
se encierra la operacidn indicada en un paréntesis.

Las operaciones fundamentales del caleulo aritmético,
son: adicion, sustraccidn, multiplicacion y division.

La adicion y multiplicacion son operaciones de com-
posicion: la sustraccion y division de descomposicion.

Una operacion es inversa de otra cuando tiene por da-
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tos el resultado y uno de los datos de la primera, y por re-
sultado el otro dato, Mas adelante veremos que la sustrac-
¢ion es inversa de la adicion, y la division, en su acepcion
mas general, inversa de la multiplicacion.

La adicion y sustraccion también se dicen operaciones
de primer grado, y la multiplicacion y division de segundo
grado.

25. Adicion es una operacion que tiene por objeto reunir
en un solo numero lus unidades de otros varios. (%)

Los datos de la adicion se llaman sumandos, el resul-
tado suma y la practica de la operacion sumar.

Se indica la operacion escribiendo el signo -+, (ue se
lee mds, entre cada dos sumandos y separando los datos
del resultado por el signo =.

Asi, siendo los sumandos 4, 7 y 3 escribiremos

4 4+ 7+ 3=14.

26. El procedimiento primitivo de la adicion es anadir al
primer sumando las unidadesdel segundo, contdndolas una
a una, como se haexplicado en la numeracion; al resultado
que se obtenga se anaden las del tercer sumando, contadas
del mismo modo, y asi sucesivamente hasta el ultimo su-
mando.

Este procedimiento no es bueno mas que cuando los
sumandos son de una cifra ¢ digitos (**) y se llega a hacer
de memoria cuando se tiene alguna practica en la opera-
cion: pero para considerar mas de dos sumandos, se nece-
sita aprender la tabla de sumar, que contiene todas las su-
mas posibles de dos numeros digitos.

Antes de formarla debemos tener presente, que si uno
de dos sumandos es cero, la suma es igual al ofro sumarndo;
propiedad que se deduce inmediatamente de la definicion
de la operacian.

Esto supuesto,escribamos en una linea horizonfal el ce-

(*)_ Damos una definicion que solo comprende la adicion de nimeros enteros,
pero iremos generalizando cada operacion a medida que sea necesarvio, teniendo
presente q{ue una operacion generalizada contienela operacion - particnlar, pero
como puede perder algunas de sus propiedades, se deben revisar estas, para con-
serval solamentelas que correspondan o la operacion generalizada.

(**) Se llaman digitos los numeros de una cifra porque se pueden coniar por
los dedos.
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ro y los nueve primeros numeros, debajo correspondién-

(AR S R e R g e R 0 dase eon tos deliia
1208 A 5 L Ten8 9 10 ppimers lnea o8
278 4 8" 6 TR 9 10 11 mismos ‘nameros
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 aumentados cada
45 6 T 8 910 11 12 13 uno en una unidad
5§ 6 7 8 9 10 11 12 13 14 y se tendra la suma
6 7T 89 10 11 12 18 14 15 de los numeros de
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 la primeralinea con

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 1; debajo se escriben
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 los numeros de la
-segunda linea aumentados en unaunidad, y se formara una
tercera linea, que contiene los de la primera aumentados
en dos unidades: se signe del mismo modo hasta formar la
décima linea, que contendra la suma de los nameros de la
primera con 9.

De lo dicho resulta que cada linea horizonial contiene la
suma de los numeros de la primera linea c¢on el numero
que la comienza, y cada linea vertical contiene la suma del
nimero que la comienza con los numeros de la primera
vertical.

La suma 5 + 7, por ejemplo, estara en la vertical que
comienza por 5y en la horizontal que comienza por 7, sera,
por consiguiente, el nimero 12, comun a las dos lineas.

27. Pasemos ya al caso general de la adicion, que eon-
siste en sumar numeros cualesquiera: esta fundado en las
sicuientes propiedades de la adicion.

1.0 [Ina suma no se altera aungue se altere el orden de
los sumandos. Porque la suma es el conjunto de unidades
(ue contienen los sumandos y no varia este numero de uni-
dades con el orden de los sumandos.

2. Dos d mas sumandos se pueden sustituir por su St-
ma efectuada, Para esto basta suponer que se colocan los
primeros (1.), ¥y que, por consiguiente, por ellos comienza
la suma.

Iis claro, que inversamente se puede suponer cualquier
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sumando descompuesto en dos, d mds partes, que sumadas
compongan el sumando.

28. En virtud de estas propiedades, para sumar nimeros
cualesquiera, se les puede suponer descompuestos, cada
uno de ellos, en unidades, decenas, centenas, millares, etc.
Suponer después alterado el orden de estos nuevos suman-
dos y sumar unidades con unidades, decenas con decenas,
centenas con centenas, ete., y reunir los resultados en un
solo numero.

‘Para hacer mas facil la aplicacion practica del prineci-
pio anterior, seguiremos la siguiente:

REGLA: Para sumar niimeros cualesquiera, se escriben los
sumandos unos debajo de otros, de modo que se correspon-
dan unidades con unidades, decenas con decenas, centenas
con centenas, ele., se traza una raya debajo de los suman-
dos y se suman los numeros de cada columna comenzando
por la derecha; si la suma no llega d diez, se escribe debajo
de la raya, correspondiéndose con la eclumna sumada, y si
llega 6 pasa de diez, se escribe la eifra de las unidades de la
suma y se reservan lasdecenas paraagregarias d la siguien-
te columna de la isquierda. El nimero que asi resulte serd
la suma pedida.

Sea sumar los numeros 14675, 8344, 24803, 586, se eseri-
biran en columna del modo siguiente:

14675 Lacolumna de las unidades da por suma parcial

8344 18, escribimos, por consiguiente un 8, que es la cifra
24803 de las unidades y reservamos, una decena para su-

586 mar con las decenas (*).

48408 La columna de las decenas da 19y 1 de la suma
anterior 20; escribiremos el 0 y reservaremos el 2, que ex-
presa centenas para sumarle con las centenas. Del mismo
modo, de la suma de las centenas, que es 24, s6lo escribi-
mos el4. De lasuma de los millares, que es 18, escribimos

(*) Cuando se sume cada columna conviene, al seguirla con la pluma, nombrar
solamente las sumas parciales qne se obtengan sin nombrar los sumandos, Asi,
no diremos 5y 4 son 9 v 3 son 12 y 6, 18; sino 5, 9, 12, 18. De este modo se hace mas
rapidamente la operacion y hasia se evitan motivos de equivocaciones.
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&l 8: y por ultimo, escribiremos el 4, que es la suma de las
decenas de millar.

La suma buscada sera, pués, 48408.

29. Es-facil observar que si no sumasemos las columnas
procediendo de derecha 4 izquierda, no se podria escribir
de una sola vez el resultado, sino en el caso de ser todas
las sumas parciales inferiores a 10.

La suma de las unidades mas elevadas se escribira
completa aunque sea igual 6 mayor que 10, porque ya no
se tiemen que reservar las decenas que resulten para
agrezarlas & otra suma parcial.

30. Prueba de una operacidn es otra operacion que tiene
por objeto verificar la exactitud del resultado obtenido en
la primerd.

Sila prueba y la operacion estan conformes, tendre -
mos casi cerfeza de que la operacion esta bien hecha, por
ser hastanle dificil cometer los mismos errores en la ope-
racion y en la prueba: si no estan conformes, habra equi-
vocacion en la prueba 6 en la operacion y se deben repetir
ambas con todo cuidado, para que resulten conformes.

La prueba mas sencilla de 1a adicion consiste en repe-
tir la operacion sumando de abajo 4 arriba, si la primera
vez se ha sumado de arriba &4 abajo.

También se puede comprobar la suma dividiendo los
sumandos, en grupos, que se suman separadamente, y su-
mando después las sumas parciales obtenidas.

Este procedimiento se suele emplear como operacion y
no como prueba, cuando los sumandos son muchos.

31. Para sumar sumas indicadas, se forma una suma
indicada con todos los sumandos de las sumas parciales (*).

Sean las sumas b + 7 +3y4 + 9.

Si formamos lasumab + 7 + 3 + 4 + 9, compuesta de
los sumandos de ambas sumas, podemos sustituir los su-
mandos5 + 7 + 3y 4 + 9 por su suma efectuada (num. 27,
2.* propiedad), luego podremos escribir

(*) Esevidenie quetambien se pueden efectuar las sumas parciales y sumars=
las despueés.

3
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B+T7+3)+@+9=5+7+3+4+9.
32. Sivarios sumandos aumentan en numeros cuales-
quiera, la suma qumenta en la suma de los aumentos de los
sumandos.
Sea lasuma 5 + 7 + 3 y supongamos que el primer su-
mando aumente en 4 y el tercero en 9 unidades: se tendra
(5 +4)+7+(3+9),
que se podra escribir (num. 31) sin los paréntesis, y sera
i S o e

sustituyendo ahora los sumandos 5, 7 y 3 por su suma y los
4 y 9 por la suya (num. 27, 2.° propiedad) se tendra final-
mente

(54+743)+ 4+ 9,
que demuestra la propiedad enunciada, puesto que la suma
5+ 7 + 3 ha aumentado en 4 + 9.

En particular; si sdlo aumenta un sumando, la suma au-
menta en el mismo niimero que el sumando.

33. Sise suman miembro d miembro varias igualdades,
el resultado es una igualdad (*).

Es evidente que constando del mismo nuamero de uni-
dades los dos miembros de cada igualdad, las dos sumas
efectuadas constaran también del mismo numero de uni-
dades.

De las igualdades 3 4+ 9=12y4 4 5=2 4 7, obten-
dremos:

3+94+4+5=124+247.

Como caso particular resulta, que sid los des miem-
bros de una igualdad se les aumenta en el mismo nimero,
los resultados forman una igualdad.

34. Sise suman miembro ¢ miembro varias desigualda-
des que se verifican en su mismo sentido (todas del signo X\ 6
todas del signo ), el resultado es una desigualdad que tiene
lugar en el mismo sentido que las propuestas.

Si tenemos 12 X 9y 18 X 15, la suma 12 + 18 se com-
pone de dos grupos de unidades mayores respectivamente

(*) Sumar miembro & miembro se dice también sumar ordenadamente.
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que los de la suma 9 + 15 de los segundos miembros; luego
es evidente que se tendra:

12 + 18 X9 + 15.

Sisumamos una desigualdad con una igualdad, el resul-
tado es una desigualdad en el mismo sentido, ¢ del mismo
signo que la propuesta.

Si a los dos miembros de la desigualdad 12 \ 9 les agre-
gamos los de la igualdad 7 =171, se formaran las sumas
12 47y 9+ 7, y como es evidente que la primera tiene mas
unidades que la segunda, se tendra:

1R24+7X94+7
1T La sustraccidn.

35. La sustraccion es una operacidn que tiene por objeto,
dados dos niimeros, averiguar en cuantas unidades el ma-
yor excede al menor.

El mayor de los numeros dados se llama minuendo, el
menor, sustraendo; el resultado, resto 6 diferencia, y la
practica de la operacion, restar.

Se indica la sustraceion escribiendo el minuendo, des-
pusés el signo —, que se lee menos, y a continuacion el sus.
traendo, separando los datos del resultado por el signo =.

Asi, siendo 7 el minuendo y 4 el sustraendo, escribi-
remos:

7 —4=23.

37. Deladefinicion de la susiraccion se deduce: que la
suma del sustraendo y del resto es igual al minuendo, y por
consiguiente podemos dar también la siguiente definicion:
sustraceidn es una operacion que tiene por objeto, dados
la suma y uno de los sumandos, hallar el otro.

La sustraccioén es, pues, una operacion inversa de la
adicion. No puede la adicion tener oira operacion inversa
que la sustraccion, porque el orden de los sumandos no al-
tera la suma.

Sea la suma 12 — 8 + 4; si el minuendo es 12 y el sus-
{raendo 8, se tendra 12 — 8 —4; pero si cambiamos el or-
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den de los sumandos, 12 =4 4 8, de modo que siendo 12 el
minuendo, el sustraendo sera 4, y se tendra 12 — 4 = 8.

El procedimiento elemental primitivo de la sustraceion
es restar del minuendo las unidades del sustraendo, des-
contdandolas una d una.

Este procedimiento es practicable cuando el sustraendo
es un numero digito.

Si el sustraendo es digito y el minuendo le excede en
menos de 10 unidades, se puede hallar el resto por medio de
la tabla de sumar (nim. 26). Sea, por ejemplo, restar 8 del
numero 15. Si recorremos descendiendo la linea vertical
que comienza por 8 hasta encontrar el numero 15, vemos
que se halla en la linea horizantal que comienza por 7, lue-
£o la suma de los numeros 7 y 8 es 15; ehtonces si 15 es el
minuendo y 8 el sustraendo, el resto sera 7.

Auncue el minuendo sea un numero cualquiera, si el
sustrayendo es digito, se adquiere pronto suficiente practi-
ca para hacer mentalmente la sustraccion, por lo cual pa-
saremos a4 ocuparnos del caso general.

38. La sustraccion de dos numeros cualesquiera se
funda en que es una operacion inversa de la adicion, y en
el siguienfe principio:

El resto de dos niimeros no varia cuando se aumentan
ambas en igual niimero de unidades.

Sea, por ejemplo: 7 —4 =3, de donde 7 =4 + 3.

Si aumentamos los dos miembros de la ultima igual-
dad en 5 unidades, se tendra:

Ta-0r=4 -3 45,

que se puede escribir (ntimero 27, 2.* propiedad)

T+ 5=+ 5)+3;
de donde, considerando las sumas (7 + 5)y (4 4+ 5) como
minuendo y sustraendo, se tendra, en virtud de la defini-
cion de sustraccion:

(T+5)— 4 +5)=3
como se queria demostrar.

Para restar nimeros cualesquiera, supondremos des-
compuestos el minuendo y el sustraendo en sus diferentes



— 91—
ordenes de unidades y restaremos de las unidades de cada
orden del minuendo, las correspondientes del sustraendo.

lista [undado este procedimiento en que siendo el mi-
nuendo la suma de sustiraendo y resto, cada uno de sus 6r-
denes de unidades debe provenir de la suma de los corres-
pondientes en sustraendo y resto.

Puede ocurrir qne alguna de las cifras del minuendo
sea menor que la correspondiente del sustraendo: porque
ya vimos (numero 28) que cuando la suma parcial de las
unidades de algun orden era mayor que 10, s6lo se escribia
la cifra de las unidades y se reservaba la de las decenas
para agregarla 4 la suma siguiente; luego es claro que de
la cifra de las unidades de;una suma parcial no se puede
restar ninguno de los dos sumandos cuya suma era de dos
cifras.

En este caso, para poder efectuar la sustraccion parcial
correspondiente, se agregan a la cifra del minuendo 10 uni-
dades’de su orden, rebajando luego una unidad la cifra del
orden siguiente en el minuendo, para que haya compen-
sacion.

El principio demosirado arrriba, permite modificar es-
te procedimiento. Cuando una sustraccién parcial no es
posible, se afaden 10 unidades de su orden 4 la cifra del mi-
nuendo, pero en vez de suponer rebajada en una unidad la
cifra siguiente del minuendo, se supone aumentada en di-
cha unidad la cifra siguiente del sustraendo, y como el mi-
nuendo y sustraendo han aumentado en numeros iguales,
el resto no varia.

38 bis. De estos razonamientos se deduce la siguiente:

REGLA. Para restar dos niimeros cualesquiera, se escri-
be el sustraendo debajo del minuendo, de modo que se co-
rrespondan las unidades de todoes los drdenes; se traza de-
bajo de ambos una raya, se resta de cada cifra del minuern-
do la correspondiente del sustraendo, comenzando por la
derecha y se escriben los resultados debajo de la raya, de
modo que se correspondan con las cifras restadas. Si algu-
na eifra del sustraendo no se puede restar de la correspon-~



A 22 s
diente del minuendo, se aiiaden d ésta 10 unidades y en la
siguiente sustraceidn parcial se aiade una unidad d (a ci-
Jra del sustraendo. El nimero que asi se forme es el resto
que se busca.

Ejemplo: Restar los numeros 16427 y 9546, se escribi-
ran del modo siguiente:;

16427 De la cifra 7 del minuendo, se resta la 6, del sus-
9546 traendo y escribimos debajo la diferencia 1, que sera
6881 la cifra de las unidades del resto. De 1a cifra 2, dece-

nas del minuendo, no se puede restar lacifra 4, decenas

del sustraendo, anadiendo & aquélla 10, seran 12, y restan-
do 4,"quedan 8, escribiremos zpues, un 8, que sera la cifra
de las decenas del resto.

Para compensar el aumento de 10 decenas que ha re-
ribido el minuendo, aumentaremos el sustraendo en una
centena: por consiguiente, la cifra de las centenas en vez de
5 sera 6, que no se puede restar de 4, que es la cilra de las
centenas del minuendo; entonces se restara de 14, y la dife-
rencia 8, que es la cifra de las centenas del resto la eseribi-
remos en el lugar que le corresponde. Por compensacion la
cifra 9 de los millares del sustraendo se aumenta en una
unidad, y sera 10; y restando de 16 millares que quedan en
el minuendo la diferencia 6, es la cifra de los millares del
resto, y se escribird en el lugar que le corresponde. Luego
el resto fotal sera 6881.

39. La prueba mas sencilla de la sustraceiin consiste
en sumar el sustraendo y el resto, y la suma debe ser igual
al minuendo.

También se puede comprobar restando del minuendo
el resto, y la diferencia debe ser igual al sustraendo.

Debe advertirse que ninguna de estas dos pruebas exige
escribir nada nuevo.

40. Para restar de un ntimero una suma indicada, se
resta del nimero dado el primer sumando, del resto que
resulte, el segundo, y asi, sucesicamente hasta restar el dl-
timo.
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Sea el numero 48 del cual queremos restar la suma
4 + 5 4 9 =18, Es evidente que
48 — (4 + 5 + 9) =48 — 18,
también es evidente que al mismo resultado se llegara res-
tando del numero 48, de una vez las 18 unidades, 6 restan-
dolas sucesivamente por los grupos parciales contenidos en
los sumandos 4, 5y 9 cuya suma es 18. Entonces tendremos;
48 — (4 +54+WM=48 —4—5 -9

41. Para restar de un numero una diferencia indicada,
se suma con el nimero el sustraendo de la diferencia y se
resta del resultado el minuendo de dicha diferencia.

Sea el niimero 20, del cual queremos restar la diferencia
24— 13, siendo 20 el minuendo y 24 — 13 el sustraendo: como
4 1ns dos numeros les podemos aumentar el mismo nume-
ro de unidades sin que el resto varie (ntim. 38), aumentando
4 ambos en 13 unidades, tendremos:

20— (24 —13) = (20 + 13) — (24 — 13 + 13) =20 + 13 — 24,
como se queria demostrar.

42.  Parg hallar el resultado de una operacion compuesta
de adiciones y sustraeciones, reuniremaos en una suma todos
los sumandos; en otra todos los sustraendos y restaremos
de la primera suma la sequnda.

Si queremos efectuar la operacidén compuesta

4 +9—54+6—3—2
vemos que el resultado debe formarse reuniendo todas las
unidades de los sumandos y descontando después las de los
sustraendos: luego tendremos:

4 +9—5+4+6—3—-2=4+94+6—-5—3-—-2,
pero si restamos la suma 5 + 3 + 2 de las unidades conte-
nidas en los sustraendos, se obtiene el mismo resultado
que si restamos primero 5, después 3 y luego_2, (numn. 40);
por consiguiente se tendra finalmente:

44+9—-5+6—3-—23=4+9+6)—(5+3+2).

EscoLrio. Delo dicho en este parrafo y los anteriores
se deduce: que si un paréntesis precedido del signo —, 0 sea
un sustraendo, contiene operaciones indicadas de sumar,
6 restar, 6 ambas, se pueden sacar los términos del parén-
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tesis cambiando los signos + en — y los — én 4, enten-
diéndnse que si el primer término interior al paréntesis no
lleva signo, se debe suponer que tiene el signo +.

Asi: 45 —(4 +7—8) =45 —4 —7 + 8

Es claro que reciprocamente para introducir dentro de
un paréntesis, precedido del signo — varios términos en-
lazados con los signos + y —, se deben escribir cambian-
doles los signos.

43. Si’se restan miembro d miembro dos igualdades, los
restos forman una igualdad.

Sean las dos igualdades 3 + 9=12, y4 +5=2 + 7,
decimos que

(3 +9 —(4+5)=12 — @2+,

Los restos (3 + 9)— (4 + 5)y 12 — (2 + 7) sun iguales,
porque sumados con los sustraendos iguales (4 + 5)y
(2 + 7), producen los minuendos 3 + 9 y 12, que por hipéte-
sis son iguales.

En particular resulta que de los dos miembros de una
igualdad se puede restar un mismo ntimero y el resultado
sera.una igualdad.

44. Side los dos miembros de una desigualdad se resta
wun mismo nimero, los restos forman una desigualdad en el
mismo sentido, ¢ del mismo signo que la propuesta.

Sea la desigualdad 12 X 9: si de los dos miembros resta-
mos el namero 7, 10s restos 12 — 7y 9 — 7, sumados con un
mismo numero, el 7, dan sumas desiguales, y como uno de
los sumandos es comun y el otro diferente, la suma mayor
tiene que ser la producida por el mayor de los sumandos
diferentes, luego se tendra:

12 —7TXN9—7

45. Se llama complemento aritmético de un ntimero, lo
que le falta para componer la unidad del orden inmediata -
mente superior d su cifra mads elecads. '

Asi, el complemento de 7245 es 10000 —7245—=2755.

Para efectuar esta sustraceion se descompone la unidad
seguida de ceros del modo siguiente:

10000 = 9990 + 10
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y el nimero propuesto en decenas y unidades
7245 = 7240 + 5
y se restard la cifra de las unidades de 10 y 1as demas de 9,

Si el nurmero termina en ceros, seé considera como cifra
de las unidades la cifra significativa de orden inferior, y &
la derecha del resultado se afiaden fantes cervs como ten-
wa el namero dado.

Asi, para hallar el complemento de 724500, hallaremos
el de 7245 y le anadiremos dos ceros, y sera 275500,

Para restar dos numeros se puede sumar el minuendo
con el complemento del sustraendo y restar del resultado
la unidad del orden inmediato superior a4 la cifra mas ele-
vada del sustraendo.

Sea la diferencia 12489—7245.

El complemento del sustraendo es 10000—7245=2755; y
como una diferencia no se altera anadiendo al minuendo y
al sustraendo el mismo numero, & niumeros iguales, ten-
dremos:

12489 — 7245 — 12489 4 2750 — (7245 + 10000 — 7245),
0 sea

1248) — 7245 — 12489 + 27565 — 10000
como se queria demostrar.
En la teoria de logaritmos encontraremos aplicaciones
ttiles de los complementos.

46. Lsconio I. La suma de cero con cualguier ntimero
es el. mismo niumero: por consiguiente, si restamos cero de
cualquier numero, la diferencia es el mismo niimero; y si
dos numeros son iguales, su diferencia es cero.

Escouro II. Hemos supuesto siempre que el minuendo
es mayor que el sustraendo; pero si quisiéramos efectuar
una diferencia cuando el sustraendo es mayor que el mi-
nuendo, la operacion seria aritméticamente imposible. En
el Algebra interpretaremos el resultado por medio de las
cantidades y numeros negativos.
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LII. La multiplicacidn.

4%7. La multiplicacidn es una operacion que tiene por ob-
jeto repetir un nimero, que se llama multiplicando, tantas
veces por sumando como unidades tiene otro, que se llama
multiplicador.

El resultado de la multiplicacion se llama producto y
el multiplicando y multiplicador reciben también el nom-
bre de factores del producto.

Se indica la multiplicacion escribiendo el multiplican-
do, & continuacion el signo >< 0. que se lee multiplicado por,
y después el multiplicador, separando los datos del resul-
tado por medio del signo =.

De la definicion de la multiplicacion se deduce que se
puede efectuar la operacion como una suma, Asi;

R <8 =12 412 4+ 12,
de donde
1R =36

De la definicion de la multiplicacion se deduce: que el
producto es tantas veces mayor que el multiplicando, como
unidades tiene el multiplicador.

En términos mas generales podremos definir la opera-
cion diciendo: la multiplicacion es una operacion que tiene
por ob eto, dados dos niimeros que se laman multiplicando
y multiplicador, hallar un tercer niimero, que se llama pro-
ducto, que esié formado con respecto al multiplicando eomo
el multiplicador estd formado con respecto d la unidad (*).
~ Siel multiplicador es la unidad, el producto es igual al
mutiplicando; porque s6lo entra una vez por sumando. Si
el multiplicando es igual d la unidad, el producto es igual
al multiplicador; porque el sumando que se repile fantas
veces como unidades tiene el multiplicador es igual 4 la
unidad. Si el multiplicador es eero, el producto también es
cero; porque no se puede tomar el multiplicando ninguna

(*) Masadelante veremos que esta Ultima definicion es la tinica aplicabled los
NUIMETOS (Ue NO 86N enteros.
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vez por sumando. Siel multiplicando es cero, el producto
es cero; porque el sumando que se repite es cero.

_ Si el multiplicador tiene muchas unidades, es muy
penosn formar el producto por medio de la suma como en
el ejemplo anferior, por 1o cual, para el estudio de esia
operacion, consideraremos tres casos:

1. Multiplicar dos nimeros digitos. ‘

2.0 Multiplicar un numero de varias cifras por un digito.

3¢ Multiplicar dos numeros de varias cifras.

48. PRIMER cAso. Multiplicacidn de dos niumeros digitos.

El producto de dos numeros digilos se halla por la
tabla de multiplicar, que es un cuadro que contiene todos
los productos posibles de dos ntimeros digitos.

Para formar dicha tabla, se escriben en una linea ho-
rizontal los nueve primeros nameros, debajo se escriben
las sumas de cada uno de ellos consigo mismo y se ten-
1 2 3 4 5 6 7T 8 9 dranlosproductosdelos
2 4 6 8 10 12 14 16 18 nueve primeros nume-
3 6 9 12 15 18 21 24 27 rospor2: z3umando los
4 8 12 16 20 24 28 32 36 numeroscorrespondien-
5 10 15 20 25 30 35 40 45 tes en estas dos lineas
6 12 18 24 30 36 42 48 b4 se formard una tercera
7 14 21 28 35 42 49 56 63 linea que contiene 10s
8 16 24 32 40 48 56 64 T2 nueve primeros nume-
9 18 27 36 45 54 63 T2 81 ros tres veces, O seasus
productos por 3; sumando los numeros correspondientes
en la primera y la tercera lineas, se obliene una cuarta
lineaque contendra los numeros de la primera cuatro veces,
y por tanto serd su producto por cuatro; continuando del
mismo modo, sumando cada linea que se obtenga con la
primera hasta formar la novena, resultaran lineas que
contendran sucesivamente los productos de los nueve pri-
meros numeros por 5, 6, 7, 8 y 9.

De lo dicho se infiere ¢que cada linea horizontal contie-
ne los productos de los nueve primeros numeros por el
que comienza la linea, siendo este ultimo el multiplicador
y cada linea vertical contiene los productos del numero
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que la comienza por 1os nueve primeros numeros, siendo
aquél el multiplicando.

El producto 5 =< 7, por ejemplo, estard en la linea verli-
cal que comienza por 5 y en la horizontal que comienza
por 7, serd pues, el nlimero 35, comun a las dos lineas.

49. 2. CAso. Multiplicacion de un nimero de varias ci-
j}'as,‘or un digito.

Supengamos (ue se trate de multiplicar 6527 pm'

Segun la definicion de la operacion, se debe mpeur 6527
cuatro veces por sumando, luego se podra hacer del modo
siguiente:

6527 De aqui se deduce fque cada cifra del multipli-
6527 cando se repile 4 veces, 6 multiplica por 4, luego
6527 podremos evitar las sumas [ormando los pro-
6527 ductos de cada cifra, o productos parciales, por

26108 la tabla de multiplicar.

Sabemos también que las decenas de cada suma parcial
se agregan 4 la suma siguiente; en consecuencia, comenza-
remos la operacion por la derecha del multiplicando, escri-
hiremos solamente la cifra de las unidades de cada producto
parcial y reservaremos la de las decenas para agregarla
al producto siguiente.

En la practica se procedera del modo que se indica en
la siguiente regla, fundada en los principios anteriores.

Para multiplicar wun nimero de carias cifras por otro
de una sola, se escribe el multiplicador correspondiéndose
con la eifra de las unidades del multiplicando y debajo de
ambos una raya para separarilos del producto: se multiplica
cada cifra del multiplicando por el multiplicador, comen-
zando por la derecha, se escriben las unidades de cada pro-
ducto parcial debajo de la cifra correspondiente en el mul-
tiplicando y se aitaden las decenas que resulten al producto
siguiente. El numero asi formado sera el producto pedido.

En el ejemplo anterior fendremos;

6527 La’cifra 8 del producto, resulta de multiplicar 7

4 por 4, que son 28, se escribe 8 en el sitio de las
26108 unidades y se reservan las 2 decenas. Después 2 =< 4
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es 8, y las 2 de antes, 10, se escribe el 0 en el Jugar de las de-
cenas y se reservael 1, que expresa centenas para agregarle
alproducto siguiente. En seguida 5><4=20, y 1 del produc-
to anterior?2l; se escribe el 1y sereservael 2. Por ultimo
6 <4=24,y 2 del producto anterior 26, que se escribe ocu-
pando el lugar de los millares.

50. TERCER cAs0. Multiplicacidn de dos niimeros ﬁe
varias cifras.

La regla general se obtiene considerando antes el pro-
ducto de un numero cualquiera por la unidad, u otra cifra
significaliva seguida de ceros.

Lo Para multiplicar un nimero por la unidad segquida
de ceros, basta escribir d la derecha del niimero tantos ceros
como siguen  la unidad.

En efecto: sea multiplicar 6823 por 100. Bl multiplicando
expresa 6823 unidades simples, 6 de primer orden; pero si
eseribimos dos ceros a su derecha se formara el numero
682300, que se puede leer 6823 centenas, es decir 6823, unida-
des 100 veces mayores que las unidades simples, luego el
numero 6382300 sera 100 veces mayor que el propuesto.

No esta demas advertir que cada una de sus cifras ha
conservado su valor absoluto, pero ha adquirido un valor
relativo 100 veces mayor.

2. Para multiplicar un entero cualquiera por una eifra
Significativa sequida de ceros, se multiplica el nimero por
la eifra y se agregan d la derecha del producto tantos ceros
como siqguen  la cifra significativa.

Sea multiplicar 6823 por400. Para efectuar la operacion
se debe tomar 6323, cuatrocientas veces por sumando, y esto
se consigue formando 100 grupos de 4 sumandos cada uno:
pero un grupo de 4 sumandos es 6828 > 4 = 27292, luego
debemos repetir 100 veces este tltimo nimero y el producto
sera, (1.7) 2729200.

Consideremos ya el caso weneral y sea multiplicar 6323
por 435; tendremos que repetir 6823 cuatrocientas treinta y
cinco veces por snmando; lo cual equivale a formar tres
grupos, uno de 400, otro de 30 y otro de 5 sumandos, 6 sea a
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multiplicar 6823 por 400, por 30 y por 5, y sumar los pro-
ductos.

La practica de la operacion se funda en'los principios
anieriores, y se hace par la siguente:

REGLA. Para multiplicar dos numeros cualesquiera se
eseribe el multiplicando y después el multiplicador, de modo
que se correspondan sus diversos drdenes de unidades, y de-
bajo de ambos se trasza una raya para separarilos de los pro-
ductos; se multiplica todo el multiplicando por cada wna de
las cifras del multiplicador (como se dijo en el 2.° caso), se
eserive la primera cifra de la derecha de cada producto par-
cial debajo del multiplicador correspondiente, se suman (os
productos parciales que hayan resultado, y la suma serd el
producto total.

6823 6823

435 435

T 34115 292
201169 20469
27202 34115

2968005 2968005

Los productos del multiplicando por las cifras 4 y 3 del
multiplicador, que expresan centenas y decenas respecti-
vamente, debian estar seguidos de dos y un cero, pero no
hay necesidad de eseribirlos, sujelandose a la regla dada
arriba, porquelas cifras de los productos ocupan los luga-
res que les corresponden y los ceros no alteran la suma.

En el multiplicando se debe proceder de derecha a iz-
quierda; en el multiplicador se puede proceder también de
izquierda a derecha y aun en cualquier orden; pero la coz-
tumbre es proceder como en el multiplicando.

51. [FEl producto de dos factores no varia tomando el
multiplicador por multiplicando y al contrario.”

Sea el producto 4 =< 3: sabemos cue este producto signi-
fica que 4 se ha de repetir 3 veces, Ahora, si descomponemos
el 4 en susunidades y escribimos un cuadro que tenga
3 lineas horizontales de 4 unidades cada 'una, es evidente
(ue este cuadro contendra tantas unidades como 4 + 4 + 4,
fque es el producto de 4 =< 3.
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Si en vez de considerar el cuadro por lineas horizonta-
tales, sumamos por verticales, como son 4 lineas de 3 uni-
dades cada una, es decir 3+ 3+ 343, el resultado sera el
producto 3 >4, luego se tendra finalmente

4 <3 —=3<4,

52. De aqui se deduce la prueba de la multiplicacion,
que consiste en repetir la operacion tomando el multipli-
cando por multiplicador y al contrario.

El mismo tfeorema permite también elegir como mul-
tiplicador el nimero menor, 6 el que tenga menos cifras
significativas, y justifica la denominacion de factores que
se da al multiplicando y multiplicador reunidos.

b3. Sise multiplican, miembro d¢ miembro, dos igualda-
des, los productos forman una igualdad. -

Porque siendo los mulfiplicandos y loes multiplicado-
res iguales, se f[orman los dos productos por medio de su-
mandos iguales repetidos las mismas veces.

Como caso particular resulfa que los dos miembros de
una igualdad se pueden multiplicar por un mismo nimero
'y los productos seran iguales.

54, Sise multiplican, miembro ¢ miembro, una desigual-
dad y una igualdad, los productos forman una desigualdad
del mismo signo que la propuesta.

Sean la desigualdad 12 X 9 y la igualdad 7 =17. n los
producﬁtos 12 < 7 y 9>=<17, entran los sumandos 12 y 9, siete
veces cada uno; luego el primer producto sera el mayor,
porque el sumando 12 es mayor cue 9, y se tendra:

12 XN9 =T

Este teorema se puede enunciar diciendo: Si se multi-
plican por un mismo nimero los dos miembros de una de-
sigualdad, los productos forman una desigualdad del mis-
mo signo que la propuesta.

55. Sise multiplican, miembro d miembro, dos desigual-
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dades del mismo signo, los productos formardn una desi-
gualdad del mismo signo que las propuestas.

Sean las desigualdades 12 X\ 9y 7 X 5. Los productos
seran 12 =< 7y 9 >< 5; pero en el producto 12 =< 7 esta con-
tenido 12 mas de 5 veces, que son las que 9 estd confenido
en el producto 9 > 5, luego hay dos motivos para que 12 <7
sea mayor que 9 > 5; uno que el sumando 12 es mayor que
9, v otro que esta repetido mas veces: entonces se tendra:

12 > Oie< 5
56. Elproducto de dos niumeros tiene tantas cifras como
entre laos dos factores, d una menos.

Sean los dos numeros 4372 y 821. Por estar comprendi-
do el 821 entre 100 y 1000, tendremos: (num. 54)

4372 = 821 £ 4372 >< 1000
4372 >< 821 X 4372 > 100;
pero el producto 4372 > 1000 se obtiene agregando a 4372
tres ceros, luego tiene tantas cifras como entre l1os numeros
4372 y 821, y el producto 4372 =< 100 una cifra menos: luego
el de los nimeros propuestos, que es intermedio entre estos
dos, tendra necesariamente tantas cilras como uno de ellos.
7. Para multiplicar una suma indicada por un nimero,
se multiplican todos los sumandos y se suman los produc-
tos (%)

Sea multiplicar la suma4 + 5 + 6 por 3. Multiplicar por
3 es repetir 3 veces por sumando, luego tendremos:
(44546)><3=(4+5+6)+(4+5+6)+(4+5+6)

=(4+44+4)+(5+5+5)+(64+6+6)—=4<3+5=<3+6<3

Conviene observar que como el producto no se altera
aungue se altere el orden de los factores, también se tendra;

3<(4+5+6)=3x44+3x5+3%6
58. Para multiplicar una diferencia indicada por un ni-
mero, se multiplican el minuendo y el sustraendo y se restan
los produetos.

(*)  Si tenemos gque efectuar una operacidn compuesta, podemos, siasf nos
conviene, reducir los datos y operar des g]m’!_s de simplificados: ahora, por ejem-
plo, podriamos efectuar la suma y multiplicar el resultado por el nimero; pero
conviens estudiar las operaciones compuesias, porque apaite de su importancia,
tienen aplicaciones ulteriores de que no se |1l.l0dlu prescindir.



GRS
Sea multiplicar la diferencia 12 — 7 por 4. Tenemos'
12 —7=5 dedonde 12=7 + 5,
y multiplicando por 4 los dos miembros de la yltima
icualdad
1R=<4=(7 4+ 5)4 (*)

pero (num, 58)
(7T+5)4=7<4+5x4,

luego también

123<d =74 4+ 5>=<4,
restando de ambos miembros 7 =< 4 resulta

12 ¢ 4 =50 d =5 5c 4,
y poniendo en vez de 5 su igual, la diferencia 12 —7, resul-
tara finalmenfe :

12 <4 —7>=<4=(12 —"7)4,
econviene observar, como en el numero anterior, que tam-
bién se tendra:
412 —7)=4 <12 —4 =< 7.

59. Ln virtud de los dos teoremas anteriores, si varios
sumandos, o un sumando y un sustraendo tienen un factor
comiin, se pueden encerrar en un paréntesis, prescindiendo
del factor comun, que se coloeard fuera como mnltiplicador.
Asi;

434+ 5<34+6<x3=4+5+6)3
12<7 —9xT=12—9)7.

60. Para multiplicar dos sumas indicadas, se multiplican
todos los sumandos de la primera por cada uno de los de
la segunda y se suman los productos.

Sean las dos sumasb 44 4+ 7 y 2 + 6. Lfectuando la
primera fendremos:

54+44+7)R+6)=16(2 4 6)
—=16=< 2+ 16 <6

(*)  En lo sucesivo siempre que un factor esté encerrado en un paréntesis,
Prescendiremos del signo de multiplicar,
=
2

——r il



84 =
poniendo ahora en vez de 16 su igual 5 + 4 + 7se tendra:
G+4+DR+6)=0B+44+7)2+B+4+T7)6
y efectuando las operacionesindicadas en el segundomiem-
bros, resultara finalmente:

(5E4+T7)2+6)=5<2+4<2+7=<2+5x6+4=<6+7 6.

Producto de varios factores.

61. Para indicar que un producto de dos numeros se ha
de multiplicar por un tercer factor, 10 que resulte por otro
y asi sucesivamente, <e escriben los factores por su orden
en una linea horizontal separandolos por medio del
signo >=< 6.

Asii12 x3>=<5><6, 06 hien12 . 3. 5. 6, significa que se
debe multiplicar 12 por 3, el producto que resulte por5 y lo
que resulte por 6.

62. Un producto de varios factores no se altera, aunque
se cambie el orden de sus factores.

Para demostrar este teorema, antepondremos los si-
guientes lemas.

LEMA PRIMERO. Un producto de varios fuctores no se
altera cuando se permutan los dos ultimos factores.

Sea el producto 3. 5. 4. 2, decimos que es igual 4 3. 5. 2. 4,
que es el producto que resulta cambiando el orden de los
dos ultimos factores.

Para efectuar un producto se comienza multiplicando
los dos primeros factores, luego por ser 15 = 3.5, tendremos:

Jobid. 2i=uE 1.2,
Pero.
15.4 =15 4 15 + 15 + 15
y muliiplicando ambos miembros por 2
154 . 2:=15:2 - 15.. 2 L 15 . @ 4= 15 .9,
el segundo miembro se compone de 15 . 2 repetido 4 veces;

luego sera 15 . 2 . 4, y como es igual al primer miembro
15 .4.2=15 .24,
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¢ sustituyendo 15 por su igual 3 . 5,
g Dld =g 5 Ty

LEMA SEGUNDO. Un producto de varios factores no se al-
tera cuando se permutan dos factores consecutivos.

Sea el producto 3.5.4.2.8.7. Siqueremos permu-
tar los factores4 y 2, prescindiremos de los factores 8y 7, y
tendremos (L.ema primero).

3 DA R8T SR8 aid
y multiplicando lcs dos miembros de esta igualdad, prime-
ro por 8 y luego por 7, se tendra;
S O R 08 e B R B S G

De estos dos lemas se deduce facilmente el teorema ge-
neral.

supongamos que en el producto 3.5.4.2.8.7 se
quiere que el 4 ocupe el primer lugar, permutandole suce-
sivamente con 10s que le anteceden, formariamos los pro-
ductos iguales al propuesto3.4.5.2.8.7y4.3.5.2.8.7

Del mismo modo hariamos ocupar el segundo lugar a
otro factor, al 7, por ejemplo, y asi de los demas.

63. Para multiplicar un ntimero por un producto de va-
rios factores, se forma un producto que contenga el numero
y los demas factores del primer producto.

Sea, multiplicar el num. 12 por el producto 4.7 .5.; la
operacion se indica asi: 12 (4.7 .5).; pero considerando
efectuado el producto 4 .7 .5 ., se puede cambiar el orden
y tendremos:

1204, 7. 5)=(4. 7. 5)12

En el segundo miembro es inutil el paréntesis, porque
para efectuar la operacion, se multiplica 4 por 7, lo que re-
sulta por 5y el producto obtenido por 12; suprimiendo,
pues, el paréntesis, resulta:

P2 s ) =4 0 bR =124 T B

64. En un producto indicado se pueden sustituir dos o

mdas factores, por su prodiucto efectuado.

(*) Silos factores que se quiere permutar son los dos primeros, también es
cierto elteorema, puestoque 3.5 = 5.4, ¥ no tendriamos mas ¢ue multiplicar
ambos miembros sucesivamente pors, 2,3y 7.
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Sea el producto 4 .7.5.12. Si queremos sustituir los
factores 4 y 12 por su producto efectuado, los colocaremos
los primeros, y se tendra:

A a2 Ty
0 bien efectuandoe la multiplicacion de 4 por 12
R A e O R P et

Si se quiere, el ultimo producto se puede dejar asi:
(40 5 12)7 o5

65. Para multiplicar un producto por un nimero,se mitl-
tiplica uno cualquiera de los factores.

En efecto; sea multiplicar el producto4 .7. 12 por el
numero 12, tendremos;

(4 B2 = T T2
pero los factores 7 y 12, por ejemplo, se pueden suslituir
por su producto efectuado (num. 64); luego

4.7.5.12=4(7

128
O bien
(AT BT =—a (7. 125,
66.

Para multiplicar dos productos de varios jfactores,
se forma un solo producto que contenga todos los factores.
Sea multiplicar el producto 4 . 5. 9 por 7 . 8. Efectuan-

do el primer producto se tendra:
(4.5.9)(7.8 =180 (7 . 8= 180 . 7. 8 (num. 63),

y poniendo en vez de 180 su igual4 .5 .9, se tendra final-

mente

(4 .5 W 8= 5.9V =459 78
67. De los teoremas anteriores se deduce que un pro-
ducto de varios factores se puede efectuar de muchos mo-

dos, que hasta serviran de comprobacion unos a otros.

-
o

= =
1

2097 = 20. 63 = 1260

.4 .7 =180 .7 = 1260, etc.
De estos modos se elige el que la practica sugiera como
mas breve,
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68. Los teoremas anteriores permiten simplicar la ope-
racion de multiplicar cuando uno 6 los dos factores termi-
nan en ceros. |
Sea, por ejemplo, multiplicar 127000 por 6400, por ser
127000 = 127 >< 1000 y 6400 = 64 >< 100, se tendra:
127000 >< 6400 = 127 > 1000 > 64 >< 100
O bien (num. 64) 127000 =< 6400 — 127 =< 64 =< 100000

La ultima forma permite efectuar el producto de los nu-
meros propuestos multiplicando los niumeros que resultan
prescindiendo de los ceros iy agregando d i derecha del pro-
ducto tantos ceros como tienen entre los dos factores.

Asi: 127000
6400

508
762

812800000

Sisolo uno de los factores termina en ceros, se multi-
plican los niimeros, prescindiendo de los ceros, y se agregan
éstos d la derecha del producto.

69. En virtud de los teoremas sobre productos de varios
factores, es evidente: que el producto que resulta de multi-
plicar miembro « miembro tres ¢ mdas igualdades es una
igualdad, y el producto de tres ¢ mds desigualdades del
mismo signo, ¢ con alguna igualdad, es una desigualdad del
mismo signo que las propuestas: quedando asi generaliza~
dos los teoremas de los numeros 53, 54 y 55.

IV. Las potencias.

70. Se llama potencia de un numero el producto que re-
sulta de varios factores iguales d dicho niimero.
Grado de 1a potencia es el numero ordinal que indica
cuantos factores la producen. Se clasifican por grados! en
sequnda potencia, ¢ cuadrado, cuando los factores son dos;
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tercera potencia, 6 cubo, cuando son tres; cuarta potencia,
cuando son cuatro, y asi sucesivamente.

Todo niimero se considera como su primera potencia.

La operacion de formar potencias recibe el nombre de
elevaeion d potencias, y el numero que se eleva recibe di-
versos nombres; base, raiz, dignando. El tltimo nombre es
el menos usado, a pesar de ser el mas apropiado, porque
no tiene otra aplicacion en las Matematicas.

Una potencia se indica escribiendo a la derecha y a la
parte superior del dignando, 6 base, otro ntiimero de menor
tamano, que expresa las unidades de su grado, y se llama
exponente.

Asi, la cuarta potencia de 5 se indica 5* y se lee 5 ele-
vado a la cuarta potencia.

El exponente de la primera potencia es la unidad y no
se escribe.

71. De la definicion de potencia se deduce;

1.0 Que las potencias de la unidad son la unidad.

2.2 Que las potencias de 10 son la unidad sequida de
tantos ceros como unidades tiene el exponente.

Asi: 107 =100, 10° = 1000, 10* = 10000.......

72. Sise elevan d una misma potencia los dos miembros
de una igualdad el resultado es otra igualdad.

Es un caso particular del teorema numero 69 sobre el
producto de igualdades.

73. Sise elevan d una misma potencia los miembros
de una desigualdad, el resultado es otra desigualdad del
mismo Signo que la primera.

Es un caso particular del producto de desigualdades del
mismo signo (niamero 69.)

4. El producto dedos polencias de un mismo ntimero
es otra potencia de dicho niumero, cuyo exponente es la
suma de los exponentes.

Sea multiplicar 5! por 5. En 5! enfra el faclor 5 cuatro
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veces, y en 5% entra tres veces; luego en el producio 5 < 53
entrard 4 veces mas 3 veces, y se tendra
5 < 58 —=5' +3
5. Para elevar una potencia d otra potencia, se multi-
plican los exponentes, dejando la misma base ¢ dignando.
Sea elevar al cubo 54 El factor 5! se debe repetir 3 ve-
ces, luego se tendra:
(593 =54 >< 54 > 5t =51 +14 +4
0 bien porser4 +4 4+4=—4 .3
(51)3 = 51.3
6. Para elecar un producto d una potencia, se elevan
todos sus factores d dicha potencia.
Sea elevaral cubo el producto 5 > 2 =< 7, se tendra:
(BE RSB 2 T B R T G 2T
pero en virtud de los teoremas numeros 62 y siguientes, el
segundo miembro es igual a
SRS T T NI S (O s T 1 S L S
luego se tendra:

7

; (B2 YP=5%, 28 7%
Si los factores estuvieran elevados a alguna potencia,
el teorema se verificaria lo mismo. Asi:
(52 <) ";-‘4)3 — (52)3 23 (7‘4)3
y como el segundo miembro es igual a 52323 . 7.3 (nlime-
mero 75), también se tiene
(5% 2 iy="=5%8 . 23 L7743

V. La divisidrn.

7. La division es una operacion que tiene por olifeto ha-
llar cuantas veces, un nimero dado, que se llama dividen-
do, contiene d otro numero, también dado, que se llama di-
visor.

El numero de veces que el dividendo contiene al divi-
sor’se llama cociente Al dividendo y divisor se los suele
llamar también términos de la division.

La division se indica con el signo : , que se lee dividido
por, colocado entre el dividendo y divisor.
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Si el dividendo es 12 y el divisor 4, escribiremos 12 : 4.
Se indica también la division escribiendo el divisor de-
bajo del dividendo y separandolos por una raya horizon-

el
tal. Asi: 1

78. De la definicién de la division, se deduce que se pue-

de efectuar por sustracciones sucesivas.

Sea dividir 22 por 4.

22 Restando 4 de 22 quedan 18: restando 4
de 14 quedan 10; restando 4 de 10 quedan G;
y por ultimo, restando 4 de 6 quedan 2. Como
este tltimo resto es menor que 4, no se pue-
den efectuar mas susiracciones.

Hemos hecho 5 sustraceciones; entonces el
dividendo 22 contiene al divisor 4 cinco veces;
luego el cociente es 5. El ultimo resto recibe el
nombre de resto 6 residuo de la division.

Como al residuo se llega cuando ya no se
puede restar el divisor, deducimos que el ca-
racler del resto 0 residuo es ser menor que el divisor.

[
N’.‘J‘— c:u’r#- D‘-r— ’:-_“.._ E\.&\-

El anterior analisis demuestra que si se toma 5 veces
por sumando el divisor 4, 6 o que es lo mismo, si se mul-
tiplica 4 por 5 y al producto se agrega el residuo 2, el resal-
tado sera igual al dividendo 22.

De suerte: que el dividendo es igual al producto del divi-
sor por el cociente mdas el residuo. -

No se necesita modificar este enunciado cuando el re-
siduo sea cero (como hubiera sucedido, por ejemplo, si el
dividendo en vez de 22 hubiese sido 20); pero entonces como
el sumando cero no altera suma, se verifica en este caso;
que el dividendo es igual al producto del divisor por el co-
ciente.

Cuando el residuo es cero, la division se dice exacta;
cuando no es cero, inexacta.

La division exacta se puede definir diciendo: gue es una
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. aperacidn que tiene por ob eto, dados un producto y uno de
los fuctores, hallar el otro (*).

Un numero se dice divisitle por otro cuando el cocien-
te de su division es exacta; como el dividendn resulta en—
tonces de multiplicar el divisor por el cociente, se llama
también multiplo. El numero que divide A otro exactamen-

: te se dice, respecto 4 este otro, divisor, submaiiltiplo, factor
| y parte alicuota.

Los multiplos que resultan de multiplicar por 2, 3,

| 4, efe., se llaman duplo, triplo, cuddruplo, ete.

| Cuando los divisores son 2, 3, 4, ete., los cocientes se

| llaman mitad, tereio, euarto, elc.

| 79. Al efectuar la division por sustracciones vemos (ue
si es exacta, el divisor hace el papel de multiplicando y el
cociente de multiplicador. Pero se pueden invertir los pa-
peles de uno y otro; porque la division exacta se puede de-

, finir diciendo: que tiene por objeto dividir un nimeéro en

: tantas partes iguales como unidades tiene otro: cada una de

| estas partes es igual al eoeiente; luego éste hace el papel

: de multiplicando.

La division exacla (**) es una operacion inversa de la
multiplicacion, puesto que se halla un factor cuando se co-
nocen el producto y el otro factor.

La observacion ue acabamos de hacer sobre el cam-
bio de papeles de divisor y cociente, nos hace presumir que
la multiplicacion no tiene mas que uznia operacion inversa;
pero el teorema que dice que el producto no se altera cuan-
do se toma el multiplicando por multiplicador y ésie por
miltiplicando lo demuestra.

Si de la operacion direcia

4 < 8 =32 se deduce la inversa 32 : 4 = 8§,
como se tiene
L 4 3 8 =8 =< 4=—232 también se tendra; 32:8=4d.

(*) Misadelante veremos gue esta deflnicion es aplicable a todos los casos de
la division, aunque no se trate de numeros enteros. No In hemos tomado como
puntode partida, porque en este capitulo no podemos ocuparnos del coclente
completo de la division, que en general es fraceionaprio, v ol eociente entero por e
divisor en la division inexacta es menor que el dividendo. Y

**) Refiriendese al coclente completo, la division siempre es una operacion in
versa de la multiplicacion.

6
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80. De la definicion de la division se deduce:

1.5 Siel divisor es igual  la unidad, el coclente es igual
al dividendo.

2.0 Sieldivisor es igual al dividendo, el cociente es igual
a la unidad.

3.0 8¢ el dividendo es cero, el cociente también es cero (*),

Supondremos en todo este articulo que el dividendo es

igual, 6 mayor que el divisor, pues en el caso contrario no
le contendria, una vez cuando menos.

81. Cuando el dividendo contiene al divisor muchas ve-
ces, la division no se efectiua por sustracciones del modo in-
dicado en el nium. 78; para evitar aquel procedimiento, que
seria muy largn, estudiaremos en la operacion 10s casos si-
guientes.

1.0 Que el divisor y el cociente tengan una sola cifra.

2. Que el divisor tenga varias cifras y el cociente una
sola.

3.0 Que el divisor y el coeiente tengan varias cifras.

82 PRIMER CASO. Que el divisor y el cociente tengan
una sola eifra.

En este caso el divisor multiplicado por 10, 6 sea segui-
do de un cero, debe ser mayor que el dividendo; luego este
numero tiene que ser inferior a 90, que es el producto del
mayor numero de una cifra por 10.

Sea dividir 48 por 6. Kl cociente €5 menor que 10, por-

que 6 =< 10 = 60. Ahora bien; =i en la tabla de multiplicar

(nam. 48) recorremos, descendiendo, la linea vertical, que
comienza por 7, encontraremos en la octava linea horizon-
tal el numero 48, que por la formacion de la tabla sabemos
que es el producto 6 >=< 8, luego el cociente de la division
serd 8.

Sitenemos que dividir 53 por 6; descendiendo en la ver-
tical que comienza por 6, vermos que 53 esta comprendido
entre 48 y 54, que son los productos de 6 por 8 y por 9; lue-

(*) En el Algebra estudiaremos 1os casos en (ue el divisor, 0 el dividendo y el
divisor & un tiempo, son 1guales a cero.
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go la division es inexacta, el cociente es 8 y el resto es 5,
porque este numero es la diferencia entre 53 y 48.

Esta operacion se llega 4 efectuar mentalmente al cabo
de cierta practica.

83. SEGUNDO CAs0. Que el divisor tenga varias cifras y
el coeiente una sola.

Para que el cociente tenga una sola cifra, se necesita
que anadiendo un cero al divisor el resultado sea mayor
que el dividendo.

Sea, dividir 2537 por 692. El numero 6920, producto del
divisor por 10, es mayor que el dividendo 2537; luego el co-
ciente sera menor que 10, y por consiguiente no tendra
mas que una cilra.

El dividendo es igual 6 mayor que el producto del di-
visor por el cociente, luego también serd igual 0 mayor que
el producto de la cifra de orden mas elevado en el divisor,
por el cociente: entonces si dividimos'2537, que es el divi-
dendo, por 600, que es la cifra de orden mas elevado en el
divisor, el cociente que se obtenga sera igual 6 mayor que
el verdadero.

1l producto de 600 por una cifra de unidades termina
en dos ceros, 0 s un numern exacto de centenas, luego
debe estar contenido en las centenas del dividendo, y por
tanto para hallar la cifra del cociente bastara dividir 2500
por 600, o sea 25 centenas por 6 centenas: esta division
da el mismo cociente que 25 unidades por 6 unidades; por-
que es evidente que 25 centenas contienen a 6 centenas las
mismas veces que 25 unidades 4 6 unidades. Ahora, por lo
dicho en el caso anterior, sabemos hallar el cociente de 25
entre 6, que es 4: como este cociente puede ser mayor que
el vepdadero; para comprobarle, se multiplica el divisor
692 por 4 y resulta el producto 2768, que no se puede restar
del dividendo, que es 2537; entonces la cifra 4 es grande.

Rebajando una unidad, el cociente sera 3; el producto de
692 por 3 es 2076, que ya es menor que el dividendo 2537,
luego la cifra 3 es buena. El residuo de esta division es 461
y se halla restando 2076 de 2537.
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De lo expuesto se deduce la siguiente:

REGLA. Para dividir dos numeros de varias cifras,
cuando el cociente tiene una sola cifra. se dividen, por la ci-
Jrade orden mdas elevado en el divisor, las unidades de
igual orden en el dipidendo (1a primera O las dos primeras
cifras de la izquierda) y se obtiene un cocierite (qual d ma-
yor que el verdadero. Se multiplica el cociente obtenido por
el divisor, y si el producto se puede restar del dividendo, se
hace la sustraceidn, y el resto sera el residuo de la divisidn.
si el producto del divisor por la cifra del cociente es mayor
que el dividendo, se rebaja el cociente una unidad; si todavia
Juese mayor dicho producto, se rebaja nuevamente otra -
dad, y asi se continva rebajando hasta que el producto del
divisor por el cociente sea menor que el dividendo y la sus-
traceidn se pueda efectuar.

Se acostumbra a eseribir los datos y el resuliado de la
operacion del modo siguiente:
2537 | 692 84. Ordinariamente se efectuan la
2076 |3 multiplicacion y la sustraccion al mis-
161 mo tiempo: para esto se agrega a cada
cifra del dividendo tantas veces 10 como se necesite para
poder efectuar la sustraceion del producto parcial corres-
pondiente, y al oblener el producto parcial siguiente se le
afiaden, para que haya compensacion, otras tantas uni-
dades.
En el ejemplo anterior tendremos:

2537 | 692 Diremos 3 por 2es 6 a7 val, (ue es-
461 | 5 eribimos; 3 por 9 es 27, que no se pue-

de restar de 3, anadiremos a esta cilra 30, para que de la
suma que es 33, se pueda restar 27, y diremos de 27 4 33 van
6, escribimos el 6, y para compensar el aumento de 30 de-
cenas que ha recibido el dividendo, que es un minuendo,
tendremos que anadir 3 centenas al producto parcial si-
guiente, que expresa cenienas, y diremos 3 por6 es 18y 3
son 21, 4 25 van 4, y escribiendo esta cifra, el residuo que
queda es 461,

= o i sih LR




- 45—

85. La cifra del cociente no se debe escribir sin tener se-
guridad de que es buena, y por tanto se deben efectuar los
productos y sustracciones parciales mentalmente, pero
teniendo presente que la ltima sustraccion e ha de po-
der hacer sin anadir nada al dividendo.

Por evitar la operacion mental completa se suele co-
menzarla por la izquierda.

En nuestro ejemplo podremos decir: 25 entre 6 a4; 4
por 6 son 24 a4 25 va 1, con el 3 siguiente 13; 4 por 9 =0n 26,
ue no se puede restar de 13, luego la cifra 4 es grande. Re-
hajandola una unidad, diremos: 25 entre 6 4 3; 3 por 6 son
184 25 van 7, que son centenas, 6 70 decenas, y como el
producto parcial siguiente no puede llegar a 30 decenas
(porser 3 la cifra del cociente), la cifra 3 no puede ser
grande. La cifra 4 era grande y 3 no lo es, luego esta cifra
es buena.

Esta operacion mental se llama fanteo; se puede sus-
pender y dar por buena la cifra del cociente (si la inme-
diata superior es grande) cuando en una sustraccion par-
cial se obtenga un resto igual 6 mayor que la cifra tan-
teada (*).

86. TERCER CASO. Que el divisor y el cociente tengan
varias cifras.

Se sabe que el cociente tiene varias cifras, cuando el di-
videndo es igual 6 mayor que el divisor seguido de un cero,
porque entonces el cociente seri icual 6 mayer que 10, y
por consiguiente tendra dos cifras, cuando menos.

Sea, el dividendo 224617 y el divisor 583. Se ve inmedia-
tamente cque el dividendo es mayor que 5830, luego el co-
ciente es mayor que 10, y por consiguiente tendra varias
cifras.

Si anadimos ahora a la derecha del divisor dos y fres
ceros sucesivamente, tendremos:

224617 > 58300 y 224617 -~ 583000
(*) Silacifra tanteada es un 3 por ejemplo y se llega al resto 3. colocandonos

en ol caso mas desfavorable, que es que todas las cifras sigonientes en el dividen-

do sean ceros v en el divisor nueves, el productoy x 3 = 27, se podra restar de 30
¥ volvera a dejar el resto 3, luego la cifra 3 no puede ser grande.
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lo que patentiza que el cociente es mayor que 100 y menor
que 1000, tendra, pues, tres cifras, que seran centenas, de-
cenas y unidades.

La primera de las dos desigualdades anteriores nos
hace ver que el dividendo es mayor que 583 centenas: para
que se verifique, se necesita y basta que las 2246 cenfenas
del dividendo formen un numero igual ¢ mayor que 583
centenas; porque &i fuese menor, para igualar a 583 cente-
nas, habria que anadirle cuando menos una centena y has-
ta aumentarle en 17 unidades, para que forme un numero
mayor que 583 centenas, 6 58300 unidades.

La segunda de 1as dos desigualdades indica que el di-
videndo es menor que 5330 centenas, y se verifica, con mas
motivo, si prescindimos de las 17 unidades del dividendo y
se tendra 224600 < 583000.

De estas consideraciones se deduce: que s¢ separamos
de la izquierda del dividendo wn niimero de ci/ras suficiente
para contener al divisor, pero sin llegar d contenerlo dies
veces, el orden marcado por la cifra de la derecha en la par-
te separada del dividendp es el mismo que el de la cifra de
orden superior en el cociente.

87. Siseparamos de la izquierda del dividendo tantas ci-
Jras como se necesiten para contener al divisor, pero sin lle-
gar d contenerlo diez veces, el coeiente del niimero asi for-
mado por el divisor, es la cifra de orden superior del co-
ciente.

Sea, el dividendo 224617 y el divisor 583. Separemos de
la izquierda del dividendo el niimero 2246 que confiene al
divisor, pero menos de 10 veces; como la cilra de la dere-
cha expresa centenas, la cifra de orden superior del cocien-
te, también expresa centenas (nium. 86). Si dividimos 2246
por 583 (por la regla del mum. 83), se halla el cociente 3,
y vamos a demostrar que esta cifra es la de las centenas
del cociente pedido.

El producto de 583 por 3 se puede restar de 2246, luego
del misma modo se podra restar el producto de 583 unida -
dades por 3 centenas de 2246 centenas, y con 1mas motivo
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de 2246 centenas mas 17 unidades, 6 sea de todo el dividen-
do; luego el cociente es, cuando menos, ignal a 300.

Ll producto de 583 por 4 es mayor que 2246, y del mis-
mo modo 683 por 4 centenas es mayor que 2246 centenas;
luego dicho producto excede 4 este numero, cuando me-
nos en una centena; entonces es también mayor que 2246
centenas mas 17 unidades, que es todo el dividendo; luego
el cociente no llega 4 400.

De lo cual resulta que estando comprendido el cocien-
te entre 300 y 400, su cifra de las centenas es necesaria—
mente un tres. Conforme con el enunciado.

88. Pasemos ya a electuar la division de 224617 por 583.
Dispongamos la operacion como en el segundo caso (ni-
mero 83).

R2AU61T | 583 Siseparamos de la izquierda del
1749 "985 dividendo el niimero 2246 y le dividi-
‘}2’5}17 | mos por 583, hallamos el cociente 3,
5077 (que sera la cifra de las centenas del

2915 cociente (ntm. 87).

162 Multipliquemos ahora 583 por 3
centenas y el producto expresara centenas; luego restan-
do este niumero de las centenas del dividendo, la diferencia,
que es 497, también expresara centenas, y sile anadimos
las 17 unidades del dividendo, el nimero 49717 es el exceso
del dividendo sobre el producto del divisor por 300.

El divideudo, segun esto, se compone de 300 veces el
divisor mas 49717; de suerte que para concluir de determi-
nar el cociente necesitamos hallar cuantas veces 49717 con-
tiene A4 583, O sea dividir 49717 por 583.

Aplicando los razonamientos anteriores, se deduce
que para dividir estos numeros se debe separar de la iz-
quierda del dividiendo el numero 4971, v como expresa de-
cenas, si le dividimos por 583, el cociente 8 sera la cifra de
las decenas; multplicandola por el divisor'y restando el
producto 4664 decenas de 4971, el resto sera 307 decenas.

Anadiendo 4 este namero las 7 unidades del dividendo,
se obtienen 3077 unidades, que seran el exceso de 49717 so-
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bre 80 veces el divisor; el problema queda ya reducido a
hallar el cociente de 3077 por 583.

Hecha la division, resulta que el cociente, 5, es la ¢ilra
de las unidades; multiplicandola por el divisor y restando
el producto de 3077, queda un resto de 162 unidades.

Resumiendo lo que hemos dicho, resulta que el divi-
dendo contiene al divisor 300 mas 80 mas 5 veces, 0 sea 385
veces y ademas un exceso de 162 unidades; luego el co-
ciente sera 385 y el resto 162.

Los numeros 2246, 4971 y 3077 que han sido los divi-
dendos para deferminar cada una de las cifras del co-
cienfe, se llaman dividendos parciales; cada una de las ope-
raciones de dividir, diviston pareial, y los numeros 497,
307 y 162 son los restos de las divisiones parciales; el ulti-
timo también se llama residuo.

224617 | 583 La multiplicacion y sustraccion que
' - o ST p
49‘,1,? se efectuan en cada division parcial

oy . .
162 pueden hacerse al mismo tiempo,

segnn se indicd (num. 84)

A la derecha de cada resto hemos escrito antes todas
las cifras no consideradas aun en el dividendo, pero no hace -
falta eseribir mas que la siguiente por ser la que con el
resto forma el dividendo parcial.

De estas consideraciones deducimos la siguiente:

REGLA. Para dicidir dos niimeros, cuande el cociente
tiene varias cifras, se separan de la izquierda del dividendo
las cifras que se necesiten para contener al divisor sin lle-
gar a contenerlo diez veces (antas cilras como tiene el di-
vigor, 6 una mas si consideradas como unidades simples
forman un numero menor que el divisor), el nimero for-
mado serd ¢l primer dividendo parecial, se divide por el di-
visor y se tendrd la cifra mds elerada del cociente; se mul-
tiplica esta cifra por el divisor y el producto se resta del di-
videndo pareial; d la derecha del resto se escribe la cifra
siguiente en el dividendo y se obtendra el sequndo dividen -
do parcial; se divide por el divisor y se tendra la sequnda ci-
Jra del cociente, que se escribe ( la derecha de la primera;
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se multiplica esta cifra por el divisor y el producto se resta
del sequndo dividendo pareial; con el sequndo resto se pro-
cede como con el primero, continuando la operacién hasta
obtener la ultima cifra del cociente y el wltimo resto, que en
el easo de ser la division exacta, es cero.

El divisor excede & cada resto cuando menos en una
unidad, luego anadiendo una cifra & la derecha de cada
resto, resulta un dividendo parcial que necesariamente es
menor que 10 veces el divisor; pero puede suceder que sea
también menor que una vez el divisor, y entonces se es-
eribe cero en el cociente y se forma el siguiente dividendo
parcial, afiadiendo al precedente la cilra que sigue en el
dividendo.

89. Siel divisor no tiene mas que una cifra, se abrevia
la division haciendo las operaciones mentalmente sin es-
cribir los restos y dividendos parciales, pero colocando
las cifras del cociente en los lugares que les correpondan.

Sea dividir 43169 entre 8 Dispondremos la operacion
del modo siguiente: '

43169 | 8 Diremos: 43 entre 84 5y sobran 3;
1 5396 31 entre 8 4 3 y sobran 7; 76 entre 8 4 9
y sobran 4; 49 entre 8 4 6 y sobra 1.

90. La prueba de la division consiste en multiplicar el
cociente por el divisor y sumar el residuo con el producto
y el resultado debe ser igual al dividendo (niim. 78.)

Si el residuo es cero, el dividendo es igual al producto
del divisor por el cociente, luego cuando la division es exac-
ta, también se puede comprobar tomando el cociente por
divisor y debhe resultar para cociente el divisor primi-
tivo.

91. FEl ntmero de cifras del cociente es igual al de divi-
dendos parciales; el primer dividendo parcial se forma
tomando de la izquierda del dividendo tantas cilras como
se necesiten para contener al divisor, pero menos de 10 ve-
ces, y cada uno de los demas dividendos, afadiendo 4 cada
resto una de las cifras que quedaron & la derecha del pri-

mer dividendo parcial; luego el namero de cifras delﬁ co-
i
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ciente es una mds que las que quedan & la derecha del pri-
mer dividendo pareial.

Ahora; si el primer dividendo parcial tiene tantas cifras
como el divisor, 4 su derecha quedan tantas cifras como
indique la diferencia entre los numeros de cifras del divi-
dendo y divisor: en este caso el cociente tiene una cifra mas
que dicha diferencia.

Si el primer dividendo parcial tiene una cifra mas que
el divisor, el numero de cifras (ue quedan 4 su derecha es
igual 4 la diferencia antes citada menocs una, y como el co-
ciente tiene una cifra mas, tendra tantas como dicha dife-
rencia.

Resumiendo lo dicho: Kl niimero de cifras del cociente
es igual d la diferencia de los numeros de cifras del dici-
dendo y divisor, ¢ una mds.

92. La divisidn se puede abreviar, cuando el dividenda y
el divisor terminan en cercs, suprimiendo de la derecha de
ambos el mismo namero de ceros y dividiendo los nimeros
que quedan; pero anadiendo al residuo tantos ceros como se
han suprimido de la derecha del dividendo y del divisor.

Sea, dividir 24700 por 1600. Los numeros que nos pro-
ponemos dividir son iguales 4 247 centenas y 16 centenas;
pero es evidenie que las mismas veces contiene 247 cente-
nas a 16 centenas, que 247 unidades 4 16 unidades, y como
en esfe ultimo caso el cociente es 15 unidades, también lo
serda en el primero.

En la primera division el producto del cociente 15 uni-
dades por el divisor 16 centenas, expresa centenas; luego
el resto, 7, expresara {ambién centenas, o serd 700; es decir,
que el resto es el mismo que resulta de dividir 1os niumeros
247 y 16, pero seguido de los dos ceros que se habian su-
primido.

93. También se puede abreviar la division awunque solo
termine en ceros el divisor: en este caso se separan los ceros
del divisor y de la derecha del dividendo otras tantas cifras;
se dividen los nimeros que quedan d la izquierda, y « la de-
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recha del residuo se agregan las cifras separadas ¢ la dere -
cha en el dividendo.

Sea, dividir los numeros 24785 y 1600. Si se tratara,
como en el ejemplo anterior, de dividir 24700 por 1600, el
cociente seria 15y el resto 700; pero el nimero 24785 ex—
cede a 24700 en menos de 100 unidades, 6 sea de una cente-
na, luego no llega a contener al divisor 1600, 6 sea 16 cen-
tenas, una vez mas que 24700, entonces el cociente es el
mismo que si el dividendo terminase en dos ceros; pero el
residuo en vez de ser 700, fendra evidentemente 85 unidades
mas, v por consiguiente sera 785. Conforme con el enun-
ciado.

94. Un caso particular que ocurre muy 4 menudo, es la
division de un ntmero por la unidad seguida de ceros.

Si separamos de la derecha del dividendo tantas cifras
como ceros siguen a la unidad, el numero que queda a la
izquierda serd el cociente, porgque entonces el divisor es 1;
el resto serd el numero formado por las cifras separadas.
Luego si el dividendo termina en tantos ceros como siguer
a la unidad, la divisidn serd exacta.

Ejemplos: El cociente de 28671 por 100 es 286, y el res
to 71.

El cociente de 28600 por 100 es 286, y el resto cero.

95. En algunas aplicaciones de la division conviene
considerar el cociente aumentado en una unidad, & lo cual
se llama forzar la unidad, y al cociente aumentando se le
llama cociente por eaxceso. Cuando se habla de este cocien-
te y del ordinario, este ultimo recibe el nombre de cocien-
te por defecto. 2

El producto del divisor por el cociente por exceso, es
mayor que el dividendo; la diferencia entre dicho pro-
ducto y el dividendo, tomando éste por sustraendo, recibe
el nombre de resto por exceso, O resto sustractivo; el resto
ordinario se llama entonces resto por defecto, O aditivo.

Si representamos por D el dividendo, por d el divisor,
por ¢ el cociente por defecto y por r el resto aditivo, el co-
ciente por exceso seri ¢ + 1, y si designamos por r/el res-
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{0 sustractivo, se tendra segin las condiciones estable-
cidas (%)
D=d.c+r y D="d (e 1) —

96. TEOREMA. La suma de los restos aditico y sustrac-
tivo es igual al divisor.

Adoptando la notacion del nimero anterior, tenemos

D=d e Fr v D=d(c+1)—r’

Puesto que estas igualdades tienen el mismo primer
miembro, los segundos miembros seran iguales,y fen-
dremos: :

d.e+r=dec+1)—r'
y efectuando la multiplicacion indicada en el segundo
miembro
d.e+r=d.c+d—r'
restando de ammhos miembros d . ¢ y sumando r, resullara:
Pl =i
igualdad que demuestra el teorema.

97. Si se dividen miembro d miembro dos igualdades, los
coeientes y restos serdn iguales. (**)

Es,una consecuencia inmediata de la definicion de la
division.

98. Si los dos miembros de una desigualdad se dividen
por numeros iguales, al mayor dividendo corresponde en
general mayor cociente, ysi los cocientes son iguales, mayor
resto.

Iis evidente, por la difinicion de la division, que cuando
se frata de un mismo divisor, ¢ divisores iguales, el mayor
dividendo contiene, en general, mas veces al divisor; pero
si esto no sucediese, decimos que, cuando menos, el resto
correspondiente al mayor dividendo sera mayor.

(*) Representaremos 1os numeros por letras slempre (ue sea necesario

para la mayor claridad en las demostraciones, pero no abusaremos de esta nota-
cion en la Aritmdaética.

(**) Cuando podamos refericnos i la definicion general de la division, esta
proposicion es: Si se dividen miembro 4 miembro dos igualdades, los cocientes

son iguales. La misma observacion se puede hacer sobre el teorema siguiente, del
texto,
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Iin efecto: siendo el dividendo igual al producto del di-
visor por el cociente mas el resto, si los factores del pro-
ducto son iguales, la mayor suma correspondera al mayor
de los dos sumandos desiguales; es decir, el mayor divi-
dendo al mayor de los restos.

Teoremas relativos d la division

99. Para dividir un producto por uno de sus factores,
basta suprimirle.

Sea, dividir el producto 8 .7 .3 por su factor 7. El co-
ciente sera 8 . 3, porque el producto 8.7 .3 se puede con-
siderar como el resultado de multiplicar 7 por 8 . 3 (numeé-
ro 63); es decir que tendremos;

R\ 708 = 7813}
igualdad que demuestra el enunciado.

100. Para dividir un producto por un divisor exacto de
uno de sus factores, basta dividir dicho factor por el divi-
sor.

Sea dividir el producto 8 . 30 . 4 por el ntimero 5, que es
divisor de 30. Si descomponemos el 30 en los factores
6 y 5; puesto que los factores 6 y 5 se pueden sustituir por
su producto efectuado (nim. 64), se podrda inversamente
sustituir por sus factores, y tendremos:

B804 =816 .54

y dividiendo por 5 los dos miembros de la igualdad, como
el cociente del segundo miembro es8 . 6 . 4, resultara;
(8:..30::4): 5=8.6.4%.

101. Para dividir un ndmero por un producto de va-
rios Jactores, se divide el nimero por el primer jactor, el
cociente que resulte por el seqgundo, el cociente que resulte
por cl tercero y ast sucesivamente hasta dividir por el il-
timo.

Pueden seceder dos casos:

1. Supongamos que la division sea exacta:

Sea, dividir 360 por el producto 9 =< 4 = 36. Siendo 10
el cociente de 360 por 36, tendremos:
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360 = 36 = 10
6 poniendo en vez de 36 su igual 9 > 4
360=19.4.10

dividiendo los dos miembros de la igualdad por 9, se ten-
dra (num. 99)
360:9=4><10
dividiendo nuevamente por 4, resultara
(3607:9) :4 =10.
Es decir, el mismo cociente que cuando se dividio el
numero 360 directamente por 36, que era el producto 9 > 4.
2.0 Supongamos que la divisidn no sea exacta.
Sea, dividir 378 por el producto 9 >< 4 = 36. Siendo 10
el cociente por defecto, el cociente por exceso serd 10 + 1
y como el dividendo de una division inexacta es mayor que
el producto del divisor por el cociente por defecto y menor
que el divisor por el cociente por exceso, tendremos la do -
ble desigualdad: (%)
36,10 £ 378 £ 36 (10 + 1)
6 poniendo en vez de 36 su igual 9 >=< 4
9.4.10L37829.4(10 4 1)

Si se dividen por 9 y por 4 el primero y el tercer miem-
bro, los cocientes exactos son 10y 10 + 1; pero el segundo
miembro es intermedio entre ambos; luego dividido por9y
por 4, dard un cociente que no es menor que 10 (num. 98)
v no puede llegar a 10 + 1; luego sera 10.

En el primer caso que hemos considerado, los restos
son iguales a cero.

En el segundo caso, los restos, generalmente, no son
iguales, porque cuando se divide sucesivamente por los
factores, el resto final es menor que el ultimo factor, y cuan-
do se divide por el producto efectuado, el resto es menor
que el producto, pero puede ser igual ¢ mayor que alguno d
que todos los factores.

. (*)  La doble desigualdad que se verlfica en ¢l mismo seniido se lama
limitacion.

Sy
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En nuestro ejemplo: dividiendo 378 por 36, el resto es
18, y dividiendo primero por 9y después el cociente 42 por
4, el resto es 2.

102. FEl cociente de dos potencias de un niimero es otra
potencia del mismo nimero, cuyo exponente es la diferencia
de los exponentes.

sea, dividir 57 por 51, decimos que el cociente es 57—14
De la regla del producto de dos potencias (num. 74) se
deduce;
e s
y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 5!, re-
sulta
5i: Bt ——=bi1
Si los exponentes de las potencias son iguales, la apli-
cacion de la regla conduece 4 considerar cantidades con ex-
ponente cero. Asi:
B 57— fi=t.— 50
Por otra parte, el cociente de dividir un niumeropor si
mismo es la unidad, luego se debe admitir que la potencia
de gra-do cero, 0 con exponente cero de cualquier numero
es la unidad. lin particular, se tendra 10° =1 Resultado que
esta conforme con el enunciadoen el nam. 71, donde se dijo
que las potencias de 10 son la unidad seguida de tantos ce-
ros como unidades tiene el exponente de la potencia.

103. Si el dividendo y el divisor se multiplican por un
mismo nimero, el cociente no varia, y el resto queda multi-
Plicado por dicho niimero.

Sean D, el dividendo, d, el divisor, e, el cociente y r, el
resio; =e {endra;

D=d.c¢c+r

Si multiplicamos los dos miembros de esta igualdad

por un numero cualquiera, n, resulta:
D.n=(d.c+ rn

pero para multiplicar la suma d.e + 7 por n, hay que mul-
tiplicar por n,losdos sumandos d . ¢ y  ypara multiplicar
el producto d.c, basta multipliecar uno de los factores, que
aqui es d, por hipdtesis; luego tendremos:
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Do = d ) e
En la division de D. n por d . n elcocientees ¢ y elresto
sera r. n, siempre que este numero sea menorque el divi-
sor d.n; pero por ser r £ d, también serd r. n < d.n,luego
el cociente no ha variado y el resto queda multiplicado
por n.

VI. La numeracidn romand.

104. El sistema de numeracion que hemos expuesto se

llama decimal, porque su base es 10; se debe & los arabes
y esta en uso en Europa desde hace algunos siglos; es muy
perfecto no so6lo por la facilidad que ofrece para enunciar,
escribir y leer los ntimeros, sino por lo bien que se presta
a las operaciones del ealculo aritmético.

Podriamos adoptar por base del sistema de numera-
cion otro numero cualquiera y modificar los principios de
la numeracion y establecer la teoria de las operaciones y
propiedades de los nuimeros con arreglo a dicha base; asi
como estudiar el modo de transformar un numero escrito
en un sistema u otro cualquiera; pero siendo esta una
obra muy elemental, no creemos necesario hacer aqui
dicho estudio.

De 1o tinico que diremos algo es de la numeracion 1la-
mada romana, por no haber desaparecido totalmente.

Para escribir los ntumeros se emplean letras, cuyos va-
lores van indicados

s A Y (0 RS 100 500 1000
) RS L SR C Doy Moaglh)

Se conviene en que una letra escrita 4 la derecha de
otra de mas valor, le afiade el suyo y se le quita si tiene
menos valor.

Por ejemplo: LX, es 60, porque la X afade su valor
ala L; XI,, es 40, porque la X quita su valora la L.

Ninguna letra se debe repetir cuatro veces seguidas;
tampoco se repite dos veces si hay otra de doble valor: por
ejemplo, la V, ¢ 14 L, no se repiten dos veces, porquela Xy
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Ja C, tienon doble valor respectivamenfe que aquéllas.

Cuando las letras llevan una raya horizontal encima,
reprepentan un valor mil veces mayor que el suyo. Asi: L
es 50000. MDX es 1510000. Si las letras llevan dos rayas en-
cima; representan un valor un millon de veces mayor,
con tres rayas encima, mil millones de veces mayor, ete.

Il signo 17, representa un valor 10, 100, 1000..... veces
mayor, anadiendo & su derecha el signo 9, una, dos, tres....,
veces.

Asi: 10,100, ID00..... son los nameros 500, 5000, 50000.,.

El signo CIp, representa un valor 10, 100; 1000...,. veces
mayor, anladiendo & su derecha y & su izquierda los signos
¢y 0, una, dos, tres.....veces.

ASIHCIn, CEIgD, CECIDND... son los numeros. 1000,
10000, 100000..... Como ultimo ejemplo escribiremos en
este sistema el afio actual, 1891 y sera:

MDCCCXCI 6 CIpIpCCCXCl.

CAPITULO 111
[LAS PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS NUMEROS ENTEROS,
I. Teoria de la divisibilidad.

105. Los multiplos de un nimero se obtienen multipli-
candole por 1,2, 3, 4, 5..... y asi sucesivamente; luego la
serie de los multiplos de un numere es ilimitada, El pro-
ducto de cualgquier niumero por cero es cero, de aqui que
se considere el cero como miltiplo de todos los nirmeros.

Todo numero entero es el mayor divisor de si mismo,
y la unidad es divisor de todo numero entero; luego el rnti-
mero de divisores de cualquier entero es limitado, porque
el menor es la unidad y el mayor el mismo numero.

Cuando un numero es divigible, 6 multiplo de ofros va-
rios, se dice un miultiplo comiin de éstos.

Cuando varios nneros son divisibles por un mismo
nimero, éste se llama divisor comin.

Para indicar que un ntmero es maultiplo, 6 di\-'igsible
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por otro, escribiremos, siguiendo la notacion de Leibniz un
punto encima del submultiplo 6 divisor.

Asi: 90—-5 b = a, indican que 20 es un miultiplo de
5 y b un multiplo de a.

106. TEOREMA. Siun niimero es divisor comiin de otros

varios, es divisor de sy sumd.

Sea el numero 5, divisor comun de 20, 30.y 35; tendre-
mos las igualdades.

20 =75, 4
30 =15.0
SO =Bty

Sumando ordenadamente
204+ 304+ 85=5.44+5.6+57
y sacando a4 5 como factor comiin en el segundo miembro
0+ 30 +85=5(4+6+7)=5.17
que se podra escribir 20 + 30 + 35 =5
107. COROLARLO. Si un ntimero es divisor de otro, es di-
visor de sus miiltiplos.

Siel namero 5 es divisor de 20, dividirda a cualquier
miltiplo de 20 (num. 106), porque los multiplos de 20 son
sumas de sumandos iguales a 20.

108. TEOREMA. Siun nhmero es divisor de otros dos, es
divisor de su diferencia.

Sea el numero 5, divisor de 3.:. y de 20, tendremos:

dn==i5
20 b
restando ordenadamente y Hz;.ca.ndo en el segundo miembro
5 como factor comun
35— =5b(1—4)=5.3
que se podra escribir 3 —30=35
109. CoroOLARIO. Si en una suma de dos sumandos un
numero es divisor de uno de ellos y del otro no, tampoco es
divisor de la suma.

Si la suma fuese divisible por el numero, consideran-
dola como un minuendo y al sumando divisible como sus-
traendo, el minuendo y el sustraendo tendrian un divisor
comun, luego también le tendria el resto (ntum. 108), 1o cual
es contra la hipotesis.

-7




110. TEOREMA. Si un numero es divisor, ¢ factor de
otros dos, lo es del resto de su division.
Sea D el dividendo, d el divisor, ¢ el cociente, r el resto
v r un factor comun a D y d, tendremos:

D=1d .4 r
y restando d . e de los dos miembros de esta igualdad
B drie—=r

por tener d el divisor n, le tiene {fambién su multiplod. ¢;
luego n es un divisor comun al minuendo y sustraendo de
la diferencia D — d . ¢; luego sera divisor del resto r (num.
108)

111. TEOREMA. Si un numero es factor comiin del divi-
sor y del resto de una divisidn, es factor del dividendo.

Siguiendo la notacion de antes, tendremos;

D==d.c +r

Todo factor de d es factor su multiplo d . ¢; luego si n
es un factor comun ady r, también lo serda 4 d.ecy r,
luego sera factor de su sumad . ¢ + r (nim, 107), que es
igual a D.

112. De estos dos teoremas resulta el siguiente impor-
tante

CoRoLARIO. Todos los factores comunes al dividendo
i divisor son factores del resto; luego serdn factores comu-
nes al divisor y al resto. Reciprocamente: todos los factores
comunes al divisor y al resto son lactores del dividendo;
luego serdn factores comunes al dividendo y al divisor.

113. Oftra consecuencia importante se deduce del teore-
ma (nam. 110).

Si el dividendo y divisor se dividen por uno de sus fac®
tores, el cociente no varia y el resto queda dividido por di-
cho factor,

Adoptando la notacion del ntum. 110, fendremos como
alli la igualdad:

D—d.e=r
suponiendo ahora que n sea el factor comun por quien se
divide y que por ser exactos los cocientes de D, dy r porn,
tengamos las igualdades
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DN = A =1 s
sustituyendo estos valores en la primera, resultara:
Do —d. e =110
sacando 7 como factor comun en el primer miembro
n(D—d.e)=1r.n

y suprimiendo el factor comun n

D—d . .e=1r
0 bien sumando 4 los dos miembros de la igualdad d' . ¢

Di=d .ex
que demuestra el enunciado.

114. TEOREMA. I resto de una division no varia aumen-
tando, ¢ disminuyendo el dicidendo en un miiltiplo del di-
visor.

Supongamos que segiin la notacion anterior se tenga
D=d.ec 7
Si 4 los dos miembros de la igualdad anadimos el mul-
tiplo d . n del divisor, tendremos:

D+d.n=d.c+d.n+r
sacando en los dos primeros sumandos del segundo miem-

bro d en factor comiuin.
D4+d.n=d(¢c+ n)+r
igualdad que demuestra cque si el dividendoesD +d.ny
el divisor d, el cociente es ¢ + n, y el resto r, es decir, el
mismo que en la primitiva division.
Lo mismo se demuestra el teorema si en vez de aumen-
tar disminuimos el dividendo en un multiplo del divisor.

II. Caracteres de divisibilidad por 2, 5,9, 3 y 11.

¥ 115. IMay casos en que es muy facil conocer siun ni-
mero es divisor de otro sin practicar la division, y por la
utilidad que resulta para las aplicaciones deduciremos las
reglas para conocer £i los referidos ntimeros son divisores
de otros, 0 hallaremos sus caracteres de divisibilidad.
116. Se ha visto (niim. 93) que para dividir un nimero
por la unidad seguida de ceros se separan de la derecha del
_dividendo tantas c¢ilras como ceros siguen a la unidad, lo
que queda a la izquierda es el cociente, y lo que queda 4 1a
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derecha el resto. Para que la division sea exacta, se nece-
sita que las cifras separadas 4 la derecha sean todas ceros.

De aqui deducimos: que un nimero es divisible por la
unidad seguida de ceros, cuando termina en tantos ceros, lo
menos, como siguen d la unidad.

Como la unidad seguida de ceros es una potencia de
10, cuyo exponente es igual al namero de ceros que siguen
4 la unidad, la regla anterior se puede enunciar asi:

Un numero es divisible por una potencia de 10 cuando
termina en tantos ceros, por lo menos, como unidades tiene
el exponente de la potencia.

117. El namero 10 es igual al producto 2 =< 5; por con-
siguiente, como 2y 5 son divisores de 10, lo seran de sus
multiplos (nim. 107); luego todo nimero terminado en cero
es divisible por 2 y por 5.

Sea ahora cualquier numero, 2457; descomponiéndole
en decenas y unidades, se tendra:

2457 —= 2450 + 7

El primer sumando del segundo miembro es divisible
por 2 y por 5; luego para que lo sea la suma, se necesita y
basta que lo sea el otro sumando (ntimeros 106 y 109.)

De aqui deducimos; que un niumero es divisible por 2 ¢
por 5, euando la cifra de las unidades es divisible por 2 ¢
por 5 (*).

Las cifras 2, 4, 6 y 8, divisibles por 2, se llaman cifras
pares, y los niumeros terminados en cero, 0 cifra par, se
llaman numeros pares.

En virtud de esto se pueden enunciar asi los caracte-
res de divisibilidad por 2 y 5:

Un numero es divisible por 2 cuando es par, d sea cuan-
do termina en cero, ¢ cifra par.

Un numero es divisible por 5 cuando termind en cero

den s,
118. Si elevamos 4 la potencia m los dos miembros de

la igualdad 10 = 2 =< 5, tendremos:

(*) No hay que modificar esta regla cuando el nimero termina en cero, por-
fque ya hemostliulm{nitm. 105) que cero es multiplo o divisible por todos ni-
Meros,
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10m — 2m == Hm

Si de la derecha de un numero separamos m cifras, la
parte que queda a la izquierda terminara en m ceros, y por
consiguiente serda un multiplo de 10m (num. 116), luego
también lo sera de 2m >< 5m,

Si el nimero formado por las m cifras de la derecha
es miultiplo de 2m ¢ de 5™, también lo serd el nimero pro-
puesto, y no lo serd en el caso contrario (numeros 106 y 109.)

En particular, para que un numero sea divisible por 4
(que es igual a 22), se necesita y basta que termine en dos
ceros, o las dos cifras de la derecha formen un miilii-
plo de 4.

Para que un niimero sea divisible por 25 (que es 5?), se
necesita y basta que termine en dos ceros, ¢ las dos cifras
de la derecha formen un miltiplo de 25.

119. LEMA. La unidad seguida de ceros es un miltiplo
de 9 mus 1. ‘

Dividamos por 9 la unidad seguida de cualquier nu-
mero de ceros, 6 tomemos por dividendos sucesivos 10, 100
1000, 10000.....

10000...... 9
10 1
10
0,0

y siempre hallaremos por cociente 1 y por resto 1.
IEn virtud de esto podemos eseribir la igualdad
10000...... =9 + 1
120. LEMA. Toda cifra significativa sequida de ceros es
wn miiltiplo de 9 mas dicha cifra.
sea 4000 la cilra seguida de ceros, se tendra
4000 = 1000 >< 4 — (9 + 1)4
y efectuando la multiplicacion indicada por el paréntesis
: 4000 = 9 < 4 + 4
pero ) >< 4 es fambién un multiplo de 9 (niim. 107); luego
se podra escribir.
4000 =9 + 4
121. Sea ya un numero cualquiera, 54726; descompo-
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ni¢ndole en sus diversos oOrdenes de unidades, se tendra
54726 = 50000 + 4000 + 700 + 20 + 6
y en virtud del lema anterior, tendremos las siguientes
icualdades:
50000 = 9 + 5

4000 = 9 + 4
700 =9 + 7
20 =9 + 2
6= 6

Como la suma de los multiplos de 9 es un multiplo de
9 (num. 106), si sumamos ordenadamente las igualdades
anteriores, resultara

BT =90+ (5 +4+7+2+6)

Considerando el segundo miembro como la suma de

los dos sumandos, uno el 9 y otro el paréntesis.
(5 4+ 4 4+ 7 4+ 2 + 6) se compone dicha suma de dos partes
una de las cuales es divisible por 9; luego para que la suma
sea también divisible por 9 se necesita y basta que el su-
mando (5 + 4 + 7 + 2 4 6) sea divisible por 9 (ntmeros
106 y 109).

Ll paréntesis encierra la suma de los valores absolu-
tos de las cifras del niimero; luego; para que wi rnimero sea
divisible por 9 se necesita y basta que la suma de los valores
absolutos de sus cifras sea un miiltiplo de 9.

122. Por ser 9 un multiplo de 3, todo multiplo de 9 lo es
de 3 (num. 107), de consiguiente: para que un nimero sea
divisible por 3 se necesita y basta que la suma de los valores
absolutos de sus cifras sea un miltiplo de 3. .

Asi, tenfamos 54726 =9 + (5 + 4 + 7 + 2 + 6), de donde
deduciremos

54726 = 3 4+ (5 + 4+ 7+ 2 +6)

123. LEMA. La unidad seguida de un ngmero par de
ceros es un miltiplo de 11, mas 1 la unidad seguida de un
nitmero impar de ceros es nn miltiplo de 11, menos 1.

Dividiremos por 11 la unidad seguida de un numero
par ¢ impar de ceros; considerando por consiguiente los
dividendos 10, 100, 1000, 10000.....
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100000.....| 11

100 09090
1055

se observa desde luego que los cocientes son 0,9,0.9... y los
restos 1,10,1,10... sienwo 1 los restos que corresponden a
los dividendos formados por la unidad seguida de un nu-
mero par de ceros, y 10 los que corresponden & la unidad
seguida de un namero impar de ceros.

Pero si el dividendo es la unidad seguida de un namero
impar de ceros, podemos forzar la unidad en el cociente y
el resto sustractivo sera 1 (nam. 97); luego en virtud de esto,
tendremos igualdades de la forma:

10000 = 11 + 1 100000 = 11 — 1

124, LeEMA. Tuda cifra significativa sequida de un nii-
mero par de ceros es un miltiplo de 11, mds el valor abso-
luto de dicha cifra: toda ci/ra sifinificativa sequida de un
numero impar de ceros es un miltiplo de 11, menos el valor
absoluto de dicha cifra.

1.» Sea, 40000, la cilra seguida de un ntimero par de ce-
ros, se tendra:

40000 = 10000 + 4 — (11 + 1) 4
y efectuando la multiplicacion indicada
40000 = 11 < 4 + 4
6 bién, por ser 11 > 4 un multiplo de 11
40000 = 11 + 4
2. Sea, 4000, 1a ¢ifra significativa seguida de un nimero

~ impar de ceros, se tendra

4000 = 1000 < 4 — (11 — 1) 4

efectuando la multiplicacion y teniendo presente 11 = 4 es
un multiplo de 11

4000 = 11 — 4
125. Sea un numero cualquiera, 46837, descomponién-
dole en sus diversos ordenes de unidades se tendra:
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40000 = 11 + 4
6000 = 11 — 6
800 = 11 4+ 8

S =11—3
== 7
Sumando ordenadamente y teniendo presente que la

suma de los multiplos de 11 es multiplo de 11, resulta

46837 =11 + (4 + 8 -+ 1) — (6 + 3)

Como el primer paréntesis encierra la suuna de las ci-
fras que ocupan lugares impares en el nimero, v el segun-
do la suma de las que ocupan lugares pares, =i representa-
mos la primera suma por 1y la segunda por P, podremos

esceribir asi la anferior igualdad

46837 = 11 + (I — P)
y considerando en el segundo miembro la suma de dos su-
mandos, uno el 11.y otro (I — P), si este segundo es divi-
sible por 11, fambién lo serd la suma (nim. 106).

Luega: para que un nimero sea dicisible por 11, se rne-
cesita y basta que la suma de los valores absolutos de las ei-
Jras de lugar impar, menos la suma de los valores absolu-
tos de las eifras de lugar par sea wn miultiplo de 11 (*).

Puede suceder que la suma de las cifras de lugar par
sea mayor que la de las cifras de lugar impar, v entonces
no se puede efectuar la sustraccion I--P.

En este caso del primer sumando, que es un multiplo
de 11, se'toman tantds veces 11 unidades como se necesi-
ten para que sumadas con 1 den una suma mayvor que P.

Asi; 829389 —114+(2+34+9—(8+9+8)
como la primera suma es 14 y la segunda 25, no se puede

efectuar la, sustraccion y necesitamos tomar del 11, una
vez 11, y tendremos:;

(*1  Nosedebeolvidar, por sila difecencia de ambas sumas s cero, que cern
68 multiplo de todos 10s nameros. 9
q




829389 = 11 + (14 + 11) —25 =11
126. Los caracteres de divisibilidad que hemos hallado
son muy utiles por ser muy sencillos,y el método que
hemos seguido para hallar el de 9y 11 se puede aplicar 4
cualquier niimero; pero es mas facil hacer las divisiones
directamente que aplicar los caracteres de divisibilidad
que se hallarian. (%)

III. Mdaximo comun dipisor.
Midiximo comun divisor de dos numeros.

127. Dos niimeros tienen siempre la unidad por divisor
comun: si no tienen mas divisor comun que la unidad, se
[Taman primos entre si.

Cuando dos numeros tienen varios divisores comunes,
el mayor de todos se llama mdeimo comiin divisor: se sue-
le representar por la notacion m. c¢. d.

Los niuneros 8 y 12 tienen los divisores comunes 1,2y
4, luego 4 sera el m. e, d.

128. TEOREMA. Sié wun numero es divisible por otro; el
menor es el m. ¢. d. de ambos.

sSea el numero 130, divisible por 26: decimos que 26 es
el m. e. d. de 130 y 26.

En electo: puesto que 26 es divisor de si mismo y, por
hipotesis, también de 130, es un divisor comun a los dos
niumeros; pero 26 no puede tener otro divisor mayor que
el mismo, luego sera el m. c. d. de los dos nameros pro-
puestos. .

129. TEOREMA. /Kl m. c. d. de dos dimeros es el mismo
que el del menaor y el resto de su divisidn.

Sean los numeros 420 y 156, si hacemos la division, se
halla 2 de cociente y 108 de resto. Hemos visto (num. 112)
que todos los [actores comunes al dividendo y al divisor

H,

(*) Siestudiisemos otros sistemas de numeracion distintos del decimal ve-
rlamos que los caracteres anilogos i los que hemos estudiado serian los de los
factores de la ase v sus potencias; v los de la base mas ¥y menos la unidad y
sus factores,
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son factores comunes al divisory al resto, y reciproca-
mente que todos los factores comunes al divisor y al resto,
son factores comunes al dividendo y al divisor: luego los
numeros 420y 156 (dividendo y divisor) por una parte y los
numeros 156 y 108 (divisor y resto) por otra, admiten la
misma serie de divisores comunes, y como uno de ellos
sera el mayor de todos, admiten el mismo maximo comun
divisor.

130. En virtud del teorema anterior, la investigacion del
m. ¢. d. de dos numeros gueda reducida 4 la de otros dos
mas pequeiios, porque el divisor y el resto son respectiva-
mente menores que el dividendo y el divisor.

En nuestro ejemplo después de dividir 420 por 156, 1a
operacion queda reducida & hallar el m. ¢. @, de 156 y 108.
Haciendo la division de estos dos numerosse halla el co-
ciente 1 y el resto 48, luego €l m. ¢. d. de 156y 108 es el
mismo que el de 108 y 48 (num. 129). Dividiendo 108 por
48, se obtiene el cociente 2 y el resto 12, entonces la opera-
cion estard ya reducida 4 hallar el m. e. d. de 48 y 12, que
sera el mismo que el de 108 y 48: pero 48 es divisible por
12, luego 12 es el m. c¢. d. de estos ultimos numeros, y re-
trocediendo en la serie de operaciones efectuada, se ve que
en virtud del teorema nuam. 129, el m. ¢. d. de 426 y 156 es
12. De estos razonamientos se deduce la siguiente: '

REGLA. Para hallar el m. ¢. d. de dos nimeros se di-
vide el mayor por el menor; st la divisidn es exacta, el menor
es el m. c. d., en el caso contrario se divide el menor por el
resto que se halle, este primer resto por el segundo y ast su-
cesivamente hasta llegar d un resto cero: el ltimo divisor

rd el mdximo comiin divisor pedido.

La operacion se dispone comno se indica en el siguien-

te cuadro: g
R | ,i.;\s 4

420 1'4*':'{1:.;.1054 A8H1R
108, 48| .12, 0
Conviene escribir 1os cocienfes encima de los diviso-
res correspondientes, para que [no se confundan con los
restos.
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131. Las divisiones (ue se practican terminan necesa-
riamente, porque siendo cada resto menor que el divisor
correspondiente, los restos iran disminuyende, y aun en
el caso mas desfavorable se llega al resto 1, (1ue necesa-
riamente divide al resto anterior.

132. TeoREMA. Todo divisor comtin d dos niimeros di-
vide exactamente a su . ¢. d. j

Todo divisor comiin 4 dos numeros divide al resto de
su division (nam. 110) y aplicado este teorema a las divi-
siones sucesivas que se hacen para hallar el m. e. d., se vé
que siendo este namero el pentliimo resto tiene necesa
riamente dicho divisor,

Refiriéndonos al ejemplo anterior, sea 3 el divisor
comun a 420 y 156, dividira al resto 108: dividiendo a 156 y
108, dividira al resto 48, y dividiendo 4 108 y 48, dividira al
resto 12, que es el maximo comun divisor.

Reciprocamente, como dos niumeros son multiplos de
2u m. e. d., todo divizor del m. e. d. divide a los numeros.

De esto se deduce que si queremos hallar todos los di-
visores comunes a dos nimeros tenemos que hallal' todos
los div I'-nﬂT‘lT_“ﬁ de su maximo mmun divisor.

133, TrorEMA. Sidos numeros se multiplican ¢ divi-
den por otro, su . c. d. queda multiplicado ¢ dividido por
este otro.

Multiplicando ¢ dividiendo dos mimeros por otro, el
resto de su division queda multiplicado 6 dividido por este
otro (numeros 104 y 113). Apliquemos este teorema a las
divisiones sucesivas que se hacen para hallar el m. e. d., ¥
sea 3 el numero por el cual se multiplican 6 dividen los
numeros dados, que supondremos son 420 y 156. Puesto
que el dividendo 420 y el divisor 156 se multiplican ¢ divi-
den por 3, el resto 108 quedara multiplicado 6 dividido por
3: en la segunda division el dividendo 156 y el divisor 108
estan multiplicados ¢ divididos DOI‘ 3, luego el resto 48
quedara multiplicado 6 dividido por 3; por ultimo, el divi-
dendo 108 y el divisor 48 estan multlpllcadoa 0 divididos
por 3, luego el resto 12 quedara multiplicado 6 dividido por
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3. Lo cual demuestra el teorema, porque 12 es el m. e. d.
de 420 y 156.

134. En virtud de este teorema se puede simplificar la
operacion de hallar el maximo comun divisor de dos nu-
meros, suprimiendo los factores comunes que se vean a
primera vista y se puedan suprimir por una division muy
[acil.

Situviéramos que hallar el m. ¢. d. de 42000 y 15600 se
podria suprimir el factor 100, hallar el m. e. d. de 420 y 156,
que es 12, y multiplicarle después por 100. El maximo co-
mun divisor de 42000 y 15600 sera, pues, 1200.

135. COROLARIO. Si dos nimeros se dividen por su md-
aximo comun divisor, los cocientes son primos entre si.

El maximo comun divisor quedara dividido por si mis—
mo (nam. 133), luego sera la unidad, lo cual demuestra el
enunciado.

136. TEOREMA. Siun nimero divide d un producto de
dos factores y es primo con una de ellos, es divisor del otro
Jactor.

Sea, N es preducto de los dos factores Ay B, y P un ni-
mero que divide 4 N y es primo con A, decimos que es divi-
sor de B.

Por ser A y P dos niumeros primos entre si, se tendra:

A}m. IR e I
L

Simultiplicamos los numeros A y P por B, sum. ¢. d.
quedara multiplicado por B (ntum. 133), y tendremos’

A < B\

Px<BJ
P divide al producto A > B, porque este producto es igual
a N; también divide P al producto P > B, porque es uno
de sus factores; luego dividira al maximo comun divisor
de estos productos (ntiim. 132), que es B; 1o cual demuestra
el teorema.

e d, =1 =B =B
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Mdximo comun divisor de varios niimeros.

137. Varios ntmeros tienen siempre la unidad por divi-
sor comun: si no tienen otro, se dicen primos entre si.
Cuando tomados de dos en dos no tienen mas divisor co-
mun que la unidad, se dicen primos entre si dos @ dos.

Sivarios nuimeros tienen maéas de un divisor comun, el
mayor se llama mdaaeimo comiin divisor de varios numeros.

138. TEOREMA. Sean varios numeros A, B, C, D, y sea
d el maximo comun divisor de dos de ellos, A y B, por
ejemplo: decimos que el mdaximo comiin divisor de los nii-
meros A, B, C, D es el mismo que el de los niimeros d, C, D.

Por ser d el maximo comun divisor de A y B, todos
los divisores comunes de A y B son divisores de d (ntime-
ro 132); luego todos los divisores comunes a los numeros
A, B, C, D, son divisores de los numeros d, C, D. Recipro-
camente, todos los divisores de d son divisores de A y B;
luego todos los divisores comunes a los numeros d, C, D,
son divisores de los niumeros A, B, ¢, D; entonces las dosg
lineas de niimeros:

ABCD
dCD
tienen todos sus divisores comunes, y por tanto tendran el
misino maximo comun divisor.

139. Del teorema anterior se deduce la sicuiente:

REGLA. Parg hallar el m. c. d. de varios nimeros se
halla el de dos de ellos, después el del mdaxrimo comiin dici-
sor hallado y otro de los numeros dados, continuando del
mismo maodo hasta considerar el ltimo de los niimeros.

La operacion se puede indicar como estd en el adjunio
cuadro,

A B €. .D
——

d c D

|
d’ D
N’

a
d es el maximo comun divisor de A y B: la segunda linea
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de numeros tendra el mismo m. e. d. que la primera. Il
maximo comun divisor de dy Ces d’; luego d' y D tienen
el mismo m. ¢. d. que los numeros de la segunda linea. I
maximo comun divisor de d' y D es d”, luego también lo
sera de d, C, D, y por consiguiente de 1os niimeros propues-
tos A, B, €, D.

Se puede comenzar la operacion por dos niimeros cua-
lesquiera; pero generalmente se llega mas pronto al resul-
tado comenzando por los menores.

Irjemplo. Hallar el m. ¢. d. de 330, 462, 770 y 1155.

El m. e. d. de 330 y 462 es 66: el m. ¢. d. de 66 y 770 es 22;
y por ultimo, el m. e. d. de 22 y 1155 es 11; luego este nii-
mero sera el maximo comun divisor que ge buscaba.

Ll cuadro de los resultados es el siguiente:

330 462 770 1155

S i
606 770 1155
R —
22 1155
11

140. TrOREMA. Todo divisor comiin 4 varios nimeros
divide exactamente ¢ su m. c. d.

Adoptando la notacion del namero anterior tendre-
mos cque todo divisor comun de A, B, C, D, es divisor de
d, ¢, D (nam. 188); del mismo modo todo divisor comun de
d, ¢, D, lo es de d, D, y por consiguiente de d", que es el
maxitno comiin divisor.

RECiPROCAMENTE. Todo divisor del m.e. d. de varios
numeros es divisor de los numeros (nim. 107), porque to-
dos son multiplos de sum. e. d.

141. TEOREMA. St se multiplican ¢ dividen varios nti-
meros por otro, su m. c. d. queda multiplicado o dicidido
por este otro.

COROLAR10. Si varios niimeros se dividen por sy m. c. d.
los cocientes son primos entre si.

Se demuestran como el teorema del nim. 140.
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IV. Minimo ecomiine multiplo.

142. Un nmumero divisible por otros varios es un multi-
plo comun de todos ellos. ]

Se sabe que los muiltiplos de un numero se forman
multiplicandole por 1, 2, 3, 4..... luego el menor de todos
los multiplos de un nimero es el mismo namero (*). Entre
los multiplos comunes & varios numeros hay uno menor
que todos los demas y se llama minimo eomiin miultiplo,
cuyo valor es, por lo menos, tan grande como el mayor de
los numeros. El minimo comun multiplo se suele desig-
nar por la notacion m. c. g. ™

Minimo comun multiplo de dos numeros.

143. Sean A y B dos nimeros, d su maximo comun di-
visor, a y b los cocientes de dividir A y B por su maximo
comun divisor d. Tendremos las igualdades

A= day B==dbi(*")

Los niimeros @ y b son primos entre si (ntm. 135).

Designemos por M un multiplo cualquiera de A, ten-
dra la forma M = A ¢ siendo ¢ un niamero enfero, o hien,
poniendo en vez de A su igual a

M =adq

Ahora, si M ha de ser también muilfiplo de B tiene que
serlo de su igual db, 6 1o que es lo mismo, dividido por db
tiene que dar un cociente exacto. i

Para dividir por el producto db se divide primero por d
y el cociente que resulte por & (num. 101). El cociente de
adq dividido por d se obtiene suprimiendo el factor d, y por
consiguiente es ag; luego el producto ag tiene que ser divi-
sible por &; pero b es primo con a, entonces debe dividir al
factor g (ntim. 136), v si designamos por ¢' el cociente, se
tendra g=bq'.

") En todo este articulo se prescinde de que eero sea multiplo de todos los

numeros.

(**) Cuando representamos los numeros por letras y tengamos que indicar
una multiplicacion prescindiremes del signo.

a5
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Sustituyendo este valor en la expresion M = adq, re-

sultara

M = abdq’
de cuya igualdad se deduce que todo multiplo comun de
dos numeros A y B es un producto del maximo comun di-
vigor de dichos numeros, multiplicando por los cocientes
de dividirlos por su maximo comun divisor y multiplicado,
por otro factor indeterminado.

El menor de todos los multiplos correspondera al me-
nor valor que se pueda asignar al facter indeterminado ¢/,
y como tiene que ser un numero entero, haremos ¢'=1. 11
minimo comun mulfiplo sera, pues, designandole por m

m—=abd
144. En virtud de las igualdades A=ad y B=06d, el mi-
nimo comun multiplo puede recibir las formas.
abd=Ab=DBa=(AB)d

En la practica se adopta la segunda 6 tercera forma,
que enunciada como un feorema dice:

El minimo comiin miltiplo de dos niimeros es igual al
producto de uno de ellos por el cociente de dividir el otro
por su mdaxrimo comtin divisor.

Ljemplo: Sean los numeros 420 y 156, su maximo co-
mun divisor es 12, y el cociente de dividir 156 por 12 es 13,
luego el minimo comun mulfiplo sera

420 >< 13 = 5460

145. Todos los multiplos comunes de dos numeros A y
B son multiplos del producto abd, luego son multiplos del
minimo comun multiplo. Reciprocamente, todos los mul-
tiplos del minimo comun multiplo son multiplos de los
numeros.

146. Una de las expresiones del minimo comun multi-
plo es (nam. 144)

: m = (AB):d
de donde se deduce multiplicando por d los dos miembros
de la igualdad

md=AB

10
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Es decir que el producto del minimo comiin miultiplo de

dos niimeros por el mdaxzimo comun divisor es igual al pro-
ducto de los niimeros.

147. Iin virtud de esto, si uno de ellos, A, por ejemplo,
es multiplo de B, el maximo comun divisor serd igual & B,
(ue sera el menor de los numeros, y resultara que el mi-
nimo comtin miltiplo serd igual & A, al mayor de los ni-
meros.

148. Silos numeros son primos entre si, su maximo
comun divisor es la unidad; luego el mininmo comuin miilli-
plo serd igual al producto de los niumeros.

Minimo comin mﬂltiplo de varios numeros.

149. TEOREMA. Sean varios numeros A, B, C, D, y sea
m el minimo comun multiplo de dos de ellos, A y B: deci-
mos que el minimo comin miiltiplo de los nimeros A, B, C,
D es el mismo que el de los numeros d, C, D.

Por ser m el minimo comun miiltiplo de A y B, todos
los multiplos comunes de A y B son multiplos de m (ni-
mero 145) luego todos los multiplos comunes 4 los niime-
ros A, B, ¢, D son multiplos de m C, D. Reciprocamente, to-
dos los multiplos de m son multiplos comunes de A y B;
luego todos los multiplos eomunes & m, C, D son multi-
plos comunes a los nameros A, B, C, D; entonces las dos li-
neas de nameros

. e =l e )
A i B

tienen todos sus miultiplos comunes, y por tanto tendran
el mismo minimo comun multiplo.

150. Del teorema anterior se deduce la siguiente:

REGLA. Para hallar el minimo comun miultiplo de va-
rios numeros, se halla el de dos de los niimeros, despues el
del minimo comun miltiplo hallado y otro de los nimeros,
continuando del’mismo modo hasta considerar el iltimo de
los nimeros dados.
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La operacion se puedc indicar como esta en el siguien -
te cuadro
A BiG D
L——
m =D
— —
m' D

| S
m''

m es el minimo comun multiplo de A y B, 1a segunda linea
tendra entonces el mismo m. ¢. m que la primera; m' es el
m. ¢. m.de my C; luego m' y D tienen el mismo m. c. m.
que los numeros de la segunda linea. Por tltimo, m' es el
minimo comun miultiplo de m’' vy D, luego también lo sera
de m, C, D, y por consiguiente A, B, C, D.

Ejemplo: Hallar el minimo comun multiplo de 114,
154, 170 y 195.

El maximo comun divisor de 114 y 154 es 2, y el cocien-
te de dividir 154 por 2 es 77; luego el minimo comun mul-
tiplo de 114 y 154 es 114 =< 77 = 8778. Segin la notacion an-
terior

m=R877

El maximo comun divisor de 170 y 8778 es 2, v el co-
ciente de dividir 170 por 2 es 85; luego el minimo comun
miultiplo de 170 y 8778 es 8778 >< 85="746130. O sea, segun la
notacion de antes

m' = 74613

El maximo comun divisor de 195 y 746130 es 15, y el co-
ciente de dividir 195 por 15 es 13; luego el minimo comuin
multiplo de 195 y 746130 es 746130><13 =9699690, de donde

m' = 9699690
151. Todos los miiltiplos comurnes a4 varios numeros son

multiplos del minimo comtin multiplo.
La demostracion no es mas que la repeticion de los
razonamientos hechos en el nam. 149.

V. Teoria de los niimeros primos.
Teoremas sobre los numeros primos.

152. Numero primo es el que no tiene mas divisores
(que el mismo y la unidad; 2, 3, 7, son nimeros primos,
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Sioun ntmero primo no es divisor de otro cualquiera,
es primo con él: porque los dos unicos divisores comunes
que podrian tener son la unidad y el nimero primo, y este
ultimo, por hipétesis, no es divisor comun.

1,os numeros primos son primos entre si dos a dos,
pero evidentemente la reciproca no es cierta. Por ejemplo,
8 v 9 son primos entre si y no lo son separadamente.

163. Todo niimero que no es primo admite un divisor
Primo.

Sea N, un numero que no es primo, admitird un divi-
sor N, por ejemplo, v tendremos, designando por ¢ el co-
ciente de N por N', N= N' =< ¢. Si N' es un numero primo, el
teorema esta demostirado; si no lo es, admitira un divisor:
sea N7 este divisory ¢ el cociente que se obtiene, de don-
de N'==N" = ¢'; si N” es numero primo, el teorema esta de-
mostrado, porque N” es divisor también de N, por ser este
numero multiplo de N'. Si N” no es primo, continuando
el mismo razonamiento, como los divisores son enteros y
van disminuyendo, se llegara, cuando menos, 4 la unidad,
y entonces el anterior divisor es primo necesariamente.

154.  Dos nuimeros que no son primos entre si, admiten
un factor primo comiin.

Porque sino son primos entre si, su m. e. d. es distin-
to de la unidad, y es un namero primo, 0 admite un factor
primo (nam 153 ).

155.  La serie de niimeros primos es ilimitadad.

Admitamos que no lo sea y que p sea el mayor de {o-
dos 10s numeros primos,

Siformamos el producto de todos los niumeros primos
hasta p, tendremos:

e s T S b JP=N
Si anadimos 4 este niimero una unidad, se tendra
e T U I & (R ERR e R B LR S o)

Siel numero N + 1 es primo, el teorema esta demos-
trado, porque N 4+ 1 X p: si N 4+ 1 no es primo, admitira
un factor primo, que no puede ser ninguno de los ntune-
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ros primos hasta p inclusive, porque silo fuera, la dife-
rencia

(N +1)—N=1
que es 1, admitiria también dicho factor (num. 108). En-
tonces el factor primo de N + 1 tiene que ser mayor que
p, ¥ por consiguiente, no es p el mayor de todos los nume-
ros primos.

156. Para formar una tabla de nimeros primos, com-
prendidos entre 1 y un limite dado, 100 por ejemplo, se
escriben los nimeros por su orden natural hasta el limite
dado.

122 8 % 5 v 7 & W N 1218 M 15
16 17 18 19 20 3 22 28 24 25 26 27 28 29 30
314 32 33 34 35 36 87 38 39 40 41 42 43 44 45
46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 - 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 T4 T2 Y3 U4 U5
76 77 T8 79 80 81 82 83 84 8 86 87 K88 89 9
91 9293 94 95 96 97 98 99 100.

Los numeros 1y 2 evidentemente son primos.

Se tachan los numeros de dos en dos, a partir del 2, y
todos los ntimeros tachados seran multiplos de 2, luego no
SEran primos.

El primer numero no tachado es 3, (ue seri numero
primo, porque no es divisible por 2, tinico numero inferior
a ¢l ademas de la unidad.

Se tachan enseguida contandolos de fres en tres, a
partir del 3, y los numeros tachados seran multiplos de 3.

El primer numero que queda sin tachar es 5, luego
sera primo, porque no admite los factores primos inferio-
resa él, queson 2y 3.

Se tachan ahora contandolos de cinco en cinco, 4 par-
tir del 5, y los niumeros tachados seran multiplos de 5. El
primer nuumero no tachado es 7, (ue por consiguiente sera
numero primo.

A partir del 7 se cuentan de siefe en siete, y 1os nume-
ros tachados seran multiplos de 7.
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Se continuara del mismo modo hasta que solo queden
numeros primos en la tabla.

Se puede observar que cuando tachamos los multiplos
de 3, ya estaban tachados los que a la vez son multiplos
de 2; cuando se tachan los mulfiplos de 5, estan ya tacha
dos los que han sido multiplos de 2 y de 3; cuando se ta-
chan los multiplos de 7, ya estan tachados losque & la vez
lo son de 2, 3 6 5 y asi de los demas.

. Decimos: que cuando se tachan los miiltiplos de un nti-
mero primo cualquiera, el primero, que no estaba tachado
antes, es el cuadrado del;ntimero primo.

Supongamos, para fijar ideas, que se trata del 13; los
multiplosde 13, inferiores 4 13 > 13, admiten un factor
inferior 4 13; entonces, O este factor es primo, O admite un
factor primo, que también sera inflerior &4 13; luego en am-
bos casos se habra tachado antes el multiplo de que se
trata.

Sila tabla de numeros primos no ha de llegar mas
(que hasta 100, el tultimo numero primo cuyos multiplos
se tachan es 7, porque el cuadrado de 11 es 121. (*)

157. Si e tiene una fabla de nameros primos (**) se
averigua inmediatamente si un numero dado, inferior al
mayor de la tabla, es primo; pero si se trata de un niame-
ro & que no alcance la tabla, se necesita efectuar algunas
operaciones, fundadas en el siguiente;

TEOREMA. Todo niimero, que no es divisible por ningtin
numero primo cuyo cuadrado no le exceda, es niimero
primo.

Sea el numero N, que no es divisible por ningin name--
ro primo cuyo cuadrado no le excede, y admitamos que es
divisible por un nimero primo p, cuyocuadrado p =< p N,
tendremos N — p < ¢, siendo ¢ un cociente entero, pero
menor que g; luego evidentemente N X\ g =< ¢, es decir, que

(*)_En la pr:'m.ti:'n de la formacion de una tabla de nitmeros primos, solo sa
eseriben los impares y el 2, pero los teoremas anteriores se demuesiran mas sen-
cillamente escribiendo todos los numeros.

(**) Enlas tablas de logaritmos de Sz'.lnr_'.hqx Ramos, segunda edicidn, hay una
tabla, la XXI11I, de 1os numeros primos inferiores o 6968,
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N es mayor que el cuadrado de g, luego N admitira un fac-
tor primo igual 6 menor que ¢, lo cual es contra la hipo-
tesis.

Entonces no podemos admitir que N tenga un divisor
primo cuyo cuadrado le exceda, y por consiguiente sera
numero primao.

EscoL1o. Se conoce que se llega 4 un niimero primo
cuyo cuadrado excede & N, en que cuando esto sucede el
cociente es menor que el divisor.

< 158, TEOREMA. Siun ntimero primo divide d un pro-
ducto de varios factores, divide, cuando menos,  uno de
ellos.

1.* Supongamos que los factores son dos, a, y by sea p
el nimero primo que divide & su producto ab. Sip divide
4 a, el teorema es cierto, y si no divide al factor a es primo
con €l; luego dividira a & (niumn. 136).

2. Supongamos que los factores son varios, a, b, ey d
y sea p el numero primo que divide al producto abed: este
producto se puede considerar compuesto de los [actores a
y bed y escribirse asi: a (bed); si p divide 4 g, el teorema esta
demostrado, sino es primo con él y dividira & bed (nume-
ro 136): el producto bed se puede escribir asi: b (ed); sip di-
vide a b, el teorema esta demosirado, sino es primo con by
dividira al producto ed, luego dividira a uno cuando me-
nos de sus factores (1.°)

159. CoroLARIO 1.°. Siun nimero primo divide d una
potencia de otro niimero, divide también al numero.

Sea 5 un divisor de 30%, sera divisor del producto
30 > 30 > 30 =< 30, que es igual 4 304, luego dividira a cual-
(fuiera de los factores.

COROLARIO 2. Si dos numeros son primos entre si,
sus poteneias también lo son.

Sean 8 v 15 dos numeros primos entre si; dos potencias
suyas 8! y 15%, por ejemplo, seran niimeros primos entre si,
porque si acmitieran un divisor primo (nim. 154) también
seria divisor de 8 y 15 (1.%)

__.f' 160. TEOREMA. Siun niimeroes primo con cada uno de
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los factores de un producto, es primo con el producto. Reci-
procamente; si un niimero es primo con un producto, es pri-
mo con cada uno de sus factores.

Sea N =qbe y p un ntiumero primo con cada uno de los
factores a, b, ¢ del producto, decimos ¢ue sera primo con
N. En efecto; si N y p admitieran un divisor primo comun
(num. 154), este divisor lo seria también de uno, cuando
menos, de los factores a, b, ¢ (num. 158), lo que es contra
la hipotesis.

Reciprocamente, si p es primo con N, 1o serd con sus
factores a, b, e,; porque si uno de ellos, @, por ejemplo, ad-
mitiera un factor primo comin con p, N, que es un multi-
plo de a, también le admitiria (ntim. 107), contra la hipo-
tesis.

161. TrEOREMA. Siun nimero es divisible por varios
primos entre si dos d dos, es divisible por su producto.

Sea N un numero divisible pora, b y ¢, que suponemaos
Son numeros primos entre si dos 4 dos. Efectuemos la di-
vision de N por a, v sea ¢ el cociente, tendremos

N =agq
N es divisible por b, luego su igual al producto ag también
debe serlo; pero b es primo con a, entonces sera divisor de
g (nim. 136), y llamando ¢’ al cociente de la division, se ten-
dra g = bg’', y sustituyendo en la igualdad anterior este va-
lor de g, se tiene:
N = abyg’
N es divisible por e, su igual abg’ tambien lo sera, pero a y
O son primos con ¢, luego su producto ab es primo con e
(ntm. 160), entonces ¢ es divisor de ¢’ (num. 136), y llaman-
do ¢'' al cociente, se tendria g’ —=eq”, y sustituyendo ¢’ por
su valor en la anferior igualdad, resulta
N = abeq”
que demuestra el teorema.
162. CoRroLARI1O. Siun ntimero es divisible por varios
numeros primos, es divisible por su producto.

Porque los nimeros primos son primos entre si dos a

dos. Un namero divisible por 2 y por 3 1o es por 6. En vir-
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tud de esto, un numero es divisible por 6 cuando es pary la
suma de sus cifras es un miultiplo de 3.

Descomposicidn de un nimero en factores primos.

.163. TEOREMA. Todo numero que no es primo, es un
producto de factores primos.

Sea N un numero que no es primo, admitirda un divi-
gor primo (ntum. 153); si designamos por a el divisor primo
y por N’ el cociente, lendremos: N = aN'. Si N’ es primo, el
teoreina esti demostrado, si no lo es, admitira un divisor
primo. Designando por b el divisor primo y por N” el co-
ciente, se tendra: N' = ON”. Sustituyendo el valor de N’ en
la anterior igualdad, resulta N = abN*: si N” es primo, el
teorema esta demostrado, si no lo es, admitira un divisor
primo ¢, que darda un cociente N, de donde N”" = e¢N"', ¥
sustituyendo en la anterior igualdad N — abeN"". Si N’ es
es primo, el teorema esta demostrado, si no lo es, admitira
un divisor primo y contintaremos las operaciones del
mismo modo hastallegar a un cociente primo. Esto tieneque
suceder necesariamente, porque los cocientes N’, N, N'"...
son enteros y van disminuyendo.

164. Nada de lo dicho en el teorema anterior indica que
entre los [actores primos del numero N no puedan algu-
nos . ser iguales.

ASi; 540 =2.2.2.8.38 .5, que se puede escribirde
un modo méas sencillo, porque 2 .2 =2"y3.3.3=73% de
modo que 540 = 2*. 3 . 5,

Descomponer el ntimero en sus Jactores primos es ha-
Har wn producto de nimeros primos que sea igual al nti-
mero dado.

165. TEOREMA. Un numero cualquiera no admite mds
que una descomposicion en Juetores primos.

Supongamos que el namers N admita dos descompo-
siciones en factores primos y se tenga a lavez N = abed y
N =ab'¢’d'. Por ser el mismo el primer miembro de estas
izualdades , los segundos miembros seran iguales, de
* modo que
abed = a'b'e'd
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a es un factor del primer miembro, luego debe dividir tam-
bién al segundo; pero siendo @ un numero primo, debe
dividir & uno de los factores del segundo miembro (nimero
136), y como éstos son también numeros primos, cada uno
no es divisible mas que por si mismo, luego a debe ser
izual 4 uno de los factores del segundo miembro. Supon-
gamos a = a', y dividamos el primer miembro poray el
segundo por a' (ntim. 99), y resultara la igualdad
bed — b'e'd);

Se puede repetir el razonamiento anterior para el fac-
tor b, y se hallard b= {'. Después para ¢, y hallaremos
¢ =—¢', y asi sucesivamente resultara cada uno de los fac-
tores del primer miembro igual & uno de los factores del
segundo.

Si en el primer miembro estuviese repetido algun fac-
tor, su igual en el segundo miembro estaria repetido las
las mismas veces, porque el razonamiento que hemos he-
cho para demostrar el teorema no excluye el caso de que
ay b, por ejemplo, sean iguales entre si, en ¢uyo caso
también lo seran a'y 0.

De suerte, que dos productos de Jfactores primos iguales d
un numero dado, tienen iguales factores y repetidos las
mismas veces, d con los mismos exponentes.

166. Apliquemos ya los teoremas anteriores a la des-
composicién de un numero en factores primos.

Sea el niumero 3300.

Por ser un numero terminado en cero, es divisible por
2,y se tendra;

3300 == 2. 1650

Si el cociente 1650 fuese numero primo, estaria hecha
la descomposicion, pero como no lo es, le dividiremos por
un factor primo, 2, y resulta

1650 = 2. 825
y sustituyendo en la igualdad anterior el valor de 1650
3300 =2.2.825

El numero 825 admite el factor 3, porque la suma de

sus cifras es 15, 6 sea un multiplo de 3, y tendremos
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82h—3275
cuyo valor sustituido en la anterior igualdad dé
3300 =2.2.8. 275
A su vez 275 es divisible por 5, porque tfermina en 5,
de donde:
=5 Do

o

27¢
y poniendo este valor de 275 en la anterior igualdad
8300—2,. 2 .8.5.55
55 es divisible por 5, y el cociente 11 es ¥a numero primo
Bh =511
sustituyendo en el valor anterior de 3300 se tiene final-
mente
3800 —2.2. 3.5 .60011
Como los factores 2y 5 estan repetidos se puede es-
cribir mas sencillamente
3300 =2%. 3, 5%. 11
Debemos advertir que como un nimero no admite dos
descomposiciones distintas en factores primos se puede
proceder dividiendo el niimero y los coecientes que resultan
por cualquiera de sus factores primos; pero lo mas facil y
comodo es dividir siempre por el menor factor primo. De
lo expuesto se deduce la siguiente:

REGLA. Para hallar los factores primos de un nimero
se le divide por su menor factor primo, distinto de 1. el co=-
ciente que resulta de esta divisidn se divide por su menor
Jactor primo y se continta operando del mismo modo con
los cocientes sucesivos, hasta llegar al cociente 1. El pro-
ducto de todos los divisores empleados serd igual al ni-
mero dado.

330012 La operacion se dispone como se indica al

Iggglg margen, escribiendo los cocientes debajo de lqs

o75/5  dividendos y los divisores 4 la derecha de sus di-

55(3 - videndos, de los cuales estan separados por una
1; 11 raya vertical.

En las divisiones cuando los divisores son

muy pequeiios se emplea la nomenclatura de los numeros
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partitivos. Asi, se dice la mitad de 3, es 1, la milad de 13 es
6, la mitad 10 es 5 y la de 0 es 0.

167. Cuando wn niimero es potencia, de cierto grado de
olro niumero, los exponentes de sus Jactores primos son
mutltiplos del eeponente que indica el grado de la potencia.

Sea el mimero N = 33003, siendo 3300 = 22, 3. 5%. 11 se
tendra

N = (22.3.52. 11)
y aplicando al segtndo miembro la regla de la potencia de
un producto (num. 75)
N =22.3, 3%, 52.3, 113

RECIPROCAMENTE. Si los exponentes de los factores
primos de wn niimero admiten un divisor comiin, el niime-
ro es una potencia euyo exponente es igual al divisor
COniinn.

Sea N = 26, 33, 56 . 113 cuyos exponentes admiten el
factor comun 3, se {endra:

N=—92.3_ 93 E2.8 413
cuyo segundo miembro proviene de elevar al cubo
22.4, 38 523 . 11 (mim. 756), entonces se tendra:
N = (22,3 .52 118,

Como consecuencia de esto resulia que la condicion
necesaria y suficiente para que un namero sea cuadracdo
perfecto, es que los exponentes de sus factores primos sean
pares; y para que sea cubo perfecto, que sean multiples de
tres.

Formacion de todos los divisores de un ntimero.

168. TEOREMA. Para que un nimero sea divisible por
otro se necesita y basta que el dividendo contenga todos los
Jactores primos del dicisor con un exponente, euando menos
gual al que tienen en el divisor.

Sea el dividendo N = 21 .32 . 5. 11 . 17 y el divisor
Neo=1923_ 8% 11.
El dividendo es divisible por 2%, porque lo es uno de
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sus factores, el 24, por tener el exponente mayor que el del
divisor, y la division se hace restando los exponentes (nmii-
mero 102), es divisible por 32, porque tiene este factor, y la
division se hace suprimiéndole, y por 11 por la misma ra-
zon. Luego el dividendo es divisible por los ntumeros 23, 32
y 11, que son primos enfre si dos 4 dos (num. 159), luego
sera divisible por su producto (nim. 162).

Si el divisor tuviese algun factor primo distinto de los
del dividendo, seria primo con cada uno de los factores del
dividendo, porque los niumeros primos, sen primos entre
si y lo mismo sus potencias (nim. 159), luego este factor
primg distinto seria. primo con el dividendo (ntum. 160), y
en consecuencia el dividendo no seria divisible por él, ni
por el divisor, que es un multiplo suyo.

Siel divisor contuviese algun factor 3%, por ejemplo,
con exponente mas elevado que en el dividendo, como 3% es
un factor primo con todos los del dividendo, a excepeion
de 37, deberia dividir & 32 (ntim. 136), 1o cual es imposible
porque 3% X 3% entonces el dividendo tampoco seria divisi-
ble por el divisor, que es un multiplo de 33. Luego la con-
dicion enunciada es necesaria y suficiente para que la di-
sion sea exacta. Cuando esta condicion se cumple, el co-
ciente se halla dividiendo sucesivamenie por los lactores
del divisor (num. 101), aplicando 4 cada uno la regla de di-
vision de potencias (nmim. 102), 6 de la division por uno de
los factores del dividendo.

Iin los nameros propuestos tendremaos:

L CE 1 R s B Cr e s e e B e L
169. El teorema que acabamos de demostrar se aplica
a la determinacion de todos los divisores de un numero
dado.

Sea el numero, 360 =23 . 32 . 5. Los divisores de 360
seran, segun el teorema anterior, la unidad, que es lactor
de todos los numeros, las potencias de los factores 2, 3 y 5,
cuyos exponentes no pasen respectivamente de3, 2y 1,y
los productos de multiplicar dichos factores de dos en dos
y de tres en tres, de todas las maneras posibles.
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Por consiguiente, para formar ordenamente dichos di-
visores, escribiremos en una linea horizontal la unidad y
las potencias sucesivas del primer factor primo
1 2 4 8
las multiplicaremos por la unidad y las potencias primera
y segunda del segundo factor primo, que es 3, y tendremos
los productos:
1 2 4 8
4 6 - 12 . 24
” 9/ SARCL 36572
v multiplicando todos estos productos por la unidad y por
5, puesto que no entra mas que la primera potencia de 5,
tendremos:

1 2 4 8
e G R R
Qi A8 36 T2
0020020 240
5 30 60 120
45 90 180 360

Se dehe ohservar que cuando se multiplica por la uni-
dad y las potencias de algun factor primo, los productos
por la unidad estan ya escritos y no hay necesidad de re-
petirlos; de suerte que basta escribir, debajo de lo que ya
se tenia escrito, los productos por las potencias del factor
primo que se considera.

Kl ultimo de los divisores debe resultar igual al nu-
mero propuesto.

Composicién del maximo comun divisor y del minimo comiin
multiplo por los factores primos.

170. El mdximo comiin dicisor de dos 6 mds niimeros,
es el producto de los factores primos comunes, afectados de
los menores exponentes.

El producto de los factores primos comunes afectados
de Tos menores exponentes es divisor de los numeros pro-
puestos (num. 168), porque s6lo contiene los factores co-
munes con un exponente alo mas igual al que {ienen en
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dichos numeros. Iis el mayor de todos los divisores, por-
que si tuviese alguan factor no comun & todos los numeros,
dejaria de ser divisor de todos; y si alguno de los factores
comunes no estuviese afectado del menor exponente, tam-
hién dejaria de ser divisor comun.

Ejemplo: Sean los numeros 360 = 23
490/=2°2 3.5 7 ;1980 =2 . 3% . 5 . 1{.

El maximo comun divisor serd 22. 3.5 =460; porque
los factores comunes son 2, 3y 5y los menores exponen-
tes de que estan afectados 2,1 v 1.

171.  El minimo comtin multiplo de dos, 6 mds niimeros,
es el producto de todos sus factores primos, afectados de los
mayares exponentes.

El producto de todos los factores primos, afectados de
los mayores exponentes, es multiplo de los ntimeros pro-
puestos (nim. 168), porque contiene todos sus factores pri-
mos con un exponente, cuando menos igual al que tienen
en los niumeros. Es el menor de todos los multiplos, por-
que para ser multiplo no se le puede quitar ningun factor,
ni rebajar ningun exponente.

Ejemplo: Sean 108 numeros 360 = 23 . 3 . §5;
4200 =228 .5, 7 1980 =22, 3215 . 11.

Bl minimo comun multiplo sera 23.32.5.7 . 11, por-
(que contiene todos los factores de los numeros dados, con
los mayores exponentes de que estan afectados. (*)

L)

5;

e

(*) El método de hallar el maximo comun divisor y el minimo comun miil-
tiplo por los factores prinos es muy espedito cuando los factores son pequenos,
pero en el caso contrario conviene recurrir 4 los metodos expuestos en los ni-
meros 127 y siguientes v 143 y siguientes. Para facilitar 1a descomposicion de al-
gunos nimercs en factores sivve la tabla XXII de las Tablas de logaritmos de
Sanchez Ramos, 2.* edicion. Contiene dicha tabla los numeros compuestos infe-
riores A 8358 y no divisibles por 2, 3, 3 ¥ 11, con la indicacion, para cada namero,
de su menor factor prino,



LIBRO SEGUNDO.

.LOS NUMEROS FRACCIONARIOS.

CAPITULO PRIMERO.

LA NUMERACION, PROPIEDADES Y TRANSFORMACIONES DE
1.LOS FRACCIONARIOS.

I. La numeracion de los fraccionarios.

172. Hemos dicho (num. 8) que cuando se trata de me-
dir una cantidad por medio de otra de su misma natura-
leza que se toma por unidad, puede suceder que la canti-
dad no contenga exactamenfe a la unidad, pero si 4 una
parte alicuota suya, y el nimero que entonces resulta es
Jraceionario.

Numero fraccionario es, pues, un conjunto de partes
iguales de la unidad. Cada una de las partes iguales de la
unidad se llama unidad fraceionaria. Las unidades frac-
cionarias reciben los nombres de medios, tercios, cuartos,
quintos, sextos, séptimos,octavos, novenos y décimos, segun
que resulten de dividir la unidad entera en 2, 3, 4, 5,6, 7,
8, 9 y 10 partes respectivamente. Pero en general se desig-
na la unidad fraccionaria enunciando el numero de par-
tes en que se divide la unidad entera y anadiendo la termi-
nacion avos. Asi, cuando la unidad se divide en 27 partes
se llaman veintisiete avos.

El numero fraccionario se suele llamar también frae
cion y quebrado. De la definicion de numero [raccionario
se deduce que para su expresion se necesitan dos nume-
ros; uno, que se llama rnumerador, indica cuantas unida-
des fraccionarias le forman, y otro, que e llama denomi-
nador, indica en cuantas partes se divide la unidad.
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El numerador y denominador se suelen llamar térmi-
nos del quebrado.
Para escribir un numero [raccionario se escribe el
numerador y debajo el denominador, separandolos por una
o

: (12
paya horizontal. Asi 17 ©s un quebrado formado por 12
e i

unidades iguales & un diez y siete avo, cada una.

Para leer un quebrado se lee el numerador y después

o ) 25 o el Al 12

el deriominador anadiendo la terminacion avos. Asi T

i

lee doce dies y siete avos. Si el denominador es menor que

10, se lee el numerador y después el denominador, como

=8

: ; i
partitivo. Asi 7 se lee, tres cuartos.

173. Siel denominador de un quebrado es la unidad,
la unidad [raccionaria es igual 4 la unidad entera, Inego el
valor del quebrado es igual al numerador.

i 1’ son quebrados iguales 43 y 4 5 unidades
respectivamente.

Luego: todo ndmero entero se puede considerar, o es-
erivir como un fraccionario cuyo numerador es el entero y
cuyo denominador es la unidad,

174, Sicon un mismo denominador forimamos una serie
de quebrados, de numeradores crecientes, por ejemplo:

g IR R S PR L
g g gt gt g g gines
es evidente que el valor de la unidad fraccionaria se con-

Asi,

serva constantemente igual & 1%, pero que el namero de
unidades fraccionarias crece con los numeradores, y que
por consiguiente los quebrados anteriores forman una se-
rie creciente. Luego, cuando se conserva constante el deno-
minador, los quebrados aumentan, ¢ disminuyen, cuando
Qumenta, d disminuye su numerador.

Si con un mismo numerador formamos una serie de
quebrados de denominadores crecientes, por ejemp]l}':)
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es evidente que aumentando el niimero de partes en que
se divide 1a unidad, el valor de cada parte disminuye, pero
la serie anterior esta formada por quebrado, que por tener
el mismo numerador, cada uno comprende 3 unidades
fraceionarias cuyo valor va disminuyendo, luego forman
una serie decreciente. Entonces, cuando se conserva cons-
tante el numerador, los quebrados disminuyen, d aumentan
cuando aumenta, ¢ disminuye el denominador.

8i el numerador y denominador son iguales, el quebrda-
do es igual d la unidad.

St el numerador es mayor que ¢l denominador, el que-
brado es magor que la unidad, y si el numerador es menor
que el denominador, el quebrado es menor que la wnidad.

Estas propiedades son consecuencia inmediata de la
definicion de quebrado y de lo demostrado anteriormente.

Se suele llamar quebrado propie, 6 [fraceidn pura al
que es menor que la unidad; y quebrados improsios i los
demas.

II. Las propiedades y transformaciones de los nimeros
Jraceionarios.

175.  Si se multiplica el numerador de un quebrado por
un nikmero entero, d se divide porr uno de sus factores, el
qguebrado queda multiplicado, ¢ dividido por dicho niimero.

1. Seael quebrado 1o S multiplicamos su numerador

; 8<4
por 4, se fermara el quebrado —~5 como el valor de la

unidad fraccionaria continua siendo ﬁy el numero de uni-
dades fraccionarias es 4 vecer mayor, el quebrado se habra
hecho 4 veces mayor, ¢ habra quedado multiplicado por 4.

2. Sidividimos el numerador por su factor 4, se for-

7 84
mara el quebrado ST El valor de la unidad fraceionaria
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es %, como en el quebrado primitivo; pero ahora el ni-
mero de unidades fraccionarias es 4 veces menor, luezo el
quebrado se habra hecho 4 veces menor, 6 habra quedado
dividido por4.

176. Si se multiplica el denominador de un quebrade por

un niemero entero, d se divide por uno de sus factores, el
quebrado queda dividido, d multiplicado por dicho nimero.

! ey pe
1.© Sea el quehrado 1 Sl mulfiplicamos su denomi-

ahora de

: : IR ) _ eri
nador por 4, se [ormara el quebrado TEowL

3 1
las unidades [raccionarias TReW se necesitan 4 veces mas
o

para formar una unidad entera, que de las unidades frac-

cionarias luego aquéllas son 4 veces menores que éstas

=
12’

8 :
y como los dos quebrados — v ——— estan formados por
127 12 w4

el mismo numero de unidades Iraccionarias, el segundo
sera 4 veces menor que el pr imero, 6 sera igual al primero
dividido por 4

2.4 Si dmdnnos el denominador por su factor 4, se for-

2

~

; . 8
mara el quebrado TP y como en ¢éste la unidad fraccio-

8
naria es 4 veces mayor que en -5 ¥ en ambos quebrados

hay el mismo numero de umdades [raccionarias, el que-
% !

3 SN Gt
brado ETET N es 4 veces mayor que 0 sera igual al pro-

-l
ducto de % por 4.

177. Escovrio. Para multiplicar un quebrado por uwn en-
tero se multiplica el numerador por el entero dejando el
mismo denominador: y si el entero es factor del denomina-
dor, se puede dividir el denominador por el entero, dejando
el mismo numerador.
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Para dividir un quebrado por wn entero se multiplica el
denominador por el entero dejando el mismo numerador: y
si el entero es factor del numerador, se puede dividir el nu-
merador por ¢l entero, dejando el mismo denominador.

178. EscoLlo 2.* Como caso particular conviene notar
que el producte de un quebrado por su denomidador es
igual d su numerador. Porque para hacer la multiplica-
cion, podemos dividir el denominador por si mismo y que-
dara por denominador la unidad.

.4 4 4
Asi, 0 D= 99— 1

179. Si los dos términos de un quebrado se multiplican
por wn nimero entero, ¢ se dividen por un factor comin d
ambos, el quebrado no varia.

=4

J

h :
1.» Sea el quebrado L =i multiplicamos por 4 el nume-

L B4
rador, se tendra 1o v auees 4 veces mayor que el propues-
to, y multiplicando el denominador de este ultimo por4, se

S pedy Bl o e Bedi®
forma el quebrado TR, ue es 4 veces menor que 5 , N
8

por consiguiente sera igual 4 5

et 8
2. Sidividimos el numerador del quebrado 15 bor 4, se

) e

£

o Sl e
tendra Th (que es 4 veces menor que el propuesto, y divi-

b

) : ! s
diendo el denominador de éste por 4, resultara TP que es

Qi
4 veces mayor que ‘—-i-o-

]

12

180. T'odo niimero entero se puede poner bajo la forma
de una fraccion de denominador dado.

Sea un numero cualquiera, 8 por ejemplo, el que se

quiere reducir 4 la forma (raccionaria de un denominador
dado, 5, por ejemplo.

, ¥ por consiguiente, sera igual

a
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A fodo nimero entero se le puede suponer por deno-
minador la unidad (num. 173), luego tendremos:
S
8"
1

pero si multiplicamos por 5 los dos términos del quehra-

8 ) 2
do = el quebrado no varia (nium. 179), luego

S 3 bien 8 g2cb
— = 0bi N=1a
1 5 5
181.  Se llama nimero mixcfo un numero compuesto de

un entero y una fraceion menor que la unidad.

Asi, 124 ,?T es un numero mixto. Generalmente se su-
] : 5
prime el signo + y solo se escribe 12 —.
i

Una expresion compuesta de un entero y una fraccion
se puede transformar en un quebrado equivalente; para es-
to se multiplica el entero por el denominador de la [frac-
cidn y al producto se aniade el numerador poniendo el resul-
tado por numerador y dejando por denominador el mis-
mo de la fraceidn.

s s . e 12<7
sSea 12 —. El entero 12 reducido a séptimos es
i

7
(num. 180); luego el numero de séptimos contenidos en el
entero es 12 <7, y como en el mixto hay ademas otros 5

séptimos, el numero total de séptimos sera 12:<7+-5, y ten-
dremos:

12

5 1 <7+5 89
S el e

182. Para reducir un quebrado mayor que la unidad d
niimero mixto, se divide el numerador por el denominador,
el coelente serd la parte entera y la [raccionaria serd un
quebrado cuyo numerador es el resto y el denominador el
divisor.

89 ; ST T
—. Como cada unidad contiene 7 sép-
i

Sea el quebrado

89
. = 2 k fa L] S
timos, el numero de unidades contenidas en 7 es igual al
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numero de veces que 89 séptimos contiene & 7 séptimos, 6
sea el numero de veces que 89 contiene & 7. Dividiendo 89
por 7 se halla el cociente 12 y el resto 5, luego 89 séptimos
contiene 12 veces 4 7 séptimos y quedan ademas otros 5
séptimos; entonces 89 séptimos es igual 4 12 unidades y 5

séptimos, se tendra pues:
5
SANE S
i
Siel cociente del numerador por el denominador fuese
exacto, el quebrado seria igual 4 un numero entero. De
aqui se deduce que: para que un quebrado sea equivalente d
un nimero entero, se necesita que el numerador del quebra-

brade sea dicisible por el denominador.

183. Sabemos que si una division es inexacta, el divi-
dendo es igual al producto del divisor por el cociente mas
el residuo. Ahora bien; si [ormamos un quebrado cuyo
numerador sea el residuo y cuyo denominador sea el di-
visor y le multiplicamos por el divisor, dara de producto el
residuo (nam. 178), que es su numerador; luego este que-
brado unido al cociente entero formara un numero mixto
que multiplicado por el divisor reproducira el dividendo.

Ln virtud de esto, si llamamos cociente completo de la
division al numero mixto formado por el cociente entero y
una fraccion cuyo numerador sea el resto y el denomina-
dor el divisor, podremos adoptar para definicion de la divi-
sion la siguiente: divisidn es una operacidn que tiene por
objeto, dados un producto y uno de los factores,"hallar el
otro. Esta definicion general so6lo la pudimos aplicar al
caso de la division exacta (num. 78) en la teoria de los nu-
meros enteros.

181. Un quebrado cualquiera se puede considerar como
un cociente de su_numerador por su denominador, porque
=i multiplicamos el quebrado por el denominador, el pro-
ducto es el numerador.

Podremos por consiguiente considerar divisiones en
que el dividendo sea menor que el dicisor y enunciar como
propiedades de la division todas las propiedades de las

7 .
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[pacciones Sin mas que cambiar las palabras numerador,
denominador y quebrado, O fraceidn en las de dividendo,
divisor y cociente. !

Por ejemplo, la propiedad ntim. 175 serd; si se multipli-
ea el dividendo por un nitmero entero ¢ se divide por uno
de sus jactores, el cociente queda multiplicado, ¢ dividido
por dicho nimero.

Simplificacion de las fracciones.

185. Hemos vigto (num. 179) que una fraceion no varia
si se multiplican sus dos términos por un mismo ntimero,
6 se dividen por un factor comun & ambos; luego hay mu-
chas Iracciones iguales y que tienen términos distintos, y
por consiguiente podemos proponernos hallar cual es,
entre todas las [racciones iguales, la de términos me-
nores.

La [raccion de términos menores entre todas las igua-
les se llama Jraccidn irreducible; la operacion de conver-
tir una fraccion en otra igual ¢ irreducible se llama sim-
plificacion de una fraccion.

186. Si una fraccion tiene su numerador y denominador
primos entre si, toda fraccion igual « ella tendrd sus tér-

minos equimiltiplos de los de la primera. (")
sea la fraccion —%-,(:113‘(15 términos son primos entre si,

igual a4 7 Si multiplicamos ambas fracciones por b, 1os

] ; : e 2l @<
productos seran (num. 177) =5 y

, Iracciones toda-

e ax=<?b ;
via iguales, pero B = «, luego tendremos:

R3cb. .
==
como el segundo miembro de esta igualdad es un namero

(*)  Dos niimeros son equimtltiplos de otros dos cuando resultan de multi-
Plicar éstos por un mismo numero. Asf, 24 y 33 son g uimultiplos de 8§ y 11, por-
(ue son respectivamenta 8 >< 3 ¥ 11 >< 3.
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entero, el primero también lo sera; luego el producto 2 =< b
sera divisible por 3; pero 2y 3 son primos entre si, luego
b sera divisible por3 (nam. 136), y llamando ¢ al cociente
de la divigion, tendremos:

b==23kz¢
sustituyendo este valor de 0 en la igualdad anterior
Lwdsce s .
e =@, 0-bitn. & =<'e=a

luego los numeros ay ¢ son los productos de 2y 3 por
un mismo namero e, 6 son equimultiplos de 2 y 3.

187. Toda fraccidn cuyos términos son primos entre si
es irreducible.

Porque cualquiera ofra igual & ella tendrd sus térmi-
nos mayores (nam. 186.)

Reciprocamente: los términos de una fraccidn irreducible
son primos entre si. Porque si no lo fueran, dividiéndolos
por su maximo comun divisor se obtendria otra f{raccion
irreducible igual a4 la primera y de términos menores, lue-
go la primera no seria irreducible, lo que es contra la hi-
potesis.

188. De lo expuesto en los niimeros anteriores se dedu-
ce: que para simplificar una fraceidn basta hallar el mdxi-
mo comun divisor de sus dos términos y dividirlos por él.

Porque siendo los cocientes que se obtienen primos en-
tre si (nm, 135), la fraccion que resulta serd irreducible.

2970°
dos términos es 270 y los cocientes de dividir 1890 y 2970
por 270 son, respectivamente, 7 y 11, luegzo tendremos;
1890 7
2970 11
También se puede simplificar una {raccion dividiendo
sus dos términos por los factores comunes que se aperei -
ban 4 primera vista.

Ejemplo. Simplificar la fraccion Elm. e. d. de sus

; N 3 e T 1)
Asi, los términos de la {raccion

90 tienen el factor
2970 G
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; Aty 89 .
comun 10; suprimiéndole, regultara Sepit Los dos términog
i
s 5 s 21
tienen todavia el factor comun 9, suprimiéndole (ueda £

v suprimiendo ahora el factor comun 3, resultara 17—1 luego

tendremos:
1890 189 21 T
2970 297 33 i1
Siono se viera, 4 primera vista que la fraccion T‘i es
es irreducible, hallariamos el m. e. d. de sus dos términos
y dividiriamos por él para acabar la simplificacion.

189. Para formar las fracciones iguales 4 una (raccion
irreducible dada, se multiplican sus dos términos por la
serie natural de los nimeros enteros.

Dos fracciones irreducibles iguales, tienen sus términos
iguales.

Porque los términos de cada una tienen que ser al
mismo tiempo multiplos y divisores de los de la otra
(num. 186)

Reducion de fracciones 4 un comiin denominador.

190.  Reducir [fracciones d un comiin denominador es
transformarias en otras iguales y que tengan todas el
mismo denominacdor.

Supondremos que las [racciones que se frata de redu-
cir 4 un comun denominador son irreducibles, si no lo
son, se comienza por simplificarlas.

191. Como el denominador de una fraccion igual &
otra irreducible es multiplo del de ésta (num. 186), el de-
nominador comun de varias [racciones iguales a otras
irreducibles deberd ser multiplo de todos los denominado -
res de las fraceiones irreducibles; y para que los valores
de las (racciones no se alteren, se tendra que multiplicar
el numerador y denominador de cada una por el mismo
nuamero.




Si ademas queremos (ue el denominador comin sea
el menor posible, debera ser igual al minimo comun mul-
tiplo de los denominadores de las fracciones irreducibles.

192. De estas consideraciones se dedude la siguiente
regla: Para reducir al minimo denominador comiin varias
Jraeeciones, después de simplificadas, se multiplicarn los dos
términos de cada una por el cociente de dividir por su de-
nominador el minimo comiin miltiplo de los denomina-
dores.

Ejemplo. Sean las [racciones irreducibles.

5 | 820
8’ 12" 15" 20’ 63

El minimo comun multiplo de los denominadores se
puede hallar descomponiéndolos en faclores simples y
formando el producto de las mayores poiencias de todos
los factores num. 171).

Asi; 8 =28 12=225<83; 15=8<5

20 =22:<5; 63=3<7
luego el minimo comun multiplo sera
23 < 3% < b =7 =2520

Dividiéndole por los denominadores, & 12, 15, 20 y 63,
se hallan los cocientes (num. 101) 32 < 5 < 7 = 315,
Rise 3 doxT = 210; 2%5< 327 = 1068; 233 > T =126,
y 28 < 5 = 40,

y multiplicando respectivamente por estos niimeros los
dos términos de las fracciones propuestas se tendra

5 _5<315 1575 7 _ 720 1470
8 7 8> 315 252012 12 <210 2520
8  8x168 1344 9 9126 1134
15 7 15 < 168~ 2520° 20 T 20 =< 126 2520

29 2940 1160

63 63 ><40 2520

193. Oftra regla para reducir fracciones 4 un comun de-
nominador. Para reducir carias fracciones d un comiin
denominador, se comienza por simplificarlas si no son irre-
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ducibles, y se multiplican los dos términos de cada fraccion
por el producto de los denominadares de las demds.

Las fracciones que asi se formen seran iguales 4 las
propuestas, porque resultan de multiplicar los dos térmi-
nos de cada una por el producto de los denominadores de
las demas y tendran todas por denominador comun el
producto de los denominadores.

Ejemplo. Sean las (racciones irreducibles

57 29
8’12’ 63
seran iguales a las [racciones
D IR <63 > 8363 295« 8< 12
8 52123 63 12 < 8 63" 63 =< 8 =< 12

y efectuando las multiplicaciones resultara:

3780 3528 2784
4536" 4536' 4536

CAPITULO 11.

LAS FRACCIONES DECIMALES.

194. La unidad se puede dividir en 10, 100, 1000,... par-
tes iguales que reciben los nomhbres de déeimas, centési-
mas, milésimas..... Todas ellas se llaman unidades [frac-
cionarias decimales; siendo de primer orden las décimas;
de sequndo orden, las centésimas; de fercero, las milési-
mas, etc. De estas definiciones se deduce que una unidad
tiene 10 décimas; una décima, 10 centésimas; una centési-
ma, 10 milésimas, y en general, una unidad decimal cual-
quiera vale 10 unidades del orden siguiente.

Numero decimal es un numero formado por varias
unidades y partes decimales de la unidad. El numero de-
cimal tiene menos de 10 unidades de cada orden, porque
10 unidades de un orden forman una del orden inmediata-
mente mayor.

195. El principio fundamental de la escritura de los
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nimeros enteros es aplicable 4 los decimales; y podremos
convenir en que el primerlugar 4 la derecha de las uni-
dades le ncupen las décimas, el segundo las centésimas,
el tercero las milésimas y, en general, convenir en que cada
cifra decimal escrita a la derecha de otra represente uni-
dades decimales del orden inmediatamente menor.

Para saher donde termina la parte enteray comienza
la decimal se escribe 4 la derecha de la cifra de unidades
una coma O virgule (ue marque la separacion de ambas
partes. Si el ntimero decimal es menor que la unidad, no
tiene parte entera y se escribe un cero en el lugar de las
unidades.

Eseribir un ntamero decimal compuoasto de 123 unida-
des, 8 décimas, T centésimas, 4 diez mildsimas v 5 milloné-
simas.

Escribiremos primero la parie entera y a la derccha
de las unidades la coma, haciendo ocupar después a cada
una de las cilfras decimales el lugar que le corresponde
a la derecha de la coma y escribiendo ceros en los luga-
res correspondientes a las milésimas y cienmilésimas, que
no hay en el numero propuesto. Tendremos, pues,
123,870409.

Escribir el namero decimal 8 centésimasy 6 dies mi-
lésimas.

Como no tiene parie entera, ocuparemos el lugar de
las unidades con un cero, y el namero sera: 0,0806.

196. Para leer un ntmero decimal se puede leer la
parte entera y las distintas cifras que componen su parte
decimal, una 4 una, con la denominacion que les corres-
ponda. Pero es preferible leer la parte entera, sila hay, y
después la decimal eomo si fuese entera, anadiendo la deno-
minacidn correspondiente d la wltima eifra decimal.

Asi, el numero 24,2307, se leera 24 unidades y 2307 diez
milésimas. lista regla se funda en que 2 décimas valen 20
centésimas, 200 milésimas, 6 2000 diez milésimas y 3 centé-
simas valen 30 milésimas, O 300 diez milésimas.

Algunas veces se lee un niimero decimal como si _fuese
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entero, pero dando la denominacion correspondiente d su
dltima cifra decimal.

Asi, el numero 24,2307, se puede leer 242307 diez mi-
lésimas.

Cuando se trata de un decimal compuesto de muchas
cifras se pueden leer de tres en tres, dando 4 cada grupo la
denominacion que corresponda & su cilra de la derecha.
El tltimo grupo de la derecha podra constar de una 6 dos
cilras.

Asi, el nimero 36,12620037, se puede leer 36 unidades
126 milésimas, 200 millonésimas y 37 cien millonésimas.

197. Todo numero decimal es una fraceidn cuyo deno-
minador es la unidad sequida de tantos ceros como eifras
decimales tiene el numero, y cuyo numerador es el decimal
sin la coma.

En efecto, sea el numero 24,2307. Hemos visto que este
numero se puede leer como un numero entero dandole la
denominacion de su ultima cilra decimal, y sera 242307
diez milésimas; luego esta lectura esla de un quebrado
cuyo numerador es 242307 y cuyo denominador es 10000, y
tendremos:

242307
10000

198.  En virtud de esto, fodas las propiedades de 1os que-
brados son aplicables a los numeros decimales; por esta
razon se les llama tambien fracciones decimales,y & las
demds fracciones, para distinguirlas de estas, fracciones
ordinarias. .

Auncque podriamos dar 4 las (racciones decimales la
forma de [racciones ordinarias, les conservaremosla forma
enfera y estudiaremos algunas otras propiedades impor-
tantes que les corresponden.

199.  Una fraccion decimal no cambia de valor cuando se
anaden, ¢ suprimen ceros de su derecha.

Sea el numero 8245, Anadiendo dos ceros a su dere-
cha tendremos: 32,4500; que es igual al anterior, porque
Se compone como el primero de 32 unidades y 45 centési-

94,2307 —
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mas; pues la parte anadida no tiene valor ninguno, ni hace
variar el valor relativo de laz demis cifras.

Del mismo modo se demuestira que la fraccion decimal
no varia suprimiendo ceros de su derecha, si los tiene.

200. Sien una fraccion decimal se correlacomal, 2, 3...
lugares d la derecha, o  la izquierda, queda multiplicada,
o dividida por 10, 100, 1000..... es decir, queda multiplicada
d dividida por la unidad sequida de tantos ceros como luga-
res se ha corrido la coma.

Sea la fraceion 385,2471. Si corremos la coma dos lu-
cares a la derecha tendremos: 38524,71. La primera [rac-
cion tiene 3852471 diez milésimas, y la segunda 3852471 cern~
tésimas; es decir, el mismo numero de unidades decima-
les, pero 100 veces mayores, luego sera 100 veces mayor, O
sea el producto de la primera por 100,

Se debe observar que el valor relativo de cada una de
las cilras se ha hecho 100 veces mayor.

Sien la misma [raccion corremos la coma dos lugares
a la izquierda, se tendra 3,852471, es decir, 3852471 milloné-
simus, O sea el mismo numero de unidades decimales que
primitivamente, pero 100 veces menores, luego la [raccion
habra quedado dividida por 100,

Sino hubiese bastantes lugares 4 la derecha, 6 4 la
izquierda para correr la coma, se suplen con un namero
suficiente de ceros.

Asi: 32,25 =< 10000 = 322500

32,25 © 10000 = 0,003225

De lo expuesto se deduce que: para maltiplicar, é divi-
dir un numero decimal por la unidad seguida de ceros se
corre la coma a la derecha, ¢ d la izquierda tantos lugares,
como ceros siguen d la unidad.
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CAPITULO I11.

REDUCCION DE LAS FRACCIONES ORDINARIAS A DECIMALES
Y VICEVERSA.

L. Redueccion de las fracciones ordinarias d decimales.

201. Siqueremos convertir una fracecion ordinaria irre-
ducible en una fraccion decimal equivalente, el denomina-
dor de la [raccion decimal debe ser multiplo del denomina-
dor de la fraccion irreducible (ntm. 186).

Como el denominador de la fraceion decimal es la uni-
dad seguida de ceros (niim. 197) y la unidad seguida de ce-
ros es una potencia de 10, la podremos expresar en gene-

ral por 10*, siendo n el exponente de la potencia, igual al
numeros de ceros que siguen 4 la unidad.

] a alold { X i
Sea, pues, r una fraccion irreducible y 1% la fracceion
decimal equivalenie, tendremos:
a i
o .10

e =t fl)

De esta igualdad se deduce que: para convertir una
Jraceign ordinaria en decimal equivalente, se multiplica el
numerador de la fraccidn por la unidad seguida de tantos
ceros como cifras decimales se han de obtener y el cociente
serd el numerador de la fraccidn decimal. Después, pard
obtener la fraccion decimal, bastard separar de la derecha
del cociente tantas cifras decimales como ceros se aiadie-
ron al numerador de la fraceidn ordinaria.

No se necesita afiadir los ceros al numerador de la
fraccion ordinaria al comenzar la division, sino que se ob-
tendra el cociente entero de la division de a por o, v a la
derecha de las unidades se colocara la coma, escribiendo
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después los cocientes que se obtengan, afiadiendo un cero
a cada uno de los restos hasta terminar la operacion.

3

. ; emea)
Asi, para convertir en decimal la fraceion 16 ten-

dremos:
130 16
20 0 R19n
40 0,8125
80
0

202. Siendo irreducible la fraceion -i,a y b son primos
entre si: luego para que el cociente indicado en el primer
miembro de la igualdad (1) sea un numero entero, se nece-
sita que 107 sea un multiplo de & (num. 136), Ahora como
10" es igual a 20 > 57; para que una fraceion irreducible se
pueda convertir exactamente en decimual, se necesita que su
denominador no contenga mds factores primos que 2 y .

Siel denominador de la fraceion irreducible contiene
algun lactor primo distinto de 2 ¥ b, ninguna potencia de
10 podra ser divisible por el denominador (num. 168), y la
fraccion no se podra reducir exactamente a decimal. Iin
este caso se puede hallar el valor de la fraceion con menor
error de una unidad decimal dada, continuando la division
hasta obtener en el cociente la cilra de dicho orden.

Ejemplo. Hallar con menor error de una diezmilésima

s o)
el valor de la fraccion -, tendremos:

7
500 |7
i -
20 0,7142
20
6
3 A 1
El cociente 0,7142 expresa cc 1eN0s errar S e
i 1 con menos errcr de 10000

=

(] v s %
por defecto, el valor de o el num. 0,7143 expresara la

1 1
[raccion ——— comn un error, por exceso, menor que ———.
10000 P ’ 1€ 36000

W
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203. En toda division inexacta se puede obtener el co-
e¢iente con menor error de una unidad decimal dada, si-
guiendo el procedimiento que hemos expuesto en los pi-
rrafos anteriores. Porque el cociente se puede considerar
como una fraccion cuyo numerador es el dividendo y cus
yo denominador es el divisor (nim. 184),

Se debe advertir, que como el dividendo y el divisor
pueden no ser primos entre sié, algunas veces se llegard
coeiente exacto aunque el divisor contenga factores primos
distintos de 2 y 5. Para esto bastara evidentemente que di-
chos factores primos sean tamhbién factores del dividendo.

Ejemplo. Hallar el cociente de los niimeros 2583 y 72.
Estos numeros son divisibles por 9 (nim. 121),y como el
cociente de 72 entre 9 es 8 v este nltimo numero no tiene
mas factor primo que 2, aproximando el cociente con de-
cimales se llegara al resto cero.

2583 | 72
S e
B0i |
540
360
0

203. Siel denominador de una fraceidn irreducible no
contiene mdas factores primos que 2y 5, la fraceidn deci-
mal exacta d que se puede reducir tendrd tantas cifras de-

-eimales como unidades el mayor de los exponentes de di-
chos factores.

2

29006

Sea la fraccion irreducible . Multiplicando sus dos

términos por 52, se tendra
21 R1.5% 525
2.5 8.5 1000
R04. Una fraccion decimal de ilimitado namero de ci-
fras es periddica cuando & partir de cierto lugar un grupo
de cifras se repite en el mismo orden, peritdica ¢ indefini-
damente: el grapo de cifras repetidas se llama periodo. Si
el periodo comienza en primera decimal, 1a fraccion se

lama periddica pura, y si comienza en otra cilra de{im&l

= {15625
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cualquiera, periddica mizta: en este ultimo caso las cifras
decimales anteriores al periodo ge llaman parte irregular,
O no periddica.

La fraccion 0,341341341..... es una [fraccion periodica
pura cuyo periodo es 341.

La fraccion 4,17215215215..... es una [raccion periodica
mixta cuyo periodo es 215 y cuya parte no periodica es 17,

Se pueden escribir abreviadamente las [racciones pe-
riodicas poniendo un solo periodo en un paréntesis. Asi,
las fracciones anteriores seran 0,(341) y 4,1%(215).

205. Cuando wuna fracecidn ordinaria no se puede con-
vertir exactamente en decimal, origina una fraceidn deci-
mal periddica.

= lin efecto; sea B una fraccion que no se puede redu-

cir exactamente 4 decimal.

En la division que se practica para la reducecion no se
podra llegar al resto cero, porque entonces la fraccion se
reduciria exactamente a decimal; pero los restos son todos
menores que el divisor b, luego al cabo de cierto niumero
de divisiones parciales, 4 lo sumo b — 1, se repefird algnun
resto, y por consiguiente se repetiran los dividendos par-
ciales y cocientes siguientes.

eayelind o] i . i 129 23

Ejemplos. Reducir & decimales las fracciones 3 Y i

i
129 | 37 230 44
180 | 3 aspan. 100 O RooTon
29() | 3,486486... 120 0,522727.....
240 320
180 120

Q¢

: 129 83
de donde resulta 57 3,(486) T 0,52(27),

II. Reduceidn de las [racciones decimales d ordinarias.

206. En la reduccion de fracciones decimales 4 ordina-
rias consideraremos tres casos.

1.% Que la decimal sea excacta. 2. Que sea periddica pura
3." Que sen periddica mixta.

207. PRIMER CASO. Parareducir d ordinaria una jrac-
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cign decimal exacta, se pone por numerador la fraccion sin
la coma y por denominador la unidad seguida de tantos ce-
ros como cifras decimales tiene la fraccidn.

Esta regla no es mas que una consecuencia de lo que
establecimos en el nam. 197.

Puesto que la [raccion generatriz de una decimal exaec-
ta tiene por denominador la unidad seguida de ceros, no
contendrda en su denominador mds factores primosque 2 y 5.
Si se puede simplificar, podra perder uno de ellos y no pue-
de perder los dos porque el numerador no termina en cero.

Ejemplo. Reducir & ordinaria la [raccion decimal 0,275.
275 5 11
1000~ 200 40

208. 2. CAso. Para reducir d ordinaria una [raceidn
decimal periddica pura menor que la unidad, se pone por
numerador el periodo y por denominador tantos nueves
como cifras tiene el periodo.

Sea la fraccion periodica pura 0, (126). Designando por
Sla fraceidn generatriz que la origina, tendremos:
f=0,(126)

Si corremos la coma a la derecha del primer periodo
habremos multiplicado por 1000, y tendremos:

1000 /= 126, (126)
restando estas dos igualdades (*) resultara
: 999 = 126
y dividiendo por 999, quedara finalmente
f:ggg 6 bien  0,(126) == ,3;:]

Si la fraccion decimal es mayor que la unidad, se con-
vertird en un numero mixto, cuya parte entera esla de la
fraccion decimal

Se tendra: 0,275 =

243
ASI471.(243) —d1——
S 41,(248) =41

El denominador de la fraceidn generatriz de una perio-

‘dica pura es primo con 10, por ser un numero compuesto

. (1) Laparte decimal esti en las dos fracciones compuesta de un nuamero
ilimitado de periodos y por consiguiente se puede suponer la misma.

.
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de nueves: por consiguiente, aunque se pueda simplificar,
continuard siendo primo con 10,
126 14
909~ 111

200. S.er Caso. Para reduecir dordinaric una Jrac-
cidn deeimal periodica mixta menor que la unidad, se pone
por numerador la parte no periddica, seguida del primer
periodo menos la parte no pericdica y por denominador
tantos nueves como cifras tiene el periodo, sequidos de tan-
tos ceros como cifras tiene la parte no periddica.

sea la fraccion periodica mixta 0,12(324). Designando
porf la fraccion generatriz, tendremos:

S =0,12(324)
corriendo la coma a la derecha del periodo
100000 /= 12324,(324)
corriéndola a la derecha de la parte no periodica
100 /= 12,(324)
restando las dos altimas igualdades
99900 f = 12324 — 12
y dividiendo por 99900
99¢ q¢ 990, :
= 173?;00_” 13, 0 bien (),12(_32-{):713';;}”“13

Si la fraccion decimal es mayor que la unidad, se con-
vertira en un numero mixto que tendra la misma parte
entera que la [raccion decimal.
40101 — 40

El denominador de la fraceidn generatriz de una perid-
dica mizta contiene los factores 2y 5 v otros distintos: por
simplificacion puede perder el 2 6 el 5, pero no los dos a un
tiempo, porque para esto se necesitaria que el numerador
terminase en un cero cuando menos, v en este caso la ulti-
ma cifra del periodo v la de la parte no periodica serian
ignales y el periodo comenzaria un lugar antes: fampoco
puede el denominador perder por simplificacion todos
los factores distintos de 2 y 5, porque en este caso des-
pués de simplificada la fraccion no contendria en su

Asin0,(126)=

Asi; 26,40(101) = 26




denominador mas lactores primos que 2 y 5, 6 uno de
ellos, v seria generatriz de una decimal exacta (num. 202).

210. Los teoremas de los nimeros 202 y 207 sobre las
fracciones decimales exactas son reciprocos. Los teore-
mas de los numeros 208 y 209 también tienen sus reci-
procos, que se demuestran facilmente por un método lla-
mado por reducion al absurdo.

REciPROCO del teorema del nam, 208. 8¢ una [fraccion
irreducible tiene su denominador primo con 10, es genera-
triz de una fraccion decimal periddica purd.

Si no originase una fraceion decimal periddica pura,
originaria una fraccion decimal exacta, 6 periodica mixta.
En el primer caso convertida otra vez en ordinaria, su de-
nominador no contendria mas factores primos que 2 y 5
(nium. 207), lo cual es contra la hipdtesis. En el segundo
caso convertida otra vez en ordinaria, su denominador
confendria uno cuando menos de los [actores primos2y
5y otros distintos (num. 209), lo cual es también contra la
hipotesis; luego si no puede originar una fraceion decimal
exacta, ni periddica mixta, originara una periodica pura,
como se queria demostrar.

Recirroco del tearema del num. 209. Si una Jracecidn
irreducible tiene su denominador los factores 2 y 5, d uno
de ellos y otros factores primos distintos es generatris de
una fraceidn decimal periddica mixta.

Porque si originase una fraccion decimal exacta, 0
periddica pura convertida otra vez en ordinaria, su deno-
minador, 6 no contendria mas factores primosque 2 y 5, 6
seria primo con 10: ambas cosas contra la hipotesis, luego
serd, generatriz de una fraccion decimal periodica mixta. (*)

(") Sepueden demostrar directamente estos teoremas al tratar de la conver-
sion de una fraceion ordinaria en decimal y no lo hemos hecho por ser este libro
muy elemental,
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CAPITULO IV.
1.AS OPERACIONES CON LAS FRACCIONES.
F 'f,a adicion de las [raecciones.

211. Sumar nimeros ,f‘rarz.*cfondrias es reunir en un solo
nimero las unidades y partes de la unidad contenidos en
otros varios que se llaman sumandos.

Ll resultado se llama suma, y la operacion se indica,
como en los enteros, por el signo +.

212. Para sumar quebrados del mismo denominador se
suman los numeradores y ¢ la suma se pone el deromina—
dor comiin.

: 4 b 3 : \ i
Sean las racciones e Yo La suma se compondra
de ftantos séptimos como tienen entre los tres sumandos,
¥ puesto que éstos tienen 4, 5 y 3 séptimos, la suma tendra
44+5+4+3 :,éptrmo? cptonceq 4
oSl L Pl e Sl T R
i i T i 7 7

213. Para sumar quebrados de distinto denominador, se
reducen « un comin denominador i se suman después co-
mo en el caso anterior.

Sean las [raceciones f i ¥ Reduciendo & un co-
i 1._;
mun denominador (num. 192), tendremos:

3 4 4 72 2 A 20427+21 68 1 23

R T T T ey T 45 45

214.  Para sumar nimeros que contengan enteros y frac—
ciones, se suman primero las [racelones v después los en-
teros, anadiendo d la suma de éstos las unidades que resul-
len de sumar Jasﬂ‘acciones

Sumar los nimeros — = s 5 y 2 i} Tendremos:
_-1 4 +_1_ Scl _(-',0_ 35 _&1+60+35 179 &
J 105 2105 = 105 105 T 105 105
4 1 74
luego: -— 3+ 56— — =10 =
e a+ Rl s +Lm" 1 155
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215. Para sumar fracciones decimales se escriben unas
debajo de otras de modo que se correspondan las comas y
se suman como Si Juesen niimeros enteros, y en la suma
abtenida se coloca la coma correspondiéndose con las de los
sumandos.

IXn los numeros decimales se verifica como en los en-
teros, que 10 unidades de un orden forman una del orden
inmediato superior, luego si suponemos los sumandos
descompuestos en sus diferentes ordenes de unidades en-
teras v decimales, podremos sumar, décimas con décimas,
centésimas con centésimas, ete.; unidades con unidades,
decenas con decenas, etc., comenzando por la derecha y
escribiendo las unidades de cada suma parcial debajo de
las cifras que la han producido y reservando las decenas
para agregarlas a la suma siguiente,

Sea sumar las fracciones decimales 21,45; 1,3484 y 0,786.
Eseribiremos los sumandos del modo siguiente, corres-
pondiéndose las comas

921 45 La suma de las diez milésimas es 4, la
21,45
1,3484 escribiremos porque no llega a 10; la de las
0,786 milésimas es 14, escribimos 4 y reservamos

23,5844 1 para agregarla a la suma de las centési-
mas: la suma de las ecentésimas es 17 y 1 de la suma ante-
rior 18, escribimos el 8; la suma de las décimases 14 v uno
de la suma anterior 15, etc.

Siquisiéramos que todos los sumandos expresasen
unidades decimales del mismo orden, completariamos con
ceros a su derecha los que tuvieran menos; pero es inutil
esta operacion.

216. Si ocurre sumar fracciones ordinarias con decima-
les, se reducen a ordinarias 6 4 decimales para hacer la
suma.,

I1. La sustraccion de las fracciones.

217. Restar nimeros fraccionarios es diSminuir un mnii-
mero dado que se llama minuendo en tantas unidades y par-
tes de la unidad como tiene otro numero dado que se llama
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sustraendo: ¢ bien dada una suma de dos sumandos y uno
de ellos hallar el otro.
La operacion se indica como en los enteros por el
signo — y el resultado se llama resto, exceso, ¢ diferencia.
8. Para restar quebrados del mismo denominador, se
restan los numeradores y d la diferencia se pone el deno-
minador comin.

s : 6 A S SRR
Sea restar las fracciones o y - Segun la definicion,
i

la operacion es disminuir el namero 6 séptimos en 2 sép-
timos, luego quedaran 6 — 2 séplimos, y se tendra:
6 2 62 4

AR e ny L
219. Para restar quebrados de distinto denominador, se
reducen d un comiin dencminador i se restan después co-
mao en el caso anterior,

o

y 3 . Reduciéndolas 4 un comun

denominador (nim. 193), se tendra
6 S 30" 21 )

Sean las fraceiones

-3l

T 5 95 186 -85
220. Para restar nimeros miaztos, d niimeros en los cua-
les entren enteros y fraceiones, se restan primero las frac-
ciones y después los enteros, reuniendo en wn nimero miar-
to los resultados.

Sea restar los nuameros 4 %: y2 E:l Tendremos:
3 2 9 8 1
B DT e
de donde :
g 2l gt el
4 3 12

Si la fraceidn del sustraendo es mayor que la del mi-
nuendo, se reduce d fraccion una unidad del minuendo para
que la sustraceidn pueda verificarse.

2 4 7 4 3
b —3 —=§ = -3 ——2 —
o) 5 5 5 53

L Sy
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921. Para restar fracciones decimales, se escriben una
debajo de otra de modo que se correspondan las comas, se
restan como si fuesen niimeros enteros y en el resto se co-
loca la coma correspondiéndose eon la de los datos.

sea restar los naumeros 412,65 v 326,49. Tendremos:

412.65 De las 5 centésimas no se puede restar
326,49 9 centésimas, anadiremos 4 la cilra b, diez
86,16 unidades de su orden, y diremos, de 94 15

van 6; anadiremos una unidad a la cilra 4 de las déeimas
del sustraendo v la restaremos de 6. ete.

sioel minuendo y el sustraendo no tienen el mismo
numero de cifras decimales, se puede complelar con ceros
el que tenga menos cifras, 6 suponerle completado y restar
conforme hemos dicho.

Si o tenemos que restar una fraccion decimal de otra
ordinaria & al contrario, se reducen ambas a decimales O
a ordinarias para efectuar la operacion.

ITI. La multiplicacidn de las fraceiones.

222, Para la multiplicacion de numeros [raccionarios
adoptaremos la definicion general que ya enunciamos en
el nam. 47, diciendo: multiplicacidn es una operacion que
tiene por opjeto, dados dos nuimeros que se llaman multipli-
cando y multiplicador, hallar wn tercer niimero, que Sse
llama producto, que esté formado con respecto al multipli-
cando, como el multiplicador esta. formado con respecto «
la unidad.

Para la multiplicacion se emplea siempre el signo =<y
el multiplicando y multiplicador se llaman factores del
producto. '

223. Para multiplicar dos fracciones, se multiplican los
numeradores y el producto se parte por elde los denomi-
nadores.

. Puesto que el multiplicador

~1| W=

< 5
Sea multiplicar g por

es las 4 séptimas partes de la unidad, el producto %e:ber-a
5
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ser las 4 séptimas partes del multiplicando, segun la defi-

nicion: luego si supiéramos formar la séptima parte de —,

no tendriamos mas que multiplicarla por 4. Pero la
séptima parte de un numero se obtiene dividiéndole
por 7, y como para dividir un quebrado por un entero,
se multiplica su denominador por el entero, dejando el

. 5
mismo numerador (ntm. 177), la séptima parte de 3 sera

5

El producto de este numero por 4 se obtiene mul-

o

8 <7
tiplicando el numerador por4 y dejando el mismo denomi-

. bx4
nador (num. 177); luego serd —-—; entonces tendremos:

8 =

5 4 b4

Bet F Eh
224. 8i el multiplicando, 6 multiplicagdor fuesen enteros,
para aplicar la regla anterior, se supone que el factor en-
tero tiene por denominador la unidad; pero como el pro-
ducto de un namero por la unidad es el mismo numero,
resultara que: para multiplicar un entero por un quebrado,
d un quebrado por un entero, se multiplica el entero por el
numerdador del quebrado, dejando el mismo denominador.
i e A S KT T

Asi; 'g-)-({‘___' g } ;x8:-..é_

225. Siuno, dlos dos factores fuesen mirtos, se reducen
a quebrados y se multiplican como éstos.

Ejemplos:
2 3 14 43 14 >=< 43 602 301 1
1.' 4 - -r p— —_— — _— = B
TRAV I W ey e e Y G i
PR e D B T

Ao e T o et .

226, Para multiplicar una fraccion decimal por un ni-
mero entero, se prescinde de la coma en el niimero decimal
y se multiplican como dos enteros, separando después en
el producto tantas cifras decimales como haya en el mul-
tiplicando.




= Flhi—

Sea multiplicar la fraceion 27,354 por 26. El multipli-
cando se compone de 27354 m:.'lésn'pms, luego el producto
sera 26 veces 27354 milésimas. De donde se deduce que se
debe multiplicar los numeros 27354 v 26 y separar de la

27,354 derecha tres decimales para que el pro-

9, . . 2

o 26 ducto exprese milésimas como el multi-

3)22{1)? plicando, segiin se manifiesta en la ope-
oz i UG

911,004 racion adjunta.

227. Para multiplicar dos [racciones decimales, se
prescinde de las comas y se multiplican como nimeros en-
teros, separando despudés en el producto tantas cifras deci-
males como tengan entre los dos factores.

Ejemplo: multiplicar las fracciones 3,114 y2,31. El mul-
25

tiplicador 2,31 es igual 4 la [raccion ordinaria 100" luego
el producto se podra obtener hallando la centésima parte
del multiplicando que es 0,03114 (niam. 200), y multiplican-

0,03114 dola después por 231, segun la regla del

321 numero anterior: pero el multiplicando

3114 tiene ahora tantas cifras decimales como

63?%2 entre los dos factores, luego el producto

719334 e?‘,ta:'a formado conforme & la regla enun-
ciada.,

228. Si tenemos que multiplicar una fraccion ordina-
ria por una decimal, 6 al contrario, se reducen ambas a
ordinarias, 6 4 decimales, y se efectua la operacion.
Conviene advertir que si alguna de las fracciones es
periddica, efectuaremos el calculo reduciéndola a fraccion
ordinaria, y si el resultado se ha de expresar en fraceion
decimal, haremos después la transformacion inversa.(*)
Producto de varios factores.
229. Un producto de tres 6 méas factores fraccionarios
significa que se debe multiplicar el primero por el segun-
do, el producto que resulte por el tercero y asi sucesiva-

mente hasta el ultimo.

(*) La mpltiplicacton de fracciones perindicas se puede hacer bajola for-
ma decimal sabiendo que aproximacion hade tener el resultado, pero no creemos
Propio de un libro de segunda ensefianza ni la teoriade erroresy aproximacio-
nes, nilas operaciones abreviadas.
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Il numerador del producto es el producto de todos los
numeradores, y el denominador el producto de los denomi-

nadores.

Si alguno de los lactores es mixto, 6 decimal se reduce
A quehrado, y sies entero, se le supone por denominador
la unidad.

230. Cowo el numerador y el denominador del producto
de varias fracciones son productos de numeros enteros, no
varia su valor aunque se altere el orden de los factores, de
donde resulta que:

Un producto de varios Jactores fraceionarios no se al-
tera aunqgue se cambie el orden de los factores.

Todas las consecuencias que de este feorema deduji-
mos en la feoria de los enteros (numeros 62 a 67), son apli-
cables a los fraccionarios.

I'V. Las potencias de las fracciones.

231. Se llama poteneia de un fraccionario el producto de
varios facteres iguales d dicho niimero fraceionario.

Todas las definiciones de grado, exponente, etc., dadas
en el num. 70 en la teoria de nimeros enteros son aplica-
bles a4 los fraccionarios.

232. Para elevar una fraccion ¢ una potencia se elecan
sus dos términos « dicha potencia.

¥

’ St
Sea, elevar al cubo la fraccién —. Tendremos por de-

o)

finicion.

(3 )* : 3 3

rom] fleme i R ot

D D 15} 5
pero el segundo miembro, segun la regla del num. 229, es
3 >3 =5 34
—————-—/luego tendrenios;
e e | (2

( SAE: Vg8
5) B4
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233. Para elevar un nidmero muxto d una potencia se
reduce antes d quebrado y se efectia la operacion como en
el caso anterior.

e 14y T\ 7
e : ' 2 o) — o=
Ejemplo: (~ 3) - (3) =

234. Para elevar una fraccidn decimal d una potencia se
eleva como Si fuera un nimero entero, prescindiendo de la
coma, i se separan del resultado tantas cifras decimales
como indique el producto del erponente por el niimero de
cifras decimales de la fraceidn.

Esta regla es una consecuencia de la multiplicacion
de fracciones decimales (num. 227).

Ejemplo: elevar al cubo 2,71. Se forma el cubo de 271,
que es 19902511 y separaremos 6 cifrasdecimales del resul-
tado, porque la [raccion tiene 2 decimales y el exponente
3y el producto 2 =< 3=6. Luego 2,71% = 19,902511.

235. Las potencias de una fraccidn irreducible son frac-
ciones irreducibles.

[

Sila fraceion — es irreducible, los numeros 3y 5 son

]

=

: ; " , 3
primos entre si. Una potencia cualquiera de B la cuarta

. ;3 ! s
por ejemplo, sera v como las potencias de los numeros

5t
primos entre si son tamhbién numeros primos entre si
; ; e L : ’ s
(num. 159), la fraccion +; sera irreducible (nam. 187).
)

236. Los teoremas sobre producto de potencias, poten-
cia de potencia y potencia de un producto que demostra-
mos en los numeros 74 4 76, son aplicables & los fraccio-
narios y no los demostramos agui porque la demostracion
se hace como en la teoria de los niimeros enteros.

V. La division de las [racciones.

237. Sabemos (numeros 78 y 183) que la divisidn en ge-
neral es una operacidn que tiene por objeto dados un pro-
ducto y uno de los factores hallar el otro.
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Los datos y el resultado reciben como en los enteros
los nombres de dividendo, divisor y cociente y el signo de
operacion es todavia: colocados entre el dividendo ydivisor.

238. De la definicion de la divigién se deduce que es
una operacion inversa de la multiplicacion, por tanto, si
consideramos el divisor como un multiplicador,elcociente
sera el multiplicando, y entonces el dividendo debe ser res-
pecto del cociente lo que el divisor respecto de la unidad
(nm. 222),

Asi, dividir, el numero 3 por £ es formar un nuame-

C
5 : :
ro tal que g Sea sus 4 séptimas partes.

239, Para dividir dos [racciones se multiplica el dividen-
do por la fraccidn divisor invertida.

=

AW S, 4 :
Sea dividir g por -, tendremos queformar un numero
i

=

4 5 % 5 AL =<7
cuyas - sea 3 Ahora bien, g es laséptima parte de M

(num. 177), luego este nutumero serd 4 veces mayor que el
cociente que huscamos, entonces para obtenerle bastars,

Al R : j
dividir por 4 la fraccion —5 lo cual se consigue multi-

plicando su denominador por 4 (ntum. 177). El cociente serdi

5>=<7
pues, 37 y tendremos:
5.4 55
8 RN

conforme a la regla enunciada.

El producto del cociente por el divisor contiene en sus
dos términos, como factores, el numeradory denominador
del divisor, por consiguiente suprimiéndolos resultara el
dividendo.

BixxTxd 5

=<7 4
B4 7 B8x4=7 B8
240. Si el dividendo es un numero entero, se le supone
por denominador la unidad, y como el producto de la uni-




s b
dad por cualquier niimero es el mismo numero, la regla
anterior se puede enunciar asi: para dicidir un entero por
una fraccion se multiplica el entero por el denominador de
la fraccion y el producto se parte por el numerador.
Ejemplo: 8_3___8_><_E o8Bl 17 3
11 LR i
Si el divisor es entero, se le supone por denominador
la unidad y se obtiene la regla conocida (num. 177), para
dividir una fraccion por un entero se multiplica el denomi-
nador por el entero dejando el mismo numerador.

241. Cuando los términos del dividendo son divisibles por
los del divisor, se puede efectuar la divisidn de dos fraccio-
nes dicidiendo los términos del dividendo por los del di-
visor.

15 Al ] oV
Si tenemos que dividir - por — siendo 12 =3 <4y
) 8]

95 = b = b, tendremos (nim. 239)
12 .4 125 3x<4x<H

955 <4 bx5Hx<4
y suprimiendo en el numerador y denominador los fac-
tores 4y 5
1204 =3 AR id
25°5 . 5. 28:5

242. Siuno d los dos términos de la divisidn son nime-
ros mirtos, se reducen a quebrados y se dividen como €stos.

Ejemplos:

Gl o e s B0 Ea
i : 5 3 =<3 9 9

£ 0}_ 53—.1_'7-:‘@—1_"'?){7_:_15)
S Tt T T o TR N L

R43. Para dividir una fraccidn decimal por un nimero
entero, se prescinde de la coma en el dividendo y se dividen
como dos enteros, separando después en el cociente tantas
eifras decimales como tiene el dividendo.

Sea dividir el numero decimal 27,854 por 15. El proble-
ma es tomar la quinceava parte de 27854 milésimas. Enton-
ces podremos dividir 57834 por 15 y separar tres cifras de-
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cimales en el cociente para que exprese milésimas. Se
hara, pues, la operacion del modo siguiente:

I1 cociente pedido es 1,856 por de-

27,854 | 15 e Bl
: — feeto con menos error de una milési-

128 | 1856

85 ma. Il cociente completo se obtendria
104 e ¢
14 anadiendo al cociente anterior & de
milésima.

Se puede expresar el cociente con mayor aproxima-
cion afiadiendo ceros 4 la derecha del dividendo, 6 4 la de-
recha del ultimo resto, segunlareglaanterior, y de los res-
tos sucesivos hasta obtener el nimero de cifras que se
desea en el cociente.

Ejemplo. Hallar con menos de una milésima de error
el cociente de 21,2 por 7.

21,20 El cociente se puede obtener por
ng | 3,028  exceso afadiendo una unidad del ul-
4 : timo orden decimal al cociente por de-

fecto Asi, en el primer ejemplo el cociente por exceso es
1,857 y en el segundo 3,029.

Cuando el altimo resto es mayor que la mitad del di
visor, la parte despreciada en el cociente por defecto vale
mas de media unidad del ultimo orden decimal que se
aprecia, por consiguiente es mas aproximado el cociente
por exceso. De suerte que si queremos tener el cociente con
menos error de media unidad decimal del iltimo orden que
se aprecia, tomaremos el cociente por defecto cuando el
resto sea menor que la mitad del divisor, y por exceso,
cuando sea mayor que dicha mitad.

244 Para dividir un entero ¢ un decimal por otro deci-
mal, se suprime la coma en el divisor y se multiplica el divi-
dendo por la unidad sequida de tantos ceros eomo cifras
decimales tiene el divisor, y quedard reducida la division d
la de dos enteras, d de un decimal por un entero.

Sea dividir 41,217 por 13,4. El divisor es igual 4 la {rac-

e : .. J34
cion ordinaria BT luego se obtendra el cociente multipli-
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Sy ; 10 s . x
cando el dividendo por {31 (ue es el divisorinvertido (na-

mero 239).
Entonces tendremos que multiplicar eldividendo 41,217
por 10 y dividirle por 134.

41217 | 134 il dividendo sera, pues, 412,17 y
1017 17307 la operacion se efectuara como se in-
i

dica al margen,y el cociente sera 3,07.
Sise desea el cociente con mayor aproximacion se
afiade al dividendo suficiente niimero de ceros para oh-
tenerla.
La observacion hecha sobre los cocientes por defeeto y
por exceso en el caso anterior es aplicable & éste.

245. Sitenemos que dividir una fraccion ordinaria por
una decimal, 0 al contrario, se reducen ambas A ordina-
rias, 0 4 decimales,

Si el divisor es una fraccion decimal periodica convie-
ne reducirla 2 ordinaria,

Observaciones sobre el cdlculo de los niimeros fraccionarios.

* 247, Para multiplicar una suma de [fraccionarios, ¢ de
enteros iy fraccionarios por un nimero entero, d fraceiona-
rio, se multiplican todos los sumandos iy se suman los pro-
ductos.

Supondremos primero que el multiplicador es entero
y después que es fraccionario.

3 5 el
1. Sea multiplicar la suma (—4— + 2+ 7-) por 3. Segun

ia definicion de multiplicacion tendremos que repetir 1a
suma tres veces por sumando y tendremos:

3 5 3 5 3 5 - 1)
b L3 ik 3 el (5] et : E pasiile B, ;o Ao
(4+z+7)x3_(4 +“+7)+(4+2+7)+(4+ +3

=(_'1+-§ +-3--)+(2+2 +9J+(-§-+-3-+ éf.’—):ix:%+2><3+ =<3
4 "4 4 i 7 i A {
s R D 5 3
2. Sea multiplicar la suma (T+ 2 +7j) POL-—: SEEUN
£ i
16

e
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la definicién de multiplicacion tendremos que tomar la
quinta parte de la suma y multiplicarla pdr o
Pero la quinta parte de ( +2+= ) (4i5+'§_+7_>5<3)
porque si esta ultima expresion la multiplicamos por 5
para lo cual basta dividir todos los denominadores por 5
(num. 177) se reproducira la suma dada, luego'

3 TR e e Rl e
(4*’“"?)"3 ( “+_+'—)>“3“4>< 3+ = e

41><5 ' 5 ' T<b 7 5
3 3 3 3

Como el producto no se altera cuando se altera el or-
den de los sumandos (num. 230), el producto de un nime-
ro enfero O fraccionario por una suma indicada de enteros,
6 fracecionarios, se forma por la regla anterior.

* 248. Para multiplicar una diferencia de niimeros frac-
cionarios, ¢ de entero y fraceionario por un niimero ente-
ro, ¢ fraccionario, se multiplican los dos términos de la di-
ferencia y se restan los productos.

La misma demaostracion que se dio en el nim. 59 cuan-
do se trataba de nimeros enteros es aplicable actualmen-
te, porque esta fundada en que el minuendo es igual a la
suma del sustraendo y el resto.

* 2490. Para multiplicar dos sumas indicadas de térmi-
nos fraccionarios todos, d unos enteros y otros fracciona-
rios, se multiplican todos los términos del multiplicando
por cada uno de los del multiplicador y se suman los pro-

duectos.
Lo 3 4 2
Sea multiplicar [la suma ?—1— 5 +7 por §+§. Repre-
sentemos por un momento, por @, el valor de la primera-

suma electuada, tendremos:

B AN IR BN S e g
(‘&"*“*"‘7‘)"‘(3 ""é‘)*a"(a +§)

pero, segin lo dicho en el ntm. 247,

2 L5 2 5
i (§+§‘F“x§+““§
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: a3 4
y poniendo en vez de a su valor]-+5 +-,;-,- el valor de la ul-

tima expresion sera

(3

3 4) 2 (i 4) g iinii
SRR R e TN

conforme habiamos enunciado.

250. Escovrio. Podriamos ahora estudiar fraceiones cu-
yos términos fuesen fraccionarios y veriamos que ticnen
las mismas propiedades que las de términos enteros y se
opera con ellas por las mismas reglas. Pero podemos pa-
sarnos sin esta generalizacion, porque mas adelante estu-
diaremos las propiedades de las razones geométricas que
son fracciones todavia mas generales porque sus términos
pueden ser enteros, /raccionarios, O inconmensurables.




LLIBRO TERCERO.

LOS NUMEROS INCOMENSURABLES.

CAPITULO 1.
EL CALCULO DE LOS NUMEROS INCOMENSURABLES.
I. Nociones sobre los limites.

* 251. Cantidad ¢ nimero variable es una cantidad, d
nimero que puede tomar diferentes valores.

La cantidad puede ser una variable continua; para es
to se necesita que no pueda pasar de un valor & otro sin
pasar por todos los valores intermedios.

Si un punto se mueve en linea recta, su distancia al
punto de partida es una cantidad que no puede pasar de
un valor a otro, sin pasar por todos los intermedios, luego
es una variable continua. Iin cualquiera posicidn del pun-
to movil se puede medir su distancia al punto de partida
por medio de una unidad lineal, pero es imposible medir
las distancias de todas las posiciones del punto maovil al
de partida, porque son infinitas; luego el niimero variable
que representa la distancia del punto movil al de partida, no
es continuo, sino discreto: como dijimos al principio de la
Aritmética que era siempre el numero.

Se puede decir, sin embargo, que cuando se mide una
serie de valores, de una cantidad variable continua, y cada
dos valores se diferencian tan poco como se quiera, el nu-
mero variable, que expresa dichos valores, tiende hacia la
continuidad sin lograr alcanzarla.

Como ejemplos de nameros variables discontinuos po-
demos citar las fracciones decimales periodicas.

=

Asi, la fraccion 0,5555..... es un numero variahle que
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pasa por los valores 0,5; 0,55; 0,555; etc., que difieren del
verdadero valor de la [raccién periodica: el primero en
menos de 0,1; el segundo en menos de 0,01; el tercero en
menos de 0,001, ete. En general si se aprecian n cifras de-
cimales se comete un error menor que una unidad deci-
mal del orden n esimo.

* 252, Limite de una cantidad, ¢ numero variable es utra
eantidad, d niimero constante « cuyo valor puede acercar-
se la variable indefinidamente pero sin igualarie nunca.

La fraccion ordinaria generatriz de una fraccion de-
cimal periddica; es limite de la fraccion periddica; porque
bajo la forma decimal, por grande que sea el numero de
cilras decimales que consideremos, no conseguiremos
nunca expresarla exactamente.

Asi: la fraccion periddica 0,5555..... tiene por limite %,
que es su fraceion generatriz (nim. 208).

El limite de una variable continua puede ser superior,
d inferior d la variable.

El limite es superior 4 la variable cuando todos sus
valores son menores que el limite; para esto se necesita
que la variable sea ereciente. El limite es inferior cuando
todos los valores de la variable son mayores que el limite,
para esto es necesario que la variable sea decreciente.

Cuando la variable es discontinua puede tomar en

muchos casos valores superiores ¢ inferiores a su limite.
D
6‘;
puede tomar los valores 0,5; 0,55; 0,555, ete., inferiores al
limite y 0,6; 0,56; 0,656, ete, superiores a su limite.

Cuando una cantidad, 6 namero variable disminuye
indefinidamente, pudiendo tomar valores menores que
cualquiera cantidad, ¢ numero dados, por pequeios que
sean, el limite de la variable es cero.

Ejemplo: 1a fraccion 0,5555. ... que tiene por limite

: ; so g i
La unidad [raccionaria —, tiene por limite cero, cuan-
I

do 2 crece indefinidamente.
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La diferencia entre una variable y su limite tiene por
limite eero; porque el valor de la variable puede acercarse
indefinidamente al de su limite, segan se deduce de la de-
finicion de limite, dada arriba.

* 953. Una variable no puede tener dos limites distintos.

Iin efecto: Si la variahle toma valores superiores a los
dos limites, ¢ inferviores & ambos, no se puede acercar inde-
finidamente mas que & uno de los dos, luego el otro no
podré ser limite: y si la variable toma valores intermedios
a los limites, para acercarse indefinidamente a uno, tiene
que separarse del otro, luego tampoco puede tener dos li-
mites en este caso.

Dos, d mas variables pueden tener wn mismo limite;
aunque para esto sera necesario que sea distinto el grado
de rapidez con que tienden hacia cero sus diferencias con
el limite, 6 que una variable sea superior y otra inlerior
al limite.

1 R ]
3n Y o tienen por limite
cero, cuando n crece indefinidamente.

LEjemplo: las dos [racciones

* 254, Siuna constante estd comprendida siempre en-
tre dos variables cuya diferencia tenga por limite cero, la
constante es limite comiuin de las variables.

Porque la diferencia entre la constante y cualquiera
de las dos variables es menor que la de variables entre si,
y por consiguiente tendra por limite cero.

* 255. Dos variables que permanecen constantemente
iguales, tienen el mismo limite.

Sean » y &' las dos variables y admitamos que tienen,
respectivamente limites distintos, L y L', siendo, por

Sea« una cantidad, 6 numero menor que la diferencia

L' — L, se podran escribir, por orden creciente, los valores:
L,L —a L, L +u

y como L’ es el limite de «', esta variable llegara a tomar

valores comprendidos entre L' —a y L' + =, es decir, que




=5 us

difieran de L' en un valor menor que «: los valores de 2 son
jcuales 4 los de &', Tuego no podran acercarse indefinida-
mente 4 L; entonces L no podra ser su limite si no se ve-
rifica L=L".

* 256. Sila diferencia entre dos cantidades, ¢ niimeros
constantes es menor qué cualesquiera cantidad, ¢ niimero
dados por pequenos que sean, las constantes son iguales.

Sean A y B las dos constantes, su diferencia A—B tam-
hien serd constante, pero ha de ser menor que cada canti-
dad, 6 numero dados, luego tendra que ser cero, porque no
hay otra cantidad, ni otro nimero constantes quelcumplan
esta condicion.

Como consecuencia se deduce: que si dos constantes es-
tan comprendidas entre dos variables que tengan el mismo
limite, la diferencia de las constantes es cero.

Porque la diferencia enfre las constantes es menor que
la diferencia entre las variables, v esta ultima diferencia
tiene por limite cero.

II. Expresidn aproximada de los nitmeros incomensurables.

257. Hemos dicho (niim. 8) que cuando una cantidad no
contiene exactamente 4 la unidad, ni & ninguna parte ali-
cuota suya, el resultado de la comparacion de la cantidad
con la unidad se llama numero incomensurable. Por con-
siguiente los nimeros incomensurables no se pueden ex-
presar exactamente ni por la unidad entera ni por ningu-
na unidad fraccionaria, por lo cual trataremos de hallar
su expresion aproximada, para ufilizarla en el cilculo.

La diferencia entre el valor exacto y el valor aproxi-
mado de un numero comensurable, 6 incomensurable, se
Nlama error absoluto del namero. El error puede ser por
detecto, 6 por exceso, segun ¢ue el valor aproximado sea
menor, 6 mayor que el valor exacto.

258.  Todo numero incomensurable se puede expresar
Por un nimero entero con un error, por defecto, d por ex-
ceso, menor que la unidad.
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Sea el niimero incomensurahle A; por grande que sea

su valor, como la serie de los numeros
02,8 4
es ilimitada, se llegarda 4 un namero mayor que A. Supon-
gam'os que m + 1 es el primer numero mayor que A, en-
tonces el niamero m, aniferior & m -+ 1, sera menor que
A, y tendremos:
mZAZLZm+1

Por estar A comprendido entre dos niumeros que se di-
ferencian en una unidad, difiere de cualquiera de ellos en
menos de una unidad, siendo m su expresion aproximada
por defecto, y m -+ 1, por exceso.

259. Todo numero incomensurable se puede expresar
por un numero fraccionario con ur error, por defecto, d
por exceso, menor que la unidad fraccionaria marcada por
el denominador del quebrado

Sea el numero incomensurable A, y sea n el deno-
minador de la unidad fraccionaria de aproximacion: si
formamos la serie

1

0, =

cuyo denominador es constante y cuyos numeradores pue -
den crecer indefinidamente, se verificara que 4 partir de
cierto término los numeros de esta serie serin mayores

; he .. o m+1 25 A
(que A supongamos, pues, que =68 el primer nume-

: . = . m
romayor que 4; eltérmino anterior sera — y tendremos:
Yo

it e Nd et
I 7
: . m+1 m 1
La diferencia entre ———y —es —~ v como A esta
7 n ot

comprendido entre ambos numeros, difiere de cualquier:

. X sl m o
de ellos en menos de ) Luego ~, ©S una expresion apro-
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1 m -+ 1
ximada de A con menor error de = por defecto y mat
T

s 1l
otra expresion con menos error de - por exceso.
7

*260. Si A esun nimero constante incomensurable tal
que se tenga

m+ 1
T ey BT 2]
n n
siendo n un numerv entero que puede ecrecer indefinida-
. ey m m+1
mente, el niimero A es el limite de = o0de ———, cual-
I

quiera que sea la ley segiin la cual se haga crecer d n inde-

Jinidamente. (*)

Sean py p', dos nimeros enteros tales que se teng:

K A/A—I—iyil‘éfl.[_]}fl

p P Pp Lp
multiplicando ambas limitaciones por pp’', se tendra

Kp' 2 App" (K +1)p. vy K« App"l K41

Ky K + 1 son dos ndmeros consecutivos (ue compren-
den el naumero App' y Kp' y (K 4 1) p', son dos numeros
pero no consecutivos, que también comprenden al nimero
App', luego K es cuando mencs igual a Ap' y debe veri-
ficarse

Kp £ K'
y dividiendo por pp’, tendremos:
K ~ I\_
P — pp
Del do se demostraria Kré i v asi
mismo modo s T — vV 8
s pp' —pp'p’

sucesivamente.
También se verifica:
Ix+151\ e Kb &
P pp T ppp’

(*) Hste teorema es una confirmacion de 1o que digimos (num. 253) que ni-
clns variables pueden tener un mismo limite. 17
. i
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Si hacemos p—=p' =p * = ... =2, se formaran las series;
fi.l {!E f.*.s fl_r
27198 gy 2k ap
de términos menores que A, tales que cada uno es cuando
menos igual al anteriory

hi+1 he4+1 hy +1 e +1

iR g 3"

de términos mayores que 4 y tales que cada uno es cuan-
5 A . h-r + ‘Y I " 1
do mas igual al anterior; pero —4— — 5o — 57 es un
numero que tiene por limite cero, cuando 7 crece indefini-
) gt o oRp s L
damente, luego 1os numeros -y —-—, tienen por limi-
te comtin el niimero A.
Ahora bien; puesto que

B b o R e
n 1 ar ar
G L »"h' + 1 he mpe + 1
se tendra: i 2L o ¥ - e e

1 ; ki
y restando S de los dos miembros de la 1ultima des-

igualdad
hp 1 m
ARG i
ar n n
Iy 1 m hy +1
de donde: byt Sy Mot o)
2r 7 n 2r
haciendo crecer & r indefinidamente, ¢ sea pasando 4 los
AT, : hye  hp4+1 Bt
limites las dos expresiones - y —’—;;—- seran sustituidas
por su limite comun A, y tendremos:
I m
A—=~2 —_ A
n n

e I : 1 !
Siahora hacemos crecer 4 n indefinidamente — tendra
Tt

tendra por limite A, como se

por limite cero, luego
It

queria demostrar.

—
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*261. En virtud del teorema que acahamos de demos-
trar, podremos considerar los ntumeros incomensurables
como limites de expresiones aproximadas fraccionarias,
cuyos denominadores haremos crecer segiin una ley cual-
quiera, y en la mayoria de los casos los aproximaremos
por medio de decimales cuyas cifras se obtienen por distin-
tos medios que dependen de la naturaleza de los proble-
mas que originan los numeros incomensurahles,

III. Lasoperaciones con los nimeros incomensurables, con-
siderados como limites.

* 262. Ellimite de una suma de varias cariables es la
suma de los limites de las variables,

Sean &, Y, 5..... las variables, A, B, C..... sus limites
respectivos y «,6, v.... las diferencias entre las variables y
sus limites, tendremos: (*)

@+ +W+8)+EZ+N+0.—=A+ B+ C+

O bien
(ty+at.o...) + (e+84+7+..) = A+B+C+..... pero si el
numero de sumandos es rn y designamos por; la mayor
de las diferencias a, 6, v..... se tendra’ 2+6+4v+.... Zni. Aho-
ra, como «, 8, v...., tienen por limite cero, si n es un nime-
ro finito, »también tendra por limite cero, y con mas mo-
tivo sera cero el limite de = 4+ 6 + 1..... Luego pasando & los
limites tendremos:
lim. (z+y+z+..)=A+B+C+...=lim.z +lim. y+lim. 2.

* 263. Kl limite de una diferencia de dos variables es la
diferencia de los limites de las variables.

Sean @, y las variables y z su diferencia, tendremos:

& —y—5 dedonde =y + 2
Yy pasando 4 los limites (niim. 262). '
lim. z =1lim. y + lim. z
y restando do ambos miembros lim. g
lim. 2 — lim, y = lim. 2 = lim. (2 — ¥)

(") Suponemos las variables inferiores i sus limites, pero lo mismo se porria
demostrar el teorema si fuesen superiores, O unas superiores y otras inferiores.
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* 264, Ellimite de un producto de factores variables es el
producto de los limites de los factores.
Sean « ¢ y dos factores variables cuyos limites con
A y B siendo 2y & las diferencias entre las variables y sus
limites tendremos:
(@ +2)(y +6)=A . B (")
4 efectuando la multiplicacion del primer miembro
;,(:,y+af.a+y,5+=.5=A.B
pero los productos x .z, y .6 y « . 6, tienen por limite cero,
Juego
lim.(z.y)=A .B=lim. 2z — lim. y
Si los factores son mas de dos, se puede demosirar
quesi el teorema se verifica para n factores tiene lugar pa-
ra n 4+ 1;y entonces como es cierto para dos factores, lo
sera para tres, v siéndolo para tres lo sera para cuatro
etcétera. luego sera general.
Supongamos, pues, que tiene:
10577 I8 B D TR N=lim, X DmI ... lim. U
y sea V un namero lactor variable; considerando el pro-
ducto X . ¥ ..... . como un solo factor, tendremos:
{5 ¢ < T (0 W PP o e Vol e '« 5 A1, 0 ey i T D o ol v
= T 2 M B lim. /. lim. V
* 265. Ellimite de una potencia de una variable es la
potencia de igual grado del limite de la cariable.
Tenemos:
3 G E—5. S i
vy en virtud del feorema anterior,.
Im, Xn =1Jim. X. lim. X . lim. X ..... = (im. X)?
« 266.  El limite de un cociente de dos variables es el co-
ciente de los limites de las variables.
Sean X ¢ Y las variables y Z su cociente, tendremos;
X

T’:Z de donde =W

£ Supomemos las variables inferiores i sus lHmltes, pero si fueran supe-
riores, tendriamos x. y=(A +%) (B49) y si una fuese superior y otra infe-
rior x.y = (A +%(q —6) v la demostracion se haria como en el texto.
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y pasando & los limites
Tl A= N, ¥ . 7
A hien
—-—“m X - lim. Z = lim. £
lim. ¥V b
* 267. Sila diferencia de dos variables tiene por limite
cero, sucociente tiene por limite la unidad. Si el eociente de
dos variables tiene por limite la unidad, su diferencia ticne
por limite cero.
Sitenemos:

lim. (X — ¥) =0 de donde lim. X = lim. ¥
deduciremos
lim. X ‘ X
m.: lim. -}—_,::
Si se tiene
lim. }l/_ I:E: ;,—1 dedonde lim, X=1im. ¥~

se deducira:
lIm. X — Jim. Y =Ilim.(X — Y=0

¥ 2068. Los teoremas demostrados en los niimeros 262 4
265, son ciertos también cuando alguna de las variables es
constante, sin mas que suponer que la constante es ella
misma su limite.

También se debe observar que dichos teoremas se pue-
den resumir diciendo que el limite del resultado de una
operacidn, de las que hemos estudiado, entre nimeros va-
riables es el resultado de la misma operacidon entre los
limites de los datos.

* 269. Las propiedades de las operaciones de los nu-
meros comensurables son en muchos casos aplicables a
los incomensurables. Para generalizar una propiedad que
Se verifique entre niimeros incomensurables, comenzare-
Inos por considerar cada nimero comensurable como una
variable y expresaremos la propiedad que se va & genera-
lizar por medio de estas variables, y si estan enlazadas por
las operaciones de sumar, restar, multiplicar, dividir, 6
elevar 4 potencias, se podra sustituir cada variable por su



— 134 —
limite, y como los limites son los numeros incomensura-
bles, quedara establecida para estos ntimeros la propiedad
de que se trata.

Las propiedades de la adicion y sustraceion son apli-
cables 4 los nameros incomensurables, y se demuestran
con lacilidad.

De las propiedades de la multiplicacion, demostrare-
mos nuevamente el teorema sobre el orden de los [actores,
porque de esta propiedad dependen las demas de la mul-
tiplicacién y 1as de la elevacion a potencias y division.

* 270  Un producto de parios facfores incomensurables
todos, ¢ algunos de ellos, no se altera aunque se altere el
orden de los lactores.

Sean, 4, B, €, D, cuatro nameros incomensurables, que
son limites respectivamente de los nameros comensura-
bles variables X, ¥/, Z, U, y supongamaos que se quiere de-
maostrar.

AR AE e =G A DB
Entre las variables comensurubles se tiene (nimeros
62 y 230).
Koo Woo i =0 X 5 ¥
pero, lim: X . ¥.Z . U=4 .8 .C.D (mim. 264) y 1i-
mte Za X, Uy Y =0 & DB
luego también se fendra
AR = D

* 270 Ll caleulo de los niameros incomensurables se
podra reduciral de los niumeros comensurables, conside-
rando & éstos como nameros variables cuyos limites son
los incomensurables.

Si fuera posible efectuar las operaciones con nimeros
infinitamente aproximados a los incomensurables, los re-
sultados de las operaciones se podrian considerar como
exactos. No siendo esto posible, debiamos resolver estos
dos problemas: 1., hallar qué aproximacion tiene el resul-
tado de una operacion, cuando se conoce la aproximacion
de los datos; 2.*, qué aproximacion deben tener los datos
para que el resultado tenga una aproximacidn deterini-
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- npade. (*) Pero por grande que sea la importancia de estos
dos problemas su resolucion, no se puede considerar como
incluida en el programa de Matematicas de la segunda
enseianza.

CAPITULO II.

LA EXTRACCION DE RAICES DE LOS NUMEROS ENTEROS.
FRACCIONARIOS E INCOMENSURABLES.

I. Definiciones y teoremas [undamentales.

271, Se lHama rais del grado n de un niimero, otro nii-
mero, que elecado d la potencia de grado n reproduce el
nimero dado.

La operacion que se efectia para hallar las raices de
un numero-dado se llama extraccidn de raices.

Por definicion el grado de una raiz es el mismo que el
de la potencia & que se debe elevar para reproducir el nu-
mero dado y recibe el nombre de indice.

Las raices se clasifican por grados: en raiz de segundo
grado, d raiz cuadrada, raiz de tercer grado, d raiz cibica,
raiz de cuarto grado, efc.

Por la definicion de raiz se comprende que todo nu-
mero es su raiz de primer grado.

La extracecion de raices se indica por medio del sig-
no |/, que se llama radical; escribiendo el ntmero del
cual se ha de extraer la raiz debajo de ¢l y en el angulo
que queda a la izquierda del indice. Asi, la raiz del grado n

n
del numero A se escribira |/ 77 y se lee raiz n-ésima de A,
O raiz del grado n de A.

Cuando el indice es 2, 0 sea cuando se trata de una raiz
cuadrada, se suprime.

Asi, |/ es la raiz cuadrada de A.

272, Las raices de cualquier grado de la unidad son la

unidacd.
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Se deduce de la definicion de raiz, puesto que las po-

tencias de cualquier grado de la unidad son la unidad:

273. Si un nimero entero se eleva a la potencia del gra-
do n, el resultado es ofro numero entero que se dice poten -
cia perfecta del grado n. En este caso el namero tiene rais
del grado n exacta. Por ejemplo, siendo 3* = 81, el nimero
81 tiene por raiz de 4° grado exacta, el nimero 3.

Pero se comprende facilmente que no todos los nime-
ros enteros tendran raiz del grado n exacta y llamaremos
raiz entera del grado n de un nimero entero la raiz del
grado n de la mayor potencia entera del grado n, contenida
en dicho numero.

Asi, siendo 3 =81 y 44 = 256, la raiz de 4° grado en-
tera de 145 sera 3, porque la mayor potencia de 49 grado
contenida en 145 es 81 y su raiz es 3.

R274. La raiz de grado n de un numero entero es inco-
mensurable si su raiz entera no es exacta.

1
En efecto; sea | /1. Puesto que no es igual & ningtn

numero entero, tendra que ser, 6 fraceionaria, 6 incomen-

surable; pero si fuese [raccionaria podriamos convertirla

en un quebrado irreducible (ntm. 186), y representandole
a ;

por 5 tendriamos;

n__ .q
] SN
a!l

o

n It n
SR == ) P
y como por definicion (VA) —A y ademas (Z) (ni-
mero 232), se debiera tener
an
A=
i
pero las potencias de un quebrado irreducible son quebra-
dos irreducibles (num. 235); luego la igualdad anterior es
absurda, porque un numero entero no puede ser igual 4
un quebrado irreducible.

A, I —_ .
Entonces, puesto que |4 no puede ser {raccionario,
sera incomensurable.
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275.  Un quebrado irreducible tiene raiz del grado n cxac-
ta, cuando su numerador y denominador la tienen.
Tt

i A 2
siendo B un quebrado irreducibie. La raiz no

puedo ser un numero entero, porque las potencias de los
numeros enteros son enteras, y por consiguiente no pue-
den ser iguales & ningun quebrado irreducible.
Ahora hien; si hacemos
M
yA_ e
B 7]

2 a ; |
siendo = un quebrado irreducible v elevamos los dos
pl

miembros de la igualdad anterior &4 la potencia de grado n
tendremos (num. 232);
A an
2 BT o
y como las dos [racciones son irreducibles, se debera tener

n
A=@a"y B = 0" (ntm. 189), de donde se deduce |4 = a

VB = b.

276. Silos dos términos de un quebrado irreducible no
son potencias perfectas del grado n, la raiz del grado n del
quebrado es incomensuralble.

Porque si la raiz fuese comensurable, seria una [rac-
cion cuyo numerador y denominador serian las raices del
numerador y denominador de la fraccion dada (num. 275)
¥ por consiguiente sus términos tendrian que ser poten-
cias perfectas del grado n, 1o que es contra la hipotesis.

7. La raiz del gyrado n de un numero incomensurable
es incomensurable.

Porque si la raiz fuese comensurable (entera 6 fraccio-
naria), su potencia del grado n seria comensurable, 1o que
€s contra la hipotesis,

RI8.  Side los dos miembros de una igualdad se extrae la
rais del grado n, el resultado es una igualdad.
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Si se tiene A = B, decimos que |4 = |/ B. Porque

( ﬂ-_ I
siendo (&j)’ — A vy A=B, también se verifica (l/A) =B
1 n_
cuya igualdad prueba que |/ 4 es iguala |[/p.

279. Side los dos miembros de una desigualdad se ex-
trae la raiz del grado n, el resultado es una desigualdad del.
mismo signo que la propuesta.

I n
Si tenemos A N\ B, decimosque |4 > /B . Porque
) fn
siendo A = (]F/X) ,un producto de n factores igualesy

1
&E); otro producto de n factores, para que el primer

producto sea mayor que el segundo, se necesita que el fac-

ft Tt )
tor |/4 sea mayor que el factor |/ B

* 280. Kl limite de la raiz del grado n de una variable es
la raiz del mismo grado del limite de dieha variable.

n
Sea y una variable igual 4 |/, tendremos:
n Pl . n
2 =y yelevando i la potencia de grado n =y
de donde se deduce (ntim. 265).
lim. & = lim. y"—= (lim. g)*

Vv por consiguiente
mn
Viim. 2 =lim. »

JL__ Lo . 2 n s 3
pero por ser [/p= y, también se tiene lim. |/ =lim. y

n n
luego Hm. |/ = Vlim. =

R8L. La raiz del grado n de un producto, es igual al pro-
ducto de las raices del grado n de los factores.
T n n T
Decimosque V4 B . ¢ = /a * VB ' /G
Si elevamos 4 la potencia del grado n el segundo
miembro, tendremos
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(&Z' ;E' L’/l’cT)L (T/Z)R(Lﬂ/ﬁ)n (C?E)H ey Qv

y extrayendo la raiz del grado n del primero y tercer
miembro resulta
n oL, n n n
VA VB VG =VA.B.C
282. La raiz del grado n de un quebrado es igual d la raiz
del grado n del numerador partida por la raiz del grado n
del denominador.

A
Sea el quebrado B C,dedonde A = B . C. Extrayen-

It

do la raiz del grado n tendremos(niim.279) ;_1 = [ﬂ/'g Vo

no_.

I i
de donde ln/i = |/, y poniendo en vez de C su igual E,
VB
resultara:
n i B
l;’A AL 4
o ab e 1
Rl

Il. La raiz cuadrada.

Raiz cuadrada de un niimero con menor error de una unidad,

283. En la definicion general de raiz de un grado cual-
quiera hemos dicho que rais cuadrada de un nimero es
otro numero cuyo cuadrado es el propuesto. Asi, 8 es la
raiz cuadrada de 64. Raiz cuadrada entera eés la rais
cuadrada del mayor cuadrado entero contenido en un ri-
mero. Asi, la raiz cuadrada entera de 70 ¢s 8, porque el
mayor cuadrado entero contenido en 70 es G4.

La diferencia entre un ntimero y el cuadrado de su rafs
cuadrada entera se (lama resto de la rais cuadrada. Bl res-
to de la raiz cuadrada de 70 es 6, porque la diferencia entre
70y 64 que es el cuadrado de la raiz cuadrada entera es 6.

284. La raiz cuadrada entera de wn niumero cualqiie-
ra (entero, fraccionario, O incomensurable) es la raiz cua-
drada entera de su parte entera.



g

Sea un nimero cualquiera, A, comprendido entre dos
nameros enteros Ny N + 1, es decirfal, que se feng:
NZ A LN+ 1,y sea a la raiz cuadrada entera de NV, ten-
dremos:

QLN y (a+ 13 N+1
de donde se deduce
at LA yla+12 XN 4

luego la raiz entera de A es a, conforme queriamos de-
mostrar.

En virtud de esie teorema, para extraer [a raiz cua-
drada entera de un niimero cualquiera con menar error de
unea unidad, bastard extraer la raiz cuadrada entera de su
parte entera. Por consiguiente s6lo nos ocuparemos ahora
de las raices cuadradas de los nimeros enteros.

Antes de comenzar la extraceion de la raiz cuadrada
entera de un numero entero, demostraremos algunos teo-
remas necesarios para electuar esta operacion.

285. Kl cuadrado de la suma de dos nimeros es igual
al cuadrade del primero, mds el duplo del primero por el
segundo, mds el cuadrado del segundo.

Sean los nameros a y b, tendremos, por definicion.

(a + by ==(a + o) (a + b)
pero aplicando al gegundo miembro la regla de la multi-
cacion de dos sumas indicadas (num. 60), se tendra:
a4+ 0la+ b=(a+b)a+lad+bb
y efectuando en el segundo miembro, segiun la regla (nu-
mero 57) de multiplicar una suma por un numero.
(a+byat(a+b)b =a . at+a.bta. b+ b. b=a® + 2ab + (2
y por consiguiente
(a + b2 = a? + 2ab + H?
Ejemplo: (4 4 82 =42 + 2 .4 >« 8§ + &
286. Silossumandos expresan, uno decenas y otro uni-
dades, se tendra: Il cuadrado de ia suma de decenas y wii-
dades es igual al cuadrado de las decenas, mds el duplo de

las decenas por las unidades, mds el cuadrado de las wni-
dades.,
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Sea el numero 347, que es igual 4 340 4 7, tendremos:
(340 4 TR ='340% + 2. 340 =< 7 4 72 = 115600 - 4760 + 49
Sien general representamos el nimero descompuesto
en decenas y unidades por d . 10 4+ u, se tendra;
(d .10 + wpP =(d .10 + 2d .10 . v + p?
y teniendo presente que (d . 10)? = d2 . 100 (num. 76)
(d.10 + wp = d?.100 + 2d . 10 . u + u2
El cuadrado de decenas es un namero que conticne
siempre el factor 100, y el duplo de decenas por unidades
el factor 10, luego el primero es siempre un nimero exracto
de centenas y el segundo un nimero exacto de decenas.

287. La diferencia de los cuadrados de dos niimeros con-
secutivos es igual al duplo del menor, mds wuno.
sean, ay a + 1, los dos nimeros consecutivos, ten-
dremos (nuan. 285)
(a+1F =a® +2a¢.1+12 =az+ 2a 4+ 1
y restando @2, del primero y tercer miembro
(a+1) —a?=2a + 1
cuya igualdad demuestra el feorema.
288. Kl resto de la raiz cuadrada entera de un nimero
es menor que el doble de la raiz mds la unidad.
Sea el namero N, a su raiz cuadrada entera y R el res-
to, tendremos:
N=a%>+ R
pero siendo a2 el mayor cuadrado entero contenido en N,
se tendra N 2 (a + 12, y como segun 1o dicho (nim. 287)
(a + 12 = a? + 2a + 1, se verificara también
at+ RZLZa +R2a+1
y restando a? de los dos miembros resultara
RZ2a+ 1
Conviene advertir que la raiz entera a es la raiz por
defecto, con un error menor que la unidad, y a + 1es la
Az por exceso, con un error menor también que la unidad,
porque enire ambas raices esta comprendida la raiz inco-
mensurable del nimero.
289. Los cuadrados de la unidad seguida de ceros sorn
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la unidad sequide de deble nimero de ceros (num. 50, 1.%)

si: 102 = 100; 1002 = 10000; 1000% = 1000000;.....

De esto se deduce que la raiz cuadrada de un numero
menor que 100 sera menor que 10 y por consiguiente ten-
dra wna eifra; la de un numero mayor que 100y menor
que 10000, sera mayor que 10 y menor que 100, luego ten-
dra dos cifras, etc.

En la extraccion de la raiz cuadrada entera conside-
raremos dos casos: 1.% que el nimero sea menor que 100;
2. que sea mayor que 100.

289 bis. PRIMER CASO. Hatraer la raiz cuadrada entera
de un numero menor ¢ue 100.

Escribamos la tabla de los cuadrados de los diez pri-
MEeros numeros.

Iligas et e e S 6 7 8 9 10
s BN et Tehe [ SRR YN (SRl | B et < e (),

Si se trata de hallar la raiz cuadrada de un numero
contenido en la segunda fila, el resultado serd su corres-
pondiente en la primera. Asi /g = 8. Si se trata de otro
numero cualquiera, 73, por ejemplo, la raiz entera sera 8,
porque 64 es el mayor cuadrado contenido en 73, y el resto
sera 9, por ser la diferencia entre 64 y 73.

La raiz entera de que hablamos tiene un error por
defecto menor que una unidad: anadiéndola una unidad,
se tendra la raiz con un error por ecceso MeNnor (ue una
unidad.

Asi: de la limitacion 64 < 73 £ 81, deducimos exira-
yendo la raiz cuadrada.

8L /3 L9
290. SEGUNDO CASO. FEaxtraer la raiz cuadradae entera
de un nimero magyor que 100.

Jonsideremos en primer lugar un namero mayor
que 100 y menor que 10000, y tendra por raiz cuadrada un
numero mayor que 10 y menor que 100, porque el cuadra
do de 10 es 100, y el de 100 es 10000.
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Sea, pues, el nimero 3216. Por tener dos cifras su raiz
cuadrada, se compondra de decenasy unidades, luego i
3216 es cuadrado perfecto, contiene las tres partes que for-
man el cuadrado de su raiz, que son (num 286), el cua-
drado de las decenas, el duplo de las decenas por las uni-
dadades y el cuadrado de las unidades, y si 3216 no es cua-
drado perfecto, contendra ademas un resto que sera la
diferencia entre dicho niumero y el cuadrado de su raiz en-
tera.

Para hallar la cifra de las decenas de la raiz dehemos
recordar que el cuadrado de las decenas es un numero
exacto de centenas (num 286), luego debe estar contenido
en las centenas de 3216, 6 sea en 3200: la raiz entera de 32
es b (num. 289), entonces el cuadrado de 5, que es 25, se pue-
de restar de 32, y por consiguiente el cuadrado de 50, que
es 2500, se podra restar de 3200, y con mas motivo del na-
mera propuesto, 3216; luego la raiz pedida es mayor que
50. Por otra parte, siendo 5 la raiz entera de 32, este nu-
mero serd menor cue el cuadrado de 6, luego 3200 sera
menor que el cuadrado de 60, y la diferencia sera, cuancdo
menos, una centena; entonces fambién 3216 sera menor
que el cuadrado de 60 y por consiguiente la raiz cuadrada
que buscamos estara comprendida entre 50 y 60; luego su
cifra de decenas, sera 5.

De aqui se deduce: que para hallar la eifra de las dece-
nas de la raiz, basta exctraer la raiz cuadrada entera de las
ecentenas del nimero.

Restando de 3216 el cuadrado de las decenas de la raiz,
que es 2500, la diferencia, que es 716, contendra: el duplo de
las decenas de la rais por las unidades, el cuadrado de las
unidades, y si el numero dado no es cuadrado perfecto, el
resto de la raiz. Como el duplo de las decenas por las uni-
dades de la raiz es un numero exacto de decenas (nume-
ro 286) tiene que estar contenido en las 71 decenas de 716.
Ahora, dividiendo 71 decenas por 10 decenas, que es el du-
plo de las decenas de la raiz, el cociente serd la cifra de las
unidades, ¢ un nimero mayor; porque en las 71 decenas de
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716, puede haber decenas ¢ue hayan resultado del cuadra-
do de las unidades de la raizy del resto, si le hay. El co-

9916 | 56 ciente de 71 enfre 10 es 7, pero como
502...25 —  puede ser mayor que la cifra de las
76 1210 unidades, es preciso comprobarle: pa-
562...31°36 | ra esto se une a la cifra de las[decenas
80 y se forma el namero 57 si el cuadra-

do este de numero se puede restar de 3216, la cifra 7 es bue-
na, y sino sera grande, y se repetird la comprobacion reba-
jandola una unidad. El cuadrado de 57 es 3249, que no se
puede restar de 3216, entonces la cifra 7 es grande: el cua-
drado de 56 es 3136, y como este niimero es menor que 3216,
la cifra 6 es buena; efectuando la sustraccion, segan estia

indicada al margen, el resto sera 80.
Il método de comprobacion de la cifra de las unidades

se puede simplificar, porque después de restar del nume-
ro propuesto ei cuadrado de las decenas de su raiz, solo
nos falta restar de la diferencia obtenida el duplo de las de-
cenas por las unidades y el cuadrado de las unidades de la
raiz; es decir, 2., 50 =< 6 4+ 62. Pero estos dos numeros se
pueden restar de una vez, porque se tiene:
.50 <6+ 62=(2.580 4+ 6)6 = (100 + 6)6 = 106 < 6

Luego la cifra de las unidades se comprueba sumdndo-
la eon el duplo de las decenas de la raiz y multiplicando por
3216 | 5 ella, d sea escribiéndola « la derecha del di-

25 _ visor 10 y multiplicando el resultado 106 por
ff}s? f 10{:’ dicha cifra, segun se indica al margen.
30 | )
T80 Si el producto obtenido es grande, se re-

pite la comprobacion rebajando, de una en una unidad, el
cociente, 0 sea la cilra de las unidades de la raiz.

De lo expuesto se deduce que para hallar la cifra de las
unidades de la raiz (cuando ya se ha hallado la cifra de 1as
decenas y se ha restado su cuadrado del nimero dado) se
separa la cifra de la derecha del resto y lo que quedn d la
izquierda se divide por el duplo de la ¢ifra de las decenas de
la raiz; el cociente serd la cifra de las unidades, ¢ un nii-
mero mayor:. para comprobarle se escribe 4 la derecha del
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divisor y el niimero que se forma se multiplica por el co-
ciente y el producto se resta del dividendo y 1a cifra sepa-
pada; si la sustraceion no es posible, la cifra comprobada
es grande y habrda que rebajarla una, ¢ mas unidades,
hasta que el producto, formado segtin hemos dicho, se pue-
da restar del dividendo y la cifra separada. (*)

Sea ya, extraer la raiz cuadrada de un numero cual-
quiera mayor que 10000; por ejemplo, 41624378. B

Sisuponemos la raiz cuadrada descompuesta en dece-
pas y unidades, las decenas se obtendran extrayendo la
raiz cuadrada de las 416243 centenas del numero propues- i
to. Pero el nimero 416243 es mayor que 100; por tanto su B’
raiz cuadrada se compondra de decenas y unidades, luego 33
por igual razon que anteriormente hallaremos las decenas o
extrayendo la raiz cuadrada de las 4162 centenas del nu- . d:
mero 415243. ,*c

Como el numero 4162 es mayor que 100, pero menor _ s 3{

que 10000, se hallara su raiz cuadrada como en el ejem-
plo anterior.

416 24 57 8 6451 La raiz cuadrada de 5162 es 64,

36 _ por consiguiente las decenas de
562 14><4 la raiz de 416243 son 64; la diferen-
496 :

. aoe. _» cia entre el cuadrado de 64 dece-
6643 1285:<5 : _ et
G425 nas y 416243 es 6643, dividiendo,
T2 1878120015<1 Dues, este numero por el duplo

12901 de 64 decenas, que son 128 dece-
8977 nas, y procediendo como hemos

explicado anteriormente, se halla la cifra 5, que unida a
las dos anteriores, forma el numero 645, que seran las de-
cenas de la raiz de 41624378: la diferencia entre este nime-

(*) Teniendn presadte to que hamos dicha en la division sobre el tanteo doe la_
B cifra del cociente (nim. 85) no necesitamos eseribir la cifia de 1as unidades de la
) rafz hasta tener seguridad e que es buena; para esto basta suponer gie al divi-
dendo es la difereneia que resulta después r%r-,‘ restar el coadradode las decenas
- de la rajz, el divisor el du plo de las decenas sumado con lacifra de unidades que
56 va i comprobary el cociente dicha cifra de unidades. Asi, en el ejemplg del
toxto, para comprobar la cifra 7, el dividendo serd 716, el divisor 107 y el cociente
7, ¥ podremos hiacer mentalmente Ia comprobacion diclendo: 71 entre 10,4 7 ¥
snl-n'a_l quecon el 6son 16, pero 7 por 7 son 49; luego la cifra 7 es grande. La com-
“fm'{""‘g’“ d6 6 se hace, sisndo el dividendo el mismo 716, ¢l divisor 106 y el co-
clente 6.

FO s
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ro v el cuadrado de las 645 decenas de su raiz es 21878; por
consiguienie, dividiendo es ntumero por el duplo de 645
decenas, que son 1290 decenas, y procediendo como ante-
riormente se halla la c¢ifra, 1, que unida & las anleriores
forma el numero 6451, que es la raiz cuadrada cntera del
numero propuesto, con un error, por defecto, menor que
una unidad, siendo 8977 el resto de la operacion.

Las operaciones se disponen como estén indicadas en
el ejemplo del margen.

De los razpnamientos anteriores se deduce la siguiente:

REGLA. Para extraer la raiz cuadrada de un niimero
entero con menos de una unidad de error, se le divide en
secciones de dos cifras, comenzande por la derecha, de modo
que la vltima seccidn, que es la primera de la isquierda,
puede tener una, ¢ dos cifras. Se cwxtrae la raiz cuadrada
de la primera seceidn de la izquierda, y se tendrd la prime-
ra cifra de la rais: el cuadrado de esta cifra se resta de esta
misma seccidn y d la derecha del resto se baja la seceidn si—
guiente. del niimero que se obtenga se separa lu cifra de la
derecha, y lo que queda d la izquierda se divide por el duplo
de la raiz hallada; el cociente se escribe d la derecha del di-
visor y se multiplica todo por el cociente y el producto que
resulte se resta del dividendo y la cifra separada; si la sus-
traceidn no es posible, la cifra del cociente es grande, i se
le rebaja, de unidad en zim:dad, hasta que la sustraceidn sen
posible y se obtenga el seqgundo resto: entonces la eifra en-
sayada serd W& sequnda de la raiz y se escribird d la dere-
cha de la primera. A la derecha del segundo resto se baja
la tercera sectidn, se separa la cifra de la derccha y lo que
queda d la izquierda se divide por el duplo del niimero Jor-
mado por las dos eifras halladas de la raiz y el cociente serd
la tercera cifra de la raiz, d un nimero mayor, y se compro=
bard como anteriormente. Se continuard del mismo maodo
hasta bajar la dltima seccion, que dard la twltima cifra de
la raiz, y el resto de la operacidn, si el numero propuesto
no es cuadrade perfecto.
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291 Cuando un dividendo no contenga al divisor corres-

672 89289 | 8203 pondiente, la cilra de la raiz es cero

398 | 162<2 ¥ se pasara a determinar la cifra si-

04 9989 16403><3 guiente considerando este div 1dend0
080 como un resto.

La operacion se simplifica efectuando, como en la di-
vigion ordinaria, 1os productos v sustracciones simulta-
neamente, como en el ejemplo del margen.

292, El numero de cifras de la raiz es evidentemente
igual al numero de secciones, luego sera la mitad, 6 la mi-
tad mds una que las que tenga el numero.

293. No se puede conocer a4 primera vista i un nimero
cualquiera tendra raiz exacta; pero existen algunos carac-
teres, llamados de exclusidn, por los cuales se conoce que
un numero dado no puede tener raiz exacia.

De la inspeccion de 1a tabla de cuadrados de los nime-
ros digitos se deduce: que ningin nimero terminado en 2,
3,7 U 8 puede tener rai: cuadrada exacta, porque ningun
cuadrado termina en estas cifras.

Los cuadrados de los numeros terminados en ceros
terminan en doble numero de ceros, es decir, siempre en
un nimero par de ceros, luego ningiin nimero terminado
en ceros podrd tener raiz cuadrada exacta, si el nimero de
ceros que le terminan es impar.

Cuando se eleva al cuadrado un numero terminado en
5, el duplo de las decenas por las unidades que siempre es
un numero exacto de decenas (nam. 286), contiene en este
caso el producto de 2 por 5, luego sera un numero exac-
to de centenas, y por consiguiente el cuadrado terminara
en 25.

si; (d,10 4+ 5)=d?.100 + 2. d . 10.5 4 52=d?.104-d.100+-25

Luego ningtn niumero terminado en'5 puede tener rais
cuadrada exacta si la cifra de las decenas no es un 2

204, Si un nimerc se descompone en factores primos y
los exzponentes de todos los factores son pares, tendrd rais
cuadrada exacta, y no la tendrd en el caso contrario (ni-
mero 167).
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Cuando los exponentes de todos los factores son pares,
la raiz cuadrada es el producto de los factores primos con
exponentes mitades de los del niimero.

Asiz /o1 32 52 =2%.3.5.

295. La prueba de la raiz cuadrada consiste en elevar al
cuadrado la raiz y sumar el resultado con el resto, dehbien-
do obtenerse el nimero dado. :

También se debe tener presente que si por miedo a en-
sayar alguna cifra grande, se pone en la raiz una cifra me-
nor que la verdadera, el resto correspondiente serd igual, O
mayor que el duplo de la raiz hallada mas uno (nam. 288),
y habra que aumentar dicha cilra.

Raiz cuadrada de un numero con menor error de una
unidad frac-tionaria dada.

296. Hullar la raiz cuadrada de un niimero entero, [rac-
: ; ; 1
cionario, o incomensurable. con menos error de —es hallar
n

el mayor niimero de n-ésimos contenidos en su raiz cua-
drada.

Asi, si designamos por N un nimero cualquicra (ente-
ro, fraccionario, & incomensurable) y por x el mayor nii-
mero de n-ésimos contenidos en su raiz cuadrada se debe
verificar.

& RN T o
n.'é VN < Sy
elevando al cuadrado los tres miembros
e el
ne 10

multiplicando por 72 resultara
2 LNt 2+ 1
de donde se deduce que z* es el mayor cuadrado entero
contenido en N . n2, y por consiguiente z, sera la raiz cua-
~drada entera, de la parte entera, del producto N. n2 (ni-

~mero 284.)

4
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N entero, [fraccionario, d incomensurable con menor error

1 ;
de = se extrae la raiz cuadrada entera de la parte entera
it

del producto N . n? y se divide el resultado por n.
Ijemplos:
1.0 Hallar la raiz cuadrada de 23 con menos error

de 100

Como el cuadrado de 100 es 10000, se hallara la raiz
cuadrada entera de 230000 y se dividirda por 100. La raizen-
tera de 230000 es 479; entonces la raiz de 23, con menos

1 479
error de ——, serd —— = 479
100 100

> 3 1
2. Hallar la raiz cuadrada de — con menos de o1 de
o o]
error.
Il cuadrado de 61 es 3721, luego tendremos que hallar
3 >38721 11163

la raiz entera de la parte entera de - =y

SR ; ; 47 -
= 2232—. La raiz entera de 2232 es 47, luego 6l es la raiz
! 34

cuadrada de —;--, con menos error de 61'1'

297. Conviene advertir que generalmente se piden las
raices aproximadas de los nimeros con un error menor
que ﬁln—, d sea con n cifras decimales exactas, y por eonsi-
guiente la regla anterior esti reducida ¢ multiplicar los ni
meras por 10°", extraer la raiz entera, de la parte entera,
del producto y separar n cifras decimales en la raiz.

La operacion de multiplicar un namero por 1021 se
hace: si el ntmero es entero, anadiéndole 2n ceros; sies
decimal de nimero limitado, ¢ ilimitado de cifras, corrien-
do la coma 2n lugares: y si es [raceion ordinaria, afadien-
do al numerador 2n ceros y hallando el cociente entero q
resulta de dividir por el denominador.

Ejemplos:
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1.* Hallar con menos error de 0,001 la raiz cunadrada del
numeroc incomensurable = = 3,14159265.....

Corriendo la coma 6 lugares & la derecha resulfa el nu-
mero 3141592,65..... y extrayendo la raiz cuadrada de la par-
{e entera se obtiene 1772; luego 1,772 sera la raiz con menos
error de 0,001,

2.» Hallar con menos error de 0,01 la raiz cuadrada de
22

7

. Se multiplica 22 por 10000 y se halla raiz de la parte en-

99, 7
tera del quebrado ﬂ =31428,5... La raiz de 31428 es 177;

luego la raiz pedida sera 1,77.
Raiz cuadrada de las fracciones ordinarias y decimales.

298. Cuando se trata de hallar la raiz cuadrada de una
[raccidn ordinaria, ¢ decimal, con una aproximacion de-
terminada, tenemos que aplicar las reglas de los niimeros
anteriores; por consiguiente solo nos resta ocuparnos de
las raices de las fracciones, cuando no se marca el grado
de la aproximacion.

200. La raiz cuadrada de un quebrado es igual d la raiz
cuadradae del numerador partida por la del denominador.
Es un caso particular del teorema num. 282, Asi: | z =|—/ﬁ

300.  Para que un quebrado irreducible tenga raiz ctd-
drada exacta se necesita que su numerador y denominador
sean cuadrados perfectos (nam. 275).

16 Vi . 4

Asi: l/:)_-- _—

25 l a5 5
30L. Cuando los términos de un quebrado irreducible
no son cuadrados perfectos, conviene transformarle en
ofro equivalente cuyo denominador sea cuadrado perlee-
to, porque de este modo:si se extrae la raiz entera del nu-
merador y se parte por laexacta del denominador, se pue-
de apreciar el grado de la aproximacion que se obiiene.
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Para transformar wn quebrado en otro cuyo denominador
sea cuadrado perfecto, se multiplican ambos términos por
el denomincador del quebrado. Asi tendremos:
o _jab _ Vab_ Vab
b . l/m b
Liste resultado es el mismo que se obtendria si se tra-
L 3 1
tase de hallar la raiz b con menos error de — por la regla

del numero 296.

302, Podemos proponernos iransformar el quebrado
irreducible en otro cuyo denominador sea el menor cua-
drado perlecto posible: para esto se descompone el denomi-
nador en factores primos y se multiplican los dos términos
del quebrado por los Juctores cuyos ecponentes sean impoa-
res. Porque entoncees los exponentes de los factores en el
denominador seran pares y tendra raiz exacta (num. 294) y
es el menor denominador posible porque tiene que ser
multiplo del antiguo y no se le puede quitar ningun factor
sin dejar de cumplir esta condicion, 6 la de ser cuadrado
perlecto.

Ejemplo: Hallar la Vf_:: Descomponiendo 54 en lacto-
5 ;

bt AT e S 35 35.2.8 210
res primos resulia 54 = 2.3 Iuegua = et = e

e TR /35 __ /210 _ 17210
poreconsiguiente ) ——= —— = ——
54 2 8 18
303. Para extraer la raiz cuadrada de una fraccidn de-
cimal, euando el nuimero de eifras decimales es par, se pres-
cinde de la coma, se extrae la raiz cuadrada como si fuese
un niimero entero y se separan de la raiz tantas eifras de-
cimales como la mitad de las que tenga el niimero dado. Si
el niimero de cifras decimales es impar se le agrega un cero
i se aplica después la regla enunciada.
Lsta regla esta comprendida en la del nam. 297. Hallar
la raiz cuadrada de 2,146. Comao el numero de cifras deci-
males es impar afiadiremos un ceroy se. hallara la raiz
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cuadrada de 23,7460 con menos error de 0,01. Para esto, se-
gun ya sabemos, se halla la raiz cuadrada de 87460y se di-
vide por 100, 0 se separan dos cilras decimales.
También se puede explicar esta operacion por la trans-
formacion del quebrado decimal en otro cuyo denomina-
dor es el minimo cuadrado perfecto. Asi:

Vit — Vi — |0 _ Vamim
10000 100
De modo que siendo 193 la raiz cuadrada entera de
7460, la raiz pedida serd 1,93.

304. De lo expuesto se deduce: gque una fraceidn decimal
tiene raiz exacta cuando el niimero de sus cifras decimales
es par, y prescindiendo de la coma es cuadrado perfecto: y
no la tiene, sino se verifican ambas condiciones. s decir,
tiene raiz exacta cuando su numerador y denominador
son cuadrados perfectos, como si se tratase de un quebra-

do irredueible.

ITI. La raiz etibica.
Raiz cibica de un niimero con menos error de una unidad.

305. Raiz etibiea de un niimero es otro niimero euyo cubo
eselpr opue?to Asi, 3 es la raiz cubica de 27, porque el cubo
de 3 es 27. Raiz ciibica entera es la raiz cibica del mayor
eubo enier*o contenido en un ntimero.
La diferencia entre un nimero y el cubo de su rafz cti-
bica entera se llama resto de la raiz etibica.

306. La raiz ctibica entera de un niimero cualquiera (en
tero, fraccionario, 6 incomensurable) es la raiz cibica en-
tera de su parte entera.

La misma demostracion que en la raiz cuadrada.
En virtud de este teorema solo nos ocuparemos, por
ahora, de las raices cibicas de los numeros enteros.

307. El cubo de la suma de dos niimeros es igual al cubo
del primero, mdas el triplo del cuadracdo del primero por el
segundo, mdas el triplo del primero por el cuadrado dei se-
gundo, mds el cubo del segundo.




o =53 =
05 Sean los numeros a y b, tendremos:
L (a4 6)'=(a+ b)2(a + b) =(a>+ 2ab + b?) (a + b)

|

k pero segin reglas conocidas 7
I (@®+Rab+b2)(a+ b)=a3+ 2a20+ab®+ a2b + 2ab? + b?)

1L y por ser 2a*b + a?b =3a?b y ab?® + 2ab? = 3ab?, tendre-

!.': mos finalmente

Iy

(@a+0)3=a*+ 3a2b +3ab?+ b3
E Ljemplo: (4 + 8% =4% + 3 42 <8+ 3.4 <8 1+ 8

1’ 308. Silos sumandos expresan uno decenas y otro uni-
¥ dades se tendra: 5l cubo de lasuma de decenas y unidades es
i igual al eubo de las decenas, mas el triplo del cuadrado de
] las decenas por las unidades, mas el triplo de las decenas
|

por el cuadrado de las unidades, mas el cubo de unidades:
il_ : Asi: 3478 =(340 + 7)% —340° + 3.340% . 74+3.340.72 +78
k En general,
(d.10 + u)p® = d* . 1000 4 3d? . 10002 + 3d . 10u2 + ud
| El cubo de decenas tiene el factor 1000, y por consi-
guiente es un nimero excacto de millares y el triplo del cua-
drado de decenas por unidades es un nmero exacto de cen-
tenas.

309. Ladiferencia de los cubos de dos niimeros consecu-
i tivos es igual al triplo del cuadrado del menor, mas el triplo
! del menor, mas uno.

Sean ay a + 1, los dos numeros consecutivos, ten- i
dremos: ’
: (@+18 =a3 +3a2.1+8a.12 + 13 =a3 + 3a®> + 3a + 1
y restando 4* del primero y tercer miembro
(a4 1P —a® = 3a? + 3a + 1

310. Kl resto de la raiz ctibica entera de un numero es
menor que el triplo del cuadrado de la raiz, mdas el triplo de
la raiz, mas la unidad.
Sea el numero N, a su raiz cihica entera y R el resto,

i tendremos:
' N=a +R

,f, pero siendo @ el mayor cubo contenido en N, se tendra
! NZ(a+1py como (a + 1P =a3 + 3a® + 3a + 1, se debe
: verificar ;




154" =
@b+ RZab 4+ 8ad + 3a+1
y restando a® de los dos miembros
R 3a° +3a+1

Losnumeros ¢ v @ + 1 son las raices cubicas por de-
Jecto'y por exeeso de N, con menor error cada una de ellas
de una unidad.

311. Los cubos de la unidad segquida de ceros son la uni-
dad seguida de triple nimero de ceros.

Asi: 108 = 1000; 1008 = 1000000; 10003 = 1000000000.....

De esto se deduce que la raiz cubica de un nimero me-
nor que 1000, sera menor que 10, y por consiguiente ten-
dra una eifra; la de un numero mayor que 1000y menor
que 1000000, sera mayor que 10y menor que 100, luego ten-
dra dos cifras, etc.

En la extraccion de la raiz cubica entera considerare-
mos dos casos: 1., que el numero sea menor que 1000; 2.°,
que sea mayor que 1000.

312. PRIMER CAS0. Fxtraer la raiz ciibica entera de un
nimero menor gie 1000,
La tabla de los cubos de los 10 primeros nimeros es
2 e L U SRR 5 6 7 8 9 10
1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000

Si se trata de hallar la raiz cubica de un namero con-

tenido en la segunda fila, el resultado sera su correspon-

3
diente en la primera. Asi |[/y29 = 9. Si se trata de otro ni-

mero cualquiera, 814 por ejemplo, la raiz entera sera 9,
porque 729 es el mayor cubo contenido en 814. El resto sera
la diferencia entre 814 y 729, es decir, 86,

313. SEGUNDO CASO. Hatraer la rafz ciibica entera de
un nimero mayor que 1000.

Consideremos primero un numero mayor que 1000 y
menor que 1000000; su raiz cubica tendra dos cifras, por-
que estara comprendida entre 10 y 100.

Sea, pues, el numero 76423. Como la raiz de este nu-
mero se compone de decenas y unidades, si 76423 es cubo
perfecto, se compondra de las cuatro partes enunciadas
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(num. 308), y 8i no es cubo perfecto, contendra ademas un
resto, que sera la diferencia entre dicho nimero y el cubo
de su raiz cubica entera.

Para hallar la cifra de las decenas de la raiz, recorda-
remos que el cubo de las decenas es un namero exacto de
millares (num. 308), luego debe estar contenido en los mi-
llares de 76423, 6 sea en 76000: la raiz cubica entera de 76
es4 (num. 312), entonces el cubo de 4, (que es 64, se puede
restar de 76 y por tanto el cubo de 40, que es 64000, se pue-
de restar de 76000 y con mas motivo del niunero 76423; lue-
go la raiz pedida es mayor que 40. Por otra parte, siendo
4 la raiz entera de 76, este namero serd menor que el cuhbo
de 5, luego 76000 sera menor que el cubo de 50 y la dileren-
cia serd, cuando menos, un millar; entonces también el ni-
mero 76423 serd menor que el cubo de 50, y por consiguien-
te la raiz cubica que buscamos estara comprendida enire
40 y 50, de donde se deduce que la cifra de las decenas de
laraizes4.

En virtud de esto: para hallar la eifra de las decenas
de la rais cibica, se extrae la raiz cubica entera de los mi-
llares del numero.

Restando de 76423 el cubo de las decenas de la raiz, que
es 64000, 1a diferencia, que es 12423, contendra: el triplo del
cuadrado de las decenas por las.unidades de la ralz, el tri-
plo de las decenas por el cuadrado de las unidades, el eubo
de las unidades v si el numero no es cubo perfecto, el resto
de la raiz. Como el triplo del cuadrado de las decenas por
las unidades, de la raiz es un numero exacto de centenas
(num. 308) tiene que estar contenido en las 124 centenas de
12423. Ahora dividiendo 124 centenas por 48 centenas; que
es el friplo del cuadrado de las decenas de la raiz, el cocien-
te serd la cifra de las unidades, ¢ un nimero mayor, por-
queen las 124 centenas de 12423 puede haber centenas, que
hayan resultado del tripio de las decenas por el cuadrado
de las unidades de la raiz, del cubo de unidades y del resto
si le hay. Efectuando la division de 124 entre 64, el cociente
es 2, y como puede ser mayor que la cifra de las unidades
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tenemos que comprobarle: para esto se une d la cifra de
las decenas y se forma el nimero 42; si el cubo de este nii-
6423 | 42 mero se puede restar de 76423,
403 ..., 64 — la cifra 2 es buena, sino serd
124'23 | 4800=3.40% grande y se repetird la com-
423.... 140 88 | probacion rebajdndola una
23 35 ] unidad. El cubo de 42 es 74088,
y como este numero es menor que 76423, la cifra 2 es bue-
na; efectuando la sustraceion segun se indica al margen, el

resfo serd 2335.
Pasemos ya a la extraccion de la raiz cubica de un nu -
mero mayor que 1000000, por ejemplo hallar 1a raiz cubica

de 386671608,

Si suponemos la raiz cubica descompuesta en decenas
y unidades, las decenas se obfendran extrayendo la raiz
cubica de los 386671 millares del numero propuesto. Pero
el numero 386671 es mayor que 1000 y menor que 1000000,
por tanto su raiz cubica se compondra de decenas y uni-
dades que se determinaran como en el ejemplo anterior.

La raiz cubica de 386671 es 72, por consiguiente las de-
cenas de la raiz de 386671608 son 72! la dilerencia entre el
cubo de 72 decenas y el numero 386671608 es 13423608; por
consiguiente dividiendo este numero por el triplo del cua-
drado de 72 decenas, que es 1555200, se obtendra el cociente
8, que se comprobara escribiéndole a la derecha de 72 for-
mando el numero 728 v elevandole al cubo: como el resul-
tado es 385828352, nuumero menor que el propuesto, la cifra
8 es buena, la raiz entera por defecto es 728 y el resto
es 843256.

Las operaciones se disponen del modo siguiente:

728

72 728

3866 716 08| 72 72 5824

gi8> 5 Lk 144 1456

43671  [147—3 .72 501 5096

373 2 48 T IS 520084

13 4 23 6'08/15552=3 . 722 72 728

385 8 28 3 52| 10368 4230872

843256 36288 1059968
S79948 3709888

385828352
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De todo 1o expuesto se deduce la siguiente:

REGLA. Para exiraer la raiz etbica de un nimero en-
fero con menor error de una unidad, se le divide en seceio-
nes de tres eifras comenzando por la derecha, de suerte que
la dltima seceidn, d sea la primera de la izquierda, puede
tener una, dos d tres eifras. Se extrae la raiz cubica de lu
primera seccidn de la izquierda y se tendrd la primera cifra
de la raiz: el cubo de esta cifra se resta de dicha seccidn y
la derecha del resto se baja la seccion siguiente; del nimero
que se obtenga se separan las dos cifras de ia derecha, y lo
que queda d la izquierda se divide por el triplo del cuadra-
do de la rais hallada; el coclente se une da la primera cifra
de la raiz y el numero que se forme se eleva al cubo, y si el
resultado se puede restar del nimero formado por las dos
primeras secciones de la izquierda, el cociente serd la se-
gunda cifra de la raiz y se escribird d la derecha de la pri-
mera; si el cubo formado no se puede restar de las dos pri-
meras secciones de la izquierda se rebaja el cociente, de wuni-
dad en unidad, hasta que dicha sustraccion sea posible. Des-
puds de restar el cubo del nimero formado por las dos pri-
meras cifras de la raiz de las dos primeras secciones de la
izquierda, d la derecha del resto se baja la seccion siguien -
te, se separan lus dos cifras de la derecha y lo que queda d
isquierda se divide por el triplo del cuadrado del ndmero
Jarmado por las dos cifras halludas de (o rais; el cociente
serd la tercera cifra de la ralz, ¢ un nimero mayory se
comprobard como anteriormente. Se continuard del mismo
modo hasta Gajar la dltima seecion, que dard la dltima ci-
Jra de la raiz y el resto de la operacidn si el numero no es
cubo perfecto.

314. Cuando un dividendo no contenga al divisor co-
rrespondiente, la cifra de la raiz es cero y se pasara a de-
terminar la cifra siguiente considerando este dividendo
COImMo un resto. 4

315. El numero de cifras de la raiz es igual al numero
de secciones, luego sera el tercio 6 el tercio mas una, (ue
las que tenga el namero.
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316. Siun nimero se descompone en factores primos, y
los exponentes de dichos factores son todos multiplos de 2
el niimero tendrd raiz cibica eracta y no la tendrd en el
caso contrario.

Cuando los ccponentes de )‘as JSuactores primos son mil-
tiplos de 3, la raiz cibica es el producto de los factores con
cxrponentes iguales  la tercera parte de los que tienen en
el m?:m,er’g.

Asi: /2% (36 58 =2 ,32.5

Raiz cibica de un niimero con menor error de una unidad
fraccionaria dada.

317. Hallar la raiz cibica de un nuimero entero, [raccio-
: ; 1
nario, d incomensurable, con menor error de P hallar el

mayor niimero de n-ésimos contenidos en su raiz cibica.
Asi, si dezignamos por N un nimero cualquiera (en-
tero, fraccionario, 6 incomensurable) y por & el mayor ni-
mero de n-ésimos contenidos en su raiz cubica, se debe ve-
rificar.
\ x4+ 1
n

1/:; el

elevando al cubo los tres miembros
as a -+ 1)
L P N (_j__)

e n?

multiplicando por 73 resultara

IBLN . nd (4 1P
de donde se deduce que &3 es el mayor cubo entero conte-
nido en N. n* y por consiguente «x la raiz ctibica de la
parte entera de N . n3 (ntim. 305).

Luego: para extraer la raiz cibica de un niimero N, en-
tero, fraccionario ¢ incomensurable, con menor error de
1 ; o
= se extrae la raiz cubica entera de la parte entera del
producto N . n* y se divide el resultado por n.

; P T 3 1

Ejemplo: Hallar la raiz cubica de + con Imenos de )

de error.
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El cubo de 12 es 1728, luego tendremos que hallar la
paiz cubica entera de la parte entera de

3><1728 5184 o4 A
— == 105(;5 -La raizeubica entera de 1036 es 10,
10 =l 3 1
i luego ;5 es la raiz cubica de 7 ¢on menos erro de T
. 318. Sise pide la ralz cubica con un error me;aorque

Iﬁl’?' se tendrd que multiplicar el nimero por 108 | extraer
\ la raiz elibica entera, de la parte entera, del producto y se-
4 parar n cifras decimales en la raiz.

Ejemplos:

1. Hallar con menos de 0,001 de error la raiz ctibica del
numero incomensurable ==—3,141592653589.....

Corriendo la coma nueve lugares 4 la derecha resulla
el niumero 3141592653,589..... y extrayendo la raiz ctibica de
la parie entera se obtiene 1464, luego 1,464 es la raiz cubi-
ca pedida, con menos error de 0,001

2 Hallar la raiz cubica de 2 con menos error de 0,0001.
Se multiplica 2 por la unidad seguida de 12 ceros, se halla
la raiz cubica del producto y se separan 4 decimales. Ll re-
sultado es 1,2599.

Raiz ciibica de las fracciones ordinarias y decimales.

319. La rais cubica de un quebrado es igual d la raiz cii-
vica del numerador partida por la raiz cubica del denomi

nedor. :
Es un caso particular del teorema num. 282. Asi,
3 3
ja_Y
o
Vb

320. Para que un quebrado irreducible tenga raiz cibi-
ca exacta, se necesita que su numerador y su denominador
sean cubos per*fectos (nam. 275)

Asi:

V1~J5 3 V125 L
g i 8

I/ 512




e
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321. Cuando los términos de un quebrado no son cubos
perfectos, se le puede transformar en otro cuyo denomina-
dor sea cubo perlecto; para esto bastq multiplicar ambos
términes par el cuadrade del denominador. Asi tendremos;

3_ 3 ey 3 Lo 4 s
Va i l}.fah? - Ve Ve
LIRS T SR
Vb3

Este resultado es el mismo que se obtendria si se tra-

; P a
tase de hallar la raiz ctbica de

o’ con menos error de
J ;

1 por la regla del ntum. 317.

322. Siqueremos transformar un ¢uebrado irreducible
en ofro cuyo denominador sea el minimo cubo perfecto, se
descompone el denominador en sus factores primos y se
multiplican los dos términos del quebrado por la primera,
0 segunda potencia de los factores primos del denomina -
dor, cuyos exponentes no sean multiplos de 3.

3

tores primos resulta 270 = 22 . 3!, 5; luego
359 359 3692 3258 161550

1620 28.80.5 . 21,8 g 98,
3

3 8
y por consiguiente ’JEFJ — V161550 — V161550
1620 2 58 -5 90
323, Para extraer la raiz cubica de una fracecidn decimal
cuando el nitmero de cifras decimales es miiltiplo de 3, se
prescinde de la coma, se extrae la raiz etibiea como st fuese
un nimero entero y se separan de la raiz tantas cifras de-
cimales como la tercera parte de las que tenga el numero
dado. Si el niimero de cifras decimales no es multiplo de 3,
se agregan uno, d dos ceros para que lo sea, y se aplica des-
pués la regla enunciada.
Esta regla no es mas que una aplicacion de la del nu-
mero 318.
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g Hallar la raiz cubica de 0,026215. El ntimero de cifras
B decimales es multiplo de 3, luego hallaremos la raiz ¢tibi-
¥ ca de 26215 v la dividiremos por 100, 6 separaremos dos ci-
' fras decimales por ser dos el tercio de seis.
. Siendo 29 la raiz cubiea de 26215, la raiz pedida sera 0,29
324. Una fraceidn decimal tiene ralz ciibica exaeta cudn-
do el numero de sus cifras decimales es multiplo de 3 y,
prescindiendo-de la coma es cubo perfecto; y no la tiene si no
se verifican ambas condiciones. Es decir, tiene raiz cubica
exacta cuando su numerador y denominador son cubos
perfectos, como si se tratase de un quebrado irreducible.




SECCION SEGUNDA,

Comparacién aritmética.

CAPITULO PRIMERO.
Las razones geomdétricas.

325. La ecomparacion de dos nimeros se puede hacer
por diferencia, por eociente y por raiz.

Razdn de dos nitmeros es el resultado de su comparacidn

por diferencia, por cociente d por raiz. Si los numeros son

b
ay b, larazém podra ser: a — b, % 0 /g

La razon por diferencia recibe el nombre de aritméti-
ca, y la razon por cociente, de geométrica.

Solo nos ocuparemos de las razones geométricas por
ser las unicas que tienen importancia por sus aplicaciones.

326. La razom geomeétrica tiene la forma de un quebra-
do, 6 cociente indicado, en que el numerador, 6 dividendo
se llama antecedente, el denominador, 6 divisor, conse-
cuente, y ambos juntos, términos de la razdn. Se escribe
hajo una de las formas ': Oa:b,y selee aes geométrica-
mente 4 b, O simplemente, a es 4 0.

Aunque las razones geométricas tienen la misma for-
ma que las fracciones, O cocientes, son expresiones mu-
cho mas generales, porque sus términos pueden ser ente-
ros, fraccionarios 0 incomensurables. Por consiguiente
aunque tienen las mismas propiedades que las fracciones,
se necesita demostrar nuevamente, cuando menos las fun-




e 55
damentales, porque los razonamientos que haciamos en
la teoria de los quebrados suponian que los términos de
Jas [racciones eran enteros.

i : : v
327. Sidesignamos por ¢ el valor de la razon 5 de la

a
jigualdad 5 =1 se deduce, segtin la definicion de la ra-

70n, a=0hbq, es decir: el antecedente es igual al producto del
consecuente por la razon.
328. Una razdn no varia si se multiplican, ¢ dividen sus
dos términos por un nimero cualguiera.
i A0
Sea la razon 75 =4 de donde se deduce
7
tt=hq
. . . ., .
Si multiplicamos por un nimero cualquiera, n, los dos
miembros de esta igualdad, resulta

an = bng
y dividiendo ambos miembros por bn
3 g e
TR

Si en vez de multiplicar, dividimos por n la igualdad
a = bg, resultara:
a:n=_(Ub:nq
de donde
a:n a

TR T
En virtud de esto las razones geoméiricas se pueden
simplificar y se pueden reducir al mismo consecuente (de-
nominador) como las fracciones.
329. Cuando dos ¢ mas razones tienen el mismo conse-
cuente se suman y restan como las fraceiones.

'

a a ; ;
Sean las razones TR G- q', de donde

a==bq y a =0bq
sumando miembro & miembro

_ a+a =0(qg+q)
y dividiendo ambos miembros pot 0
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« @1 a
b b
Del mismo modo se demuestra el teorema de la sus-
traceion. 3
330. El producto de dos 6 mds razones es igual d la ra-
z0n del producto de los antecedentes d los consecuentes.
a
_{.}T
a=bq, '@ —bas @ =10bfqg
multiplicando miembro & miembro, resulta
aa'a” = bb'b"qq'q"”
y dividiendo por bb'6”
—aa’af” = qq’q’;: pid =< i =< e
bb'h” b b b
Del mismo modo se demostraria para mayor numero
de razones.
331. Dos razones son inversas cuando el antecedente de

i a
=+ g:= U+

a L K ; ( " ”
Sean las razones e ¢y =l 1", tendremos:

a

] o

e ()
cada una es consecuente en la otra. Asi o y 7 Son dos ra-

zones inversas, ;

El produeto de dos razones inversas es la unidad.
a b ab
—_— 3 — = -
b a ba

332. Para elecar una razdn ¢ una potencia, se elecan sus

dos términos d dicha potencia.

Iis un caso particular del teorema num. 330. Asi:

a\» _an
(3) o

333. Para dividir dos razones se multiplica la razdn di-
videndo por la inversa del divisor, d también se dividen tér-
mino d término.

En electo;

e a
Si tenemos e % = ¢, de donde

a=byya =10byg
multiplicando el primer miembro de la primera igualdad
por el segundo de la segunda, y el segundo de la primera
por el primero de la segunda, resulta;
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ablq' = a'bq
y dividiendo ambos miembros por a’bq’
ab cgi g ta

R S
También se tiene (ntim. 328).
ab _ab'.:ad a:a

ab ab:al bl
ab s asaq a:a
Gibien porser ——i—=-— r - gatondpi — e — —o
p ab bl P bib
334. Para extraer una raiz de una razon, se extrae di-
cha raiz de sus dos términos.

n I
. == ST
Es decir que tendremos /.2 _ Ka
i b .ﬂ..__.
- l/ ;
porque las potencias de grado n de los dos miembros son
iguales.

CAPITULO 1.
Las proporciones geométricas.

33b.  Proporcion geométrica es la igualdad de dos razo-
nes geométricds.
La proporcion geométrica se llama simplemente pro-
poreidn.
* Seescribe la proporcion bajo una de las dos formas
S =L s arnied
) d
nosotros adoptaremos la primera por ser mas comoda ('):
La proporcion anterior se lee @ partido por bigual a ¢ par-
tido d, 6 mejor ¢ es a b como ¢ es a d.
El primero y el tercer término se llaman antecedentes;
el segundo y cuarto, consecuentes, por serlo asi en las ra-
zones que forman la proporcion. El primero y ultimo tér-

() Adoptamos la forma de igualdad fraceionaria ¥ l:t‘l!lsuzl:\irarl_lrs‘tg r;(l):eﬁgé‘:‘};:

mo de las proporciones porque es mas comodo; pero en lo gue insistin o

_Inente es en que los términos de una proporeion pueden ser incomensura 3
08 deé una igualdad fraccionaria no.
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mino se llaman extremos, y el segundo y tercero medios.
Uno cualquiera de log cuatro se llama cuarta proporeio-
nal 4 10s otros tres términos.

3396. TEOREMA FUNDAMENTAL.—¥n toda proporcidn el
producto de los extremos es igual al producto de los me-
dios.

Sea la proporeion

AR
Bl
reduciendo al mismo consecuente
ad _ be
bd ~ bd

y como las razones son iguales y sus consecuentes tam-
bién son iguales, se tiene que verificar  #
ad = b
En virtud de esta propiedad se puede hallar un térmi-
no cualquiera de una proporcion cuando se conocen los

otros tres.
Dividiendo por a los dos miembros de la igualdad an-

: ; be ; S
terior, se ticne: d = = Luego un extremo es igual al pro-

ducto de los medios partido por el otro extremo.
Dividiendo por 6 los dos miembros de dicha igualdad,

: ad : ;
sgliene; o= 50 Luego un medio es igual al producto de

los extremos partide por el otro medio.

Ejemplo: 4. — L

el ©

(5)
~ = \
Se tendra o e LS NBE S

4 20~ 10
337. Reciproco del teorema fundamential. St el produc-
to de dos numeros es igual al producto de otros dos, con los
cuatro se puede formar una proporcidn tomando por ex-
tremos los factores de uno de los productos y por medios los

del otro.
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Si tenemos
ad = be
dividiendo por bd (un factor de cada producto) log dos
miembros de la igualdad, resulia
ad be

b~ bd
y suprimiendo en cada razon el factor comtn 4 los dos tér-
minos

@ e

i

338. En virtud de estas propiedades, una proporcion se

puede escribir de todos los modos que no alteren la igual-
dad de los productos de medios y extremos. Luego se pue-
de cambiar entre si los medios, ¢ los extremos y poner los
medios por extremos y los extremos por medios. Resulta de
esto que una proporeciéon se puede escribir de los ocho mo-
dos siguientes:

Qi 8, Soa T B e T8 Dy
TR A e T S R e TR e T
_b__d_ ﬁ-—ﬁ- gyt e ha=
e B L T s A it I - P e o s (T

339. Sidos proporeiones tienen una razdn comiin con las
otras dos, se puede formar una proporcion.
Sean las proporciones
[ e 7 R

B i b
dus ensas iguales & una tercera son iguales entre si, luego
il e
g~
340. Sidos proporciones tienen iguales antecedentes, d
iguales consecuentes, con los otro cuatro términos se puede
Jormar proporeicn.
Sean las proporciones
L
N g
cambiando de lugar los medios (num. 338)

R

e



de donde (ntim. 339)

d s
341. En toda proporcidn la suma, d diferencia de los an-
tecedentes, es d la suma ¢ diferencia de los consecuentes,
como un antecedente es d su consecuente.
Sea la proporeion
Qi e
, 5
Si llamamos ¢ al valor de la razon, tendremos (nim. 327)
a=0bg y e=dqg
sumando y restando ordenadamente
a4+ec=0b+dqg v a—-e=(b—d)q
dividiendo la primera por b + d y la segunda por b — d
aFe a “a—=e a

NEWF e T e fa s
de 6stas resulta también
a6  g—¢

b+d b—d
y cambiando entre si los medios
: a+e b+44d

a—c¢ h — d
El enunciado de esta ultima proporcién es: La suma
de los antecedentes es d su diferenecia, como la suma de los
consecuentes es (i su diferencia.

342. En toda proporeidn la suma, d diferencia de los
términos de la primera razdn, es d la suma, ¢ diferen-
cia de los de la sequnda, como un antecedente es d otro, d
como un consecuernte es d otro.

Sea la proporcion

(Al
Dl d,
cambiando entre si los medios, se tendra:
a b
eid
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y en virtud del teorema anterior
a+b__£1___fi . oa—b b
R S e s ) avEsg eea g
También se obtiene
a+ b et d

a—b c¢—d

de dende: La suma de los términos de la primera razin, es
( su diferencia, como la suma de lus términos de la segun-
da razdn, es a su diferencia.

3. Sise multiplican término « término varias propor-
ciones, los produetos forman una proporeion.

Sean las proporciones
a @ (SR s el

it
Multiplicando miembro & miembro resulta

a a' a ¢ el &y
B Mg e
y efectuando segun la regla (nam. 330)
a a a’ G

344. Si los cuatro términos de una proporeidn se ele-
van  wig misma potencia, los resultados forman propor-
eidn.

2

= sz
Sea la proporeion e

5
Elevando los dos miembros a la potencia n

(f n e n : d . ‘3’%;)} “1 {2 (2”

("L—) = (d) de donde (num. 332 T

345. Sise dividen término  término dos proporeciones,
los cocientes forman proporeion.
Sean las proporciones
a BIER DO = NI
TR I
Dividiendo miembro 4 miembro resulta
QN (ihp
PELES A s INe 2
y efectuando segun la regla (nam, 333)
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alec__a:c
b:d” b:d’
346. Side los cuatro términos de una proporeidn se exr-
trae la misma raiz, los resultados forman proporeion.
: feEe SN e
Sea la proporeion g
Extrayendo de los dos miembros la raiz del grado n

n

!
[
o =

d
y efectuando segun la regla (num. 334)
13 m
Vid- WIE
R
Vb Vd:

347 Se llama proporeion continua la que tiene los fér-
minos medios iguales. Asi:

b

€s una proporcion continua.

El teorema fundamental (num. 336) en la proporcion
continua es: el cuadrado del término medio es igual al pro-
ducto de los extremos. Puesfo que el producto de los me-
dios es un cuadrado, tendremos, pues,

b2 = ae¢
y extrayendo la raiz cuadrada

b= Vae
luego, el término medio es (gual a la raiz cuadrada del pro-
ducto de los extremos.

Los términos desiguales @ 6 ¢ se llaman ferceras pro-
porcionales entre b y ¢ 6 a, y el término b, media proporcio-
nalenire aye.

348. Por extension se llama media proporeional, 6 me-
dia geoméirica entre n cantidades, 6 numeros, la raiz n-ési-
ma de su producto.

Se llama media diferencial, © media aritmética, enire
n cantidades, 6 numeros, la n-ésima parte de su suma.

a_b
c
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Asi, la media diferencial entre los ntimeros 7,4, 12,05,

=8,4025

8,04, 6,12, es

74 + 12,05 4 8,04 4 6,12 33,61
4 R A
Las medias aritméticas tienen muchas aplicaciones

en las ciencias [isicas y sociales,
Series de razones iguales.

se llama serie de razones iguales la expresion de la

a SR
- =

b b

349.
igualdad de tres 0 mas razones.
; Qi
2 ) T R SRS S e
Razdn de la serie es el valor comun de todas las ra-

ZONES.
350. En toda serie de razones iguales: la suma de los an-
tecedentes es d la de los consecuentes, como un antecedente

o a

G e

es « su consecuente.
Sea la serie de razones iguales
r ﬂ,} #”

b
y sea ¢ el valor de la razon, tendremos:
ad'=b'q ar=>b"q

a= by

[ au

sumando miemhro 4 miembro
a+a +a +...=0b+b 4+ +
y dividiendo por o + b' + 6" +..... los dos miembros
2 4 _ﬂ. T ik
A s

a+a +a” -+

b+ b+ b s
351. PROBLEMA. Dividir un numero, A, en partes pro-
poreionales ¢ otros numeros dados, a, b y c.

Sean, z, y, &, las tres partes desconocidas en que se ha

de dividir el niimero A.
Por ser proporcionales 4 a, by ¢, se debe tener

o; &
c

v
a b

de donde (num. 350)
o R N R e
a b ¢ a+b+te




yporserz + y+4s=4
oaSie e ST A
a- b ¢ a+b+e
De las proporciones formadas porla ultima razon y
cada una de las otras, se deduce (num. 336)
4 e e
a+b+e’ AR o a+b+e
Iistos resultados se pueden enunciar en la siguiente;
REGUA. Para dividir un numero A en partes propor-
cionales d otros varios. a, b, ¢.... se divide el numero A por
la suma de los nimeros a, b, C.... d los cuales han de ser
proporecionales las partes de A y el cociente obtenido se mul -
tiplica por cada uno de dichos niimeros. Los productos son
las partes del numero A, que nos proponemos hallar. (*) .

= ==

* Debe observarse que este metodo no exige mas que una division y sia las
)
artes.r 2 les didsemos la forma =4 >¢— sl St
= s i Xa.+b+c' xa_{_.‘;_l_c‘...

la regla resultaria de mis facil enunciado, pero de mas diffcil aplicacion; porque
1as divisiones serlan tantas como partes debe contener el ntimero A.

=4




SEGUNDA PARTE.

ARITMETICA DE LOS NUMEROS CONCRETOS.

CAPITULO PRIMERO.
Numeracidn y propiedades de los coneretos.

352. Hemos dicho (ntm. 3) que nimero concreto es el que
expresa la naturaleza de la unidad generatriz. Asi, 3 rbo-
les, 7 libros, ete., son numeros concretos.

Los coneretos son homogéneos cuando expresan unida-
des de la misma naturaleza; por ejemplo: 6 varas, 12 va-
ras, 9 pulgadas, etc.; son heterogéneos cuando expresan
unidades de distinta naturaleza; por ejemplo: 4 pesetas, 3
arrobas, 2 tinteros, etc. 5

La unidad se impone en los numeros coneretos cuan-
do estan formados por una pluralidad de objetos iguales
(num. 5); pero en general la unidad es arbitraria y se debe
elegir de modo que no resulten numeros muy grandes, ni
excesivamente pequefios, porque en uno y otro caso es di-
ficil formarse una idea exacta de la cantidad medida, y
ademas las operaciones del calculo seran bastante com-
plicadas.

Las principales cantidades que s¢ consideran en la
Aritmética son de los géneros siguientes: de longitud, de
superficie, defjvolumen, de peso, de tiempo y de dinero.

El conjunto ordenado de unidades relativas d estos gé-
neros de cantidades se llama sistema de medidas, pesas y
monedas.

Iil sistema legal en Espafia es el llamado Sistema mé-
trico decimal; pero todavia se usa, aunque menos cada dia,
el sistema llamado de Castilla.
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353. Las unidades de cada género en el sistema métrico
decimal se derivan de la unidad principal, multiplicandala
y dividiéndola por las potencias sucesivas de diez. Log
nombres de los multiplos de la unidad principal en cada
género de unidades se forman anteponiendo al nombre de
dicha unidad principal las palabras griegas, deca, hecto,
kilo y miria, que significan diez, ciento, mil y diez mil, y se
designan ahreviadamente por las letras D, H, Ky M: los
nombres de los submultiplos de la unidad principal se for-
man anteponiendo las palabras latinas deci, centiy mili,
que significan déecima, centésima y milésima parte, y se de-
signan abreviadamente por las letras d, ¢, m.

354. La unidad fundamental del sistema métrico se lla-
ma metro, y es la dies-millonésima parte del cumlrante de
meridiano terrestre al nivel del mar. Se designa abreviada-
mente por la letra m.

Ifl sistema de unidades de longitud es;

I 1 Miriametro (Mm) = 10000 m =10 Km

Lo et W) S TICH G Istre T oMY = 1000 =10 Hm

Multiplos I 1 Hectometro (Hm) = 100 m =10 Dm
1 Decametro (Dm)= 10 m =10m

Unidad principal 1 metro — 1m —=10dm
1 dec¢imetro (dm) = 01 m=10¢e¢m

Divisores ¢ 1 centimetro (cm) = 0,00 m =10 mm
l 1 milimetro (mm)= 0,001 m

Ademas de estas unidades de longitud han adoptado
los fisicos el Megametro (Meg.m.) == 1000000 m, y el micro-
metro (Hm)=0,000001 m.

355. La unidad principal de las medidas superficiales es
el metro cuadrado, 6 sea un cuadrado cuyo lado es un me-
tro: se designa abreviadamente por m?2,

Si se dividen los lados de un metro cuadrado en deci-
metros y se unen los puntos de division de dos lados opues-
tos, queda dividido el metro cuadrado en diez fajas rectan-
gulares de un metro de largas por un decimetro de anchas:
si después se unen los puntos de division de los otros dos
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lados opuestos del metro cuadrado, cada faja rectangular .
queda dividida en diez decimetros cuadrados, 6 sea en diez
cunadrados cuyo lado es un decimetro; de suerte que el me-
tro cuadrado tiene cien decimetros cuadrados. Del propio
modo se verifica que cualquiera unidad superficial tiene
eien unidades del orden inmediato inferior.

El sistema de unidades superficiales es;

fl Miriametro euadrado (Mm2)=100000000 m¢  =100Km?2

S ltinlos 1 Kilometro cuadrado (Km?)= 1000000 m2 =100 Hm?

Multip 1 Heetometro cuadrado (Hm2) = 10000 m=2 =100 Dm?
1 Decametro cuadrado (Dme)= 100 m2 =100 m?

Unidad prineipal 1 metro cuadrado = 1 m? —100 dm?
1 decimetro cuadrado (dm?) = 0,01 m? =100 em?

Divisores 1 1 centimetro cuadradn (em?) = (,0001 m2=100 mm?2
I milimetro euadrado (mm?2) = 0000001 m?2

El decametro cuadrado también se llama drea 'y se de-
signa por la letra a: el heetémetro cuadrado se llama en-
tonces hectdrea (Ha), y el metro cuadrado cernticred (ca ).

Iistas unidades se emplean en la mediciéon de las su-
perficies de las propiedades rusticas, por lo cual se llaman
agrarias.

366. La unidad principal de las medidas de volumen es
el metro cibico, 6 sea un cubo, cuyo lado es un meiro: se
designa abreviadamente por m’. (*)

Si se divide la altura de un metro ctibico en diez par-
fes que seran iguales & un decimetro y por los puntos de
division se trazan planos paralelos & la base, queda divi-
dido el metro cubico en diez capas iguales de un metro
cuadrado de base y un decimetro de altura. Si eada una de
las bases se divide en eien decimetros cuadrados y por las
rectas de division se trazan dos sistemas de planos para-
lelos 4 las otras caras del cubo, quedara cada una de las
capas anteriores dividida en cien decimetros cubicos, O sea
en cien cubos cuyo lado es un decimetro; de modo que el
metro cibico quedara dividido en mil decimetros cubicos.
lgualmente cualquiera unidad cubica tiene mil unidades
del orden inmediato inferior.

(*) Cubo es el espacio cerrado por seis cuadrados iguales que se llaman caras.
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El sistema de unidades cubicas es:
1 Miriametrocibicol M m® ) =1000000000000 m? = 1000 K'm
1 Kilometro cabico ( & m® ) = 1000000000 m® = 1000 Fm®
Multiplos 3 3
1 Hectombro enbico( 71 m®* ) = 1000000 2 = 1000 Dm®
1 Decametro c-:':hi('.o( Dt )= 1000 =1000 m?
Unidad principal 1 metroeibico = 1m? = 1000 dm®
1 decimetro eiibico ( d md ) = 0,00 1 m? = 1000 em®
Divispres.{ 1 centimetro enbicol ¢ m® )= 0,00000 1 md = 1000 nm®
1 Milimetro cabico ( m m ) = 10, DO000000 1 mb

357. Las medidas de volumen no se aplican bien 4 la
medicion de aridos y liquidos porque, 6 son muy grandes,
0 demasiado pequefnias y ha sido necesario formar otras
medidas 1lamadas de eapacidad que se derivan de las an-
teriores.

La unidad principal de las medidas de capacidad se lla-
ma, litro y se designa por la leira [; es la capacidad de un
decimetro cubico; pero se le da la lorma cilindrica.

El sistema de unidades de capacidad es

1 Kilolitro (A{) =1000¢{ =10 Hl =1 m#
Miultiplos{ 1 Hectolitro (Hl)= 100! =10 DI

1 Deeglitro (D — 10 =101
Unidad prineipal 11itrd = 1! =10dl =1dm?
1 decilitro (df) = Nl =10:el
Divisores < 1 centilitro (¢/) = 0,01 =10 ml
1 mililitro (m{) = 0,001 =1 em?

358. La unidad principal de las medidas ponderales, 6
de peso, es el gramo, que se designa por la letra g. El gra-
mo es el peso de un centimetro cubico de agua destilada &
4* centigrados en el vacio, al nivel del mar y a la latitud 0.

Il sistema de unidades ponderales es; !

1 Tonelada métrica (Tm)=1000 Kg= 1000000 g =10Qm .
1 Quintal métrico (Qm%= 100 Kg= 100000 g =10 Mg -]

: 1 Miriagramo (Mg)= 10Kg= 10000 ¢ =10Kg i
Multiplos.{ 4 Kilggramo (Kg)— 1 ng 1000 5 =10 Hg i
1 Hectogramo ( Hyg) = 100 g =10Dg
U1 Decagramo (Dg ) = 0Wg =10 g '
Unidad principal 1 gramo = 1g =10dyg
1 decigramao (dg) — l],{q =10 ¢g
Divisores.{ 1 centigramo (eq) =" 0,0 1g = 10my
1 miligramo (mg) = 0,001g
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De la tabla anterior se deduce que la fonelada métrica
e el peso de un metro cibico, el Kilogramo el de un deei-
metro ciibico y el miligramo el de un milimetro ciibico de
acua destilada a4 centigrados, en el vacio, al nivel del mar
vala latitud 0.

La unidad de peso mas usual es el kilogramo. (%)

359. La unidad principal del sistema monetario es la

peseta. '
' Las monedas son de fres clases: de aro, de plata y de
cobre. ()

Monedas de oro. : Monedas de plata.
poblon de 100 pts. 31 piezas en Kg. | Duro f » 10 piezas an Kg.
poblon ds B0 » 62w » | Doble peseta 2 0 00 » »
Doblon de 20 » 155 » » | Pesotn 1 » 00 » »
Doblilade 10 » 410 » » | Morlia peseta 0,50 » 100 3 »
Bsewditode 5 » 620 » » | Doble décima 0,20 » 1000 » »

Mpnedas de cobre.

Diésima 10 pesetas 100 plesas on e,
Media déeima 0,05 » 200 » n
Daoble eontime 0,02 » 500 " »

Cintimo 0,0 » 1000 » "
360.  Las unidades de tiempo son:
Elsiglo, que vale 100 anos.

El lustro 5 anos.

El ano hisiesto 366 dias 0 12 meses.

El ano eomiin 365 dias O 12 mesoes.,

El mes 28, 629, 6 30, 6 31 dias.
Il dia 21 horas.

La hora 60 minutos.

El minuto (0 segundos.

") Losalumnes que desoon adoguirie alzonns conocimientos sobre la historia
dela adopeion lielsist!nmn metrien, forma v tamano legal de ins medidas, ote,,
pueden eonsurtar la Cartilla motricadel ilustrado profesor del Instituio de Vito-
rin. 1. Félix Eseverrd,
(**)_Se han acufiado monedas de 100 pesetas del Gobierno proyisional, en 1876
¥ e 1871, con el husgto de D, Amadeo I, Nose ban acuiado monedas (e oro de 50,
nide 20, ni ded pesctas, Por Real orden de marzo de 1871 se han acuiado mone-
s e pro de 25 pesetas de 124 piexa en Kg. con el husto de D. Amadeo 1. Pero ni
0548 ni ks de 100 pesetas han civeulado apenas. Bn varias épocas se han acufiado
nionedas e 25 v de 10 pesatas con el busto de D. Alfonso XI1. g0 la époea del Go-
HEING0 provisional se acuflo el sistema completo de moned ol plata y e cobre,
Ln fa época de D, Amadeo 1 no se acuiid moneda de cobre i de las de plata sola-
mente el duareo. En la ¢poca de D. Alfonso XIT se han acunado todas las monedas
de plata excopto lade20 céentimos y de las de cobre las do 10y 5 eentimos, Actual-
mente se acuia muy poco oro ¥y nada de cobre. o
-~
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Los meses de 31 dias son enero, marzo, mayo, julio,
agosto, octubre y diciembre, los de 30 dias, abril, junia,
septiembre y noviembre. I'ebrero fiene 28 dias los anos
comunes, y 29 los bisiestos.

Ademas de estas unidades hay la semana, cque es un
periodo de siete dias. (*)

361. In el sistemade Castilla, las principales medidas
pesas y monedas son; )

‘Unidades de frmqr.'tud. La legud = G666 ; varas, la rara
— 3 pies, el pie — 12 pulgadas, la pulgada = 12 lineas y la
lineq = 12 p{.(.utoa.

~

: . : i
La legua maring — 3 millas, la milla = ¢ 0 cables, el

cable = 120 brazas, 1a braza = 6 pies, el codo de ribera =
2 pies y 9 lineas.

=) Las unidades de tiempo, O cronomiétricas no estin comprendidas en el
sistema mdétrico decimal, poro son 1as usuales en easitodos los puehlos,

El patron 6 unidad prinecipal de longitud es la vara de
Burgos. ;
Unidades superficiales. Son cuadrados que tienen por
lados las unidades lineales: por consiguiente, la razon de
dos unidades superficiales de distinfo orden es la de los
cuadrados de las unidades lineales (.t()l"l'(—)t:‘p(}lf]dilclli.CF:'e. Asi

una vara cuadrada tiene 9 pies cuadrados, una pulgada -

cuadrada 144 lineas cuadradas, ete. Ademas existen las si-
cuientes unidades llamadas agrarias.

La fanega de tierrqg =— 576 estadales cuadrados. La
aranzada = 400 estadales cuadradoes. 1] estadal cuadrado
es un cuadrado cuyo lado es 4 varas, por consiguiente, tie-
ne 16 varas cuadradas, 0 144 pies cuadrados.

Unidades de volumen. Son cubos cuyos lados son las
unidades lineales: por consiguiente, la razon de dos unida-
des de volumen de distinto orden es la de los cubos de las
unidades lineales correspondientes. Asi, una vara cubica
tiene 27 pies etbicos, un pie cubico 1728 pulgadas cubi-
cas etc.
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Ademas se emplean distintas medidas ctbicas llama-
das de capacidad para dridos, para liquidos Yy para aceite.

Medidas de capacidad para dridos. Bl ealis — 12 fane-
gas; la Janega = 12 celemines, ¢l celemin = 4 cuartillos.

La unidad principal es la media fanega de Avila.

Medidas de capacidad para liqguidos. Bl moyo = 16 can-
faras, la cantara = 8 azumbres, la azumbre = 4 cuartillos,
el cuartillo =4 copas.

La unidad principal es la cantara de Toledo.

Medidas de capacidad para el aceite. La arroba —= 25 li-
bras, la libra =4 panillas.

Pesas. La tonelada de peso =20 quintales, el quin-
tal =4 arrobas, laarroba = 25 libras, la libra = 16 on-
zas,’ la onsa = 16 adarmes, el adarme = 3 tomines, el to-
min = 12 granos.

La unidad principal es el marco (media libra) del Con-
sejo de Castilla.

Monedas del sistema antiguo. (*)

De oro. La onza = 320 reales, la media onza = 160 rea-
les, el doblon = 80 reales, la doblilla — 40 reales, el escudi-
to = 20 reales, el dobldn de 4 ciento = 100 reales,

De plata. 18] duro = 20 reales, el medio duro = 10 reales,
la peseta = 4 reales, la media peseta — 2 reales, el real, que
era la unidad principal.

De cobre. Pieza de dos euartos — 8 maravedises, pieza
de un cuartc — 4 maravedises, pieza de un ocharo — 2 ma-
ravedises. Posteriormente. Pieza de medio real — 0,50 de
real, pieza de euartillo= 0,25 de real, déeima de real — 0,10
de real, y media décima — 0,05 de real.

362, Los nimeros concretos del sistema métrico deci-
mal se expresan por las iniciales de sus nombres, segin
hemos indicado en los niimeros 353 y siguientes. Los con-
cretos del sistema antiguo de Castilla se expresan, 6 con
las iniciales, ecolocadas & continuacion de los numeros, O
tas ll'J ; Hoy 1|m-.Il'£‘.|l]:jt ningunade 1_“"“.“.“.‘"””'“ {.]ﬂi’ﬂ]rl‘fﬁllﬂ I..'H'I-l'. s.ifﬂ",”"'_"'-,l',"”"!]f"""
A5 ha recogido ol Gobierno; tampoco clrealan los duros, porla nisma razon. En

euanton las monedas de oro, tanpoco civenlan, porgue el oro tene por refacion i
i plata mayor valor que el inonetario legal,
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con abreviaturas del nombre de las unidades que se quiere
expresar.

Los concretos ge clasilican en numeros incomplejos y
eamplefos.

Numero incomplejo es el que consta de wnidades de un
solo orden, por ejemplo: 4 Km., 8 D1, 3 @.

Numero complejo es el que consta de unidades de distin-
tos drdenes, pero del mismo género; porejemplo: 4 Ky,
6 Dg., 7°, 5 dg., 8 varas, 2 pies, 9 pulgadas, 4 lineas.

Transformaciones de los numeros concretos.

In los numeros complejos, las unidades de cada orden
deben ser menos que las que se necesitan para componer
una unidad del orden inmediato superior. '

363, Los nimeros concretos pueden transformarse en
olros equivalenies, ya sea del mismo sistema, ya sea de
otro sistema. Las transformaciones en cada sistema ¢com-
prenden 1os tres casos principales siguientes: 1.°, convertir
un nimero incomplejo en otra’incomplejo; 2.°, eonverlir un
complefo en un incomplejo; 3.0, convertir wi (ncomplejo en
wn complefo.

364, PRIMER CAsO. Conovertir un nidmero incomplejo en
otro incomplejo de distinto orden:

Siaes un incomplejo y 6 otro incomplejo de distinto
orden, equivalente & «, y m el nimero de veces que la uni-
dad del orden superior contiene a la del inferior, se fendra:
(7]

ﬂ?;

De la primera igualdad se deduce Ja siguiente:

REGLA 1.* Para convertir un nimero incomplejo en otro
ineomplefo de orden inferior, se multiplica el nimero dedo
por el niimero de veees que la unidad superior contiene d ld
inferior.

Ejemplos. 1.° Redueir 16 fanegas 4 celemines. Se multi-
plica el numero 16 por 12, que son los celemines que tie-
ne una fanega, y el producto 192 expresa los celemines que
contienen 16 fanegas.

a. =0, dedonde a =
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2.4 Reducir 17 Hg. a gramos. Se multiplica 17 por 100,
que son los gramos que vale 1 Hg., el producto 1700 expre-
sa los gramos equivalentes & 17 Hg.

De la segunda de las igualdades se deduce la si-
guiente:

REGLA 2.* Para convertir un niimero incomplejo en otro
incomplejo de orden superior, se divide el nimero dado por
el nimero de veces que la unidad inferior estd contenida en
It superior.

Ejemplos. 1. Convertir 268 adarmes en libras. Se divide
268 por 256, que es el namero de adarmes que tiene la libra,
y el cociente serd el numero de libras que se pide.

Qe 5 ¥
258 ad. — ;‘:i lib, = 1%1&;. ~1_lib.

2.0 Convertir 26152 m en Km. Dividiendo por 1000, que
son los metros que tiene un K, & sea separando fres de-
cimales, tendremos:

26152 m. = 26,152 Km.

365. 2.2 CAs0. Convertir un complejo en incomplejo.

Como un namero complejo se compone de varios in-
complejos de distintos Ordenes, cuya suma es el complejo,
es evidente que este problema tiene su fundamento en el
problema del nimero anterior, cuya resolucion habra que
repetir varias veces. De estas consideraciones se deducen
las siguientes:

REGLA 1.* Para concertir un complejo en wun incom-
plejo de su orden inferior, se convierten las unidades de
orden superior en las del orden inmediato inferior, al re-
sultado se la anaden las unidades que de este orden tenga
el nimero complejo: se reduce esta suma al orden inmedia-
to inferior, se agregan al resultado las unidades que haya
de este orden y se continia del mismo modo hasta haber
operado con las unidades de orden inferior.

LEjemplo 1.0 Convertir 12 dias, 16 hs'y 9m. enminu-
tos. Se tendra:

12 d 4+ 16 h = (12 >< 24 + 16) h = 304 h.

¥
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304 h 4+ 9 m = (304 =< 60 + 9) m = 18249 m.

20 Convertir 24 Ha, 78 a v 35 ca en centiareas. Se
tendra:

24 Ha + 78 a = (24 > 100 + 78)'a = 2478 a.

2478 a + 35 ca = (2478 =< 100 + 35) ca = 247835 ca

Observacidn. Cuando el numero complejo es mdétrico
decimal, no se necesita electuar multiplicaciones. Si el
nitmero métrico es un complejo de unidades de longitud,
de capacidad ¢ de peso, se colocan las unidades de diferen-
tes drdenes, unas d continuacion de otras, poniendo un ce-
ro en el lugar de eada orden intermedio que falte. Si el ni-
mero mdétrico complejo expresa unidades de superficie d
volumen, se procederd del mismo modo, pero teniendo pre-
sente que cada orden de unidades superficiales debe ocupar
dos lugares, la falta de unidades de algin orden se debe
suplir con dos ceros, y la carencia de decenas con uno; g
cada orden de unidades de volumen debe ocupar tres luga-
res, la fulta de unidades de algiin orden se debe suplir eon
tres ceros, y la carencia de centenas, d centenas 1 decenas
de algiin orden, con uno, d dos ceros.

REGLA 2.*  Para convertir un complejo en incomplejo
de cualquier orden distinto del inferior, se convierte pri-
meroen el inferior, y el resultado se convierte en incomple-
Jodel orden que se desea por la regla del problema anterior
(num. 364, regla 2.%)

Si el nitmero es métrico, la conversion del incomplejo
de orden inferior  otro orden estd reducida d colocar la
coma @ la derecha de las unidades del orden pedido.

Ejemplos. 1.2 Convertir 8 cants., 6 azbs. v 3 cuts. en -
cantaras. Se tendra: '

8 cants. 4+ 6 azbhs, —= (8 =< 8 ++ 6) azbs. — 70 azbs.

70 azbs. + 3 cuts. = (70 < 4 4 3) cuts. = 283 cuts.

y como la cantara fiene 32 cuartillos

283 Lo
—RaANlS =8

283 cuts. =
& 32 32

cants.
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2. Convertir 16 K1, 7111 y 9 L en Hectolitros. Se
tendra:
16 K17 H191 = 16709 1 = 167,09 HI
366. TERCER cAso. Convertir un incomplejo en un
complejo.

Cuando un incomplejo, de un orden que no es el su-
perior a4 todos, contiene mas unidades que las necesarias
para formar una del orden inmediato superior, se puede
transformar en complejo de 6rdenes superiores. Para ha-
llar las unidades del orden inmediato superior, se divide el
incomplejo dado por el numero de veces que la unidad in-
ferior esta contenida en la superior (nam. 364) y ¢l resto
expresara unidades del orden dado, y el cociente, unida-
des del orden inmediato superior. Con el cociente entero
se procede como con el nimero dado, y asi se continua
con los cocientes enteros sucesivos hasta llegar 4 un co-
ciente del orden superior & todos, 6 4 un cociente que no
contenga ninguna unidad del orden inmediato superior.
De todo esto se deduce la siguiente:

REGLA. Para convertir un incomplejo en complejo de
drdenes superiores, se reduce ¢ su orden inmediato supe-
rior (num. 364. Regla 2.°). el cociente entero «l inmediato
superior y asi sucesivamente hasta llegar d las unidades su-
periores, ¢ ¢ un eociente que no contenga ninguna unidad
superior: el iltimo cociente y los restos de las divisiones
Jorman el complejo pedido,

Observacion. Siel incaomplejo es métrico decimal de
longitud, capacidad d peso, se separan sus cifras, de una
en una, y se da d cada una la denominacion que le corres-
ponda. Si el incomplejo métrico decimal expresa wnidacdes
superficiales, ¢ de volumen, se separan sus cifras, de dos
en dos, d de tres en tres, d derecha é izquierda de la coma,
si el niimero no es entero, y se da @ cada grupo de dos d
tres cifras la denominaeidn que le eorresponda. Antes de
hacer la transformacicn en las medidas superliciales, se
anade un cero d la parte decimal, siel nimero de eifras
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no es par, y en las de volumen, uno ¢ dos ceros, si el ni-
mero de cifras decimales no es miiltiplo de tres.

Ejemplos. 1.° Convertiren complejo el incomplejo 847
lineas. La operacion se dispone del modo siguiente:
847 lineas|12
0r % (10 pulrvaaac‘w
110 » f5 5 pies|S
» [1 varas
luego, 847 lineas — 1 vara 2 pies, 10 pulgadas, 7 lineas.

2.0 Convertir en complejo 2636441,12 mé. E1 nimero de
cifras decimaies debe ser multiplo de tres, por tratarse de
unidades de volumen, luego escribiremos 2636441,120 m3 y
aplicando la regla 2636441,120 m* =2 Hm?® 636 Dm? 441 m3
120 dm?,

Si se trata de reducir un incomplejo & complejo de or-
denes inferiores, el incomplejo deberd ser una fraccion y
la operacion se llama valuar wna fraceidn. De lo dicho en
los casaos anteriores se deduce la siguiente:

REGLA. Para redueir un ineomplejo « complejo de
drdenes inferiores, d para valuar una fraccidn, se divide el
numerador por el denominador y el ecociente entero es el
niimero de unidades del orden del incomplejo. se reduce el
resto al orden inmediato inferior, el resultado se divide por
el mismo denominador y el cociente entero expresard
unidades del orden de su dividendo; con el resto se proecede
como con el anterior y asi se continua hasta legar al iil-
timo orden, ¢ al que se haya marcado, si antes no se obtie-
ne el resto cero,

Ejemplo. Reducira complejo -

©r
—de libra. La operacion
)

se dispone del modo siguiente:
2libras [5

3’ OnzEas 1 2 |
|6 onzs. 6 admes. 1{omin, 2- ; BInos. |

o

32 ¥
éadm &S] = 1hrs. =6 onzs. Gadms. 1 tom. 2

en| ra

Ili tomns.

12 grns.

v e

ETNS.
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367. La transformacion de concretos de un sistema &
otro se efectia con el auxilio de igualdades, 6 equivalen-
cias, entre 1as unidades de ambhos sistemas, y se funda en el
siguiente:

TEOREMA. Sise multiplican varias equivalencius tales
que el segundo miembro de cada una sea homogéneo y del
mismo orden que el primer miembro de la siguiente, el pro-
ducto es una equivalencia cuyo primer miembro es homogé-
neo y del mismo orden que el primer miembro de la prime-
ra, y cuyo sequndo miembro es homogéneo y del mismo or-
den que el segundo miembro de la dltima.

Supongamos primero que las equivalencias son dos y
que los subindices

Am = Bn| m, n, p, marquen la especie de unidades

Ch, =0Cp| 4 que se refieren los numeros A, B, C.
Multiplicando la primera equivalencia por € y la segunda
por B, se tendra
{La Ol =18, Conl de donde se deduce (A . C)m = (B. D)p
(B.Cp =(B.D)pf

Sea ahora cualquier numero de equivalencias. Multi-

Ap = By plicando como hemos dicho antes las dos

Cn = Dp primeras, la equivalencia obtenida por la
Ep =Ty tercera, lo que resulle por la cuarta y asi
Gy = Hp sucesivamente hasta la ultima, legare-

mos 4 la equivalencia:
(A G B @m =(B.D.E . Hi
conforme se queria demostrar.
Si A fuese un numero desconocido, dividiendo los dos
miembros de la equivalencia anterior por C . E . G ten-
driamos;

_{(B.D.F.H
S ( C.E T:");
de cuya igualdad se deduce la siguiente:

REGLA. Para transformar un concreto en otro equiva-
lente de distinto sistema cuando ambos sistemas estan liga-
dos por equivalencias intermedias, se disponen éstas de
modo que el primer miembro de la primera sea el numero

24
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que se busea, que designaremos por x el sequndo el con-
erelo conocido equivalente con él, y debajo de esta equiva-
lencia las demvis equivalencias dadas, dispuestas de modo
que el primer miembro de eada una sea homogéneo y del
mismo orden que el sequndo miembro de la anterior, (*) se
multiplican miembro d miembro, ¢l producto de los sequn-
dos miembreos se divide por el producto de todos los facto-
res del primero « excepeion de &, y el cociente obtenido serd
el niimero desconocido que se busea. (**) p

Cuando solo se trata de pasar del sistema antiguo de
Castilla al métrico aecimal 6 viceversa, el problema es
muy sencillo, porque para resolverle bastan dos equiva-
lencias. :

Las principales equivalencias entre los dos sistemas
son:

1legua  —: 56727056 Km 1 Km = 0,179446 leguas

1 vara == (),835905 m 1m = 1,196307 varas

1 vara? = 0,698737 m? 1m? = 1,431153 varas?

1 fanega = 0,643956 I1a 1 Ha =1,552901 fanegas
1 vara? = 0,584078 m3 1m? =1,712100 varass

1 cuartillo = 0,50416 1 Pl — 1,983512 cuartillos
1fanega = 0;55501 HI 1 Hl =1,801769 fanegas

1 libra = 0,460093 Kg 1 Kg = 2,173474 libras

1 arroba = 11,502325 Kg 1 Kg = 0,086939 arrobas

También se suelen utilizar las siguientes equivalen-
cias auncgue son menos aproximadas.

51 m = 61 varas; 39Km= 7 leguas;
7 m? = 10 varas?; 9Ma = 14 [anegas
7m? = 12varash; 601 = 119 cuartillos;
5 Hl = 9langs.;46 Kl = 4 arrobas

Ejemplos. 1.” Convertir 165 varas en metros.
De las primeras equivalencias se deduce;
arm =165 varas

le & P ':‘{_r = 92 1
1 vr.—0,835905 1 J de donde @ m=165><0,835905 m =137,924 m

(*) Elsegundo miembro de la tltima resultari lomogéneo y del mismo orden
fque el |i_5'1r‘.lem de la ?rinmra.

(**) Esta regla se llama conjunta; v siliene por objeto la conversion de monedas
0 valores comerciales se llama regli de eambio o e arbitraje.
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Empleando las segundas equivalencias

=165 vr. 9
i Sk 1d'e donde » m = 1—~6),>(51
glvr.=51m [ 61

2. Convertir 787 Kg. en arrobas y libras.

I 2 @="T87 Kg. A= e :

; 2 e (@ =T87 =< 0,086939 @ = 68 @ . 8 onzs.

2 " Kg=0,086939@} D=1 1939 @ @101h. 8 onzs
Empleando las segundas equivalencias:

i x .}}::78'? Kg e @=781><4

_ =4 @

m=137,95 m,

@ =68 @ 10 1b.13 onzs.

CAPITULO II.
Las operdaciones con los niimeros concretos.

368. La definicion general de la adicion (num. 211) es
aplicable 4 los nimeros concretos. De dicha definicion se
deduce que los sumandos deben ser homogéneos.

Para sumar numeros concretos se pueden reducir d in-
complejos del mismo orden, sumarlos como abstractos y
dar d la suma la denominacidn de los sumandos.

Ejemplos. 1.°Sumar6Hal12 a y45ca, con 9 Ha7ay 2ca

6 Ha 12 a 45 ca = 61245 ca,
9w T 2w =90702 »
151947 ca = 15 Ha 19 a 47 ca.
2. Sumar 4 dias 16 h 28 m con 9 dias 21 h 19 m.
4 dias 16 h 28m = 6748 m.
9 » 21919 » =14239 »
T 20987 m. =14 dias 13 h 47 m.

Los numeros complejos se pueden sumar también sin
reducirlos 4 incomplejos, por la siguiente:

REGLA. Para sumar nimeros complejos se eseriben
unos debajo de otros de modo que se correspondan las wuni-
dades de todos los drdenes, se suman separadamente las
unidades de enda orden, comenzando por las de orden irfe-
rior, y se deduce de cada suma parcial las unidades que
Contenga del orden inmediato superior para agregarlas d
la_ suma de este orden.
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Ejemplo. Sumar los nimeros siguientes:
R cantaras 6 azumbres 2 cuartillos
g » 4 » 3 »

2 » ) » 1 »

14 cantaras 3azumbres 2 cuartillos
369. La definicion general de sustraccion (num. 317) es
aplicable a los numeros concretos, y supone que el mij-
nuendo y el sustraendo son homogdneos.

Para restar nimeros concretos se puede reducirlos

ineomplejos del mismo orden, restarlos como los abstrae-

tos y dar d la diferencia la denominacidn comin d minuen-
do y sustraendo. i
Ejemplos. 1.© Restarde 86 Kgd Hgybg;, 20 Kg 6 Hg
4 Dg y 8g.
86 Kg 4 Hg 0 Dg 5g = 86405
29 (6 4 8 = 20648
BT g =56 Kg7 HgbhDaTe

2. Restarde?2 @ 16 libs. y2 onzs; 1 @ 41ibs 73 onz

2 @ 16 libs. 9 onzs. == 1065 onzs.

1 4 13 o

588 onz=1 @ 111libhs 12 onz

Los numeros complejos se pueden restar sin reducir-
los a incomplejos por la siguiente:

REGLA. Para restar niimeros complejos se eseribe el
sustraendo debajo del minuendo de modo que se correspon-
dan las unidades de todos los drdenes: se resta de las uni-
dades de cada orden del minuendo las correspondientes del
sustraendo, comenzando por las de orden inferior; si algun
munuendo es menor que ¢l sustraendo eorrespondiente, se le
anade una unidad del orden inmediato superior deseom-
puesta en unidades de su orden, y en la sustraccion parcial
siguiente se anade al sustraendo una unidad para compet-
sar la que se afnadid al minuendo.

aants




— I8
Ejemplo. Restar los nimeros siguientes:
8 lfanegas 6 celemines 2 cuartillos
5 » 8 » 3 »

2 lanegas 9 celemines 3 cuartillos
370. La regla de las equivalencias, explicada en el nu-
mero 367, nos proporciona medios de resolver multitud de
cuestiones sencillas que se conocen con los nombres de
multiplicacion y division de coneretos,
Las cuestiones & que nos referimos se reducen a tres
problemas.

371. ProBLEMA 1.° Dado el valor de una unidad concre-
ta por su equivalencia con un numero concreto, expresado
por otras unidades, homogéneas, d heterogéneas con aqué-
llas, hallar un nimero concreto homogéneo con estas ulti-
mas unidades, conociendo su equivalencia en unidades ho-
mogéneas con la primera. ()

Se pueden expresar de un modo general las equivalen-
cias que resuelven este problema, con arreglo a lodicho
en el num. 367, del modo siguiente:

} de donde Ly = (.‘E 12) :‘(ﬂb)m
m

Em = a;?,
1!1 = f)m
Ejemplos:
1. Sabhiendo que un escudito de oro, de premio, vale 21
reales y cuartillo jcuanto valdran 79 escuditos?
2 reales =79 ew(,udts.l
rs.=

=79 <21 "'/, rs.=1678,75 reales.
1 escudo= 21— l’ed]e'Fa.f

2+ Siuna fanega de trigo pesa 3 @ y 21 libras jeuanto
pesaran 7 fanegas 2 celemines y 3 cuartillos.

; : 345
a libras =7 fanegs. 2 celemns. y 3 cuartlls. =18 fanegas

1fanega=8 @ 21libras = 96 libras

de donde & libs.-ﬂ'—’x%hbs =090 libhs.=R7 @15 libs.

(") Este problema es el llamado multi plicacion de nimeros coneretos.
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3. Un hectlolitro de trigo cuesta 19 pesetas y 45 cénfi-
mos, jeuanto costaran 65 H1 y 7 DI?
a2 pesetas  =65,7 hectolitros
1 hectolitro == 19,45 pesetas
de donde @ pts. =65,7 =< 19,45 pts.=— 1277,865 pls.

Observacion. Bl segundo miembro de la primera equi-
valencia esta generalmente compuesto de cierto namero
de unidades y partes alicuotas de la unidad expresada en
el primer miembro de la segunda equivalencia, pero para
multiplicar las equivalencias es necesario que exprese
unidades homogéneas y del mismo orden que el primer
miembro de la segunda (num. 367), luego debemos redu-
cirle & incomplejo de dicho orden: la misma, observacion
hacemos respecto del primer miembro de la primera equi
valencia y el segundo de la segunda. Esto da lugar, en
muchos casos, cuando 108 numeros no son métricos deci-
males, & multiplicaciones complicadas que se pueden evi-
tar por un procedimiento que se llama mdtodo de las par-
tes alicuotas.

Estda reducido este mdétodo d sumar los valores de los
miiltiplos y partes alicuotas de la unidad que componen el
sequndo miembro de la primera equivalencia.

Asi: en el ejemplo 2.° tendremos el peso de 7 fanegas,
multiplicando por 7 el peso de una fanega; el de 2 celeni-
nes, hallando el peso de la 6.* parte de una lfanega, y el de
2 cuartillos, hallando el de la 4.* parte de 1 celemin, 6 el de
la 8.* parte de 2 celemines, de donde.

7 fanegs. pesan 21 @y 147 libs. 6 26 @ 22 libs.
2 celms. » » 16
2 cuars. » » 2

7 lanegs. 2 celms. y 2 cuars.pesan 27 @ 15 libs.

Este modo de operar va perdiendo importancia & me-
dida que se populariza el sistema métrico decimal, porque
en este sistema, no es necesario.

372. PROBLEMA 2.° Dado el valor de una unidad con-
creta por su equivalencia con un nimero concreto, expre-
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sado por otras unidades homogéneas, ¢ heterogéneas con
ella, hallar un numero concreto homogéneo con la prime-
ra unidad, conociendo su equivalencia en unidades homo-
géneas con las segundas. (*)

Se expresan de un modo general las equivalencias que
resuelven este problema del modo siguiente (ntim. 367):

Win _“"1 a .1 u
de donde @y = =
Op = TMI 0B e ( b )m (b )

FJEMPLOS.

1.» gCuantas acciones de una mina se podran comprar
con 8290 pesetas, costando una accion 165 pesetas?
@ acciones = 8290 pesetas.
165 pesetas = 1 aceion.
8290 40
de donde & acciones = 165 acciones = 50 16 acciones.
luego se podran comprar 50 acciones y una participacion
40 RS
de & en ofra aceion, 6 reservarse el sobrante de 40 pese-
818 ]
tas en metalico.
2. Una fuente arroja 1 metro cubico de agua en 48 mi-
nutos jeuanta agua arrojarda en 9 horas y 37 minutos?
x m* =9 horas 37 mins. 1 A4 & m? = 577 mins.

O bien i .
48 mins. — 1 m? [ 48 mins. =1 m?

ds donde z mi— E:u: md — 11,020833 m.3

373. ProBLEMA 3.° Dado el valor de un niimero concre-
to por su equivalencia con otro conereto homogéneo u hete-
rogéneo con él, hallar en unidades homogéneas con uno de
los dos coneretos el valor de una unidad homogénea con el
otro. (**) '

Se expresan de un modo general las equivalencias que
resuelven este problema del modo siguiente (num. 367):

e
(") Hste problema es el gue se considera como una division de concretos
homogéneos.

(**) h‘stu* problema es el que se considera como division de concretos hetero-
nt‘n(
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Zm = 1n

= e donHs (1 : b) (b)
e e B = —
= {( e don I a Im @) m
Ejemplos. 1.° Si por un solar de 2722 pies cuadrados se

han pagado 3745 pesetas, jcual es el valor del pie cua-
drado?

a pesetas = 1 pie?

2722 pies? = 3745 pesetas.

~

37 :
de donde x pesetas = 9~;2 pesetas = 1,38 pesetas, con me-

nor error de '/, eéntimo, por exceso.
2. Siun coche ha recorrido 21 leguas y 2840 pies en 9

horas y 45 minutos, jeuanto habra recorrido por hora?

2 leguas — 1 hora
9 horas 45 minutos = 21 legss y 2840 pies

6 bien, reduciendo 4 incomplejos de horas y leguas
x leguas =1 hora
585 422840

22 hor N Yy
60 = 30000 'e8Uas
422840 585 s
de donde 2 leguas = 50000 - 60 legs. =2 legs. y 3368 pies.

3. Sipor 2437 pesetas se cambian 2365 [rancos jeuan-
tos francos se cambian por una peseta?
x francos =— 1 peseta.

2487 pesetas. = 2365 (rancos.
2365
de donde @« francos a = [iC
= Sagy francos = 0,97 francos.

4. Si por 5249 pesetas se han comprado 125 H1 4 D1y
3l de vino ;a4 edmo cuesta el hectolitro?
 pesetas = 1 HI
125,48 H1 = 5249 pesetas.
5249

le donde & pesetas o
; I 1"’" 48 =

— 41,83 pesctas.
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CAPITULO 11L.
COMPARACION DE LOS NUMEROS CONCRETOS.

[. La proporcionalidad de los nimeros coneretos
en general.

374, La relacidn de dos cantidades homogéneas es igual
a la relacidn de los niimeros que las miden, con una unidad
arbitraria, homogénea con las cantidades.

Sean A y A’ las canfidades; Ula unidad adoptada, y a, @’
los nimeros que las miden con dicha unidad. Tendremos:

o A
U Ao, 1 U S T
de donde A= Ud, A=Ua

dividiendo miembro y suprimiendo el factor comun U re-
sulta
A
A
375. Dos magnitudes variables pueden depender una
de otra de tal modo que & eada valor de una de ellas co-
rresponda un valor v sdlo una de la otra.

Dos magnitudes, asi enlazadas, son directamente pro-
poreionales cuando la razdn de dos valores de la primera
es igual « la rasdn de los calores correspondientes de la se-
gundit.

Si Ay B son dos magnitudes directamente proporcio-
nalesy A, A,y B, B, dos pares de valores correspondien-
fes, se tendra por definicion

Al hop By

A B
si se miden las magnitudes A y B con unidades arbitra-
rias, pero homogéneas con ellas, y designamos por al, az y
by, bs, lTos nuumeros que miden los valores correspondientes
de la proporcion anterior, se tendra (ntm. 374)

el
a

(i n .
ka1 S (1)
s b2
' 25
Tsarald Sl S
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cambiando de lugar los medios en la proporcion (1)
a1 a2
i b ( :
376. De la proporcion (2) se deduce: que la relacidn de
dos valores correspondientes, d de los niimeros que los mi-
den, en dos eantidades directamente proporeionales es cons-
tante. (*)
Como consecuencia de esta propiedad si multiplicamos
un valor a por un nimero cualquiera, el correspondiente
b, quedard multiplicado por el mismo niimero.

a
Porque si la razon O—-‘- ha de permanecer constanie,
1

cuando se multiplique el antecedente a; por un numero m
el consecuente se debe multiplicar por el mismo numero
para que la razon no varie. Asi: -
ar M E
by~ bim
277. RECIPROCAMENTE. St multiplicando un valor a,
por un nimero cualquiera, m, el correspondiente b, queda
multiplicado por el mismo niimero m, las cantidades son
directamente proporcionales. (**)
supongamos que @ m = as, y designemos por bg el
valor correspondiente & ag; tendremos, en virtud de la hi-
potesis by m = 02 y dividiendo ordenadamente las dos
igualdades

am Gz ar_ az

bim b bi bs
y cambiando de lugar 1os medios
ar b
a b

378. La demostracion de la proporcionalidad de las mag-
nitudes pertenece a la Ciencia en que se las estudia y no
4 la Aritmética; pero en muchos casos el sentido comun

(*) En lo sucesivo llamaremos proporcionales 4 las cantidades directamen-
te proporcionales.

(**) En la practica el multiplicador m siempre s entero y aun suele ser el ni-

mero 2, Se puede demostrar que si el teorema es cierto cuando m es entero, tam-
hién lo es, cuando es fraccionario, O incomensurable.

S
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nos indica esta proporcionalidad ayudandonos de la regla
que contiene el teorema del num. 377.

Asi. El camino recorrido por un cuerpo que se mueve
con una velocidad constante es proporcional al tiempo que
dura el movimiento. El valor de una partida de trigo es
proporcional 4 la cantidad de trigo, etc.

379. Dos magnitudes son inversamente proporecionales
cuando la razon de dos valores de la primera magnitud es
igual d la razon inversa de los valores correspondientes de
la segunda.

Si Ay, Az son dos valores de la primera magnitud y
B;, B2 los correspondientes de la segunda, se tendra:

A1 Bp
Az By
6 bien entre los nimeros que las miden (nim. 374)
aw_ be .
Pt S e 3
az i ®)

de donde se deduce
tay by = a» bs (4)

380. De la igualdad (4) se deduce: que el producto de dos
valores correspondientes d de los niimeros que los miden,
en ‘dos cantidades inversamente proporcionales, es cons-
tante. (*)

Como consecuencia de esta propiedad: Si multiplica-
mos un valor ay por un nimero cualquiera, el correspon-
diente by quedard multiplicado por el mismo numero.

En efecto; si el producto a; 6; ha de ser constante cuan-
do a; se multiplique por m, el lactor b; habra que dividirle
por el mismo numero para que el producto no varie. Asi:

; -
ay by = (a1 m) £

381. RECIPROCAMENTE. Si multiplicando un ovalor

(*) Entrelas cantidades se tiene la igualdad A; By = Ay By y mlliéndolas

2on unidades U y V se tendri A1 By __ AZ By + () bien a IlI — A3 by
B 1 (IS
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por un nimero cualyuiera m, el correspondiente queda di-
vidido por el mismo niimero m, las cantidades son inversa-
mente proporeionales. (*)
Supongamos que a m =z y sea bz el valor corres-

] DS
pondiente & a» tendremos '_rla = fz y multiplicando orde-
T

nadamente las dos igualdades
ay m b = ag by ] a) by = az be
m

382. La proposicion anterior se utiliza muchas veces
para averiguar si dos magnitudes son inversamente pro-
porcionales. !

Asi: el tiempo empleado, por un cuerpo (ue se mueve
uniformemente, en recorrer una distancia dada, es inver-
samente proporcional 4 su velocidad. 1 tiempo necesario
para que varios operarios concluyan una obra es inversa-
mente proporcional al niimero de operarios, ete.

383. Cuando una magnitud, M, depende de ofras varias,
A, B, G, D, para saher con cuales es directa y con cuales
inversamente proporcional, se supone que varia una de las
magnitudes A, B, C, D y que las demis permanecen cons-
tantes. A y M seran directamente proporcionales si varian-
do s6lo A, la razin de dos valores suyos es igual 4 la de
sus correspondienies de M; y serian inversamente propor-
cionales si la razon de dos valores de A es igual a la razon
inversa de los correspondientes de M.

384. Sea M una magnitud directamente proporcional
con A, B, é inversamente proporcional con C y D, y sean

my ap by ey oy
me as b ¢ do
dos series de valores correspondientes. (**)
Designemos por m', m”, m'", los valores que toma m

(%), En la practica el multiplicador m saele ser el pumero 2. Pero se puedea de-
mostrar que siel teorema es clerto cuando e es entero, tambien loes cnando .t
es fraccionario o incomensurable.

(**) Podemos desde luego suponer queson valores numéricos, pero Ia propic-
dad que vamosa demostrar tiene lugar también entre las magnitudes sin refe-
rir 4 unidad alguna. =
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cuando A, B, C, pasan sucesivamente de los valores
ar, Oy ¢1, & 1os valores az, bs 09, tendremos entre los valores
correspondientes (nims. 375 y 379).

m o a byoer d) M !
; m' as
me Sde s BiieT dy e by
y o Rl
m s 2 [ oy m’ &
m' oaz by ez dy m,f: €1
m''  d

Me: Qg he es) el i 0

y multiplicando ordenadamente y simplificando el primer
miembro

m__ o b e ds

me @z b e dy

Esta igualdad manifiesta: que lu razin de dos valores

de una magnitud que depende de otras varias, es igual al
producto de las razones directas de los valores correspon-
dientes de las magnitudes con las que es directamente pro-
porcional, multiplicado por el producto de las razones in-
versas de los valores correspondientes de las magnitudes
con las que es inversamente proporeional.

IT. Reglas de tres simple y compuesta.
Regla de tres simple.

385. Ll problema de la rela de tres simple se puede
enunciar del modo siguiente:

Conocidos dos valores correspondientes de dos cantida-
des direeta o inversamente proporcionales, hallar el valor
de una de ellas, correspondiente d un nuevo valor dado d

la otra.

La regla de tres simple es directa cuando las cantida-
des a4 que se refiere la cuestion son directamente propor-
cionales, ¢ (nversq cuando son inversamente proporcio-
nales.

386. REGLA DE TRES DIRECTA. Si Ay B son dos canti-
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dades proporcionales y a , by dos valores correspondien- -
tes; nos proponemos hallar el valor de A, correspondien-
te al valor 0z de B, Se tendra (num. 375)

Ll > de donde @=—a; =< b—’-
28] b1 i
Luego: en la regla de tres simple directa, el valor de la
inedgnita x se obtiene multiplicando el valor conocido del
mismo género por la rasdn directa del nuevo valor de la
otra eantidad al que antes tenia.

Ejemplo. Siun cuerpo, que se mueve uniformemen-
te, recorre en 48 minutos 17 kilémetros jcuanto recorreri
en 2 horasy 26 minutos suponiendo cque lleva la misma
velocidad?

En doble tiempo recorrera doble espacio, luego el es-
pacio recorrido y el tiempo tardado en recorrerle son di-
rectamente proporcionales, (num. 375), entonces tendre-
mos, reduciendo & minutos las 2 horas y 26 minutos.

1'{;’ — 51,708 Km

4

aKm =17 Km =<

387. REGLA DE TRES INVERSA. SiAy B son dos canti-
dades inversamente proporcionales y ai, 0, dos valores
correspondientes, nos proponemos hallar el valor @« de A
correspondiente al valor 6z de B. Se tendra (ntium. 379)

o 7] U1

et g o et
a5 de donde & =a; =< b:g

Luego: en la regla de tres simple inversa el valor de la
nedgnita x se obtiene multiplicando el valor conocido del

mismo género por la razon inversa del nuevo valor de la
otra cantidad al que tenia antes.

Ejemplo. Si un tren con la velocidad de 36 Km por hora
ha tardado en recorrer cierta distancia, 27 minutos, jcuin-
to tardard en recorrer la misima distancia cuando su ve-
locidad sea 53 A'm por hora?

A doble velocidad corresponde la mitad del tiempo para
recorrer la misma distancia, luego el tiempo y 1a velocidad
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son inversamente proporcionales (nam. 381), entonces
tendremaos:
e R e e e N 2 e
x minutos =27 mints. =< = 18 mints. 14,7 5.

Regla de tres compuesta.

386. El problema de la regla de tres compuesta se pue-
de enunciar del modo siguiente: Si una cantidad M depen-
de de otras varias A, B, C, D y conocemos un valor my de la
primera, correspondiente d los valores ai, by, e1, dy, de las
otras, hallar un nuevo valor &, de M, que corresponda A
los valores az, b2, ¢z, da, de las otras cantidades.

Supongamos que la cantidad M es directamente pro-
porcional con A y B é inversamente proporcional con Cy D,
fendremos (num. 384)

& a2 b €1 dy
= e e s
mi aj n co ds
de donde
@ b2 s S dy
aj by e3 ds

Luego: en la regla de tres compuesta el valor de la in-
cdgnita x se obtiene multiplicando el valor conocido del
mismo género, por las razones directas de los nuecos va-
lores d los antiguos, para las cantidades directamente pro-
proporeionales con la del mismo género que la incdgnita y
por las razones inversas de los valores nuevos d los anti-
guos, para las eantidades inversamente proporcionales con
la del mismo género que la inedgnita.

Ejemplo. Sien 124 horas, 65 obreros han abierto una
zanja de 845 metros de larga, 2m de ancha, 0,75m de pro-
funda, en un terreno cuya resistencia esta representada
por 4, siendo 8 el numero que representa la fuerza de cada
obrero, jcuantas horas tardaran 82 obreros en abrir otra
zanja de 1000m de larga, 2,50m de ancha, 1m de profunda,
siendo 3 la resistencia del terreno y 3,5 la fuerza de cada

obrero?

2 = my ==
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Dispondremos el ejemplo del modo siguiente:

i d d d d i
Horas Obreros Largo Ancho Profundo Resistencia Fuerzg
124 65 845 2 0,75 1 g
x 82 1000 250 1 3 35

Comparando con las horas cada una de las demas can-
tidades, se ve que el numero de horas necesarias para
abrir la zanja es inversamente proporcional al nimero de
obreros y 4 la fuerza de cada uno y directamente propor-
cional al largo, ancho y profundidad de la zanja y a la re-
sistencia que opone el ferreno; luego

;\{ll.:)[aa—-lﬂi><0'5 1000_){?_3 50){_1 'g e
45 2 0,75 4 d 5
con un error menor de medio minuto por exceso.

Al hacer las operaciones se deben suprimir los facto-
res comunes del numerador y denominador para simplifi-
car todo lo posible el calculo.

ITI, Reglas de interds y descuento.
Regla de interés simple.

387. Cuando se presta un capital durante cierto tiempo,
el prestamisia se indemniza recibiendo, ademas del capi-
tal prestado, una cierta cantidad que se llama interés 6
renta. !

El interés se regula por comparacion con un capital
de 100 pesetas que se supone prestado durante un afio en
las mismas condiciones que el capital que se considera.
Il interés de 100 pesetas en un afio se llama rédito 6 tanto
por ciento. El interés es proporeional al capital prestado.

Se puede admitir que el interés es proporeional al tiem-
po que dura el préstamo, 6 sea que el capital es invariable
durante este tiempo, y entonces se llama interés simple; 0
que por intervalos iguales (generalmente de un aiio) se
acumulan al capifal para producir 4 su vez otro interés, ¥
en este caso se llama interés compuesto.

En los casos de interés simple, generalmente, el pres-
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e tatario paga por intervalos iguales (de un afo, de un se-
 mestre, ete.) el interés del capital que ha recil)'ido y al ter-
minar ¢l tiempo estipulado devuelve tambicn el capital.
Por ahora s6lo nos oc uparemos de cuestiones de inte-
rés simple,

388.  Designemos por ¢ el capital que se presia; port el
tiempo que dura el préstamo; por i el inferés que produce,

¢l interés del capital 100 en un ano.

tendremos ue resolver un problema de regla de tres com-
puesta, que dispondremos del modo siguiente:

i 100 1 t “
de ' im. T L AT
SRR I donde (num. 386) i = r > . -<_ 100
0 hien
e
=500V

La fidemnla (*) se ha obtenido en la hipdtesis de que la
unidad de tiempo es un ano, por consiguiente si el tiempo
{ se expresa en meses, se tendra presente que cada mes es
1 ;

5 de afio, y portanto si £=p meses, sera { = f—’, luego la

formula se convertira en

C IJ i
RSl e ok
' 100 1200

y si £ se expresa en dias, sera qe;._:un que se¢ ad-

3m
mita, como se hace muulm&-. veces el e] comereio, que €l
afio tiene 360 dias, 0 365, de donde
SR VR EL
36000 36500
Ejemplo. Hallar el interés de un capital de 3428 pese-
tas al 6 por "/, (se lee al 6 por 100) en'7 meses.

) Fopmula es una expresion donde estin indicadas las operaciones (ue se
;_dabm efectuar para resolver un pr ablenin. ‘)G

v porr la renta, 6 fanto por 100, que es, como hemos dicho

Por ser el interds proporeional al capital i al u‘empo,'

o ol 10

e |

st 1
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7 . s
Haremos ¢ = 3428; { = ) y r=06, de donde

. B3428<T=<6

; 4200 :

389, De la formula (1) se deduce multiplicando por 100
los dos miembros:

y dividiendo sucesivamente por tr, ery ct,

= 119,98 pesetas. ‘

100 i = ‘-'_‘ I se hallan ofras tres [6rmulas que sirven

S 100 ¢ para resolver las cuestiones en que se {rate

. ; % de hallar el capital e, 6 el tiempo &, 0 el ré-

gie 200 dito . Il numerador 1007, se cambiara en

O 12004, si el tiempo esta expresado en meses;

ey y en 36000¢, 6 en 365004, siesta expresado
et ") on dias.

Ejemplos. 1. jQué capital se habra prestado al 5 por?/,
para producir 340 pesetas en 80 dias?
. — 36000 <340
DR ot
2.0 jCuanto tiempo habra estado prestado un capital de
3000 pesetas para produciral 6'/, por Y, un interés de 85
pesetas?

= 30600 pesetas.

100 =< 85 100 >< 85 =< 4 34
ST e e
4
Sise supone el afio de 360 dias, esta [raccion de afo

serd 163 dias aproximadamente, y sise supone el afio de
365 dias, serd 1656 dias tambien aproximadamente.

300. Cuando el tiempo que dura el préstamo es un afio,
la formula (1) es mas sencilla porque se hace t =1, y se
tendra

t_

3000 =< 6

s

er 1004 1004
de donde ¢ —= — it
100 PR c

En este caso es cuando el interés suele tomar el nom-
bre de renta, sobre todo si se recibe, ¢ paga anualmente
hasta la devolucion del capital prestado.
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Regla de descuento.

391. Pagaré es un documento de crédito por el cual una
persona se obliga d pagar 4 otra cierta cantidad en una
fecha designada en el documento, que se llamea su venei-
miento.

Letra de cambio es un documento de crédito por el eual
una persona manda d otra que se sirva pagar ¢ su orden, o
a una tercera persona, cierta cantidad en un plazo, 6 fecha
designado en el documento. !

Valor nominal de una letra, 6 pagaré, es el valor que
esta consignade en el documento. Valor actual O efectivo
es un valor variable que tiene antes de su vencimiento.

El valor actual es menor que el valor nominal, y 1a di-
ferencia entre amhos valores se llama descuento.

si el tenedor de un pagaré o de una lefra quiere cobrar-
la antes de su vencimiento, tiene que pagar al que la toma
el interés del valor nominal, 6 del valor electivo del do-
cumento. En el primer caso, el interés se llama descuento
comercial, en el segundo, descuento matemdtico d racio-
nat. (%) :

Sidesignamos por d el descuento y o el valor nomi-
nal, siendo r el tanto por ciento y ¢ el tiempo que falla
para el vencimiento, tendremos, segun la [ormula (1) (ni-

mero 388) ;
vtr

100
Yeneralmente el tiempo se expresa en dias, y supo-

d —

niendo que sea igual a p y el ano de 360 dias
opr
j 36000
Ejemplo. ;Qué descuento tiene una letra de 1247,60 pe-
setas que vence dentro de 35 dias al 6 por */?
1247,60 =< 35 =< §
36000

==

O = 7,28 pesetas.

() Noexplicamos mas que el descuento comercial, porgue es el inico que
estion uso, excepto cnandoel plazo del vencimiento es mas e un afo, encuyo
caso se descuen taa interds compuesto el valor efectivo.



— 204 —
Luego el fenedor de la letra debera recibir 1240,82 pe-
setas.

IV. Regla de compania.

302, La regla de compania es el procedimiento que se si-
que para repartir entre varios socios la gurincia d pérdida

de una sociedad que han fundado con wn fin industriel, ¢ ;
mercantil cualquiera. 3

Las ganancias d pérdidas socicles se reparten entre los :
socios proporcionalmente « los capitales que aportan d la ,
sociedad y proporcionalmente también d los tiempos que E

esten impuestos.

Sidos socios aportan los capitales e y ¢, duranfe los
tiempos £y ¢, designando por g y ¢' las ganancias, O pér-
didas que les ¢orrespenden, tendremos

g € 1 . v ., ;

g, e, C'Idc donde (num. 384) o=y
0 bien g __ ot
gl

Luego las gananeias o pérdidas de cada socio son pro-
porcionales d los productos de los capitales por los tiempos.
393, Designando por G la ganancia, 0 pérdida social,
por g, g, " las sanancias 6 pérdidas de los socios, pov ¢,
¢’, ¢, los capitales.y por ¢, ¢, £7, los tiempos que estan im-
puestos, tendremos que dividir G en partes proporciona-
les 4 los productos ef, ¢'¢’, ¢”t”, (nim. 392). El problema de
dividir un namero en partes proporecionales a otros nime-
ros dados, le resolvimos en el nim. 351, y aplicando al caso
actual la regla ue hallamos entonces tendremos
G S (i . : (i =
circtrotd T S err e U T Y X G et
Silos tiempos, 6 los capitales son iguales, las formulas
se simplifican por la supresion de un factor comun; pero
se podrian obiener directamente en virtud de lo dicho en RE
el niimero anterior. :
Ejemplo. 7Tres personas se agocian para una empre-

=cl><
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sa; la primera con un capital de 6000 pesetas durante 2
afos; la segunda, 5000 pesetas durante 16 meses, y la terce-
ra, con un capital de 7000 pesetas durante 9 meses. jQué
ganancia corresponde 4 cada socio siendo la ganancia total
8000 pesetas?
g =— il ><6000>< 2=4013,9 pts.

16 9
G000><2 5000 4%
5000><2+5 0>\12—|—;000><12

gy 8000 % 16 !
] (f = : 1{; 9 Xnmxi‘:) ==~.-—20,9F'}
bm0><:z+:;000><-1§+?nmxi§
8000 9
3.0 g'= 7 9 x?ﬂmxl'__)rl'?:"iﬁ,lf)
(-]D(K}x:?—l—ﬁf)ﬂﬂxrj—f—'?m{)x-io- o

V. Regla de aligacidn.

304. REGLA DE ALIGACION es el procedimiento que se
sigue para resolver los dos problemas siguienties:

1. Dadaslas cantidades de varias sustanciasque se mes-
clan y los precios de sus unidades, hallar o cantidad y
precio de la mezcla.

2. Dados los precios de la unidad de la mezela y los pre-
cios de las unidades de las sustancias que se han de mezelar,
hallar las cantidades que se han de mezelar.

il primer problema se llama regla de aligacion directa
y el segundo regla de aligacion inversda.

En uno y otro caso se supone que las sustancias
(ue se mezclan no pierden su valor ni sus propiedades
al mezelarse.

395. REGLA DE ALIGACION DIRECTA. Si designamos por e,
¢, ¢ las cantidades que se mezelan y por p, p', p''10s precios
de sus unidades. La cantidad total de mescla serd, desig-
nandola por C
B e 2 ) L o
Y el valor de la mezela total seri
ep 4 e'p + e'p”
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puesto que ep, e'p', ¢''p’ son evidentemente los valores de
las cantidades de las sustancias mezcladas.

Para obtener el precio de la mezela, 6 sea el valor de
una unidad, bastara dividir el valor total de la mezela por
su cantidad, de suerte que si designamos por P dicho pre-
cio, se tendra
e e e et

L e D

De aqui se deduce la siguiente:

REGLA. Para hallar el precio dela mezcla, se multiplica
cada una de las cantidades mezeladas por su precio ff se stu-
man los produetos y esta suma sedivide por la de las ean-
tidades mezcladas.

Ejemplo. Se mezclan 7 Kg. de café moka de 5,50 pe-
setas el Kg. con 10 de calé de Puerto Rico de 5 pesetasy
con 8 de café earacolillo de 4,75 pesetas el Kg., sedesea sa-
ber el precio de la mezcla.

Segun la regla anterior se tendra
p — A>59:890 + 0 =54 8 34,75

74+ 10 4+ 8
396. REGLA DE ALIGACION INVERSA. SUPONZAImos en pri-
mer lugar que son dos las sustancias que se mezclan
siendo py p' sus precios y P el precio de la mezela. Siel
problema ha de ser posille, el preeio de la mesela ha de ser
intermedio entre los precios de las sustancias que se mez-
elan, luego si p X p', se debe tenerp XN P X\ p.

Esto supuesto, si designamos por ¢ y ¢ las cantidades
que se han de mezclar en cada unidad de la sustancia
cuyo precio es p se perderda p — P, luego en e unidades se
perdera ¢ (p — P); en cada unidad de la sustancia cuyo
precio es p' se ganard P — p', luego en ¢’ unidades se gana-
ra ¢’ (P — p'): igualando ahora 1o que se pierde en una
sustancia con lo que se gana en la otra, se tendra:

e(p—P)=c (P—p')
de.donde podremos formar la proporeion (nam. 337)
¢ P—q
e

= E’;,O(g pesetas.

g
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Juego;: las cantidades que se han de mezelar son a'm.v-e;f-..sa—
mente proporcionales d las diferencias entre sus preecios
respectivos i el precio medio, d de la mezela.

El problema de aligacion inversa es indeterminado,
puesto que no se halla mas que la relacion de las canti-
dades que se han de mezclar, por tanto se puede fijar arbi-
jrariamente una de las c-zmtidadea 6 su suma. Podemos,
por ejemplo, suponer que la suma de las cantidades ¢ y ¢
es la unidad, v de la proporcion anterior deduciremos
(nm. 312)

e S b 2R JIET
p—p  P—p T p—P
a bien porsere + e =1

: . i : - dedonde ¢ = P—p

P—p p—p P
£ : 5 » ¢ = s P

p—P p—p pP—p

Ejemplo. Se desean mezelar dos vinos, une de7hH y
otro de 60 pesetas el Hi. jQué cantidad de cada uno debe
entrar en un i, para que el precio de la mezela sea 72
pesefas?

Segin se deduce de las [ormulas anteriores, se tendra:

L Ly R
e=1" O 21y — 0,80 H1 = 801
15—
75—72
(— 0 HI=0,20 Hl=20!
€ = 580

Luego en cada Hi¢ de mezela deben entrar 80 litros del
vino de 75 pesetas y 20 litros del de 60 pesetas.

397. Silas sustancias que se han de mezclar son mas
de dos, aumentara la indeterminacion del problema (su-
poniendo siempre que el precio de la mezcla es interme-
dio entre el precio de 1a mas cara y de la mis barata de las
sustancias mezcladas, pues en el caso conirario es impo-
sible); pero para hallar una solucion: se epera primero con
dos sustancias cuyo precio comprende el de la mescla, des-
Pués con ctras dos, y asi sucesivamente, pudiendo operar
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con una misma sustancia dos ¢ mes veces. Lasuma de las
cantidades de eada mezela serd la eantidad total de
mesela.

Ejemplo. Se desean mezelar trigos de 22, 21 y 16 pese-

as el HjQue cantidad se debe mezelar de cada uno para

que el precio de la mezela sea 20 pesetas el H{?
Operando primero con los trigos de 22 y de 16 pesetas,
en cada Hl de mezcla entran‘z‘m las cantidades (ntm. 395)

il i HI=0671 imadl:
C=55"1p = 3- =67 [ aproximadamente
22—2 1 )
¢'= 55 16 Hi— 3 Hl=33 ! aproximadamente

Operando ahora con los frigos de 21 y de 16 pesetas, en
cada H{ de mercla entraran las cantidades

20—16
B H:—H,:
el Hl=— HI=80 |

9120 1
A ST :—H.—_—‘O.
e St

Luego en dos Hl de mezcla enfraran 67 litros del trigo
de 22 pesetas, 80 [ del de 21 pesetas y (334-20)1 =53 litros
del de 16 pesetas,

FIN DE LA ARITMETICA.










PRELIMINARES.

1. Pararepresentar las cantidades 6 nimeros conocidos
pero cuya relacion con la unidad sea indeterminada em-
plearemos las primeras letras de nuestras alfabeto: cuan-
do sea necesario las afectaremos de acentos 6 indices. Por
ejemplo: a', a”, &'’,... a1, @z, a3..., que se leen a prima, a se-
gunda, a tercera... a sub uno, n sub dos... Para designar
cantidades y numeros desconocidos usaremos general-
mente las ultimas letras del alfabeto. Algunas veces utili-
rzaremos también las letras del allabeto griego. Conserva-
remos los signos de operaciones, igualdades y desigualda-
des que se han empleado en la Aritmética. Por consiguien-
te ni el sistema de notacion, ni la manera de estudiar la
cantidad seran completamente nuevos para los alumnos.

2. Las cantidades que en una expresion cualquiera es-
tan precedidas del signo 4+, 0 no llevan signo, se dicen po-.
sitivas 6 aritméticas: las que estan precedidas del signo —
negatioas.

La formacion é interpretacion de las cantidades posi-
tivas ha sido suficientemente explicada en la Aritmética.
Ahora s6lo nos ocuparemos de la formacion ¢ interpreta-
cion de las cantidades negativas.

3. Supongamos que se quiera efectuar la sustraccion
a — b; mientras el valor de @ sea mayor que el de b la ope-
racion no ofrecera dificultad alguna, pero si @ <0, por
ejemplo, si @ =5, b=—28, la sustraccion no puede efectuar-
se. Sin embargo, teniendo presente que para restar de un
nimero 8 unidades se pueden restar primero 5y despues
3, la diferencia 5 — 8, serda equivalente & 5—5—3, que se
reduce 4 — 3. Este numero 3 precedido del signo — es 1o
que llamaremos un numero negativo, Mas generalmente,
si en la diferencia @ — 6, hacemos b = a + ¢, para restar
b, restaremos sucesivamente « y ¢ y se fendra
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i a—0=0— d-—¢
que es igual & — ¢, es decir una cantidad negatica.

4. A partir de cero y por adicion de cantidades 6 nume-
ro positivos, se forman series de cantidades 6 nameros po-
sitivos, cada vez mayores y que podran llegar & ser mayo-
res (ue cualquier cantidad, 6 numero dados: es decir que
podran crecer sin limites.

Si & partir de cero restamos cantidades, 6 niameros ca-
da vez mayores, tambien las cantidades 6 nimeros que se
forman, creceran sin limites pero negativamente.

Asi: ;

(R et LR P (PR e
sera la serie natural de numeros negativos.

El cero es origen y limite comun de las cantidades y
numeros positivos y negativos, que se lorman y desarro-
llan en dos sentidos opuestos, por lo cual unas por rela-
cion 4 otras se designan con el nombre de cantidades

Lopuestas.

* Representando por el simbolo s el infinito 6 la caren-
cia de limites la serie positiva y negativa de los numeros
naturales sera:

— o i — . —4, —38,—2,—1.0,1,2,3,4... 1... o0

5. Se llama mddulo, d valor absoluto de una cantidad, el
valor que tiene considerandola coma positioa.

Dos eantidades son iguales cuando tienen el mismo valor
absoluto y el mismo signo. Sitienen el mismo valor absoluto
Yy signos contrarios, se dicen iguales y de signo contrario.

6. ILvidentemente toda cantidad ¢ ntmero positivo es
mayor que cero y de dos cantidades positivas es mayor la

que tiene mayor valor ahseluto. Ahora bien, como el cero
es el limite comun de las cantidades positivas y negativas,
dista menos (num. 4) de una cantidad positiva, que cual-
quiera cantidad negativa, por tanto toda cantidad negatica
es menor que cero. (*) Como toda cantidad negativa dista de

*) Deagui surge una distincion, admitida por todos entre el ceroabsoluto, sim-
lmloldf, latnnda_. inferior por tantoa toda cantidad y el cero limite de que se habla
en el texto.
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las positivas tanto mas cuanto mayor es su valor absolu-
10, se deduce que de dos cantidades negativas es mayor la
que tiene menor valor absoluto.

7. Algunas cantidades concretas pueden ser suscepli-
hles de afectar dos sentidos opuestos, en este caso si se
considera como posifivas las que afectan un sentido, sus
opuestas seran las negalivas, :

Como ejemplo pueden citarse las distancias contadas
en una linea recta. 5i admitimos que, & partir de un punto
en un cierto sentido son positicas, en el sentido opuesto se-
rdan negativas. En general basta que una distancia sea re-
corrida en el sentido positivo para ser positivas: si una dis-
tancia es recorrida en el sentido negatino seri negativa.

Si un acontecimiento cualquiera se considera como
origen de los tiempos, & partir de él se podra contar hacia
el pusado, O hacia el parvenir y seran opuestas.

Son también cantidades opuestas: haberes y deudas;
ganancias y pérdidas; avances y retrocesos; dilataciones y
contraceiones; temperaturas superiores é inferiores al cero
de unc escala termométrica,; ete.

Si las cantidades concretas que se considere no son
susceptibles de afectar dos sentidos opuesios, las negativas
no tienen interpretacion y se consideran como absurdas.

8. Se llama valor algebrdico de una ecantidad i su valor
absoluto, precedido del signo que le correspondda.

Se llama cantidad algebrdica Lo cantidad considerada
bajo su doble aspecto de magnitud y signo.

9. Con las cantidades algebraicas se efectuan operacio-
nes andlogas a las del caleulo aritmético, el conjunto de
eslas operaciones recibe el nomhbre de edleulo algebriico.

10.  Algebra es la ciencia fundamental de la cantidad,
que estudia el sistema de operaciones que deben efectuarse
con eantidades dadas, para deducir por medio-de ellas otras
cantidades desconocidas, é investiga ademds las propieda-
des de la i;nticiad.

Difiere ‘esencialmente de la Aritmética porque estudia
la cantidad ‘hajo su doble aspecto de magnitud y signo:
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pero no estan tan claramente deslindados los dominios de
ambas ciencias que no tengan alguna parte comun. (*)
11. Fdarmuola es una relacidn constante que enlasa va-
rias eantidades.

Estudiaremos dos clases de formulas: unas ueindican
el procedimiento que se debe seguir en la resolucion de
un problema y otras que si bien se podran considerar
como el resultado de resolver un problema, expresarin
generalmente una propiedad de la cantidad.

. be :
La férmula d = o que sirve para hallar el cuarto

término de una proporeion conecidos 1os otros tres, perte-
nece a las primeras. La [ormula (a + 0)* =a* 4 2ab + 4*
fue sirve para hallar el cuadrado de una suma, es una
identidad que expresa una propiedad de las cantidades y
de los numeros.

Traducir una formula al lenguage vulgar es deducir
de ella un teorema O regla para resolver todas las cuestio-
nes analogas a la que da origen a la {ormula.

Asi la primera de las férmulas anteriores dice: In toda
proporeién un extremao es igual al producto de los medios
dividido por el otro extremo.

Definiciones de las operaciones algebrdicas.

12, Suma algebrdica de dos cantidades del mismo signe
es la suma de sus valores absolutos precedida del signo co-
min. Suma algebrdaica de dos cantidades de signo contrario
es la diferencia de sus valores absolutos procedido del signo
de la mayor.

Adicidn algebrdaica es una operacion que tiene por olje-
to efectuar la suma algebrdaice de dos ¢ mdas cantidades.
Las cantidades se llaman sumandos, el resultado suma; el
signo de la adicion es el mismo que en la Aritmética y
como alli se coloca enfre cada dos sumandos, pero eadd

*)  Muchos estudian 1as progresiones, logaritmos; ctestiones de intereses,
fraceiones continuas, ete., en la Avitmeética. Tampoco se puede destindar donde
termina el Algabra y comienzael Caleulo infinitesimal, pues en una yviotra cien-

¢l se estudian la varineion de las funciones, derivadas, maximos 3 minimos ete.,

e ——

sty
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una de éstos se encterra en un paréntesis con el signo que
teny.
La adicion de dos cantidades afectara pues la forma
general:
(+ a)+ (+ b)

combinando 1os signos de a vy b de todas las maneras po-
sibles tendremos:

(ta)+(+b)=a+b (—a)+ (+b)=—a+b

(+a)y+(=b)=a—0 (—a)F(=b)=—a—0b

Silos sumandos son mas de dos, se suman los dos

primeros, al resultado se le suma el tercero y asi sucesi-
vamente hasta el ultimo.

Ejemplo: (+5)+(—9)+(+11)=(5—9)+(+11)=5—9+11=7

13. Comprende la adicion algebraica las dos operacio-
nes inversas adicion y sustraceion aritméticas: por tanto
el resultado puede ser positivo 6 negativo: en general: el
valor absoluto de la suma es menor que la suma de los va-
lores absolutos de los sumandos y en alguncs eqsos es cero.
(+ 3+ (—DH(+2=3—T7+2=—&
(+3)+(—3)+ (+2=3—-5+2=0

14. Para dar mas generalidad a las [ormulas, se acos-
tumbra & representar cada cantidad (positiva 6 negativa)
por una letra precedida del signo+0 sin signo. Y solamente
cuando se deben hacer todas las hipotesis posibles sgbre
los valores de las cantidades, 6 cuando reciben valores
particulares, se les afecta de los signos correspondientes.
Las ventajas de este convenio se iran notando & medida
que se avance en el estudio Por ahora solo diremos que
para indicar que se deben sumar los valores, positivos d
negativos, de las cantidades a, b, c..... hastara escribir

Ejemplos.

15, De las propiedades de la adicion aritmética se con -
servan en la algebraica las siguientes.
12 La suma de varias igualdades es una igualdad.
2% Una suma no se altera aunque se altere el orden de
los sumandos.
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3.2 La suma indicada de dos ¢ mds sumandos se puede
sustituir por su suma efectuada.

4.0 El resultado de sumar con cero cualquiera cantidod
es la misma cantidad.

COROLARIO. Si se eambia el signo de todos los sumandos
de una suma, la suma cambia de signo.

Si A es la suma de los sumandos positivos y B la de
los negativos, la suma algebraica sera A — B, que tendra
el signo de 1a mayor de las cantidades A y B: pero si cam-
hiamos el signo 4 todos los sumandos, la suma algebraica
sera — A + B, que evidentemente tiene el mismo valor ah-
soluto y signo contrario que A — B.

16. Sustraceion algebrdica es una operacion que tiene
por objeto dados una suma de dos sumandos 4 uno de ellos
hallar el otro. Las cantidades se llaman, como en Aritmé-
tica minuendo la suma dada, sustraendo el sumando dado
y resto el sumando desconocido: el signo de la sustraceion
es el mismo que en Aritmética y se coloca entre el mi-
nuendo y el sustraendo, que se deben escribir cada uno én
un paréntisis con su signo prepio.

La sustraceion de dos canfidades afectara pues la for-
ma general:

(a)—(+0b)

17. Para restar algebrdicamente dos cantidades, se su-
man el minuendo, con su signo propio y el sustraenda con
signo contrario.

Supongamos que sea + a el minuendo y — 6 el sus-
traendo, decimos que

(+a)—(—b)=a+ b

Porque 1a suma de — b con @ + b es igual al minuendo
a, como debe ser segun la definicion de sustraceion.

18. Combinando de todos los modos posibles los signos
de los datos en la sustraccion se tiene.

(+a)—(+b)=a—b (o) ={+ay=—a—Db

(+a)—(=b=a+b (=) —(—t==ag+ b

Listas igualdades manifiestan que el valor absoluto del

al b= g 5

Rl )
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resto no es siempre igual 4 la diferencia de los valores ah-
solutos del minuendo y sustraendo y aun puede ser igual
4 su suma.
Ejemplo:  (+8)—(—7) =8+ 7=15

19. De las propiedades de la sustraceion algebraica uti-
lizaremos muchas veces la siguiente: La diferencia de dos
igualdades es una igualdad.

20. Multiplicacivn algebrdica es una operacion que tiene
por objeto, dadas dos cantidades (positivas, 6 negativas, 0
una positiva y otra negativa) hallar una tercera cantidad
que sea en magnitud y en signo, respecto de la primera, lo
que la sequnda es respecto de la unidad positiva. Las canti-
dades que se multiplican reciben, como en la Arvitmética,
los nombres de multiplicando y multiplicador, y ambas
juntas lactores del producto, que es el nombre de la terce-
ra. Se indica la multiplicacion con el mismo signo (que en
Aritmética colocado entre los factores; pero en muchos ca-
sos se pueden suprimir los paréntesis de los [actores y casi
nunca se escribe el signo de multiplicar.

Asi el producto (+ @) =< (+ b) se escribe ab.

21. De la definicion de la multiplicacion se deduce la
regla que se debe seguir para hallar el signo del producto.
En efecto; si el multiplicador es positivo, tendra el mismo
signo que la unidad positiva y por tanto el producto debera
tencr el mismo signo que el multiplicador; si el multipli-
cador es negativo, tendra signo contrario al de la unidad
positica y, por consiguiente, el producto debera fener Signo
contrario al del multiplicando.

Combinando los signos de todas las maneras posibles,
tendremos:

(+a)=<(+0b)=+ab + > + da +
Al ) e ibimh Y=l 0 blen - i — A —
(—a)=x(+b)=—ab — > + da —
g )< —by= +.ab — > —da +

que se enuncia brevemente diciendo: signos iguales dan
+ en el producto y signos contrarios —.

99 Qi ecambiamos el signo & uno de los factores ‘;le un
_ ' 28




el
producto, cambia de signo el producto; porque si los sig-
1nos eran iguales se convertiran en contrarios. y sieran
contrarios, en iguales. Si cambiamos ¢l signo a los dos
factores, el producto no cambia de signo, pues si eran igua-
les, iguales quedaran después del cambio, y contrarios si
eran contrarios.

23. Un producto de varios factores se electua multipli-
cando el primero por el segundo, lo que resulie por el ter-
cero y asi sucesivamente. £l producto final sera positivo d
negativo, seguin que el niimero de factores negativo, sea par
O impar. Porque al formar el producto obtendremos el sig-
no — cuando hayamos multiplicade por el primer faclor
negativo; el signo + cuando hayamos multiplicado por el
segundo, y estos pares de cambios se repetiran hasta mul-
tiplicar por el ultimo de los [actores negalivos, que dara el
signo final y serda + 0 —, segun que abra 6 cierre uno de
los cambios, es decir, segin que el numero de factores ne-
gativos sea par o impar.

24. Las propiedades de la multiplicacion aritinética que
se conservan en la multiplicacion algebraica son:

1.* El producto de varias igualdades es una igualdad.

2. Un producto no varia aunque se altere el orden de
sus factores.

3.* El producto indicado de dos, d mds factores, se pue-
de sustituir por su producto efectuado.

4. El producto de una cantidad por cerao es cero.

5." Elproducto es igual ¢ uno de los factores cuando el
olro es la unidad.

En Aritmética se ha demostrado la generalidad de es-
tas propiedades para los niimeros positivos, y ahora es fi-
cil convencerse que son ciertas tamhién algebraicamente.
En efecto; si se verifica, por ejemplo, que los valores ab-
solutos de los productos abe, eab, cha..... son iguales, co-
mo sus signos también son iguales (ntum. 23), se tendra al-
gebraicamente.

abe = chb=—"cbgi=1..,
De estas propiedades resultan, como en Aritmética, las
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consecuencias siguientes: Para multiplicar una cantidad
por un producto, se la multiplica sucesicamente por cada
uno de los factores del producto. Para multiplicar un pro-
ducto por una cantidad se multiplica uno de los factores
por dieha cantidad. Para multiplicar dos productos se for-
ma un producto compuesto de todos los factores de ambos
en el orden que se quicra.

25. Division es una operacion que tiene por objeto, da-
dos un producto y uno de ‘los factores hallar, el otro. Ll
producto conocido se llama dividendo, el factor conocido
divisor y el factor desconocido cociente. El dividendo y di-
visor juntos se llaman férminos de la division. Se indica 1a
operacion con el mismo signo que en la Aritmética, 6 hien
poniendo el cociente bajo forma fracecionaria, siendo el nu-
merador el dividendo y el denominador el divisor.

26. Ll signo del cociente se halla ohservando que si el
dividendo es positivo, como es el producto del divisor por el
cociente, los factores deberan tener signos iguales (niime-
ro 21); luego si el divisor es positivo, el cociente sera posi-
tive, y si el divisor es negativo, el cociente serd negativo. Si
el dividendo es negativo el divisor y el cociente tendran
signos contrarios (num. 21).

Estos resultados se suelen expresar en la siguiente
reglas;
+:+da+ s .
- —idai— —iraa
6 mis brevemente, signos iguales dan + en el cociente y
signos contrarios dan —.

27. Il cociente cambia evidentemente de signo si cam-
bia uno de sus términos (dividendo 0 divisor) y conserva
el signo cuando cambian los de ambos términos.

28. Las propiedades de la division algebraica son:

1.0 Sisedividen miembro d miembro dos igualdades, los
cocientes forman una igualdad.

22 8iel dividendo se multiplica, ¢ divide por una canti-
dad, el cociente queda multiplicado, ¢ dividido por la misma
cantidad.
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3.0 Si el divisor se multiplica, 6 divide por una cantidad,
el cociente queda dividido, ¢ multiplicado por la misma
cantidad.
4.0 Siel dividendo y el divisor se multiplican ¢ dividen
por una cantidad el cociente no varia. 3
La generalidad de estas propiedades se ha demostrado
en Aritmética para log numeros positivos. Para conven-
cerse que son cierfas algebraicamente, consideremos una
cualquiera, la primera, por ejemplo. Si setiene ¢ = a/,
b = b, lossignos de @ y a' seran iguales y 1o mismo los de

e ) : ; :
by U, luego T v o tendran los mismos signos (num. 26),

y como por Aritmética se sabe que sus valores absolutos
son iguales, tendremos;
i
b
29. Sieldividendo es iqual d cero, el cociente es tambicn
igual d cero.

Porque si el cocienie fuese distinto de cero, multipli-
cado por el divisor, no podria ser cero el producto; es decir,
no podria ser el producto igual al dividendo, 1o cual es con-
tra la definicion dada en el num. 25.

30. Siel divisor tiende es cero, el cociente es infinito.

S ; a g
En efecto, sea —{;—:n; sidamos=a b,1os valores 0, 1; 0, 01;

0, 001; 0, 0001;....... cada vez menores y que disminuyan in-
definidamente, el cociente e sera sucesivamente 10a; 100a,
1000 a; 10000 a;..... pero los valores absolufos de estas can-
tidades son cada vez mayores y creceran sin limites cuan-
do b disminuya indefinidamente; luego suponiendo que ¢
puede ser positiva, 6 negativa, tendremos:

[0} ; —a

0 = O N e T 00

0

31. Sieldividendo y el divisor se anulan, el cociente serd
en general indeterminado.

En efecto; como el producto de cero por cualquiera
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cantidad positiva, 6 negativa, es cor iente
cantidad positiva, 6 negativa, es cero, el cociente o Se:bo-
dra igualar & cualquiera cantidad.

my 0

Ll simbolo o hes servird generalmente para expresar
la indeterminacion de una cantidad; pero en muchos casos
se puede hallar el verdadero valor de las expresiones, que

: 0

se presentan bajo la forma o bues depende la determina-

¢ion de la ley, segiin la cual decrecen 1os términos que se
anulan: ahora nos concretaremos a4 advertir que si se tiene
am.

un cociente de la forma
tim

y hacemos m =0, alecta la

0 .
forma 0 pero si antes de hacer m = 0 suprimimos dicho

factor, se reduce el cociente a 5;—, (que es una cantidad de-
terminada cuando @ y b no son ceros.

32. FKscolio. Hemos vistoque sia=—a, b=10, seiienc
ab=a'l’; pero si ay b crecen sin limites, la igualdad
ab = a'b carece de sentido, porque la propiedad del pro-
ducto se refiere a cantidades finitas. 1,0 mismo advertimos

{ a a’ . .
de la igualdad B zuando las cantidades crecen sin
J )

limites 6 &y b’ se anulan.

33. Dividiremos el Algebra en dos partes, la primera es
una continuacion de la Aritmética, aunque se distingue
de esta ciencia en que estudia la cantidad numérica de-
jando indeterminada la unidad, por lo cual no se pueden
terminar completamente las operaciones, y en los resul-
tados finales se encuentra indicado todo el ¢alculo que se
.debe efectuar para obtenerlos. Esto constituye una venta-
ja inestimable sobre la Aritmética; pero ademas ofrece el
Algebra otra ventaja, que es estudiar la cantidad y el nu-
mero hajo su doble aspecto de magnifud y signo. La se-
gunda parte del Algebra tiene por objeto capital la resolu-
. ¢ion de ecuaciones, pero solo estudiaremos los casos mas
elementales.
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La primera parte se puede dividir en dos secciones,
calculo algebraico y comparacion algebraica; pero no es-
tudiaremos la segunda seccion hasta después de la segun-
da parte del Algebra, porque su conveniente desarrollo exi-
ge algunos conocimientos de la teoria de ecuaciones, y por
consiguiente la primera parte sélo comprendera el caleulo
algebraico.
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CAPITULO PRIMERO
DEFINICIONES.

34.  Eaxpresidn algebrdica es un conjunto de cantidades
enlazadas por 10s signos + y —, por ejemplo 4ab — Sed +
3ac. Se llama férmino 4 cada parte separada de las otras
por los signos + y —.

Asi, los términos de la expresion anterior son 4ab,
— 5ed, 3ac.

La expresion que consta de un sélo término se llama
monomio, si consta de dos, binomio, si de tres, trinomio, y
en general cuando consta de cualquier numero de térmi-
nos, polinomio.

Coeficiente es un jactor numérico colocado en cada
término delante de la parte literal: cuando es la unidad, no
se suele eseribir. .

Ll coeficiente de 4ab es 4 y como en este ejemplo es un
numero entero, indica que ab esti repetida 4 veces por su-
mando; asi, 4ab — ab + ab + ab + ab.

La cantidad ab, que no lleva coeficiente, es igual a 1ab.

Exzponente es un numero que indica las veces que ung
cantidad se toma por factor. Se escribe & la derecha y a la
parte superior de la cantidad: cuando el exponente es la
unidad, se suele suprimir.
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En la expresion 3aax, el exponenfe de aes2y el de
2 es 1, porlo cual se ha suprimido.

35. La idea de coeficiente se puede generalizar consi-
derando como coeficiente de una eantidad al monomio, d po-
linamio que la multiplica.

I'n la expresion 3a2z, el coeliciente de a’x es 3,y el de
o es 3a® En (2a® + 6 )z, el coeticiente de x es 2a® + 6.

36. Se llaman términos semejantes (os que tienen la mis-
ma parte literal, es decir, las mismas letras con los mismaos
exponentes.

Asi: 2a®h, — Ta?b, + baPh,
son términos semejantes, porque tienen la misma parte
literal a20. Los términos semejantes s6lo pueden diferir en
los coeficientes y en los signos, por consiguiente, cuando
los coeficientfes son literales, ciertos términos pueden sep
semejantes por relacion a una letra y no serlp por relacion
a todas las letras.

En la expresion a?r — 2abx + U2, no hay términos
semejantes por relacion a4 todas las letras, pero si son se-
mejantes por relacion a z, considerando como coeficientes,
a?, — 2ab, b2, .

Por ahora s6lo nos ocuparemos de los términos seme-
jantes por relacion a todas sus letras.

37. Como cada monomio es el producto de sus facto-
res en los términos semejantes, se puede sacar en factor
comun la parte literal, que multiplicard & la suma alge-
braica de los coeficientes.

Asi: 3ab® — Tab? — 2ab® + 4al® = (3 — 7 — 2 + 4)al®

Electuando la suma algebraica 3 —57%—2 44 (nume-
ro 13) de los coeficientes, setendra 8 — 7 — 2 +4—__2 (e
donde

3ab® —Tab® — 200 + dab? = — 29b*

Luego: para reduetr varios términos senvejantes  uno
solo, se swman algebrdaicamente sus coeficientes y el resulta-
do se eseribe como cocficiente de la parte literal comiin d
todos ellos.

Para verilicar la adicion algebraica de los coelicientes,




— 225 —
se suman separadamente los que tienen el signo + y los que
tienen el signo —, afectando cada suma del signo de los su-
mandos, se restan después ambas sumas y se ajecta el re-
sultado del signo de la mayor de las dos.
Asit Bab? — Tab® —2al® + 4ab? = Tal? — 9al? — — 2012
38.  Vator numérico de un polimonio es el resultado que
se obtiene efectuando todas las operaciones indicadas, cuan-
do se sustituye cada letra por un valor numdérico.
Sien la expresiou adl — abe 4 2a + 4 — 2¢8, hace-
mos a—= 2,0 = —3, ¢ = =1,18e tendra;
2 (—8) —2(—=3)(—1)+ 2. 22(—1) + (—3p —2(—1p = — 55
39. Un polinomio es entero, por relacidn da una letra,
suando esta letra no entra en ningtin denominador, ni ba-
Jo el signo radical.

: R AT S - o

Los polinomios 822 + by —7;7—a% — 2 Viex —5,s0n
~enteros por relacion 4 x; pero el segundo tiene el coefi-
ciente [raccionario b y el radical 2/

El polinomio 2a* —6uxy + 3y + 40 — by + 9 es en-
tero por relacion a sus dos letras o é 4.

Girado de un monomio enterao, por relacidn « una letra,
es el earponente de esta letra: Grado de wn monomio entera,
por relacidn d todas sus letras, es la suma de los exponen-
tes de todas ellas.

il monomio 3a2ba? es de segundo grado por relacion
a2, v de quinto grado por relacion a todas sus letras.

{'n polinomio es iso:;af:;;c‘rzefi cuando todos sus términos
son del mismo grado.

Ja2e? + 5022 4 Ga2, es homogéneo y de segundo grado
por relacion a . '

a2 L b 4+ B2 es homogéneo y de segundao grado por
relacion a a y b.

Grado de un polinomio cualquiera es el grado del tér-
mino mais elevado.

El polinomio basble — Tall + 12at es heterogéneo y de

sexto grado. 29




Un polinomio esta ordenado con relacion a una le-
tra, que se llama ordenatriz, cuando los exponentes de di-
cha letra van aumentando ¢ disminuyendo gradualmente
4 partir del primer término.

Ejemplos: 1.° 7— 5z + 3a? — 228 + 2!
20 B—(aFb*+(at+tbPe+(atby

Un polinomio es completo cuando tiene todos los ex-
ponentes de la letra ordenatriz y un término en que no
entra dicha letra: incompleto, en el caso contrario.

El polinomio @4 — 222 + 62, es incompleto, pues fal-
tan el término en #* y uno que no contenga .

40. Un polinomio es fraccionario por relacion 4 una le-
tra, cuando esta entra como denominador en algun térmi-
no, pero no hajo el signo radical.

: i3 : z
El polimonio 5 —4x? + 5 es [raccionario.

41. Un polinomio es irracional por relacion a una letra
cuando ésta entra bajo el signo radical en algun {érmino.
El polinomio 3 |/, — 22 + 7 es irracional por rela-

cion a a.
CAPITULO 11I.
[LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES.

2 I. La adicidn y la sustraccion.

42. En el nim. 12 hemos definido 1a adicion algehrai-
ca y ahora so6lo nos falta considerar el caso en que los su-
mandos son monomios y polimonios. Pero el valor nu-
mérico de la suma debe ser igual d la suma algebrdica de
los valores numéricos de los sumandos; luego la suma de
dos ¢ mds polimonios, serd el polinomio que se obtenga
escribiendo unos d continuacion de otros todos los sumarn-
dos con los signos que tengan.

Asi: la suma de los polimonios, a + b-—e,d—e— [,
g + h sera;
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2 Al
(@+b—c)td—e—f)+(g+)h=a+b—c+d—e—f+g+h
43. Si los sumandos contienen términos semejantes,
conviene escribirlos de modo que se correspondan dichos
términos para [acilifar su reduccion.
Ejemplo. Sumar los polinomios, 4¢3 -5a204-7ab? + 303,

—2a® + 3a*h + 3al?-— 5068, — ab? — b3, 7T
s

La operacion se dispondra del modo siguiente;
4a® —5a?b + Tab? 4 3p3 .
— 2a? + 3a?h + 3ab® — 5b3 : -
—ab?— p8
203 — 2a*b 4 9ab? — 303
44. En el numero 16 hemos definido la sustraccion al-
gebriaica y hemos visto que para efectuar la operacion se
escribe el minuento y « continuacidn el sustreendo cam-
bidndole el signo.
Ahora, si el sustraendo es un polinomio, para cam-
biarle el signo se cambian de signo todos sus términos.
Asi:para restar los polinomiosa+b—e,d—e—f+g+h
escribiremos
(a+b—e)—(d—e—Sf+g+h=a+ b—c—d+e+ —g—h.
45. Si los polinomios tienen términos semejantes con-
viene escribir el sustraendo con los signos cambiados, de-
bajo del minuendo, de modo que se correspondan dichos
términos.
Ejemplo. Restar los polinomios, 3a* — 6a*0 + 4ab® —30%
y 3ad — Yath — 408,
Se escribira el sustraendo, con los signos cambiados,
debajo del minuendo, del modo siguiente:
3a¥ — 6a*h + 4ab® — 3b°
— 3a3 + Ta*h + 463
a*b + 4ab® + 6?
Los términos 3a3 y — 3a® de coeficientes iguales y de
signo contrario se destruyen.

1. La multiplicacidn.

46. En los numeros 24 y siguientes hemos dado la defi-
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nicion y propiedades de la multiplicacion algebraica y la
regla para hallar el signo del producto, y ahora nos ocupa-
remos de los casos que ocurren en la multiplicacion de
cantidades enteras, que son: 1. Multiplicar dos monomios.
20 Multiplicar wn polinomio por un monomio. 3.° Multipli-
ear dos polinomios.

17. 1.° MULTIPLICAR DOS MoONoMlos.— producto de
dos monomios es wn monomio cuyo signo es + 0 —, seqiin

que los factores tengan signos iguales d contrarios, ciyo

coeliciente es el producto de los coeficientes y cuya parte li-
teral contiene las letras comunes eon exponente igual  la
sumea de los que tienen en los fuctores, y las no comunes
con el mismo exponente que tienen en el factor en que
entren.
Sean los dos monomios —da*liee y 6a*bd?e*. Su pro-

ducto indicado sera

— da*biee > Gabd?e?
y cambiando el orden de los lactores (num. 24)

— 4 . GarattRbed?ee?

sustituyendo el producto indicado — 4 . 6, por — 24 (nu- |

mero 21) y «*a’, b, ee?, por sus productos efeciuados
AR 2 R 1
o

— darlPee =< Ga?hd?e® = — 24atlBeded
conforme hahiamos enunciado.

48.  Si los monomios son mas de dos, se formard el
producto de los dos primeros, 1o que resulte se multipli-
cara por el tercero v asi sucesivamente hasta el ultimo.

Ljemplo:
3alle =< — 4adh?® =< Sed® = — 12a¥hte < Sedd = — 60atbied?
Es facil ver que el producto tiene el signo -+ si el nu-
mero de factores negativos es par (num. 23)y el signo —
sioes impar: que el coeficiente es el producto de los coefi-
cientes: que los exponentes de las letras comunes « dos, 0
muis factores, sor las sunvas de los que tienen en los factores
y que las letras no comunes entran en el producto comao en

los factores.

EfE :
==l =ty e =e* (Arit. 71), tendremos




3

9909

49. 2 MULTIPLICAR UN POLINOMIO POR UN MONOMIO.
Para multiplicar un polinomio por un monomio se multipli-
can todos los términos del polinomio por el monomio y se
suman algebrdicamente los productos parciales.

Sea el polimonio a + 6- ¢ y m el monomio porel cual

queremos mulfiplicarle, decimos que
@+b—c)ym=—am+ bm— em.

Si el polinomio y el monomio son positivos, el teore-
ma se ha demostrado (Aritmética 57, 58, 247, 248, 268 y 269),
luego solo tenemos que considerar los casos en que el po-
linomio, el monomio, 6 ambos son negativos.

Si el polinomio es negativo, cambiandole de signo se
convertird en positivo y cambiara de signo el producto
(num. 22) pero conservara su valor absoluto; luego vol-
viendo & cambiar de signo el resultado de la multiplica-
cion tendremos el producto pedido.

siendo a + & — e negativos, —a — b + ¢, sera positivo
¥ por consiguiente

(—a—0bb4+cYm=—am- bm+cm
y como este producto es de signo contrario al pedido, cam-
biando nuevamente se tendra
(@ +b—eym=—am -+ bm —em.

De un modo analogo se demuestra el teorema cuando

el monomio, 6 el monomio y el polinomio son negativos.

50. Conviene observar que como se puede invertir el
orden de los factores (nim. 24), la misma regla se sigue
para multiplicar un polinomio por un monomio, que un
monoinio por un polinomio.

51. 8. MULTIPLICAR DOS POLINOMIOS. Para multiplicar
dos polimonios se multiplican todos los términos del mul-
tiplicando por cada uno de los del multiplicador y se su-
man algebrdaicamente los productos parciales.

Sean los polinomios @ + b — e y m— n. Si efecluamos
las operaciones indicadas en el primero y llamamos A al
resultado, tendremos

(@a+b—ec)(m—n)=A(m—n)
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pero A(m — n)es igual (nim. 50) & Am — An, luego po-
niendo en vez de A otra vez su valor, resultara;
(@+ b eym+ (@ +b—e)(—n)

lo cual demuestra el teorema.

¢)y(m—n)y=(a-+0b

Efectuando todas las operaciones indicadas, setiene
también

(@ 4+b—e)(m—n)y=am+bm —cm—an—bn+cn
cuya igualdad manifiesta: que el producto estd formado por
los productos que se obtienen al multiplicar cada término
del multiplicador por cada término del multiplicando, afee-
tando los productos del signo que les corresponda segiin la
regla conocida.

52. La regla de la multiplicacion de un polinomio por
un monomio noes ensefa también a sacar un factor comun
A varios términos de un polinomio.

Asi, los términos del polinomio a?r — 2abx 402, tie-
nen el [actor comun x y se podra escribir

oPx— b a + Po=(a® —2ab + V).

En algunos casos la operacion se efectiia en grupos de
términos que resultan después con un factor polinomio
comun, que permite repetir la operacion.

Ll

En el polinomio ab — be + ad —ed los dos primeros
términos tienen el factor comun b v los dos ultimos d, lue-
go sera igual & (a —¢) b + (@ —e)d, en el cual by d tienen
el factor comun a —e¢ y por consiguiente sera igual 4
(a—¢) b+ d).

Producto de dos polinomios ordenados.

53. Cuando se han de multiplicar-dos polinomios ente-
ros conviene ordenarlos del mismo modo por relacion a
la misma letra, escribir el multiplicador debajo del multi-
plicando,y colocar los productos parciales de cada término
ael multiplicador por todo el mulfiplicando, en filas hori-
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zontales, cuidando ademas de que los términos semejan-
{es se correspondan en columnag verticales.
Ejemplo:
33 — Hach + dal® — 7b3
20% 4 3al — HH®

6a® — 10ath 4+ Ra3h? — 14428
+ Oalb —15a%0* + 12023 — 21ab?
— 15a30® 4 25a%h% — 20abt 4 3545

G6ad —  ath — 2230° + 230268 — 41abt + 3565
Cada término contiene una potencia de la letra orde-
natriz, cuyo exponente es la suma de los exponentes de
sus factores. De aqui resulta:

1. Que el producto es un polinomio ordenado del mismo
modo que los factores.

R Que el grado de cada término es la suma de los gra-
dos de sus factores y por eonsiguiente el grado del polinamio
producto es la suma de los grados del multiplicando y mul-
tiplicador.

3.0 Que si los Jactores son homogéneos el producto tam-
bien lo serd.

4.0 Que el primero y el ultimo término del producto son
sin reducecidn los productos de los dos primeros y de los dos
iltimos términos de los factores, puesto que si los facto-
res estan ordenados por relacion a las potencias descen-
dentes de la letra ordenatriz, el primer término del pro-
ducto contendra el producto de las dos potencias mas ele-
vadas de dicha letra y el ultimo el de las dos menos eleva
das; luego ni uno ni otro podran tener semejantes: 1o mis-
mo se demuestra si los factores estin ordenados por rela-
cion 4 las potlencias descendentes de la letra ordenatriz.

54, El producto de dos polinomios tiene, cuando me-
: nos, dos términos, segun lo que acabamos de decir, y ten-
dri solo dos euando se destruyan los intermedios, como
en ¢l ejemplo siguiente.




woomle
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2t + axd + a?x® + ade + al
z—a

&b 4 axt + a%ed et + alr
— qzt — a2 — adat — atwe — ab

P —a

55. Como ejemplos notables de multiplicacion podemos
considerar los siguientes:

1 (a+bP=(a+b)(a+ b)=a® + 2ab+
2° (a+bP=(a+bpPla+b)=a®+3a® + 3ab® + b*
3¢ (a—bPRr=(a—b)(a—b)=a>—2ab + b*
140 (a—bpr=(a—brR(a—b)=a®— 3a® + 3al® — b}
50 (a4 b)la—b)=a*—1?

Cada uno de los ejemplos anteriores es una formu-
la qque se puede traducir al lenguaje vulgar. La prime-
ra y la tercera expresan que:el cuadrado de un binomio
es igual a la suma algebrdica del cuadrado del primer
término, el doble del producto del primero por el segundo y
el euadrado del segundo. La segunda y cuarta expresan
que; el cubo de un binomio es igual d la suma algebriica
del cube del primer término, el triplo del cuadrado del pri-
mero por el segundo, el triplo del primero por el cuadrado
del sequndo y el cubo del segundo. La quinta {érmula ex -
presa que: el producto de la suma de dos eantidades por su
diferencia es igual d la diferencia de los euadrados de di-
chas cantidades.

III. La division.

56. En los numeros 26 y siguientes se han dado 1a defi-
nicion, regla de los signos y las propiedades de la division
algebraica; pero antes de aplicarlas a la division de canti-
dades enteras hallaremos el cociente de dos potencias de
una misma cantidad en los diversos casos que pueden
ocurrir.

57. Kl cociente de dos potencias de una cantidad es oti'a
potencia de la misma cantidad, cuyo e:rp'mmnte es la dife-
rencia de los exponentes.
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Sim > onose tendrd, como en la Aritmética (num. 102).
am—n< a'= q ™ de donde g : qn—= gm—n
Sim=n, la regla anterior conduce a la forma gm—n =0
Pero sabemos que a” : a" = 1, luego debemos admitir
a? =1
Es decir: Toda cantidad con exponente cero es igual d
la unidad.
Sim << n, por ejemplo n = m + p, siguienda la regla
anterior tendremos: '
am; an4-Pr—q—>r
por otra parte sabemos que el dividendo y el divisor se
pueden dividir por una misma cantidad (num. 28, 4.*), lue-
gao dividiéndolos por a™ se tendra
aﬂi‘. o a!i‘l _[_ P = 1 : ap
lo cual nos conduce 4 admitir la igualdad
a-p— —
b
Luega: toda cantidad con exponente negativo es igual d
la unidad partida por la misma eantidad con el exponente
hecho positivo.
58. Loscasos que ocurren en la division de cantidades
enteras son: 1.* Dividir dos monomios. 2. Dividir un poli-
nomio por un monomio, 3. Dividir dos polinomios.

59. 1. DivipirR Dos MoNoMios. El cociente de dos mo-
nomios es un monomio, puesto que si fuere un polino-
mio, multiplicandole por el divisor el producto seria un
polinomio y no podria ser igual al dividendo, cue en la hi-
potesis actual es un monomio. El signo del cociente se
halla por la regla (num. 26) aplicable a cantidades alge-
braicas cualesquiera y por consiguiente & 1os monomios.

Ahora hien, sisiendo A el dividendo y B el divisor, hay
un monomio entero que multiplicado por B de por pro-
ducto A, este monomio sera el cociente y tendremos, de-
signandole por C.

A —RBs<'C,
Pero en este caso el coeficiente del dividendo debe ser
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igual al producto de los coeficientes del divisor y del eo-
ciente, luego reciprocamente, el r*oeﬁcnentL del cociente de-
be obtenerse dividiendo los coeficientes do dividendo y di-
visor. El exponente de cada letra debe ser en el dividendo
icual 4 la suma de los exponentes de la misma letraen di-
visor y cociente, por consiguiente el exponente de una le-
tra, comun a dividendo y divisor, debe ser en el cociente
igual 4 1a diferencia de los exponentes de dicha letra en el
dividendo y el divisor y las letras que contenga el dividen-
do y el divisor no, deberan entrar en el cociente con el
mismo exponente que en el dividendo.

De estos razonamientos se deduce que para que el co-
ciente de dos monomios sea un monomio entero (*), se ne-
cesita que el dividendo contenga todas las letras del divi-
sor con un exponente cuando menos izual al que tengan
en el divisor.

Suponiendo que se cumplan estas condiciones: Kl co-
ciente de dos monomios €s un monomio cuyo Signo es +, d
—, segun que el dividendo y el divisor tengan signos iguales
d contrarios, cuyo coeficiente se obtiene dividiendo los coe- ;
ficientes del dividendo y el divisor y cuya parte literal mn/
tiene las letras comurnes i ambas términos, con iwn e;’rponerf—
te iqual  la diferencia entre el exponente del rh‘r*r‘eté.c.'nahf:_,rJr iy
el del divisor y las letras que sdlo entran en el dividendo, 3
con el mismo exponente que en este términa.

Ejemplos. 1. — 12a°b3etd?ed ; dalleled = —Jabe?.

. —Tadtide? . —Salde = + ; ai’e
60. La division de dos monomios no da cociente entero
4, como se suele decir, no es exacla, cuando en el divisor
hay alguna letra que no entra en el dividendo ¢ entra con
menor exponente. lin este caso se pueden suprimir los
factores comunes a divide‘ndo v divisor (niam. 28. 4.%)
Ejemplo. — 5abbd?/ : 15a%6%ce® — — w32/ : 3bee?.
61. 2 DIVIDIR UN POLINOMIO POR N MONOMIO. 18] co=

{o) Suponemos que ¢l coeliciente de un monomio entero puede no ser enfero.
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ciente de un polinomio por un monomio s un polinomio,
porque si fuera un monomio su producto por el divisor
seria otro monomio y no podria ser igual al dividendo.
Ahora i se multiplica el polinomio cociente por el mono-
mio divisor, el producto serd igual al polinomio dividen-
do; pero esta multiplicacion se efectua multiplicando por
el divisor los diferentes términos del cociente (ntim. 49) y
los productos seran iguales 4 los términos del dividendo,
luego deduciremos la siguiente;

REGLA: Para dividir un polinomio por un monomio se
dividen todos los términos del polinomio por el monomio, y
se suman algebraicamente los cocientes obtenidos.

Ejemplo: ;
(Tedbye— 12a203d + 15atPed?) | 3aPP=9al*c? —4bd + 5al3ed?
is evidente que el cociente sera un polinomio entero,
6 como suele deeirse, la division serd exacta, si todos los
términos del dividendo son divisibles por el divisor y no lo
sera en el ¢aso confrario.

62. 3. DivipIR DOS pPoLiNomIos. Ll cociente de dos
polinomios enteros no siempre es un polinomio entero,
del mismo modo que no es siempre entero, el cociente de
dos numeros enteros. Cuando el cociente de dos polino-
mios es entero, la division es exacta y el dividendo es divi-
sible por el divisor.

Represeniemos por A el polinomio dividendo, por B el
polinomio divisor y por C el cociente, suponiendo la divi-
sion exacta, tendremos, por definicion

A=DB.C
Hagamos, para fijar ideas
A = Gad — ¢t — 297% + 237 —4lx + 35
B=3x% — 522 +4x - 7
que son dos polinomios enteros y ordenados por relacion
4 2y supondremos que el cociente desconocido es también
un polingmio entero en .

Ahora bien, el primer término del producto de dos po-
linomios es, sin reduccion, el producto de los dos prime-
ros términos del multiplicando y multiplicador, (num. 53)
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luego el primer término del dividendo es, sin reduccion,
el producto de los dos primeros términos del divisor y de]
cociente y por tanto si se divide el primer término del dj-
videndo por el primero del divisor, se obtendra el primer
iérmino del cociente. En nuestro ejemplo sera el térming
mas elevado porque los polinomios A y B estan ordenados
por relacion a las potencias descendentes de 2. Dividiendo,
pues, Bx® por 323, el cociente, 222, sera el primer término
del cociente.

Multipliquémosle por todo el divisor, y restemos del
dividendo el producto que se obtiene, que es, Gxd — 1041
L 8x3 — 1422, nos resultara un resto, que designaremos
por Rq, y que sera
Ry =9a5— et — 2228 + 2802 — 410 + 35—(65— 1021 + 83 —142:7)
y efectuando la reduccion de términos semejantes.

Ri = 92t — 3023 + 372 — 41x + 35

El rezsto Ry debe contener el producto del divisor por
todos los términos del cociente excepto el primero, luego
su primer término serd, sin reduccion el producto del pri-
mer término del divisor, por el segundo término del co-
ciente (el mas elevado después del primero) y por consi-
guiente se obtendra dividiendo 92! por 323: luego el segun-
do término del cociente sera 3.

Multiplicaremos este término por todo el divisor y el
producto, que es, 9xt — 1528 + 1242 — 212 le restaremos
de Ry y obtendremos el segundo resto, que designaremos
por Rg, y que serd
Ro=9x1 —3023 + 37— 41 4+ 35 — (9t — 152 +1220° — 122)
y reduciendo términos semejantes

Re = — 1523 4 252% — 20 + 35
que contendra el producto del divisor por todos los tér-
minos del cociente excepto los dos primeros. Dividiendo
— 153, primer término de Re, por 328 obtendremos — 5 que
sera el tercer término del cociente. Procediendo eon ¢l co-
mo con los dos anteriores se hallara un tercer resto
Ry= — 1523 4 252 — 20435 — (— 152342542 — 202+35)=— 0




=B
Como este resto es cero la operacion estara terminada
~y el cociente serd

G208 35

Ll cuadro de las operaciones se dispone asi;

o et Bad— ! —228 L2300 f1 35 |B=8.t8- bu+4—7
—B. 222, — 65410t — Rps-H14a? =2+ L 33 _:h

Rioin oo o, O0t—_30094 8722 —dlz435

B B3z . ... . —Orly15a8 122242

: 1S e T e T — 1528 L2522 — 200435
e e e RSN RO 1 I L RS T RIS
e o S N R L R 0

(En la practica de la division se efectuan a un tiempo

la multiplicacion de cada término del cociente por el divi-

sor y la sustraccion, para lo cual basta cambiav el signo 4

- cada producto parcial que se oblenga, y se escribe debajo

de su semejante para que la reduccion sea mas facil. El

producto del primner término del divisor por ecada uno de

los términos del cociente se destruye con el primer térmi-

no del dividendo correspondiente por lo cual es inttil es-
cribirle.

Ejemplo:
Gad—ath—22a%0° 42323 —dAlal +-3508| 3a* — 5 a?b + 4 alb?—T7 b3
+10a't— Sadb®+14al? 2a*4-3ab —50?

Qath-—30a3l? +37a* A —41a it 44605
L 15aR e —12a20 + 2 a bt
—15a30° + 25203 —20ab 4 3505
—25a?34-20a b —3505
5 il
63. Cuando el cociente de dos cantidades enteras (mo-
nomios, 6 polinomios) es entero, su grado es igual d la di-
Jerencia de los grados del dividendo y divisor. Pueslo ¢ue
por ser el dividendo el producto del divisor por el cociente
su grado serd igual 4 la suma de los grados e sus [acto-
res (num. 52, 2.2)
Si dos factores son homogéneos su producio es homo-
@éneo, (num.nH3. 3.°) luego cuando la division es exacta, siel
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dividendo y divisor son polinomios homogéneos tambien [y
serd el cociente. (*)

64. Cuando el dividendo y el divisor estan ordenados pop
relacion 4 las potencias descendentes de una letra, el expo-
nente de dicha letra en el primer término de cada resto es
inferior, cuando menos en una unidad, al que lieue en el
primer término del resto, o dividendo anterior. Porque el
primer término de un dividendo cualguiera, que es el mas
elevado, se destruye necesariamente con el producto del pri-
mer término del divisor por el término que se considera,
del cociente.

65. Ll cociente de dos polinomios es entero cuando el
primer término del dividendo y los de cada uno de los res-
tos sucesivos son divisibles por el primero del divisor y al
cabo de cierto numero de divisiones se llega al resto cero.
Luego dehe verificarse ademas que: el tiléimo término del
dividendo sea eractamente divisilile por el wltimo término
del divisor.

66. Cuando el divisor tenga una letra que no entre en el
dividendo, no se necesita intentar la operacion para con-
vencerse de su imposibilidad, si el cociente ha de ser en-
tero.

Cuando no se conozea 4 primera vista si el cociente
serd entero, se podra intentar la operacion, y para fijar
ideas supondremos que se {rate de dos polinomios ordena-
dos segun las potencias deseendentes de una letra. (")

En este caso los grados de los restos= v de los férminos
del cociente van disminuyendo por relacion a dicha letra,
luego si llegamos 4 un resto menos elevado que el divisor
y distinto de cero, podremos alirmar (que la division no se -

(") Elteorema es ciartoanngne la division no sea exacta, pero I denos-
tracion no es propiade esta obra,

(**)  Sidos podinomios nordenados por rolacion o las potencias aseern-
dentes de una letia 108 2rados de 1os terminos del cocionta vode Tos primeros ter-
minos de los vestos ivin ereciendo v pordeia preolonga s Helamente lnopera-
cinn, Sin embargo, para que la division sea exacta se nocositae que el altimo e -
minedel cociente sea ol mismao que se obtang lividieno Yos dos altimos ter-
minos del dividendo v del divisor (nim. 65) luezo st Hogaimns aoun terming del
cocicnte, cuyo o.x;lunlmﬂ.:r sen In diferencin entre Iosde los dos nltimos tepminos
eitados sin que el rosto correspondiente sea cero, povletnes aftegr gue la di-
vision no es exacta.

¥
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Hoexacta, porque ya el primer término del resto no es di-
visible por el primero del divisior.

Ejemplo:

&1+ 88+ 185 - 132 4 223+ ¥+ 3 42 226 4 315 - 24
— 36— 25 B W
Bl 1025+ 1301 - 23 & o2 +- 3004 2
1525 —1021
254 3xl4 228 4t 4 3w+

El primer {érmino de este iltimo resto no es divisible
por a2t porque es menos elevado, luego la divigion no es
exacta.

67. Cuando la division no es exacta, pero el primer
término del dividendo es divisible por el primero del divi-
sor, s¢ puede elfectuar la division hasta hallar el término
del cociente cuyo grado sea la diferencia de los grados de
los tltimos términos del dividendo y divisor; & dicho tér-
mino le Hamaremos ullimo término del cociente entero.
st supuesto demostraremos el teorema siguiente;

G8.  Elcociente completo de una division se compone del
cociente entero mds wna fraceion cuyo numerador es el
resto y el denominador el divisor.

En efecto, si designamos por A el dividendo B el divi-
sor (3 el cociente y R el resto, es evidente que el resto pro-
viene de restar del dividendo el producto del divisor por
todos los términos obtenidos del cociente, luego se tendri

A—B.C=R
anadiendo B . C 4 los dos miembros
A=B.C+ R
y dividiendo por 3 se tendra
A R
= i
B G

cuya igualdaddemuesira el teorema
En el ejemplo del nam. 66 tendremos.
- T8 1825 130! 28 -2+ 32 +2 LS4 3 203+ 22+ Br 42
T g e e s b 3w 4 201
69. De lo expuesto en los parrafos anteriores se dedu-
ce la siguiente:
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REGLA. Para dicidir dos polinomios ordenados del
mismo modo por relacidn d una letra, se divide el primep
término del dividendo por el primero del divisor y se ten-
drda el primer término del cociente; se mulliplica este por
todo el divisor y el producto se resta del dividendo: el pri-
wmer término del resto ordenado se divide por el primero
del divisor y se tendrd el sequndo término del cociente, que
se multiplica por todo el divisor: el producto se resta del
primer resto y se obtendrd el sequndo resto.; con este resto
se procede como eon el primero y se continuia la operaciin
hasta obtener el tltimo término del cociente,

Si el resto correspondiente al ultimo término del co-
ciente es cero, la division es exacta: en el caso contrario
ya hemos dicho, en e] num. anterior, como se puede com-
pletar el cociente.

3 Consecuencias de la division.

70. TEOREMA. Cuandose divide un polinomio entero en
&y ordenado por relacidn « las poteneias descendentes de
a2, por el binomio x — «, el resto de la divisidn es el mismo
polinomio sustituyendo en vez de x, a.

Sea el polinomio propuesto

Ap e 4 Aqem—1 1 A2pm—2 L + Apad + Ame (%)
Como el divisor @ —a es de primer grado, la division
se hard hasta llegar a un resto que no contenga 2 luego,
Si este resto existe es independiente de z. Designemos por
C el cociente y por R el resto de la division y tendremos
(num. 6G8). .
Ap M4 A=t Agpen=24 | LA et An={E -a JC+R

Ista igualdad se verifica para todos los valores que se

atribuya a » y por consiguiente si hacemos z = a ten-
dremos: .

Agam+Ajam—1HAsqm—24 [, . +Am—10+Am=(a—a)C+R
pero (a—a)C=0, luego el primer miembro es el polinomio
propuesto sustituyendo en vez de & al valor a, y el seguii-
do miembro el resto R, conforme queriamos demostrar.

(*) Los puntos indican los términos intermerios entre el terceroy el penultimo.
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Si la sustitucion de # por a, anula el polinomio el res-

A to sera cero y por consiguiente la division serd exacta.

: Reciprocamente si la division es exacta el resto R=0,
i luego sustituyendo & por @ el polinomio se anulari.

" De esto se deduce que: la condicidn necesaria y sufi-
K eiente para que un polinomio entero, y ordenado en a, sea
' ! divisible por x—a, es que el polinomio se anule haciendo
* ti=g),

0 71, Elbinomio am—an es divisible por x—a.

!; Ln efecto, el resto es el resultado de hacer en el divi-

dendo & = a (nam. 70) luego el resto sera a’ — a™m = ().
Hallemos el cociente de &"-—a™ por z—a.
e —h l(if‘-——a

Segiindo resto @2pit—2—_gm

pe bl gl i i gl s

penultimo resto @M —lp—am

Primer resto @ gett—l—gm| pm—1 +aa':i'ﬂ—--?.+ aQI-ﬂm—3+ v a4 gm—

 ltimo resto @™ —am=0
El cociente es del grado m — 1; sus términos son todos
?.5. positives; los eeponentes de x van disminuyendo y los de a
R aumentando, de unidad en unidad, hasta el wltimo término,
que es a™— 1y el ultimo resto es cero; luego la divisidn es
}f’ exaqeta. Tendremos pues
o m'ﬂr. e aul i’
P o mgp—l L qipn—2 . qRemt, e 4-a ! (1)
: &r—d
o F—ab B |
\ Ljemplo: 2 — b+ qaet -+ aad fadac? 4 ala +-a®
[ 2. El binomio x" +a™ no es divisible por x—a
,'i" lin efecto, el resto es (num. 70) am+a™=—2a™. En cuan-
[ to al cociente entero es el mismo de la division anterior,
3 como lo prueba la identidad
; ;plu_|_ ait  gemo_gm 90{”‘
L — = —_— —
1§ xr—a €r—a i
| &2 luego se tendriy
I a1 n 2am
; ‘?fi-——vﬂm-q +arm—4-2pmn—34 v bam—2e 4 gm—14 = (2)
S x—a xr—a
i 31
ST R
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—$5+a5:m4 + az® + a2 + ad 2 4 o
r—_(

73. El binomio ™ — a™ es divisible por x 4+ a si m es
par, y no lo es si m es impar, dejando por resto en este cq-
so —2am.

En electo, 2 + a = =z — (— a), luego el cociente se oh-
tendra sustituyendo en la igualdad (1) en vez de @, — a y el
resto sera el resultado de sustituir (— a) en vez de =z en el
binomio zm — a™; luego el resto sera (— a)m — am,

Pero si m es par, el numero de factores negativos de
(—a)™ es par y el resultado serd positivo (num. 23), es decir,
(— aym = a™, luego en este caso el resto sera cero. y si mes
impar (— a)® sera negativo (num. 23) é igual & — a™; lue-

Ejemplo:

go el resto sera — am — g == —2aq™. Tendremos, pues

—qm ' (_a)m_am
_______ —mpi—l—gpm—23t glpm—8— Aqgit—14-—- "~ (3
a‘:+a: + L4 (8)

Los términos que contienen potiencias pares de a son
positivos, los que contienen potencias impares negativos,
luego son alternativamente positivos y negativos,

; % —ab : !
Ejemplos. 1.» — e = &% —axr! + a?x? — @2 4 ale — ab
x5 — ad : ; v 2a°
2 ——=—=ut — g} 4 @t —adr4-al —
x4+ a r+a

4. Elbinomio &™ + am es divisible por » + a, s{ m es
impar, y no lo es cuando m es par, dejando en este caso por
resto 2am.

Del mismo modo que en el caso anterior se deduce

:[fﬂ’l _|_ aﬂl ( jrﬂ_}_am
 —pm-lpqaem—24 glpm—3__ P o (NSRS e et ]
T +a @r 4+ a )
= as + agb
Ejemplos. 1.° Tr_—aﬂ — ax? + a® 3 — @dx 4 a
satkat ] 2a4d

=ad — a4 @ -
& +a 5 r+a
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LIBRO II.
LAS FRACCIONES ALGEBRAICAS.
CAPITULO PRIMERO
CALCULO DE LAS FRACCIONES.
I. Divisidn y propiedades de las fraceiones.

75, Fraccion algebrdica es el coeciente indicado de dos
cantidades. El dividendo se llama numerador, el divisor
denominador y ambos juntos términos de la fraceidn.

Las [racciones algebraicas se escriben como las arit-
méticas, pero son expresiones mucho mas generales, por-
que sus términos pueden ser enteros, {raccionarios, ¢ in-
comensurables, y en fodos estos casos positivos 0 nega-
tivos.

Las propiedades de las fracciones aritméticas son ex-
tensivas a las fracciones algebraicas, porque son las mis-
mas de los cocientes que ya se demostraron (nuam. 28)y
ahora no tendremos mas que cambiar las palabras divi-
dendo, divisor y cociente, en numerador, denominador y
Jraceion.

Por otra parte, si quisiéramos demostrarlas nueva-
mente, no tendriamos mas que repetir lo dicho al tratar
de las razones geométricas (Arit., 528).

76. Como los dos términos de una [raccién se pueden
dividir por una misma cantidad, se podran suprimir los
factores comunes a numerador y denominador cuando 10s
haya.
6a2  3a a® —2ab+ b _ (a—b)(a—b) a—b
BIOmPIos. fpe Tee @f—12  (a=b)ath) _atb
en el primer ejemplo el factor comin suprimido es el mo-
nomio 2ab, en el segundo el binomio @ — b.
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El método general para simplificar wna [raccion alge-
brdaica es hallar el mdareimo comiin divisor de sus dos tér-
minos y dividir por él. Cuando los términos son mono-
mios, el m. ¢. d se hallacomo si se fratase de nmime-
ros descompuestos en factores primos (Arit., 170); pero
si los términos son polinomios, la operacion de hallar el
m. e. d. no es del dominio de estos elementos v s6lo se ha-
1la en algunos casos particulares, analogos al segundo
de los ejemplos anteriores.

77: Los términos de una [raceion se pueden multiplicar
por una misma cantidad sin que la fraccion se altere, por
consiguiente varias fracciones se podran reducir 4 un co-
mun denominador por los mismos procedimientos que en
Aritmética.

Segun esto, habra un método que consistirda en sim-
plificar las fracciones, si es posible, y multiplicar los dos
términos de cada una por el producto de los denominado-
res de las demds. (Arit. 193)

Ejemplo. Reducir & un comun denominador las frac-
ciones

Qe
T ST

Multiplicando los dos términos de la primera por 6’6",
los de la segunda por 6b” y los de la tercera por bl resul-
tara

aaabbe A abbl achy
OO b T e b T bbb

El segundo método consistiva en simplificar las [rac-
ciones, hallar el minimo comiin multiplo de los denomina-
dores y multiplicar los dos términos de cade fraceidn por
el cociente de dividir, dicho minimo edmun multiplo, por su
denominador,

liste método general no le podemos aplicar sino en los
casos en que los términos de las [racciones se puedan des-
componer en [actores primos.

Ejemplo. Reducir & un comiun denominador las
fracciones

|
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m n 1z
3cd(a +0)  6¢2 (@ — b) dde(a® — 0?)

El minimo comun multiplo de los denominadores es
12¢*de (@> — 0?). Los cocientes de dividirle por los denomi-
nadores de las fracciones son 4e (a —b), 2de (a + b), 3¢?,
luego tendremos:

m __dem(a—b) n _ 2den(a+ b)
3% (a + b)) 12cde(a® —2) " 6e(a — ) 12¢%de (a2 — b°)
p e 3¢ip
dde (a® — 02 ~ 12c%de(a® — (?)

II. Las operaciones con las fracciones.

8. Para sumar d restar fracciones de igual denomina-
dor se suman d restan los numeradores iy se parte el resul-
tado por el denominador comtin: si no tienen igual denomi-
nador se reducen previamente d un comiin denominador.

Se demuestra como en la Aritmética (nim. 329).
Ejemplos. 1.° Sumar las fracciones
m 7! r
3c%d(a+b) 6Ela—0b) 4de(a® — b2)
Reduciendo 4 un comun denominador (num. 77) ten-

dremos:
m n p
- 3c2d(a 4 b) * 6Ge? (@ —b) i dde (ja® — b?)
_ dem(a—0b) 2den (a + ) 3¢2p
T 12c%de(a? — b?)  12¢ide(a® —b?) 12¢2de (a? — 0%)

__dem(a+ b) + 2den(a + b) + Se?p
i 12¢2de (@ — )
2.2 Restar las [racciones

m 1
3ed (a + b))’ 6¢(a—0)

Reduciendo & un comun denominador

m n _ 2(a—=0)m dla+ b)n
3 (a +0) 6 (a—b)  6ckd(a® —1?)  6cd(a® —0?)

2(a—bym —d(a+ b)n
3 6c%d (a2 — 1?)

Si el sustraendo es un polinomio, se cambian los sig-

nos a todos sus términos,




— 246 —

79. Para multiplicar dos ¢ mas fracciones se forma el
producto de los numeradores y se parte por el producto de
los denominadores.

Se demuestira como en la Aritméfica (ntm. 330).
a—"h (a+ by

et @+
a—b_ (a+bp _ (@a—b)atip
a+ 0 a 62 (a+b)(a® + b2
y simplificando
w-—0 = (@ +bF _ (a=0b) (a+b)
a+ b a2 + 02~ a2 4+ B2
80. Para dividir dos fracciones, se multiplica el dividen-
do por la fraccidn divisor invertida.

Se demuestra como en la Aritmética (nam. 333).
a+b (a+ by
a—0b" a> + 0

a+b  (@a+ bR (a+ b)(a®+ 6%
a—b " a2+ 02 (a—b)(a+ Op
y simplificando
a+b  (g+06f a4+ b

Ry, SR SR s i

Ejemplo. Multiplicar las fracciones

Ejemplo. Dividir las [raceiones

CAPITULO II.
C:"\I.CUI,O DE LAS CANTIDADES CON EXPONENTES NEGATIVOS.

81. El producto de dos potencias, de exponente negativo
ambas, 0 una de exponente positivo y otra negativo, de una
cantidad, es otra potencia de la misma cantidad, cuyo cx-
ponente es la suma algebrdica de los exponentes de los fac—
tores.

Sean las cantidades a— y a—» tendremos (nim. 57)

ag—m—= a'n;_ y 5 il e

multiplicando ordenadamente estas igualdades
1 1
a—-—nl - a—n = e T
am ({IJL
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aplicando al segundo miembro la regla de multiplicar dos

.
; : . xia 1 :
' [racciones, serd igual a — ¥ poniendo esta ultima ha-
ainTn
jo la forma de cantidad entera con exponente negativo,
i. sera.a—"—"; luego
it =M > g~ — q—m—n

Si una de las cantidades tiene exponente positivo,
v tendremos:
1 an
! am =< qt = — =< qlt =
a!ﬂ a.!“,
v aplicando & la ultima la regla de la division de dos po-
tencias de exponente positivo (num. 57), fera igual 4 an—m

6 bien a—mtn de donde

a—H}. = an =ty a—m +l‘l
Del mismo modo a™ > @~ = gi—"

82. El cociente de dos potencias, de exzponente negativo
ambas, d una de exponente positivo y otra negativo, de una
cantidad, es otra potencia de la misma cantidad, cuyo ex-
ponente es la diferencia algebrdica entre los exponentes del

| dividendo y del divisor.
b ; . 1 1
Dividiendo las igualdades a—"=—, a—" —— tendre-
& a?” a!l
MOos;
—i =N — . 1 —_— ar
..‘ a . = FL;;‘ e E},T e -;_“,-'

| n T
: pero SR a™m ¢ bien igual & a—m+", luego resultara

a—-m : a—fr — a—fﬂ._i_ﬂ
conforme a la regla, enunciada puesto que para restar el
i exponente — n hay que cambiarle el signo.
' Del mismo modo se obtiene por sucesivas transforma-

ciones
1
- gt = * gt = — q—m—n
a L am % Qm--n
1 am..'_n \
M g = gt — = = qn-n
art.ia an 1
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83. Cuando se efectua la division de dos polinomios
ordenados por relacion a las potencias descendentes de 1a
letra ordenatriz y el cociente no es cexaeto, se da por tep-
minada la operacion cuando se llega 4 un resto menos
elevado que el divisor; pero haciendo uso de 10s exponen-
tes negativos se puede continuar la operacion y en inuchos
casos se llega al resto cero.

Ejemplo; a"+8ab+18a®+13a'4-Rad+-a*>+3a+2|ab+3a% 21
—3ab— 2ad Rl a+5+a—1fq-i
5ab+16a5+13a1+2a%+a?+ 3a+4-2
~15a5—10at _
Resto dal cogiente entero ad+ a4 E.’a3+a2+3a—i—2l
— 3at -2a? :
a’+3a+2
—3a—=2
R

Conviene advertir que el ultimo término del cociente
es el cociente de los dos ultimos términos del dividiendo y
divisor, asi a—1 =2 : 2 a'. Por consiguiente si cuando se
llegue a4 un término en que la letra ordenatriz tenga por
exponente la diferencia entre los exponentes de los ultimos
términos del dividendo y divisor no se obtiene el resto cero,
la operacion se prolongara indefinidamente.
Ejemplo: a a—>b
+0 1+a-tb+a—=2+a—-30%+...
+a—1b
L
st
Desde el segundo término del cociente los exponentes
de a son negativos y van creciendo, negativamente, de uni-
dad en unidad, mientras que los de b son positivos y crecen
de unidad en unidad; pero es evidente que la gperacion no
se terminari nunca. Este resultado debiamos preverle,
porque siendo el dividendo un monomio, el cociente no
puede ser ni un monomio ni un polinomio.
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LIBRO III.

LAS POTENCIAS Y RAICES DE LAS CANTIDADES
ALGEBRAICAS.

CAPITULO PRIMERO.
POTENCIAS Y RAICES DE LOS MONOMIOS.
1. Potencias de los monomios.

84, Potencia de una cantidad es, como en Aritmética, el
producto que resulta de tomarla varias veces por factor. i
numero de veces que se la toma por factor se llama ex-
ponentey se escribe A la derecha y a la parte superior de
1o cantidad. Asi la m-ésima potencia de a es am,

8d.  Las potencias de grado par, de cualquiera cantidad,
san positivas, las de grado impar, del signo de la cantidad.

Es una consecuencia de la regla de los signos (nime-
ro 23).(*) X
Asi. !'_i a}:”‘ == L ﬂ:!m i (-_-'. a_,zm <+ 1 e azm =1=1

R6.  La potencia de un producto es igual al producto de
las potencias del mismo grado de sus factores.

L.a misma demostracion que en la Aritmética (nim. 76)
Asi, (abeyr =(abe) (abe)...=aaa... bbb... cee...=a" bt e

R7.  La potencia de un cociente es igual al eociente de las

patenecias del mismo grado de sus términos.
Aeits 1232,

B B T bbl L o0

Iste teorema se suele enunciar asi: para elevar una
Jraceidn d una potencia se elevan numerador y denomi na-
dor d dicha potencia

(*) La forma 2m expresa cualgquicr numero par, puestoque 2o es multiplo de
2, v la forma 2001 s un niunero impar cualquiera. %

e Ze

. a\n a o a (¢ {2 11 P SSSAEET i
Asi, g K -

L —— e
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88. La potencia de una potencia es otra potencia, de la
misma eantidad, cuyo exponente es el producto de los ex-
ponentes.

Arit. 75.

Af._‘.-'l" (an )m —atatal.....—am trabn — qnm

Del mismo modo se demuestira en general
[‘_am)n )P — qMmnp...

89. Todos estos teoremas son ciertos cuando los expo-
nentes son negativos, y se demuestran reduciendo a la for-
ma fraccionaria. '

1 i

=1 = = = = . == g—Hm
Asi, (a") T (an ym T gnm ¢
(g—n }m o i — 1 — q—=tm
by 73 (anm anin
— p—ti— Lyt — 1 — 1 — qhm
(@ Tt u_n S _i_ S _1_ ==\
(ar! ) "_Rﬂ'l-

9 Para elevar un monomio a uwna potencia se pone el
signo -+, si la potencia es de grado par, y el signo de la can-
tidad si es de grado impar; se eleva el coefieiente a dicha
potencia y se multiplican los excpanentes de sus letras por el
de la potencia.

Es una consecuencia inmediata de la regla de los sig-
nos (num. 85) y de los teoremas (nums. 86 y 88).

Asi, (— 3a2bedd P = — 3Ha? PL3 8 P! P o= — 2T @b edd!?

Si el monomio es fraccionario se aplicaran los teore-
mas (nams. 87 6 89).
( — A2 )3 SRR (12

: — ++ ———, O bien ( —da—1)2%—22 — —2¢Ap—1
e = e { 3 s +- 464 b_

II.—Raieces de los monomios,—Cdaleulo de radicales.

91. Se llama raiz m-ésima de una cantidad ¢ otra can -
tidad que elecada a la m-ésima potencia reproduce la pri-
mera.

La raiz m-ésima, 0 del grado m, recibe el nombre de




o

3 } 5 ; 3 4 mn
cantidad radical y se indica, como ya sabhemos, por |/~

en la cual el numero m se llama indice de la raiz, o del
radical.

R. La cantidad a®™ tiene dos raices del grado m, una
positiva y otra negativa.

En efecto, tenemos (niaim. 88)
(—_{-(1)2:'1!. = g2m
de donde, seguin la definicion de raiz, resultara:
azm a

o -+

La cantidad + a®mT1 fiene una raiz del grado 2m+-1,
que sera del mismo signo que la cantidad q2m+1,
En efecto, se tiene
(ia)2m+lv_: -+ f{_2m+1
luego en virtud de la definicion de raiz
2m—+1
+atmt1 — 4 g

Las raices de grado par de wna cantidad negativa no
son ni positivas ni negativas.

Porque una cantidad positiva 6 negativa elevada a4 una
potencia de grado par da un resultado positivo. Las canti-
dades positivas y negativas se llaman cantidades reales.
Por oposicion a éstas, las raices de grado par de las canti-
dades negativas se llaman imaginarias; hoy se designan
también con el nombre de cantidades complejas. (*)

93. En lo que va 4 seguir supondremos que las cantli-
dades subradicales son positivas y s6lo nos ocuparemos
de los valores positivos de los radicales, 4 los cuales se de-
signa con el nombre de radicales aritméticos. Por consi-
guiente como cada cantidad positiva tiene una sola raiz

m
aritmeética, si suponemos que Va = x, es la raiz aritinéti-

(*) Elnombre de cantidades complejas es mas propio, porque en algunos
€AS0S tienen existencia real y se pueden interpretar. n el Algebra superior se
demuestra que toda cantidad positiva, negativa o compleja, tienc m raices del
gal'&do m y que todas son imaglnavias 4 excepeion de una 0 dos, en algunos

A808,
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ca, razonaremos como si el primer miembro de esta igual-
dad tuviese un solo valor. _

9. Sila cantidad subradical tiene wi exponente miilfi-
plo del indice de la raiz, se extrae la rais dividendo el ex-
ponente de la cantidad subradical por el indice de la radz.

Decimos que
i 3.
|/anm — an
En efecto, se tiene (a?)"=a"" (num. 88), pero comao
M
admitimos que Vamr tiene un solo valory su potencia del
n
grado m es por definicion a7, 1as dos cantidades V amn Y
a seran iguales, por tener la misma potencia de grado m.
" m 3

Ejemplos: Vam=a, Vén=a2, Vab = a.

95. ADICION Y SUSTRACCION DE RADICAL ES. La adicion y
sustraccion de radicales estan somefidas a las mismas
reglas que la adicion y sustraceion ordinarias. En cuanto
a las simplificaciones (ue pueden hacerse en los resulta-
dos, casi siempre dependen de las operaciones cue vamos
a estudiar.

96. MULTIPLICACION DE RADICALES DEL MISMO INDICE.
Para multiplicar radicales del mismo (ndice se multiplican
las cantidades subradicales y el producto se eseribe bajo el
indice comtin.

Decimos que

" i e T
Va < Vi < Ve = Vaue. (1)

En efecto, hemos demostrado (ntun. 86) que la poten-
cia de un producto es igual al producto de las pofencias
del mismo grado de sus lactores, luego

H e rit i m Tt e m m n

Va <V <Ve) =Va) Vo) (Ve)

L m i f

n it
pero, por definicion, (Va ) =a, (Vb Vo= (Vey =e
entonces tendremos

e i 1 "

[_'|/_a =< Vb < Ve y =abe
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Comuo trajamos solo de los valores aritméticos vy por
consiguiente cada cantidad tiene una sola raiz, puesto que
la potencia del grado m del primer miembro de la igualdad
(1) es abe y la del segundo miembro tambien es abe, 13\1-0-
ferida igualdad (1) serd cierta.

97. La igualdad (1) prueba también el teorema reciproco
de la muMliplicacion de radicales: dicho teorema, que es
muy importante, se enuncia asi: La raiz de un producto es
igual al producto de las raices del mismo grado de sus fac-
tores.

Cuando la cantidad subradical se puede descomponer
en dos lactores, uno dé los cuales es potencia eracta del
grado marcado por el indice, dicho factor se puede sacar
Juera del radical, extrayendo la raiz indicada.

n efecto, tenemos (num. 96)

n m n

Va:ifltb o l/aS;J'L =z VU

m
pero, Vadm — g8 (num. 94)
luego sustituyendo este valor en la igualdad anterior
m m
Vasmp = 30 (2)

Cuando, al contrario, se quiere introducir un factor
bajo el signo radical se le eleva ¢ la potencia indicada por
el indice.

Lo prueba la igualdad (2)

Bjemplos: 7abV2acd = V1922 2acd = V'98a%0%d

3 3
(ab + ) V3ad = V3(ab + cpad
98. Il teorema del numero anterior se aplica inmedia-
tamente 4 la extraccion de raices de los monomios, porque
estos son productos de varios factores. Por consiguiente i
los exponentes de sus letras son multiplos del indice de la
raiz, tendremos la siguiente:

REGLA, Para extraer una rafz de un monomio, se er-
trae dicha raiz del coeficiente y se afecta cada letra de un
exponente igual al cociente de dividir, el que tiene bajo el
signo radieal, por el indice de la raiz.
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0 S —
Ejemplos: Vamptmem —qpde?

"
V/8adifet = 2abe?

Si el monomio tiene lefras cuyos exponentes no son
multiplos del indice de la raiz, se dividen todavia por el in-
dice de la raiz; los eocientes son los ex:ponentes del factor
que sale fuera del radical y los restos los exponentes en el
Jactor que queda bajo el radical.

Porque esta operacion equivale 4 descomponer el ra-
dical en dos lfactores (num. 97), uno de los cuales tiene raiz
exacla y se extrae aplicando la regla anterior.

3 3 3
Ejemplo: V24a%ctdi = 1/Badc3ds . 2c2d—2acd? V3¢%d
V72a8thct = ab?e? |V 2ab.

99. DIVISION DE RADICALES DEL MISMO INDICE. Pura di-
vidir dos radicales del mismo indice se dividen las cantida-
des subradicales y el cociente se escribe bajo el (ndice
coniin.

En efecto, tenemos la identidad
g
= S = b
y extrayendo de ambos miembros la raiz m
.

LR a e
Wa= b~ Vb
n
y dividendo ambos miembros por Vb
e UL

Va \/ a
Hf. = 6

0O

100.  Del teorema anterior se deduce que: la raiz de un
cociente es el cociente de las rafces del mismo grado de sus
términos, O bien la siguiente;

REGLA. Paraextraer una raiz de un grado cualquiera
de una fraccion, se extrae la raiz del mismo grado del nu-
merador y se parte por la del denominador.




e
3 i =
fjemplo: \/ 1250300 5ab?
2166948 — Gedel

3 3
1207059 a26%3 1/ 12a?
16dted 3

2de 1/ 2de?

101, ELEVACION & POTENCIAS DE LOS RADICALES.—Para
elevar un radieal d una potencia, se eleva d dicha potencia
la cantidad subradical.

lin efecto; se tiene en virtud de lo dicho (nim. 96)
n.

H i n L T
Va) =Va = Vg = Vg = Van
102. LEXTRACCION DE RAICES DE LOS RADICALES.—Para
extraer una rais de un radical, se multiplican los indices,
dejando la misma cantidad subradical.
Segun el enunciado, debemos demostrar que

m

Hn -
I/|/a L (3)
En efecto; si elevainos el primer miembro a la poten-
cia m y después & la n, 1o cual equivale a elevar de una vez
i la potencia mna (nim. 88), tendremos:

Vo)) _car ==

mn
pero la potencia del grado mn de |/, es igual & a, luego la
igualdad (3) sera verdadera.
En virtud de este teorema se tendra también

m
V T lf’ mo
ﬂ'. =3
i

puesto que ambas cantidades son iguales & |/~

103. Se puede inversamente descomponer el indice de
un radical en sus factores simples, lo cual se aplica a la
- extraceion de raices de grado superiores cuando el indice
0o tiene mas factores primos que 2y 5.

Ejemplo:




=256~

f Soeni i Gt
Viseos =)/ Vis6os = /1% =

104. Un radical no se altera cuando se multiplica su in-
dice por un nimero, si al mismo tiempo se eleva la cantidad
subradical d la potencia indicada por este nimero..

En efecto, tenemos la igualdad

In n mn 4
g — Waw) 6 bienar = Vanp
y extrayendo la raiz del grado m de los dos miembros de la
ultima igualdad se tendra (nim. 102)
m e
Var — Ve B

105. Un radical no se altera si su (ndice se divide por
uno de sus fuctores y de la cantidad subradical se extrae
la raiz del grado que marca dicho indice.

Lo demuestra la misma igualdad (4) pasando del se-
gundo miembro al primero.

106. SIMPLIFICACION DE RADICALES. Simplificar un ra-
dical es una operacidn que consiste en suprimir todos los
Jactores comunes al indice y al exponente de ln cantidad
subradical.

Esta operacion no altera el valor del radical, porque
suprimir un factor en el exponente de la cantidad subra-
dical equivale 4 extraer la raiz del grado indicado por di-
cho factor,

BIGMplos: M - - L S S i s il

at Vb, Vaipid = Vabe

107. REDUGCION DE RADICALES A UN {NDICE COMUN. Para
reducir radicales  un indice comdin, se simplilican si se
puede, se Jorma el minimo comin mdltiplo de los indices,
que serd el indice comiun, y cada cantidad subradical se ele-
va d la potencia euyo eawonenfa es el cociente de dividir el
indice comun por el indice correspondiente. (*)

Por el enunciado se comprende que ningun radical se
habra alterado (num. 104), puesto que el factor, por el cual

) Kstos enunciados se pueden deducir de los correspondientes en la sim-
plificacion y reduceiom de guebrados & un comin denominador, cambiando 1as
}mlr‘\l:ms numerador, en e X penente de la cantidad subradiceal y denominador, en

ndice de la ratz. : -
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se multiplica el indice, es el mismo que multiplica al ex-
ponente de la cantidad subradical.
Ljemplo. Reducir & un indice comuin los radicales

12 8
Var, Va Vas

Los radicales propuestos no se pueden simplificar: el
minimo comun multiplo de los indices es 24, luego este
numero sera el indice comun y habra que elevar las canti-
dades subradicales & las potencias 2, 12, 3, que son los co
cientes de dividir 24 por los indices respectivos 12, 2, 8. Por
consiguiente

12.2 24 12,2 24

12
Vg — Vit = Vgn Ve Van—Lom

8 8.3 31
Vs — Vais — /g8
108. MULTIPLICACION Y DIVISION DE RADICALES DE DIS-
TINTO INDICE.—Para multiplicar ¢ dividir radicales de dis-
tinto indice, se reducen « un indice comiin y se efectia la
operacidn seqiin la regla correspondiente al caso en que los
indices sun iguales.

rad bt e o g —

Ljemplos:

19 RSy 22 Y B
: l/aT A |/a, e = |/al1 ) !/qlf : Vaﬂ — | a
i o 5B
Viatt  Va®B 4
1 TR e e
1 |/a! L/aE(I
i 100. Dos radicales, del mismo indice, son semejantes,
I: cuando tienen la misma cantidad subradical, ¢ se pueden

transformar de modo que la tengai.
sV ab, 5V ab, 2aVay, 70V ab, son radicales semejantes.
y Los lactores 3, 5, 2a, 70, de los radicales, se consideran
como coeficientes. ) .

3 b 4
) Los radicales 2 V alb, —l/ab, V7abt, se pueden trans-
FI' d 3 3 3 3
. . AN W e
formar en los siguientes 2a Vab, ——L/ab, b7 ab, que
son también semejantes, siendo sus coeficientes 2a, —1,

- 4
. b7,

e e
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110. APLICACIONES.
(@+ Vo) + (a — Vb)=2a
(Q+VE;)—(Q—VB):0V5
@+Vpe—VpH =a—>b
(@a+ Voe=a+ b+ 2
a+ Vo @+ Voa+ Vo) a+0b 2a
a— Vo a—-VBeitlWe ®—b0 @

{JI'/O

CAPITULO 11
Cdleulo de las eantidades con exponentes Jraccionarios.

111 Hemos dicho (n1im. 98) que para extraer la raiz de
un monomio se divide el exponente de cada una de sus le-
tras por el indice de la raiz y que los cocientes son los ex-
ponentes de las letras, fuera de la radical, y los restos los
exponentes de las mismas, dentro del radical. Si ahora
convenimos en dejar indicada la division, cuando el expo-
nente no sea miultiplo del indice de la raiz, podremos dar
4 un radical la forma de una cantidad entera con exponen-
te fraccionario, del modo siguiente:

n n
]/C.',T: a"_*

De suerte que: foda cantidad con exponente fracciona-
rio es una raiz, de la misma cantidad, siendo su indice el
denominador y su exponente el numerador del exponente
Jraccionario.

112.  Para multiplicar dos potencias de exponente jrae-
cionario de una cantidad se sigue la misma regla que si los
exponentes fuesen enteros, es decir, se suman los expo-
nentes.

En efecto, se tiene

n H
(1;‘ = Va_ﬂ

q P
aF = V@




e
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multiplicando ordenadamente
i L Rl P
am-sc aPi =— Vaﬂ s l/a,rr

pero reduciendo & un indice comin los radicales del se-
gundo miembro y multiplicAndolos después (num. 96) ten-
dremos, por fransformaciones sucesivas

m P, mp mp mp |

Var < Var = Vare < Vgma — VVgnp 3mq
y dando & la tltima la forma de cantidad entera con expo-

np -t mq n
nente fraccionario sera @  ™pP | 6 bien, g™ * f, de donde
L q iR
am = qf — qgm P

113. Para dividir dos potencias de exponente fracciona-
rio de una cantidad, se restan los exponentes.
Dividiendo las dos igualdades del numero anierior
tendremos:
o e e
am:aqr = Var: Vaa
reduciendo 4 un indice comun y dividiendo después (ni-
mero 99) resultara
m__ P e ok np m.,ﬂ___ 2o HI.I_?____"
Van s Vr},’." —_ l/anp * [/amq - Vaup-—mp;
y volviendo & los exponentes fraccionarios, la ultima sera
L T
a mP Gbienan” P de donde
LS o g
am : aqf — agm P
114. Para elevar uno potencia d otra potencia se multi-
plican los exponentes, aunque uno d los dos exponentes
sean fraceionarios.
En efecto, tenemos

p

(B (Ot =V [P)"
mp

pero la ultima expresion es igual & Vart (num. 102) "

luego volviendo & los exponentes fraccionarios sera a™”, 6
il
bien, am " n, de donde
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nhyq n i
(a;ﬁ)p = qm " p

115. Escornio. Silos exponentes son fraceivcnarios ne-
gativos, todavia se aplican las mismas reglas.
Para demostrarlas hasta recordar la significacion del
exponente negativo.

I

d T
Asi,@ ™ = , y el procedimiento de la demostra-

ot
cion es el mismo que seguimos en los numeros 81 y 82.

CAPITULO 111.
CALCULOS DE LAS CANTIDADES IMAGINARIAS 0O COMPLEJAS.

116. In el num. 92 hemos dicho que las raices de grado
par de las cantidades negativas no son ni positivas, ni ne-
gativas, v que han recibido el nombre de cantidades ima-
ginarias por oposicion al de reales, que reciben las pri-
meras.

Como el nombre de imaginarias parece indicar que son
un producto de la imaginacion y que jamas tienen exis-
tencia real, se ha adoptado modernamente el nombre de
cantidades complejas, porque en muchos casos tienen in-
terpretacion, aungue nosotros no podemos ocuparnos de
estudiarla.

Toda cantidad compleja de segundo grado, I/:K—, se
puede escribirasi V'A< —1 = VA =< V" _1, ysilosva-
loresde VA son +a,setendra: VA = 4+ q V1

En Algebra superior se demuestra que toda cantidad
2m

. Pt e . F BT
compleja V' A, tiene 2m valores de la forma a + b b —1,
por le cual s0lo nos proponemos ocuparnos de las canti-
dades de esta forma.

117. Para abreviar haremos |/ :=i y tendremos por
definicion i? = — 1, de donde se deducen las potencias de ¢




=7
el |
=Red b=

H=@p=(—12=1
Iin general
fin — (g‘l)n —in=1
Rl — i se f— ¢
(2 — jin ~ lp =12
(N3 — n e 8 — 8
De lo cual resulta que para hallar una potencia de cual-
quier grado de i, d sea de |/—; se divide el exponente de la
potencia por 4 y la potencia pedida serd igual d la que tenga
por exponente el resto de la division.

118. Dos cantidades a + bi, a — bi, que tienen la misma
parte real é iguales y de signo contrario los coeficientes de
i se llaman imaginarias, ¢ complejas conjugadas. Bl valor
aritmético del radical Va2+b2, se llama mddulo de las ex-
presiones -+ a + bi.

De esta definicion se deduce que el modulo de la can-
tidad real + a es «, porque siendo b =0, se reduce al valor

119. La suma de dos binomios complejos conjugados es
wun monomio real.
Iin efecto, es evidente que
(@ + bi) + (@ — bi)=2a
120, Ladiferencia de dos binomios complejos conjugados
es Ui Mmonomio imaginario.
(a+ bi)—(a—bi))y=a+ bi—a+bi=20bi
121. Kl producto de dos binamios complejos conjugados
es un binomio real.
Teniendo presente que =—1, y aplicando la regla
de la multiplicacion de dos polinomios, tendremos:
(@ + bi) {a — biy=a® + abi — abi — b?** = a® +1?
122. Eleuadrado de un binomio complejo es otro biromio
de la misma _forma.
Tendremos:
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(@ 4 biR = (a + bi) (@ + bi) = @* + abi + abi + b2
reduciendo y teniendo presente que i = — 1
(@ + bi)® = (a? — b®) + 2abi
Del mismo modo se halla
(@ — bi® = (a? — b*) — 2abi
De esta igualdad y la anterior se deduce que: los cua-
drados de dos binomios complejos conjugados son otros dos
binomiaos eomplejos conjugados.
123. [l cociente de dos binomios complejos conjugados es
un binomio complejo.
Multiplicando los dos términos del cociente por el bi-
‘nomio conjugado del divisor, tendremos (*)
a+bi (a+bi)(a+bi) a®—0® + abi
a—0bi (a—bi)(a—0bi) a? + b
¥ separando en el ultimo miembro la parte real de la ima-
ginaria.

@+ bi C_t_?—b? 2ab ;
a—bi a+6 " ad+ b2

CAPITULO 1V.
POTENCIAS Y RAICES DE LOS POLINOMIOS.

I. Nociones de combinatoria.

124. Varios objetos, 0 entidades, & que llamaremos ele-
mentos, pueden estar enlazades entre si segun una ley
cualquiera y formar grupos independicentes del valor cuan-
titativo y cualitativo de los elementos que los constituyen,
pero dependientes del namero, 6 colocacion de los elemen-
tos en cada grupo. :

La doctrina de la formacion de los grupos que han de
estar relacionados segun leyes dadas, constituye una cien-
cia llamada combinatoria, de la cual algunos teoremas tie-

(*) Sisemultiplican los dos términos de una fraccion A por una cantidad cual-

riuier'.'l M, la fraccion no varia, aunque A, B y M sean cantidades complejas. Se
demuestra absolutamente o mismo que el teorema niam. 328 de la Aritmética.

-!
|
5
|

=
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nen inmediata aplicacion & muchas teorias aritméticas y
algebraicas. Nosotros nos concretaremos a los mas indis-
- pensables para hallar elementalmente la potencia del gra-
do m de un binomio, siendo m un ntmero entero y posi-
tivo.

125. Representaremos por las letras de nuestro alfabeto
los diversos elementos que entran en la formacion de cada
grupo, y aun diremos letras en vez de elementos; pero sin
olvidar que no representan las letras cantidades, supon-
dremos también que todos los elementos 0 letras son
distintos, y que ninguno entra mas de una vez en cada
grupo.

126. Coordinaciones, ¢ arreglos de m letras son los dife-
rentes grupos que se pueden formar con las m letras, to-
mdndolas de una en una, d de dos en dos, ¢ en general de n
en n, de todas las maneras posibles.

Grado de una coordinacion es el niumero de letras que
la componen. Las coordinaciones de primer grado se lla-
man unarias; las de segundo, binarias; las de tercero, fer-
narias, ete.

De la definicion se deduce que las coordinaciones de
cualquier grado difieren unas de otras, 6 por alguna letra
O por el orden de gu colocacion.

Por ejemplo, con las tres letras @, 0, e, se pueden for-
mar las siguientes coordinaciones binarias.

ab, ae, ba, be, ca, cb
las ab y ba difieren por el orden de las letras, lasab y ac
difieren por una letra.

En lo que va a seguir supondremos que las m le-

tras son
O Dy Ol v |
y representaremos el numero de coordinaciones del grado

. x (!
n, por la notacion A’ .

127. Las coordinaciones unarias de m letras, son las m
letras, tomadas una & una, luego su numero sera my ten-

dremos:
L
Am. =
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ab, ac, ad,.....al, Las coordinaciones binarias se forman
ba, be, bd,.....bl; colocando al lado de cada una de las m
ca, ¢b, ed......cl, letras, las m—1, letras restantes, una g
s ese s eae.e.. Una,segun se indica en el adjunto cua-
ta: the lgs i e, dro: luego el niunero de coordinaciones
binarias se obtendra multiplicando por m —1 el niimero
de coordinaciones unarias y seri

Ai! =m (m—1)

abe, 'abd,.....abl, [.as coordinaciones ternarias se [or-
abe, acd,.....acl, maran agregando al lado de cada una de

AR S las coordinaciones binarias las m—2 le-
bae, bad,.....bal, {ras restantes upna & una, como se mani-
e e Ay S Tt fiesta al margen; segun esto el numero

ltka, 1k0,...... lkh, de coordinaciones ternarias se obten-
dra multiplicando por m — 2 el niimero de las binarias, de
donde

Al =m(m—1)(m—2)

Continuando del mismo modo formariamos las coor-
dinaciones cuaternarias, y asi sucesivamente. De suerte,
que si hubiéramos formado ya las coordinaciones del gra-
do n —1, formariamos las del grado n, agregando, allado
de cada una de las del grado » — 1, las letras que no entran
en ella una a una; pero en cada coordinacion del grado
n—1 dejan de entrar m —(n — 1) letras, o sea, efectuan-
do la sustraccion, m—n + 1; luego el numero de las coor-
dinaciones del grado n, se obtendra multiplicando por
m —n + 1 el de las del grado n — 1, y tendremos:

AR

m=mm—1)(m—2)..(m—n+1) (1)

Ejemplos: Al-==5

Al =5(6—1)=5 = 4=20

Ay =5(5—1)(5—2)=5.4.3=060

128. Permutaciones de n letras son las diferentes coor-
dinaciones que se pueden formar con las n letras entrando
fodas las letras en cada coordinaeion. O lo que es lo mis-
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mo, permutaciones de n letras son las coordinaciones del
grado n de las n letras.

De esta definicion se deduce que las permutaciones de
n letras solo difieren unas de otras por el orden de colo-
cacion de las letras.

129. Representaremos por Py el nimero de permutacio-
nes del grado n y obtendremos su valor haciendo n = m en
la formula (1) del num. 127, de donde

Pp =n(n —1)(n—2)..... (n—n+1) (2)
6 invirtiendo el orden de lactores
By =302 Bl
el producto 1.2 . 3..... . n se suele llamar factorial n-ési-
ma y se representa por la notacion n!
Ejemplos! P, =1.2.3.4 =
Pp=13273% 4560 :8=:40320

130. Caombinaciones del grado n, de m letras, son las
coordinaciones que difieren unas de otras, no por el arden
de eolocacidn, sino por una ¢ mds letras (*)

De la definicién de combinaciones se deduce ue si su-
ponemos formadas todas las combinaciones del grado n y
cada una la permutamos de todas las maneras posibles,
se formaran todas las coordinaciones. Segun esto, desig-
nando por Cr el numero de combinaciones de m letras n &

n tendremos:
n oy n
Cm_ = lu 7 Am
de donde se deduce, dividiendo por Ppn

I
C” PEET (L

g l] n

¥y poniendo en vez de A% y P sus valores (1) y (2)

g = — 2 ; ] 1)
o :m{m__lj(m 2y ( —n+1) (3)
m s N S O
abreviadamente también se es:(,rlbe
oA
G n)

(") Las combinaciones se sucken llamar también, aunque impropiamente,
productos diferentes.
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Ejemplos: C = i—i =6, Ue= f : ?L'-: 15
131. Kl nimero de combinaciones del grado n, de m le-
tras, es igual al ritimero de combinaciones del grado m — n
de las mismas letras.

En efecto, si de las m letras se separan n para formar
una combinacion, quedaran m — n, que formaran otra
combinacion del grado m — n y reciprocamente. Entonces
tendremos

| O

cn = (Qm—n

m i
II. DPotencia de un binomio.

132. Si elevamos al cuadrado, cubo, cuarta potencia... el
binomio & + @, hallaremos
(2 + af =2* + 2ax + @*
(e + a) =a* + 3ax® + 3a%x + a3
(z + a) =zt +4a0x® + 6a2e? +- 402 + at
(e + a P =a® + bar!t 4+ 10a2e? + 10a32? + batr + ab

que son po]mom 108 hnmo%neocs t’iP 218 3 N s T R grado,
ordenados y completos en & y en @, cuyo primer término
tiene por coeficiente la unidad, cuyo segundo término tie-
ne por coeficiente el exponente de la potencia. También se
advierte que los coeficientes de los férminos equidistantes
de los extremos son iguales; pero en los ejemplos particu-
lares no se ve la ley que siguen en su formacion. Con ob-
jeto de hallarla, formaremos el producto de m binomios
que tengan igual el primer término y distinto el segundo.

138. Sean los m factores binomios & + a, & 4 b... & + |,
decimos que se tendra

(@ + a)(@ + b)(@ + €)..o.u. (& + k) (2 + D=
o 4 @ |@m g ab |[2m—2 4 abejan— 4 ... + abe... kl (%)

+ 0 + ac + abd (1)
HG + be + aed

% * *

+ 1 + ki ¥ hicl

(*} Las potencins de & escritas 4 la derecha de 1as lneas verticales multipli-
can i los polinomios eseritos inmediatamente 4 1a izquierda delas lineas.
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Ante todo debemos observar que el producto de dos
polinomios contiene los productos de cada uno de los tér-
minos del multiplicando por cada uno de los del multi-
plicador; que si multiplicamos el producto total por un
tercer polinomio, el resultado contendra los productos de
cada uno de los términos, por cada uno de los del nuevo
factor, 6 sea la suma de los productos que se obtienen to-
mando, de todas las maneras posibles, un término en ca-
da uno de los polinomios; y lo que decimos de tres se apli-
ca, por igual razonamiento, & cualquier numero de poli-
nomios.

sSegun esto, si se toma el primer término en todos los
factores binomios, se tendra el primer término =™, del pro-
ducto.

Si en el primer binomio se toma el término a y en to-
dos los demas «, el producto sera azm—1; si en el segundo
binomio se toma el término & y en todos los demas x, el
producto sera dzm—t; y del mismo modo se obtendran los
términos exm—1.....lem—1, luego el coeficiente de am—1 es la
suma de las combinaciones unarias de los segundos tér-
minos de los binomios. Estos términos, reunidos, son el
segundo del desarrollo anterior.

Si ahora fomamos los segundos términos en dos fac-
lores binomios y los primeros en todos los demas, los pro-
ductos seran abam—2, aecx™—2, bex™m—=,.... y se podran for-
mar tantos como combinaciones binarias con los segun-
dos términos de los binomios: reunidos todos, forman el
tercer término del anterior desarrollo.

Sitomamos los segundos términos en tres factores bi-
nomios y los primeros en los demas, los productos serin
abexm—3 abdaxm—3, aedxm—2..... siendo el namero de estos
términos igual al de combinaciones ternarias de los se-
gundos términos de los binomios. Juntos forman el cuar-
to término del desarrollo. ,

Si en general se toma en n binomios los segundos tér-
minos y los primeros en los m — n binomios restantes, se
formaran productos que tendran el factor ™", y en que
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los coeficientes de x seran todas las combinaciones de
grado n de las m letras.

Por tltimo, habra un término que contendra el produc-
to de todos los segundos términos de los factores hino-
mios, O sea la unica combinacion del grado m de las m
letrasia, 0, 6,4kl

134. Suponiendo ahora a=0=c=....=1{, el producto
de los m binomios del primer miembro de la formula (1)
sera igual a (x+4a)ym: el coeficiente @ + b + e..... + { del se-
gundo término sera ma, O sea a repetida tantas veces como
combinaciones unarias se pueden formar con m letras: el

: StRm—1) e
coeficiente ab + ac + be +... sera T a?, 0 sea a? repe-

tido tantas veces como combinaciones bhinarias se pueden
formar con m letras. Del mismo modo el coeficiente del
m(m—1)(m—2)

1% 253
tas veces como combinaciones ternarias se pueden f[or-
mar con n leiras.
El coeficiente del término que ocupa el lugar n 4+ 1,
m(m—l)itm;)—,?;(:z e 4 ar, 6 sea a repetido tantas
veces como combinaciones del grado n se pueden formar
con m letras; y por ultimo, el término abe...k! se convierte
en a”,

Tendremos, pues, la siguiente importante [6rmula, lla-
mada del binomio de Newton, ¢ue sirve para hallar el des-
arrollo de una potencia de un binomio.

cuarto término serd a3 6 sea a® repetido tan-

sera

((-r -+ a}m = pm 4 E;’ artn—1 - w alapem—2
i S
s Mm' ?) adpm—34.. ..., amn  (2)

MEaC I

El término general que ocupa el lugar n 4 1 es
m(m—1) (m—2).....(m—rn—+1)
A e IR, R R A L el i) Noptn—rt
L e T Z& r

135. En la formula (2)los exponentes de # van dismi-

nuyendo y los de ¢ aumentando de unidad en unidad a
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partir del primer {érmino, de suerte que, por relacion a
ambas letras, el polinomio es homogéneo.

El numero de términos es m + [, porque los exponen-
tes de @ son los m primeros numeros y el cero, es decir
m, m— 1, m—2...1,0.

136. Los coeficientes de los términos equidistantes de
los extremos son iquales.

In efecto, si se escribe la (ormula poniendo en vez de
dichos coeficientes los simbolos que marcan €l niimero de
las combinaciones correspondientes, tendremos:

u M — pm 1 m—1 2 qlpm—2
(x + a) rht + Cl ar + C? afx = evis
sic HCM=8 qM—22% 4+ CM-lgm-lz 4 g

El primero y el ultimo término tienen por coeficiente
la. unidad: los términos que ocupan los lugares n -+ 1, con-
tando desde el primero v desde el 1iltimo, son Cratzmn—" y
Cm—ngm—nzn, luego sus coeficientes C? y CM—" seranigua-
les en virtud de lo demostrado en el ntm. 131. En particu-
lar se tendra, Cl = Cm—‘; 2 = Cm-2 etc. Es decir que los
coeficientes del segundo y penultimo término son iguales;
los de los terceros términos, 4 partir de los extremos, tam-
hién, y asi sucesivamente.

137. Sise multiplica el coeficiente de un término cual-
quiera por el exponente que lleca @ en dicho término y se di-
vide por el nimero que indiea el lugar que ocupa, se forma
el coeficiente del término siguiente:

En electo, si del término

m(m T__I')l .{m == "1_+i} an pn—n
Rl N n

queremos pasar al siguiente, el coeficiente sera el numero
de combinaciones de m letras n+1 a n + 1, es decir,
m(m—1).....(m—n-+1)(m —n)
L, 1.2..ann+1)
coeficiente del término dado por m —n, que es el expo-
nente de x y se divide por n + 1, que es el lugar que ocupa
el primero.

, luego se multiplica el
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138. Si en'la formula del binomio cambiamos a en —gq,
tendremos:
mim—1) , . , e
3 1 5 acem—=t__ . .. ium (3)
Los términos de esta [ormula son alternativamente
positivos y negativos, segin “que el exponenfe de a es par
O impar.

(.'1‘3 —am —=gxm — % axm—1 4+

139. ApLICcACIONES.—Teniendo presenie lo dicho en los
parrafos anteriores sobre la formacion y propiedades de
los coeficientes, se podran hallar facilmente las poiencias
particulares del binomiox + a

Ejemplos:
1. (2 + af=ab+46azxs+ 15a%ct 200323 + 15at 22+ 6adx + ab

Ll desarrollo es un polinomio homogéneo de sexto gra-
do; los exponentes de & disminuyen desde 6 hasta 0 y los
de @ aumentan desde 0 hasta 6. Los coeficientes se forman
segun la ley enunciada en el num. 137; asi, el del segundo

=6 6><5

b ! e &
término sera =6; el del tercero —;

=—15;eldelcuar-

=0 Kﬁi = 20; el del quinto bt
3 4
términos del desarrollo es 7, v como los coeficientes de los
términos equidistantes de los extremos son iguales (ni-
mero 136), el quinto tendra igual coeficiente que el tercero,
el sexto igual que el segundo y el séptimo igual que el pri-
mero: el cuarto serd igual & si mismo porque equidista de
ambos extremos.

De suerte que en nuestro ejemplo hay que formar la mi-
tad mas uno de los coeficientes, los demas se forman por la
ley de simetria arriba anunciada. Si el numero de tér-
minos fuese par, bastaria formar la mitad.

20 (2—a)=x"—Tars+21a225 3503t + 35atrd—21ab22 + Tabz—a’

fo

= 15, etc. El ntmero de

En este ejemplo se ha tenido presente, ademas de lo
dicho en el anterior, la ley de los signos que se enuncia en
¢l num, 138.



=Rl
80 (360 + 2cP = (3a2DF + 5(3a%b)2¢ + 10(3a2b)(2¢)?
+10(3a20%(2¢ P 4 5(3a2b)(2e)t +(2¢)
=R243a19054-810adiic +1080able + 7200t b e
+240a2bet+32¢5
En este ejemplo se verifica la ley de los coeficientes;
pero cuando se efectian todos los desarrollos, los coefi-
cientes finales resultan de multiplicar los coeficientes bi-
néomicos por los de las potencias de los términos. También
los exponentes de a son dobles, porque en el primer tér-
mino del binomio entra el factor q?.

ITI. Potencias de los polinomivs.

140. Tratemos ahora de elevar 4 la potencia m un poli-
nomio a + b + ¢ + d; si consideramos como un sélo tér-
mino la suma de todos, excepto el primero, tendremos,
segun la formula (2) (ntam. 134)

(a_|_ b+(3+d}'m:(lm+ ?a”‘—‘(b+c—+—d]+m&’“_2w+€+d}2

T2

m(m—1)(m—2) :

R Al Um0 -ed-dP -+

1.2.8 ;
los términos de esta formula se desarrollan del mismo
modo, ¢ igualmente los que resulten en las siguientes; y
electuando todas las operaciones, tendremos la potencia de
grado m del polinomio (%)
Ejemplos:

1. (a+b4et+dp=a*+2a(b+e+d)+(b+ec+d)?
=a?4+-2a(b+c+d) + 040+ d)+(c+d)?
—a?+2ab+-2ac+-2ad+ 02 +2be+20d + 2+ 2ed +d?
2.0 (a+b+ep  =ad+3a¥(b+e)+3a(b+¢)2+(b+c)?
—=ad+3a%b+e)+ 3a(b?+ 2be+ )+ 13 +-30%c + 3be* + ¢*
— a3+ 3434 3a2h + 3ade+3ab*+ 3b%c) 4+ Bac? +-31%¢
+6abe

L e LS T

(*) Noexponemos el método para hallar la férmula general porgue es impro-
pio de esta obra, destinada a la segunda ensefianza.
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IV. Raices de los polinomios.

141. Un polinomio, que representaremos por P, tiene
por rafz del grado m otro polinomio, que representaremos
por Q, cuando se verifica la igualdad

IJ:QM
Supongamos, pues, que el polinomio P es poiencia
exacta de @, que ambos estén ordenados segun las potlen-
cias descendentes de &, y representemos pora + b 4 ¢ +....
la raiz ordenada cue tratamos de hallar.
Si consideramos b + e +..... como un solo término,
tendremos:

m(m

P=la+4b+c+. )"=am+mam™(b+c+. J+171a”1—3(b+c+ D

El término mas elevado es a, luego sera igual al pri-
mer término de P y por tanto el primer término de la raiz
se debe obtener extrayendo la raiz del grado m del primer
término del polimonio, lo cual nos hara conocer la expre-
sion de a. Si del polinomio P restamos a™, potencia m de «,
obtendremos un primer resto Ry, que ordenado tendra por
expresion
Ry=man—Y(b+c+....) rm‘m —Dam—=_ (bt ed....p

En el segundo miembro el término méas elevado es
mam—1), luego éste sera el primer términoc de Ry, por tanto
si le dividimos por ma™~1, que es ya una expresion cono-
cida, se obtendra el término , que es el segundo de la
raiz.

Conocidos los dos primeros términos ¢ y b, de la raiz,
si se los considera como uno solo y ¢ + d -F.... como otro,

qe tendra
(a+b)”*+m{a+b)m~l(c+d+ ..... )
m(m
+— (a M2 (e 4 d+ e+ rriireen

y restando + b)yn el resto, Rs, sera
Re=m(a +b)"Yet+d+t....)0 - m(m—1)a+bym—2e+d+...)0+...
Il término mas elevado de este resto es mam-1e, luego
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dividiéndole por ma™—1 se obtendra por cociente ¢, que es
el tercer término de la raiz. Se resta después del polimonio
P la potencia (@ + b + e)m, el primer término del resto se
divide por ma "1y se obtendra el cuarto término de la
raiz, con el cual se procede como con los anteriores, con-
tinuando asi la operacion hasta llegar al resto cero.

142. Si el polinomio no tiene raiz exacta, se dara por
terminada la operacion cuando se llegue 4 un resto de
grado inferior & la raiz. En este caso el polinomio queda
descompuesto en dos partes; una, potencia exacta del gra-
do m, y otra de grado inferior a la raiz.

Asi, *P=Qm 4+ Rn

Cuando el exponente del primer término del polino-
mio es multiplo de m, la raiz es de grado m veces menor
que dicho polinomio; porque para obtener el primer tér-
mino, que es el mas elevado, hay que dividir por m el ex-
ponente del primer término del polinomio.

142 bis. Lo expuesto en los numeros anteriores se apli-
ca A las raices de todos los grados, y por consiguiente 4 la
raiz cuadrada.

Sea P el polinomio cuya raiz cuadrada ordenadaen @
representaremos pora + 6 + ¢ +....., tendremos:

P=(a+btc+..2=a®+ 2alb+c+....) + (b+e+...2

Ixtrayendo la raiz cuadrada de a2, término mas eleva-
do de P, tendremos el primer término, a, de la raiz: elevan-
dole al cuadrado y restandole del polinomio P, tendremos:

Ri=2a(b + ¢ +..ce) + (b + € +....)°

Dividiendo por 2a el término 2ab, que es el primer
término (el mas elevado del resto) el cociente b, sera el se-
gundo término de la raiz.

Conocidos a y b, el segundo resto se halla restando de
P el cuadrado de a + 0y resultara

P—(a+ bPF=Rz

0 sea
Re=2@+b@+d+..)++d+...»
El término 2ae es el mas elevado de este resto; luego

dividiéndole por 2a se obtendra por cociente ¢, que 350[*:‘1 el
D
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tercer término de la raiz. Restando del polinomio P el cua-.

drado (a + b + ¢)* se obtendra el tercer resto, cuyo primer
término se divide por2ay el cociente serd el cuarto tér-
mino de la raiz, con el cual se procede como con 1os ante-
riores hasta llegar al resto cero.

El procedimiento indicado se puede abreviar en la ex-
traceion de la raiz cuadrada, En efecto, para restar del po-
linomio P, (a + b3, después de haber restado a?, sélo falta
restar 2ab + 02, 0 sea (2a + b)b; luego el segundo resto,
Rs, se puede obtener restandao del primero, Ry, el duplo del
primer término de la raiz por el segundo, mas el cuadrado
del sequndo, 0 sea el producto que resulta de multiplicar
porel sequndo la suma del doble del primero con el se-
gundo. Del mismo modo, para restar del polinomio P,
(@ + b+ e)?, después de haber restado (a + L), solo falta
restar del segundo resto, Rs, la cantidad 2ae + 20¢ + €2, 0
sea (2a + 20 + ¢) e, luego el tereer resto se obtiene restando
del sequndo el producto que resulta de multiplicar el tercer
término de la raiz, por la suma de los duplos de los dos pri-
meros con el tercero, etc.

143. Siel polinomio no tione raiz exacta, se dara por
terminada la operacion cuando se llegue 4 un resto de
grado inferior 4 la raiz. Designando por R, este resto, se
tendra

Bi== Q-E + Rap

Para que en la raiz cuadrada de un polinomio no haya
radicales se necesita que su primer término sea de grado
par; y como para extraer la raiz cuadrada se divide por 2
el exponente, resultard que: el grado de la raiz cuadrada
de un polinomio de grado par, es igual d la mitad del gra-
do del polinomio.

Ejemplo. Hallar la raiz cuadrada del polinomio.

Qzf 4 1220 — 2621 — 829 4 3322 — 20z + 4.
dispondremos la operacion del modo siguiente:



:
l.
l
|
&

- 205 —

P—9a8+ 1225 — 2621 —8a3 4 33a2—02 441323 +-2 22— b 42

O

R1 1225 —2621—8x% 332 —20x +4 (623 4 22)R>
—12axb—duxt
R2 —30x! —8rt - 332*—20x 44 (623 +da?—bax) (—5x)
+ 30t + 2023 — 2522
Ry 1223 4822 —20 44 (623 +422—1024-2)2
i —12x3—8x?4-202—4
0

Se ha extraido la raiz cuadrada del primer término,
926, y se ha obtenido el primer término, 323, de la raiz: el
cuadrado de este término se ha restado del polinomio
propuesto y ha destruido su primer término; después he-
mos dividido 125, primer {érmino del resto, por 6x®, du-
plo del primero de la raiz, y el cociente, 222, segundo tér-
mino de la raiz, le hemos sumado c¢on 6a?; hemos multi-
plicado el binomio obtenido por 2z®y hemos restado el
producto del primer resto. Con el segundo resto se ha pro-
cedido como con el primero y asi hemos continuado hasta
obtener el ultimo término de la raiz.
~ Como desde el segundo término en adelante se obtie-
nen los términos de la raiz por medio de divisiones, se
pueden hacer en los calculos simplificaciones anilogas a
las citadas en aquella operacion (nuam. 62).







SEGUNDA PARTE.

APLICACION DEL CALCULO ALGEBRAICO A LA
RESOLUCION DE ECUACIONES.

LIBRO PRIMERDO.

LAS ECUACIONES DE PRIMER GRADO.

CAPITULO PRIMERO.
TRANSFORMACIONES DE LAS ECUACIONES.
I. Definiciones.

144, Una cantidad cuyo valor no depende de otra y que
puede variar, al menos entre ciertos limites, se llama varia-
ble independiente, O simplemente variable. Para designar
las variables, generalmente se emplean las ultimas letras
del alfaheto.

Una cantidad cuyo valor depende de otra, d de otras
cantidades, se llama funcion.

Por ejemplo: un polinomio es funcion de sus letras. ()
La funcion es entera, [raccionaria 6 irracional, segun que
el polinomio correspondiente sea entero, fraccionario o
irracional.

Funeion lineal es un polinomio de primer grado con
respecto d cada una de sus variables.

La forma de la funeion lineal es

ar + by + ez +..... k

en la cual #, y, 2..... Son las variables, @, b, ¢...... k, son coe-
ficientes constantes.

*)  El polinomio puede contener cantidades constantes y variables, su valon
depende de todas i la vez.
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145. Se llama identidad O ecuacidn idéntica una igual-
dad que contiene cantidades indeterminadas y se verifica
para todos los valores que se quiera atribuir 4 las inde-
terminadas.

Tales son las igualdades propias de las operaciones al-
gebraicas.

Asi, (a2 + ab + ) (a — b)= a* — 13
es una identidad que tiene lugar para todos los valores
que se atribuyan a a y o.

Se llama ecuacion problemdtica, 6 simplemente ecua-
cidn, una igualdad que contiene una d muchas cantidades
desconocidas y que generalmente sdlo se verifica para cier-
tos valores de las cantidades desconocidas.

Las cantidades desconocidas de una ecuacion se 1la-
man incdgnitas. Para representarlas emplearemos, segun
se dijo al principio del Algebra, las ultimas letras del alfa-
beto. Las cantidades conocidas de una ecuacion se llaman
datos; 1os datos se consideran como coeficientes de las in-
cognitas.

Cuando todos los coeficientes de una ecuacion son nui-
meros determinados, la ecuacion se llama numérica:
cuando hay algun coeficiente indeferminado, se llama li-
teral.

Las ecuaciones’ en que las incognitas no estan combi-
nadas entre si y con los datos mas ¢ue por las operaciones
del calculo algebraico se llaman algebrdicas; en todos los
demas casos se llaman f(rascendentes.

Las ecuaciones algebraicas son racionales cuando nin-
guda incognita estd bajo el signo |/ ni tiene exponente
fraccionario. L.as ecuaciones racionales son enferas cuan-
do ninguna ineognita figura como denominador ni tiene
exponente negativo; y son fraccionarias en el caso con-
trario. :

Se llama grado de una ecuacion entera con una ineog-
nita el mayor exponente de dicha incognita.

Asi, la ecuacion

32 — B + T =0
es de segundo grado.
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NG
Grado de una ecuacion con varias incognitas es la
suma de los exponentes de las incognitas en el término en

(ue esta suma sea mayor.
3ty — 2? + by — 22 + 4wy + 9=0
es una ecuacion de cuarto grado.

146.  Resolver una ecuacidn es determinar los valores que
sustituidos en vez de las incdgnitas la convierten en una
igualdad.

Los valares de las incognitas se llaman soluciones o
raices de la ecuacion,

Una ecuacion es deferminada cuando tiene un niime-
ro limitado de soluciones, 6 raices; es indeterminada cuan-
do tiene un numero ilimitado de soluciones, y es absurda
cuanao no tiene ninguna solucidn.

Dos ecuaciones son equivalentes cuando admiten las
mismas soluciones.

II. Preparacion de las ecuaciones.

147.  8i d los dos miembros de wuna ecuazidn se summ 0
resta una misma cantidad, la ecuacidn que resulta es equi-
valente con la primera. :

Sea la ecuacion
A= (1)
se frata de demostrar que siendo m una cantidad

- cualquiera, la ecuacion

AzEimi=B1im (2)
tiene las mismas soluciones que la (1)

Siendo A y B [unciones de las incognitas, si en vez deé
é¢stas sustituimos en A y B ciertos valores que formen so-
lucion de la ecuacion (1), l1a convertiran en una igualdad;
pero 4 los dos miembros de una igualdad se puede sumar
6 restar una misma cantidad; luego tendremos la igual-
dad A +=m =B *+ m.

Por otra parte, esta ultima se puede considerar como
el resultado de sustituir en la ecuacion (2) los valores de



las incognitas que han sido soluciones en la ecuacion (1);
luego toda solucion de la ecuacion (1) satisface 4 la (2).
Reciprocamente: si en la ecuacion (2) sustituimos una
solucion cualquiera, la convertird en una igualdad, y si
después sumamos ¢ restamos de los dos miembros la
cantidad —m, tendremos la igualdad A = B, que es preci-
samente el resultado de sustituir en la ecuacidon (1) los

_valores que forman solucion de la ecuacion (2); luego toda

solucion de la ecuacion (2) satisface a la (1).

Del teorema directo y del reciproco se deduce, enton-
ces, la equivalencia de las ecuaciones (1) y (2).

Esta demostracion supone que m es una cantidad fini-
ta, pues si se hiciera infinija deja de ser cantidad.

148. El teorema anterior tiene una aplicacion impor-
tante que consiste en pasar ciertos términos de un miem-
bro & otro en una ecuacion.

Sea la ecuacion

ar + b=cx + cd.

en la cual queremos pasar los términos que confienen la
incognita al primer miembro y los que no la contienen al
segundo. Para conseguirlo sumemos con los dos miem-
bros la cantidad — ez — b y tendremos:
ar+b-—cr —b=cx+d—cx—D>
en el primer miembro se destruyen las cantidades +
¥ — by en el segundo las + ex v — ca; luego resuliara
are + cr=ud — 0

La operacion de pasar los términos de un miembro 4
otro se llama transposicion, y de lo que acabamos de de-
mostrar se deduce la siguiente

REGLA. Para efectuar la transposicion, o sea para pa-
sar un término de un miembro d otro se le cambia de
Signo.

Ejemplo; T —12=6x 4+ 15
pasando 62 al primer miembro y — 12 al segundo resulta
Te —6x =15 + 12, 6 bien @© =27
149, Si los dos miembros de una ecuacion se multi-
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plican ¢ dividen por una misma cantidad, la ecuacidn que
¥ resulta es equivalente con la primera.
£ 1. Sea laecuacion

; A=—DB (1)
' decimos que la ecuacion
Axm=Bz>xm (3)

tiene las mismas soluciones que la (1)

En electo, si en la ecuacion (1) se sustituyen en vez de
las incognitas valores que formen solucion, la convertiran
en una igualdad, y como los dos miembros de una igual-

b dad se pueden multiplicar por una misma cantidad, los
B productos Am y Bm serdn iguales, lo cual prueba que las
| soluciones de lo ecuacion (1) satisfacen a la (3).
Reciprocamente; si sustituimos en la ecuacion (3) una
! solucion, se convertira en una igualdad, y como los dos
miembros de una igualdad se pueden dividir por una mis~
ma cantidad, los cocientes A y B seran iguales, y por tanto
las soluciones de la ecuacion (3) satisfaran a la (1)
2. Sea la ecuacion

A=B (1)
decimos que la ecuacion

A B 3

o m @)

es equivalente con la (1)
Isto es evidente, porque dividir por m equivale 4 mul-

s 1
tiplicar por —
m

150. Escorio. Sim=0, la ecuacion (3) es idéntica, por-
que A =< my B > m son iguales 4 cero; luego son iguales
entre sf, aunque A y B no sean iguales; por consiguiente,
en este caso las ecuaciones (1) y (3) no son equivalentes.

Igual observacion, si m = e, porque las expresiones
A =< =% y B =< = dejan de ser definidas algebraicamente.
Por las mismas razones no son equivalentes las ecua-

: ciones (1) y (4) euando m =0, 6 m = %*.
: 151. Los teoremas precedentes se utilizan para tqt'an.c.:—
* (.;
:'.,- - /———? iy
I
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formar las ecuaciones que tengan términos fraccionarios
en otras equivalentes cuyos términos sean enteros.
Sea la ecuacion
4 B2 ]
BTN e s
Si multiplicamos todos los términos de la ecuacion por
70, que es el minimo comun multiplo de los denominado-
res, la ecuacion que resulta sera equivalente con la pro-
puesta (num. 149); luego tendremos:
4.;703:4_3_.___&___2.70§_9:7‘0 5 =0
5} 10 7 35
y efectuando las operaciones indicadas en cada término
562 + 21 = 20 x — 18 4 140
pasando todos los términos que tienen incognita al primer
miembro y los que no la tienen al segundo, resulta (nu-
mero 148)

4+ 2

56 — 20 = — 21 — 18 + 140
O reduciendo términos semejantes
36 = 101

Como hemos multiplicado toda la ecuacion por el mi-
nimo comun multiplo de los denominadores, esta opera-
cion se puede explicar por la siguiente:

REGLA. Paraquitar denominadores en una ecuacion, se
multiplica el numerador de cada término fraceionario por
el eociente de dividir por su denominador dicho minimo co-
miirne miltiplo, suprimiendo despuds el denominador.! en
cuanto « los términos enteros, se los puede considerar como
Jraceiones cuyo denominador es la unidad, por lo cual basta
multiplicarlos por el minimo comiin miltliplo de los deno-
minadores.

Cuando no se quiera 6 no se pueda formar el minimo
comun multiplo de los. denominadores, se aplica la si-
guiente:

REGLA. Para quitar denominadores en una ecuacidn,
se multiplican los numeradores de cada fraceidn por el pro-
ducto de los denominadores de las demds y se suprime el



= 988

* denominador; y los términos enteros se mult};f}lc’can por el

producto de todos los denominadores.

152. Cuando todos los términos de una ecuacidn tienen
un factor comun, la ecuacion se puede simplificar dividién-
dola por dicho factor.

No es mas que una consecuencia de lo dicho en el nii-
mero 149.
Sea la ecuacion
(@—be + (@ —)y=a—0b
dividiendo por a — b, factor comun & todos los términos,
resulta
a4+ bh=1
¥y pasando @ + 0 al segundo miembro
z=1—a—0b

153. Debemos advertir que el factor comun que se su-
prima no ha de contener incdgnitas, porque se pueden per-
der soluciones.

En electo, sea la ecuacion
(2 —2)r +(z—2)(x+2)—(2—2)=0
sacando « — 2 en factor comun, resulia
(z—2)(z+ax4+2—1)=0
para que el producto indicado en el primer miembro sea
cero, se necesita que uno de los factores se anule; pero si
igualamos 4 cero separadamente cada uno de los dos, se
tendran las dos ecuaciones
a—=2=0, ¥ z4+ax+2—1=0
la primera queda resuelta pasando el 2 al segundo miem-
bro, pues se tendra
=2
pero si sustituimos este valor en la otra, se tiene
24+2+2—-1=0
cuyo resultado es absurdo; luego el valor z = 2, no es solu-
cion de la ecuacion ¢ + # + 2 — 1 —=10. Ahora bien; sien
la ecuacion primitiva se sustituye en vez de z el numero 2,
resulta .
2—22+2—2)2+2)—R—2)=0
izualdad verdadera, porque todos los términos del primer



miembro son nulos; luego el valor 2 = 2 era una solucion
de la ecuacion propuesta, que se habria perdido si no igua-
lasemos a cero el factor £ — 2. (*)

154. Las soluciones de una ecuacidn no se alteran cuan-
do se cambia el signo d todos los términos.

Sea la ecuacion '

—A=—B
multiplicando ambhos miembros por — 1 (nawm, 149), re-
sulta
AR

155. Las transformaciones y aplicaciones que acaba-
mos de exponer reciben el nombre genérico de preparacidn
de las ecuaciones. Se pueden reducir 4 las siguienfes: 1.
Quitar denominadores, para que los términos de las ecua-
ciones sean enteros. 2. La simplificacion; consiste en supri-
mir los factores comunes a todos los términos, siempre que
sean independientes de las incdgnitas. 3." La transposicion;
consiste en pasar al primer miembro todos los términos que
contengan incdgnitas, y al sequndo los que no las contengan.
4.* La reduceidn; consiste en reducir los términos que sedan
semejantes por relacion d las inedgnitas. (™)

La preparacion de las ecuaciones se hace del mismo
modo cualesquiera que sean sus grados y el numero de
las incognitas; pero la resolucion ofrece muy distintas di-
ficultades, segun los casos: nosotros solo estudiaremos 1os
mas faciles.

CAPITULO 11,

RESOLUCION DE LA ECUACION DE PRIMER GRADO CON
UNA INCOGNITA.

156. La ecuacion de primer grado con una incognita,

) Todavia se considera como una solucion perdida & = 2, aung ue satisticiese d
lnecuacion @ - + 2—1 =0, s no seighalase a ceroel factor @ — 2; porque
entonces gl valor o = 2 seria una raiz doble. El teorema general es quesi se mul-
tiplican dos ecuaciones A =0, B =0, 1a ecuacion AR = 0'tiene todas las raives (e
las propuestas.

(**) Hay otras transformaciones nenos elementales, de e no nos ocupamos
en esta obra, como quitar radicales, por ejemplo,
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dc:s?aués de preparada, presenta en general dos clases de
términos: en el primer miembro, términos que contienen
la incognita; en el segundo, términos que no la contienen.
Representaremos el conjunto de los primeros por Aa: y el
de los segundos por B; siendo A y B numeros, 6 monomios
0 polinomios independientes de

segun esto, 1a forma general de la ecuacion de primer
grado después de reducida sera

Az =P (1)
Diviendo por A los dos miembros, tendremos:
B
& = — 2
. X (2)

pero esta ecuacion es equivalente 4 la (1) y puede ser

; L B
satisfecha unicamente por el valor z = A luego la ecua-

eidn de primer grado tiene esta misma solucidn, d rais.

157, La formula (2) traducida al lenguaje, dice asi:
para resolver una ecuacion de primer grado con una incdy-
nita, después de preparada, se divide el sequndo miembro
por el coeficiente de la incdgnita.

Ejemplos: 1. Resolver la ecuacion

S 7 R 2 . -
ST e
quitando denominadores resulia

72—105 + 182 = 16 — 3602 + 840
haciendo la iransposicion y reduciendo
961
450

4502 = 961 de donde e

2.0 Resolver la ecuacion
@ 3§ e
G bl @—br da+b

A5

quitando denominadores se tendra
(a+b)z—1=(a—0)x+a>—0b0?

efectuando la fransposicion
(a+bawe—(a@a—bler=a—0 +1

efectuando operaciones y reduciendo



jih=d ‘-')RG =
a®—5 + 1
20
158. DISCUSION DE LA FORMULA. Volviendo a4 tomar la
ecuacion Az = B de la cual se obtiene

20 =a? — 2 + 1 dedonde &=

B
it 9
= (2)

advertimos que @ puede ser un palor positivo 6 negativo,
segun que A y B sean del mismo signo 6 de signos contra-
rios: en uno y otro caso @ puede ser entera, O fracciona-
ria, segun que B sea ¢ no divisible por A; pero x no puede
ser incomensurable si no lo son A ¢ B, 6 ambas cantida-
des. =

Mientras A y B son cantidades finitas y distintas de
cero, la ecuacion de primer grado tiene siempre una solu-
cidn y sdlo tiene una.

Examinemos ahora los casos en que A, 6 B, 6 ambas
cantidades son nulas.

1.0 B=0, A >0, x=
<

—og

ol Bl

2.0 B0, A=0, x=—
=

El valor de x se hace infinito (nim. 30), porque el de-
nominador se anula: este resultado nos indica que no hay
ninguna cantidad que pueda ser raiz de la ecuacion, luego
ésta debe ser absurda. Asi es en efecto, puesto que hacien-
do en la ecuacion la hipotesis A =0, resulta

3 gl =1,
y como no hay ninguna cantidad que multiplicada por
cero, dé un producto distinto de cero, la ecuacion antferior
sera absurda 6 imposible.

0
255 Bi=0, A =0; =2
o0

El valor de & es indeterminado (num., 31), luego la
ecuacion serd indeterminada, es decir, tendra infinidad de
soluciones. Al mismo resultado se llega haciendo directa-
mente en la ecuacion las hipotesis A =0, B=0, porque
entonces sera




g
Bulawi=10
y como el producto de cualquiera cantidad por cero es ce-
ro, se puede dar & x infinidad de valores.
Ejemplo de ecuacion absurda
&£ oL &€
€£= 9 Sy 3 + g s o
quitando denominadores y efectuando todas las demas
operaciones de la preparacion, resulta
)

=2 de donde P :} —c
Ejemplo de ecuacion indeterminada
o« &£ o?
= b =
2 3 ]
preparandola resulta

0
5 =0, de donde pn— 0

159. Escovrio. Cuando las cantidades A y B tienen un
factor comun que se anula por alguna hipdtesis particu-
lar, se debe suprimir el factor comun antes de hacer esta
hipotesis, pues de lo contrario apareceria como indetermi-
nado el valor de & sin serlo realmente.

Ejemplos. 1. (@® —B)x=a® -3
de donde T = ;’i : g:—
si hacemos @ = b, se anulan el numerador y denominador;
pero advirtiendo que uno y otro son divisibles pora — b
(ntm. 71), tendremos, suprimiendo el factor comun

_@+ab+b®
= ENE a4+ 0
/ 3a? 3a
y haciendo a =10 " e et
& : (a — by
2.9 (({,2 —_ bgj\.‘f = ((,I — t'))‘ we donde T—-_—-aw

0 XA _
haciendo @ = b, resulta & = o pero suprimiendo antes de

hacer esta hipoteses el factor comin @ — b, resulta
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LSl
T i
. 0
y haciendo ahora a=b, @« =, =

2a
a® — b®
. — e =a— b e donde Gpaan o Gl
30 (a—tb)x=na b de donc G —bp

0 y
haciendo a = b, resulta & = -{j; pero si antes de hacer esta

hipotesis suprimimos el factor comun, sera

R el
o=
2a
y haciendo @ = b, == o0

CAPITULO III.

DEFINICIONES Y TEOREMAS SOBRE LOS SISTEMAS DE
ECUACIONES.

160. Se llama sistema un conjunto de ecuaciones que de-
ben ser satisfechas por los mismos valores de las inedg-
nitas.

Solucion de un sistema de ecuaciones es un conjunto de
valores de las incdgnitas, capas de satisfacer d todas las
ecuaciones.

Un sistema de ecuaciones es determinado cuando tie-
ne una solucion O un numereo limitado de soluciones: es in-
determinado cuando tiene un numero ilimitado de solucio-
nes! es incompatible cuando no tiene ninguna solucidn.

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando
tienen las mismas soluciones.

161. Despejar una incdgnita, en una ecuacion que tiene
varias, es resolverla por relacidn d dicha incdgnita, como si
las demds fuesen conocidas.

Asi, si tenemos la ecuacion

ar + by + ez =k
despejar @ es resolverla como si z ¢ y fuesen cantidades
conocidas, de donde
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Syl k— by —c3
a
esta formula nos prueba al mismo tiempo que si atribui-
mos a s € y valores arbitrarios, se obtendran otros corres-
pondientes para &: por consiguiente, una ecuacion con va-
rias incdgnitas es indeterminada.

162. Sien un sistema de ecuaciones se despeja una in-
cdgnita en una de las ecuaciones y se sustituye su valor en
las demas, las ecuaciones resultantes, juntas con la ecua-
cidn en que se despejd la incdgnita, forman un sistema equi-
valente con el primero.

Sea, para fijar ideas, el sistema
axr + by==Fk
ax + by=~r }
despejando x en la primera y sustituyendo en la otra, re-
sulta

(1)

;’c—bg_,_!
a

45 (2)
a % + by =N

si e =a, y =6, es una solucion del sistema (1), se tendran

las igualdades :
axz + b6=£k -
3
'z 4 06 =k )
3 e — b6 B ;
de la primera se deduce « = = y como sustituyendo

en la otra, los resultados seguiran siendo iguales, se

tendra :
e — b6 [
s = o ]

- )

o'~ +b6=FK

ke — b6
a

este sistema de igualdades manifiesta que toda solucion
del sistema (1) satisface al (2)

Reciprocamente, si & =az,y = 6, forman una solucion
del sistema (2), se tendra el sistema de igualdades (4); pero
de la primera se deduce la primera igualdad del;;istema

—

\
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(8) y sustituyendo en la segunda igualdad (4) en vez de
il su igual «, se obtiene la segunda igualdad (3); lo
cual prueba que tuda solucion del sistema (2) satisface
al (1).

Luego los sistemas (1) y (2) son equivalentes.

Los razonamientos que hemos hecho para demostrar
este teorema cuando el sistema consta de dos ecuaciones
son aplicables a cualquier sigtema, porque toda la demos-
iracion estriba en que se despeje una incognita en una
de las ecuaciones y se sustituya su valor en todas las
demas.

163. Si las ecuaciones de un sistema se multiplican, eada
una, por una cantidad arbitraria pero constante y distinta
de cero, el sistema de ecuaciones jformado por una de ellas
y las que resulten de sumarla, d restarla con las demds, es
equivalente al propuesto.

Supondremos que en cada ecuacion todos los términos
se han pasado al primer miembro; entonces los segundos
miembros seran iguales 4 cero, y un sistema de m ecua-
ciones se podra representar por

A‘] )
As—1()
A3 =0 (5)
Am— 0
Si designamos por ay, Az, Qg,.e.n..ns. am, los multiplica-
dores, formaremos el sigtema
A1£’£1 =10

Ajas &+ Asay =0
Arag = Asay =0 (6)

Aam + Ant1 =0

Ahora bien; toda solucipn del sistema de ecuaciones (5)
satisface al sistema (6), porque los términos
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Ajay, Aqas,...... Aam, Asay, Asay,...... Ama, se anulan; luego
sus sumas o diferencias también se anulan.

Reciprocamente, decimos que toda solucion del sistema
(6) satisface al (5). En efecto, la primera ecuacion del siste-
ma (6) es Ayay =0; pero el multiplicador a; es distinto de ce-
ro; luego se debe tener Ay = 0; entonces los primeros tér—
minos de las demds ecuaciones (6) se anulan, y por consi-
guiente se tendra 4 Aqa; = 0, + Asa; =0....... + Amay =0,
de donde A2 =0, A3 =0...... Amu =0, y como tambhién te-
niamos Ay =0, el sistema de ecuaciones (5) sera satisfecho
por la solucion del sistema (6); luego amhos sistemas se-
ran equivalentes,

CAPITULO 1V.

RESOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES CON IGUAL
NUMERO DE INCOGNITAS.

164. Eliminar una incdgnita en un sistema de ecuacio-
nes es deducir de éste un segundo sisterma que no contenga
dicha incdgnita y en el cual las demds tengan los mismos
valores que en el primitivo.

Cuando esto se verifica, el sisterna derivade unido &
una de las ecuaciones del sistema primitivo (que contenga
la incognita eliminada) formard un sistema equivalente
con él.

Expondremos los métodos de eliminacion mas elemen-
tales que se emplean en las ecuaciones de primer grado,
suponiendo, por ahora, que el ntiumero de ecuaciones y el
de incognitas son iguales.

I. Método de eliminacidn por sustitucidin.
Caso de dos ecuaciones.

165. FEl método de eliminacidn por sustitucidn, entre dos
ecuaciones con dos incdgnitas, consiste en despejar una in-
cdgnita en una ecuacidn y Sustituir su valor en la otra,
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que después de esta operacion sdlo tendrd una incdgnita.
Sean las ecuaciones

ar + by =Fk
(1)

ax -+ by=£~k
despejando « en la primera y sustituyendo en la segunda,
resulta
e — by l
o = —
a
e — by (2)

T 4+ hy=£K
7] . + 0y [

Los sistemas (1) y (2) son equivalentes (num. 162).

La segunda ecuacion del sistema (2) no tiene mas in-
cognita que la y; luego podremos resolverla preparandola
antes segin los métodos expuestos en el capitulo II. Qui-
tando el denominador y-efectuando la transposicion y re-
duceion, resulta

(ab' — ba'y = ak' — ka’
de donde
ik — ea!
e
sustituyendo este valor en la primera ecuacion (2), se
tendra

ak — ka

—

ab' —ba
r = —-
a

y multiplicando los dos términos de la fraccion por ab’ —ba’
y simplificando

kU — Dbk

"= b — ba

Las formulas (3) y (4) forman un sistema equivalente

con el propuesto (ntum. 162); luego un sistema de dos ecua-

ciones con dos incdgnitas tiene una solueidn y sdlo tiene una

en el caso general de que no se anulen el denominador, d el
denominador y los numeradores de las formulas. (*)

(4)

(*) Noestudiamos la discusion general de las formulas (3)y (4) por no lacer
rdemasiado extensa esta obra.
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Ejemplos: 1. 3L — 2y =2

Tx + 6y = 58
De la primera se deduce

A 24 2y

3
y sustituyendo en la segunda
2 2
i +3 Y +6y=>58

resolviéndola, se obtiene y = 5, y sustituyendo en el valor
de &, resulta x — 4.
Luego & =4, y =5 es la solucion pedida.
2.9 S — 4y =11
152 — 18y =20
despejando @ en la primera

14 4y
r—=—
5
sustituyendo en la segunda
1 4
T e ST YA

5
en vez de hacer la multiplicacion indicada podremos divi-
dir 15 por 5, y resultara

3(11 + 4y) — 12y =20
efectuando la multiplicacién y la transposicion
120— 12y — 20 — 38 0 bien 0.y=—13

de donde

=13

0.

como e] valor de y se hace infinito, sustituyéndole en el de
x, también x se hace infinito; luego el sistema propuesto
es absurdo.

Es facil convencerse de la incompatibilidad de las ecua-
ciones, porque si multiplicamos la primera por 3, resulta
152 — 12y — 33, que tiene el mismo primer miembro que la
segunda y distinto segundo miembro; luego es imposible

que las dos ecuaciones se satisfagan porla misma solu-

cion.
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i B + 2y = 13
122 + 4y = 26
despejando 2« en la primera

oo B2
e 6
sustituyendo en la segunda
12.13+29‘+4y=26 6 213 —2y) + 4y —26

efectuando y reduciendo 5

0.y=0, de donde Y= 0
como el valor de y es indeterminado (num. 31), el valor
&= @, también sera indeterminado, porque a cada

valor de y corresponde otro valor de «; luego el sistema
propuesto es indeterminado.

Es facil convencerse de la indeterminacion, porque si
multiplicamos la primera ecuacion por 2, resultara
12 & + 4y = 26, que es la segunda del sistema; entonces
las dos ecuaciones son equivalentes y en vez de un sistema
no teniamos, realmente, mas que una ecuacion con dos in-
cognitas, la cual es indeterminada (ntm. 161).

Caso de un sistema cualquiera.

166. El método de eliminacion por sustitucion es apli-
cable &4 cualquier sistema de ecuaciones con igual numero
de incognitas. :

Para esto se despeja una incognita en una ecuacion y
se sustifuye su valor en las demas y se formara un siste-
ma con una ecuacion y una incoégnita menos, que unido a
la ecuacion en que se despejo la incognita, formara un sis-
tema equivalente con el primitivo (nim. 162).

En el sistema que contiene una ecuacion y una inedg-
nita menos, se despeja otra incognita en una de las ecua-
ciones y se sustituye en las deméas y se formara un siste-
ma con dos ecuaciones y dos incognitas menos que el pri-
mero, que unido & las dos ecuaciones en que se ha despe-
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jado incognita, formara un sistema equivalente con el pri-
mitivo.

Continuando de este modo se llegara & formar un Sis-
tema, llamado resolvente, que es equivalente con el pro-
puesto y consta del mismo numero de ecuaciones, pero de
tal modo que la ultima sélo tiene una incognita y las de-
mas son los valores de las incognitas despejadas.

Para resolver este sistema se halla el valor de la incdg-
nita en la dltima ecuacidn, que sdlo tiene una incdgnita; se
sustituye en la pentltima y se obtendrd el valor de una se-
gunda inedgnita, se sustituyen ambas en la anterior y se ob-
tendrda el valor de una tercera incdgnita; continuando asi
estas operaciones hasta obtener el valor de la tltima incdg-
nita, que es la primera que se despejd.

Aplicaremos al siguiente ejemplo de tres ecuaciones
con tres incognitas

22— 3y + ba=
3z + 4y — 3z =18
4 — Ty — 2% = —42
despejando @ en la primera y sustituyendo en las otras
dos, resulta, después de quitar denominadores
6 + 3y — 5z
ey
1y — 212 =18
; y+ 123 =54
sistema equivalente al propuesto y cuyas dos ultimas
ecuaciones solo tienen dos incognitas. Despejando y en la
tercera y sustituyendo en la segunda, resulta, después de
hechas las reducciones
6 + 3y — 5z
Wi e

y =5b4 — 123

2255 = 900
sistema equivalente con el anterior y por lo tanto con el

propuesto.
De 1a tltima se deduce & = 4; sustituyendo en la ante-
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rior, resulta y = 6; y sustituyendo ambas en la prime-
I8, e =2

Luego la solucion es 2 =2, y =6, s = 4.

II. Método de eliminacion por reducciin.
Caso de dos ecuaciones.

167. El método de eliminacidn por reduccidn, entre dos
ecuaciones con dos incdgnitas, consiste.en multiplicar las
ecuaciones por factores convenientes para que los coeficien-
tes de una misma incdgnita resulten iguales en ambas ecua-
ciones; sumar los resultados si los cogficientes tienen signos
contrarios, d restarlos si tienen signos iguales. La ecuacion
resultante no contendra la incognita cuyos coeficientes se
han hecho iguales.

Sean las dos ecuaciones
ax + by = k
ax+ by =~k } (1)
multiplicando la primera por @' y la segunda por a, que-
dan igualados los coeficientes de «: restando en seguiaa la
primera, resultara la siguiente ecuacion que no contie-
ne la .
(ab' — ba)y = ak' — ka' (5)
esta ecuacion, unida 4 una de las del sistema (1), forma
otro sistema equivalente con él (nam. 163). Pero resolvien-
do la ecuacion (5) tenemos:
Pt e L1
Y=y — b (6)
sustituyendo este valor en una de las ecuaciones (1) se po-
dra obtener el valor de . Asi;

ak' — ka'
multiplicando por el denominador at’ — ba', y electuando
el producto indicado en el numerador del segundo término,
se tiene
alab’ — ba')xe + abk' — bka' = akb' — bka'

="
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haciendo la transposicion y reduccion y suprimiendo el
factor a, que resulta en todos los términos
(al’ — ba')e = by — bk

Como la ecuacion (7) no es mas que una transforma-
cion de la primera de las ecuaciones (1), el sistema (5) v (7)
es equivalente al (1); pero de la (7) se deduce

il k' :*_bf{,"
T ab—ba B

luego las formulas (6) y (8) resueiven las ecuaciones (1)

Debemos observar que siendo igualmente legitimos
los dos métodos de eliminacion que llevamos expuestos,
las formulas & que conducen al resolver el sistema (1) de-
ben ser las mismas, como puede comprobarse comparan-
do las (3) y (4) con las (6) y (8).

Ejemplo: bae -+ 4y = 31
Te — By =22

multiplicando la primera por 7, la segunda por 5 y restan-
do de la primera la segunda, s¢ destruyen los términoes en
&y resultara

107
43y = 107 de donde = 5
sustituyendo este valor de y en una de las eenaciones pro-
puestas, en la primera por ejemplo, da

4 .107
L+ ——=31
e 13

\ 181 iy
y resolviéndola se obtiene x = B luego la =solucién pe-

dida es
S L ©A0Y
7 13! ferdre
168. Se puede resolver directamente por medio de las
formulas (3) y (4) un sistema de dos ecuaciones con dos in-

cOgnitas; para eslo se escribe el cuadro de los

a b
a b

. coeficientes y se restan los productos en cruz; el resultado

ab’ — ba' es el denominador comun. En cuanfo & los nu-

meradores, se forma el de cada incognita sustituyendo sus
a8

ik __,___-%—-:j)—\
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coeficientes por los términos independientes: asi, el nume-

kb y o a k s ‘
rador de & seri b =kt —bk'yeldey ok =ak'— ka
Aplicando el ejemplo anterior
Sa + 4y = 31
e — 3y = 22
tendremos
31 4
22 — ‘_31.—3—4.22_-—93~88_ 181
e E  h, el — g8 s
73]
5 31
{!:L2_2_|:5.2_2-31.7:110—21‘?: 107
3 b gl S EhL =B R S e 2R 43
=3

Caso de un sistema cualquiera.

169. Sea un sistema cualquiera de m ecuaciones con m
incognitas.

Ai=0
Az = f}l
Az =0\ (9)
AHI— OJ
Si ai, az, a3,...... am son los coeficientes de », se podra

eliminar esta incognita entre la primera. ecuaciéon y cada
una de las demas, como se ha hecho en el caso anferior, ¥
resultara el siguiente sistema, que es equivalente con el (9)
(num. 163).
Ar=0
Asa 1+ Ajaz =0
Asa; £+ Aaz =0 (10)

Amay = Aam =0

las m — 1 ltimas ecuaciones no contienen la incognita x,
de suerte que forman un sistema con una ecuaciéon y una
incognita menos que el propuesto.
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Representemos por Bg, Bs,...... Bm los primeros miem-
bros de las m — 1 ultimas ecuaciones del sistema (10) y
tendremos

A, =0

By—=10

Bm =
suponiendo ahora que los coeficientes de y en las m — 1
ecuaciones son b,, b;..... bm formaremos el sistema

A, =0

B/ =0

B.b, — B,b, =0 (11)
Bmby — B,bm = 0
que sera equivalente conel (10) y cuyas m — 2 ultimas
ecuaciones no contienen las incégnitas &z é y. Eliminando
entre éstas una tercera incognita z, y continuando de este
modo las eliminaciones, se llegara por fin al sistema re-
solvente

Ar=20
B: =10
Cs=05 (12
Lim—y =0
Mm=20

en el cual la ultima ecuacion sélo tiene una incognita, la
anterior dos, y asi sucesivamente hasta la primera, que tie-
ne todas las incognitas.

Por el procedimiento que hemos seguido para formar
los sistemas de ecuaciones hasta el (12), cada uno es equi-
valente con el que le sigue; luego el ultimo sera equiva-
lente con el primero.

El sistemna (12) se resuelve como se indic6 en el méto-
do por sustitucion. La ultima ecuacidn sirve para hallar
una incdgnita; su valor se sustituye en la pentltima y se ha-
llard el valor de otra incdgnita; ambas se sustituyen en la
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anterier y se hallard unae tercera incdgnita; continuando
del mismo modo hasta tlegar d la primera ecuacion, que
sirve para hallar la iltima incdgnita, d sea la que primero
se elimind.
Aplicaremos al ejemplo siguiente, que ya resolvimos
en el nam. 166.

R — 3y + 63 = 6
3r +4y —3z3= 18
4 — Ty — 2= —142

Si multiplicamos la primera por 3, la segunda por 2y
restamos, resulta
17y — 125 =18
multiplicando la primera por 2 y restando del producto la
tercera, se obtiene

g+ 21z=5
Intonces el sistema
R — 3y + 52= 6
i 17y — 21z = B
y + 123 =54

sera equivalente al propuesto y sus dos ultimas ecuacio-
nes tienen dos incognitas. Para eliminar y, multiplicare-
mos la tercera por 17 y restando del producto la segunda,
resultara

2252 — 900
luego el sistema resolvente es

R + 3y + 52 =6
iy + 122 = 54
2952 — 900

La ultima da el valor = =4, sustituyendo en la ante-
rior se obtiene y =6 y sustituyendo en la primera & = 2,
que es la misma solucion que obtuvimos arriba.

170. Iin la practica no se acostumbra 4 escribir las ecua-
ciones repetidas que solo tienen objeto en la demostracion
de los teoremas sobre la equivalencia de los sistemas que
se van formando por la eliminacion de las incognitas.

Ademas se aprovechan todas las circunstancias parti-
culares que permitan simplificar los calculos.

N
i



— 301 —
LEjemplo: r+y+zs—u=—17
&+ y—z+ u=15
alessssilllich, SR = ]
—r+y+2+u=5
sumando la primera con cada una de las demas y divi-

diendo por 2 los resultados, se obtiene .

4y = 4
r+z=—3
! y+s=—1
restando de la primera la segunda, resulta
y—s=1
y sumando ésta con la tercera, se obtiene
20 =6 de donde ¥ =3
y por sustituciones sucesivas en Jas anteriores
4=—4, E=1, u="1

CAPITULO 1V.

RESOLUCION DE UN SISTEMA CON MAS O MENOS ECUACIONES
QUE INCOGNITAS.

171. Siel nimero de ecuaciones es mayor que el de in-
cdgnitas, el sistema es incompatible, en general.

En efecto, si el numero de ecuaciones es m + ny el de
incognitas m, resolveremos un sistema formado por m de
las ecuaciones con m incognitas y sustituiremos los valo-
res que se determinan en las n ecuaciones restantes; para
que formen solucién deberian ser satisfechas por ellos;
pero en general no sucedera esto porque seran n relacio-
nes entre los coeficientes.

Ejemplo: 3z —2 =2
62 4+ 3y =39
bae — 4y =11

si resolvemos las dos primeras, resulta @ =4, y =5.
Sustituyendo estos valores en la tercera, el primer

miembroes5.4 - 4.5, que es igual 4 cero; luego no pue-

de ser igual 4 11, como deberia ser para que el sistema

fuese compatible.
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172. Si el numero de ecuaciones es inferior al de incdg-
nitas, el sistema es, en general, indeterminado.

En efecto, si el niumero de ecuaciones es my el de in-
cognitas m -+ n, eliminando m — 1 incégnitas, nos queda-
ra una ecuacion con n + 1 incognitas. Resolviéndola por
relacion 4 una de ellas, podran darse valores arbitrarios a
las demas,'y cada sistema de valores que se obtenga se
sustituira en las m — 1 ecuaciones que han servido para
la eliminacién y se obtendran otros tantos sistemas de va-
lores correspondientes de las incognitas eliminadas.

Siel numero de incognitas excede en una unidad al de
ecuaciones, la ecuacion final sera de la forma

ax+ 0y=1k de donde s

a cada valor arbitrario de @ corresponde uno de y: el siste-
ma presenta lo que se llama indeterminaciéon de primer
género, 6 es simplemente indeterminado.

Si la ecuacion final es de la forma
k— axr — by

¢

dando & @ un valor arbitrario se pueden atribuir & y infi-
nidad de valores, arbitrarios también, que daran para z
infinidad de valores: el sistema presenta entonces una in-
determinacion de sequndo género, efc.

ar + by +es=k de donde =

CAPITULO V.
PROBLEMAS.
I. Preliminares sobre la resolucidn de problemas.

173. Una de las aplicaciones mas utiles de la teoria de
las ecuaciones es la resolucion de problemas, que general-
mente tienen por objeto determinar una 6 muchas cantida-
des desconocidas, d inedgnitas, por medio de otras conoci-
das, d datos, enlazdndolas entre si por las condiciones que
deben expresarse en el enunciado.

Resolver un problema es determinar las incdgnitas.




bl el o L e

— 303 —

La primera operacidn para resolver un problema es
plantearle, esto es, traducir al lenguaje algebrdico las can-
diciones expresadas en el enunciado. El planteo exige en
muchos casos el conocimiento de la ciencia 4 que pertene-
ce el problema: en otros basta una explicacion sucinta
acerca de las relaciones entre las cantidades que figuran en
el enunciado; y en otros es una cuestion puramente nu-
mérica y basta el sentido comun para desentranarla.

Para plantear un problema se examina con cuidado
cuales son las cantidades de cuya determinacion depende
el conocimiento de fodas las incdgnitas, se forma la expre-
sion de dichas cantidades en funcidn de los datos y las in-
cdgnitas, representando cada incognita por una letra dis-
tinta, y esto nos conducira & escribir una 6 muchas ecua-
ciones en las cuales datos é incdgnitas estardn enlazados
Jpor las mismas operaciones que se deberian efectuar para
comprobar los resultados, ¢ valores de las incdgnitas, si
Juesen ya conocidos.

La sequnda parte de la resolucidn de un problema es
puramente algebrdaica, pues consiste en resolver las ecua-
eiones obtenidas al plantearle.

Se debe observar que si las ecuaciones han de dar to-
das las soluciones del problema y no han de dar ninguna
solucion extraia, es absolutamente necesario que expre-
sen solamente las condiciones del problema y que las expre-
sen todas. 5

Si las ecuaciones no expresan todas las condiciones
del enunciado, pueden dar soluciones exfraitas y aun ser
indeterminadas, sin serlo el problema: si expresan alguna
condicion que no esté en el enunciado, se pueden perder
soluciones yihasta ser incompatibies, sin ser absurdo el pro -
blema.

Pero hay casos en que las ecuaciones no pueden ex-
presar exactamente el enunciado del-problema porla gran
generalidad que tienen los simbolos algebraicos.

Esto sucedera cuando se hallen valores negativos o
fraccionarios, para cantidades que por su naturaleza de-



- 304 —
han ser positivas 6 enteras; 6 cuando la indole del proble-
ma exija que estén comprendidas entre cibrtos limites.

II. Problemas que originan ecuaciones de primer grado.

174. Para aclaracion de los razonamientos anteriores
presentaremos algunos ejemplos.

PROBLEMA 1.* Sabiendo que el minutero y el horario de
un reloj se superponen d las doce, hallar @ qué horas volve-
rdn d superponerse.

Es evidente, dada la marcha de las agujas, que el pri-
mer encuentro ¢ superposicion tendra lugar después de la
una y cinco minutos, el segundo después de las dos y diez
minutos y asi sucesivamente. Ademas hasta que transcu-
rran doce horas, 6 vuelvan & ser las doce, deben superpo-
nerse once veces; luego si tomamos por unidad la hora y
designamos por 2 el tiempo que debe transcurrir entre dos
superposiciones sucesivas, la ecuacion del problema sera

12
=3
como la unidad es la hora, podremos reducir el quebrado

Plgei=—=12 de donde o

1% . : : : :

1—2: 4 complejo de horas, minulos y segundos, y ten-
dremos:

33

: 14

la superposicion de agujas tendra, pues, lugar a las

x:%dehom:lhhmw

3 (5 e 9
2. Ef o e a1 .2
1h 5m 27 1> 2h 10m 54 115., 3h 16m 21 113.......

PROBLEMA. 2.° Dadas la suma y diferencia de dos canti-
dades, hallarlas.

Designemos por & é y las cantidades desconocidas y
por s, su suma, y evidentemente una de las ecuaciones del
problema sera  + y = s: designando por d la diferencia de
ambas cantidades, la otra ecuaciéon del problema sera
x —y=d. Luego tenemos que resolver el sistema
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: T =8
Tr—y =d
sumanao y restando estas ecuaciones se halla inmediata=
mente
Rt =8l R =8 — d
de donde

& d 8 d

= e = = A
2t 2 Hod e

Esfas formulas son tan importantes que se dehen tra-
ducir al lenzuaje vulgar vy se obtendra la siguiente regla
para resolver este problema,

175.  Dadas la suma y la diferencia de dos cantidades, la
mayaor es igual a la mitad de la suma mas o mitacd de la di-
Jerencia, y lamenor igual i la mitad de la suma menos la
mitad de la diferencia.

Kjemplo. Sila suma de dos niimeros es 28 y su dile-
rencia 12, los numeros seran

A o B 212
:—:‘;- 2:20 y:&e—gzzﬁ

176. Las soluciones negativas en las ecuaciones no in-
dican ningun absurdo; pero en los problemas sobre canti-
dades coneretas suelen indicar que el problema, tal como
esta enunciado, o tiene solucion. K nnos casos las solu-
ciones negativas indican 1o imposibilidad, ¥y en otros se
Cpueden interpretar por un cambio O generalizacion del
ennnciado.

PROBLEMA 3.0 Un padre tiene 60 aiios, su hijo 34, jeudin-
do laedad del padre serd dable de la del hijo?

Sea 4 el tiempo que debe transcurrir para que la edad
del padre sea doble que la del hijo: al eabo de este tiempo
st edad serd 60 + x v la del hijo 34 + 2; pero segin el
enunciado, 1a primera debe ser doble de la segunda; luego
tendremos

60 + & =284 + )
resolviendo esta ecuacion se halla 2 = — 8.
Este valor negativo indica que el problema, fal como
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se ha enunciado, no tiene solucién; es decir, (queé nunca |a
edad del padre serd doble de la del hijo

Pero, si convenimos en contar las fechas anteriores al
momento actual como negativas, el resultado & que hemos
llegado indicara que hace ocho aios la edad del padre fué
dohle que la del hijo. '

Por tanto podremos enunciar asi el problema. La edad
de un padre es 00 anos, la de su hijo 34, zeudnto tiempo
hace que la edad del padre [ué doble de la de su hijo?

Designando por 2 el tiempo (ue ha transcurrido desde
entonces, la edad del padre era 60 — &' y la del hijo 34 — a;
luego la ecuacion del problema sera

60— & = 2A8%i— ')

Resolviéndola se obtiene @' = 8; es decir, que hace ocho
alios la edad del padre fué dohle que la del hijo.

Comparando la ecuacion correspondiente al ultimo
enunciado con la del primero, vemos (ue se puede ohtener
haciendo en la primera o——a&'; de donde se deduce @ ——8,
gque fué la solucion hallada antes.

ITay un medio de generalizar el problema de modo
que fan aceptable sea la solucion positiva como la negati-
va: para esto basta suponer que el valor de » puede res-
ponder 1o mismo a un tiempo pasado que & un tiempo fu-
turo.

Sie representa un tiempo futuro, debera ser positiva,

v por tanto se sumard aritméticamente con la edad de las
personas: si representa un tiempo pasado, sera negativa, y
por tanto se restard aritmdticamente. Bl enunciado gene-
ralizado se podra hacer en los signientes términos.

Un padre tiene 60 anos, su hijo 34, jewdndo serd, ¢ cuan-
do ha sido la edad del padre doble que la de'su hijo?

60 + & = 2(34 + @) xr—=—8

luego @ representa un fiempo pasado, y por tanto lace
ocho anos se verifico.

Contaban enfonces 52 y 26 afios respectivamente.

17%. Cuando las formulas de las incognitas de un pro-

blema tienen la {orma fraccionaria y el denominador €s
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cero, 6 se anula para ciertos valores de los datos sin anu-

Jarse el numerador, es decir, cuando se presentan bajo la
a
0 hay en general imposibilidad, puesto que las in-
cognitas toman valores mayores que toda cantidad asig-
nable.
PROBLEMA 4. Hallar un nimero igual d su mitad, mds
su tercera, mds su sexta parte, mds wno.
Designando por & el numero, su mitad, tercera y sexta

forma

% i o ali :
parte seran _, ., ﬁ; luego la ecuacion del problema és

3
i T £ i

= _!- =

2 B o (5

+ 1

1 S ; S
o e indica la imposibilidad.

178. Cuando las [ormulas que dan las soluciones de un
problema se presentan bajo [ormas fraccionarias y se
anulan el numerador vy el denominador, 6 se anulan, al
menos para ciertos valores de los dafos, el problema es en
general indeterminado para dichos valores.

PROBLEMA 5.0 Hallar un nimero igual d su mitad, mids
su terecera, mas su sexta parte.

Sea » el numero pedido, la ecuacion del problema

resolviéndola resulta @ —

S6ra

resolviéndola se halla x == &
Es facil convencerse de que el problema es realmente
indeterminado, porque las condiciones del enunciado las
cumplen todos 108 numMeros.
179. Para recapitular lo dicho en los problemas ante-
riores nos serviremos de un ejemplo, llamado problema de

los mdviles, que ofrece todos los casos (ue pueden ocurrir

en la resolucion de problemas de primer grado.
PROBLEMA 6.0 Das moeiles cuyas velocidades son v y v’
caminan con mopimiento uniforme sobre la recta XY, par-

o e
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tiendo en un mismo instante, respecticamente, de los pun-
tos Ay B, cuya distancia es di se quicre determinar el tiem-
po que tardardn en encontrarse y las distancias del punto
de encuentro i los puntos A g B3,

w A B M
X -1 | | 1 ¥
v 0’

Para resolver este problema se debe saber que en el
maovimiento uniforme los espacios o distancias recorridos
en tlempos (guales son iguales, y que en un tiempo doble,
triple, ete, de otro, el espacio recorrido sera doble, tri-
ple, ete, del otro.

Velocidad es el espacio recorrido en la unidad de tiem-
po. porconsiguiente, designando por e la velocidad, los es-

pacios recorridos en una, dos, tres...... unidades de figmpo
Seran i, 20, l.ean yoen general en f unidades de tiempo, el

espacio recorrido sera of.

Desde Tuego se comprende que, sobre el sentido del mo-
vimiento, se pueden hacer varias hipdtesis, pues los movi-
les se pueden dirigiv ambos hacia la derecha, ambos hacia
la izquierda, O uno hacia la derecha y otro hacia la iz-
quicrda. Para nuestro objeto es suficiente el primer caso,
¢s decir, que supondremos que los maviles se dirigen en el
sentido X117,

Por lag condiciones del enunciado se comprende que
el punto de encuentro estard situado a la derecha del pun-
to B, en M, por e¢jemplo.

Designemaos por @ la distancia AM y per ¢el tiempo
(que larda en recorverla el primer maovil, cuya velocidad es
v; tendremos, segun lo dicho arpiba, # = pf. Del mismo
modo, si se designa por y la distancia BM, como el segun-
do moyil, euya veloeidad es ¢/, debe recorrerla en el tiem-
po ¢, se tendra y == o't.

Ademas la diferencia AM — BM = AB; luego # — y = d.
Entonces las ecuaciones ue resuelven el prohlema son

&= 0l
y=ut
w— =




— 309 - .
sustituyendo los valores de # é y fomados de las dos pri-
meras ecuaciones en la tercera, se tendra

vE-—v't =
de donde
Pl
0 —v
y por consiguiente
e v'd
= T g e e
v— 0 O —¥

Discusidn de las formulas.—Podemos hacer sobre los
valores de v y v’ las siguientes hipotesis:
R o g SN =T otk O
PRIMER CASO, ¢ N p'. BEn este caso r— o' X 0; luego
{, @ ¢y son positivas, lo cual significa que el encuentro
tended lngaren un punto situado a la derecha de A y de B.
liste resultado esta conforme con el enunciado, porque
siendo mayor la velocidad del movil que parte de A que la
del que parte de B, tenia quellegar 4 aleanzarle en un pun-
to tal como el M, al caho de cierto tiempo después del mo-
mento de la partida.
SEGUNDO CASO, 0=—=r¢. De esta hipotesis se deduce
v — o =0,y por consiguientie : :
(a4 ol o'd
t=n=ac &=l =0 Y= cm-in
El problema es imposible, como debiamos presumir
antes de resolverle, pl_lcl-a siendo las velocidades iguales y
marchando un maovil delante del otro en la misma direc-
¢ion, es imposible que se encuentren.
Si ademas de v = ' suponemos d =0, en cuyo caso
los puntos A y B se confunden, se tendra;
£=2 .13-:2— §=—
lo cual significa que si los maviles par-t..cn de un primno
punto, en una misma direccion, con iguales velocidades,
fodos los momentos y todos los puntos de la recta X¥ son
de encuentro, lo cual es eierto, porque en las condiciones
indicadas van siempre junfos.
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TERCER CASO0, & Z p. Deaquise deducee — ' 2 0; lue-
go t, x & yson negativos,

Tal como se ha enunciado el problema, esta solueion
no es admisible, porque indica que los moviles se encuen-
tran antes de su salida de los puntos A y B y en un punto
situado a la izquierda de B y de A. Pero el problema se hace
posible y la solucion & que hemos llegado admisible, su-
poniendo que el movimiento comenzo desde hace un tiem-
po indefinido y que los moviles pasan al mismo tiempo
por los punios A y B. Entonces el valor £ = 0 indica que el
encuentro ha tenido lugar antes de pasar los moviles por
Ay B: los valores ¢ 20, y £ 0, indican que el punto de en-
cuentro sera tal como M, situado a la izquierda de By
de A.

Este resultado esta conlorme con el ultimo enunciado
del problema, pues siendo mayor la velocidad del mavil
que va delante, es imposible que ¢l encuentro tenga lugar
en un tiempo venidero, pero puede haber tenido lugar
en un punto tal como M, situado a la izquierda de B y A,
de tal modoTque las distancias M'A y M'B sean recorridas
por los moviles en tiempos iguales.




LIBRO II 3

LAS ECUACIONES DE SEGUNDUO GRADO

CAPITULD PRIMERO

RESOLUCION DE LA ECUACION DE SEGUNDO GRADO CON
UNA INCOGNITA

180. - Las transformaciones de las ecuaciones explicadas
en los nimeros 147 4 155 son aplicables 4 las ecuaciones
de todos los grados; pero la resolucion de la ecuacion de
seoundo grado exize que estudiemos una transformacion
(que consiste en extraer la raiz cuadrada de los dos miem-
hros de una ecuacion.

181.  Side lis dos miembros de una ecuaciin se extrae la
rais cuadrada, se'obitienen todas las soluciones dando a los
resultados el doble signo 1 :

Sea la ecuacion
A=B (%)
decimos que es equivalente a
A=+ VB (*)
O sea al sistema
o Vﬁ} (6)
Va=—VB) :
En efecto, las ecuaciones (2) y (6) se pueden escribir asi
A—B=0  VE_VB=0 + Va4 VB
v como el producto de la suma de dos cantidades por su
diferencia es igual 4 la diferencia de los cuadrados de di-
chas cantidades, se tendra

et 1 feciyy] T e e 5
(*) Ksinutil eseribir s /K= 2 B, poriue — KA = T /B, se obtiene
cambiando los signos 4 10s dos miembros de A = == l/n v por consiguiente
sera equivalente con ella (num. 154).

AR IS LT | Sl A s
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(VA—VB)(Va+ VB)=A—B
donde el pritnero y el segundo miembro deben ser nulos,
Pero el primer miembro se puede anular siendo VA= VB
6 /A = — V/B; es decir, con las soluciones de las ecuacio-
nes (6) y el segundo siendo A = B, es decir, con las solu-
ciones de la ecuacion (=)

Luego la ecuacion (z) se satisface con todas las solu-
ciones de las ecuaciones (6), y reciprocamente las gcuacio-
nes (6) son todas las soluciones de la ecuacion ().

182. Una ecuacion de segundo grado con una incognita
puede tener tres clases de términos, a saber: con el cua-
drado, con: la primera potencia ¢ independientes de la in-
cognita; luego después de preparada y pasando todos los
términos al primer miembro, tendra la forma

R ! az® + be +ec=10 (1)
en la cual a, &, ¢, Son nameros, O monomios, O polino-
mios, pudigndo ser nulos & v ¢; pero a tiene que ser distin-
to de cero, sin lo ‘cual la ecuacion no seria de segundo
grado.

Para resolver la ecuacion (1) pasaremos ¢ al segundo
miembro y multiplicaremos pordq, tendremos:

4022* + daly = — 4ae
el primer miembro de esfa ecuacion esta formado por los
dos primeros términos del cuadrado “del binomio 2ax -+ b
luego sumando a los dos miembros la eantidad 02, cua-
drado de dicho segundo término, resultara ;
4022 + dabe + 62 =02 — dac
O bien
(Raz + b2 = b* — dae
extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros v dando
al segundo el signo £, para obtener todas las soluciones
(num. 181), se tendra
2a + b== 4 Vi Zdae 2)
pasando & al segundo miembro y dividiendo por 2a
=i Vg — rlm‘

e S (3)

W



L

-313 —

Esta [ormula, traducida al lenguaje vulear, dice: En la
ecuacion general de segundo grado, la incdgnita es igual al
coeficiente del sequndo término con signo contrario, mas y
menos la raiz cuadrada del cuadrado de dicho coeficiente,
menos el cuadruplo del producto del término independiente
por el coeficiente del primer término, dividido todo por el
duplo de este coeficiernte.

183. Separando en la formula(3)los dos valores corres—-
pondientes 4 los signos + y — del radical y designandose
por &' y ", se lendra: :

L —b+ VP Tdae o, —b—VF—dac
x = i e e e [ ey e ()
20 2a

de modo que la ecuacion de segundo grado tiene dos solu-
ciones o raices, y solo tiene dos, puesto que la formula (3)
se ha deducido resolviendo las dos ecuaciones de primer
orado comprendidas en la (2), que es equivalente a la
ecuacion propuesta (num. 181).

184. Sumando las formulas (4) quedan los valores de las
raices resulta

3"4—&“"—.‘:_‘);0:_{2
2 a
multiplicandolas, paralo cual se tiene presente que la su-
ma de dos cantidades por su diferencia es la diferencia de
los cuadrados de las mismas cantidades, se obtiene
O* —(b* —4ac) dac e
Ha o A a
De donde se deduce que: en toda ecuacicén de segundo
grado, la suma de las raices es igual al coeficiente del se-
gundo término cambiado de signo y dividido por el coeficien-
te del primero; y el producto de las raices es igual al tercer
término dividido por el coeficiente del primero.
185. APLICACIONES.
1.* Resolver la ecuacion
a2 —dxe +3=0

mrwr- —_

haciendo @ —= 1, h = — 4, ¢ = 3, en la formula (3), resulta
By i LR LN
2
40
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v Hepa?*andn las raices
@ == 1 =13 = =T
En este ejemplo las raices son positivas y enteras.

2. Resolver la ecuacion
Tae? — 1262 — 4 =0

haciendo @ = 7, b = — 12, ¢ = — 4, se tendra
e+ Vi + 112 12+ 16
e 14 Toeid
v separando las raices
L laeag g e i U
14 ’ 14 i

las raices son comensurables, una entera y otra Iracciona-
ria, y una positiva y otra negativa.
3.2 Resolver la ecuacion
322 + 152 + 14 =10
haciendo @ = 3, b = 15, ¢ — 14, resulta

. —15t V%5 —168  —15 4 V5
i 6 : 6

S L LR e S
-7!_7-— 6 ] &= 6

las raices son incomensurables y ambas negativas.
4. Resolver la ecuacion
a4+ 8xr 4+ 25 =0

de donde
_—8+VBI—160 —8+ V38
=g S T 5
hemos visto (nim. 116) que V" —36=V36 . V _1=6"—1,
& bien 67; luego
e Rl Heei
e — -'——'(')"———4_| 31’

y separando las raices
x' = —4 4 8i, @l =g 3]
las raices son ahora dos cantidades imaginarias conjuga-
das (nim. 118).
En todos los ejemplos podemos sumar y multiplicar
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las raices, y veremos comprobadas las propiedades demos-
fradas en el num. 184.
5. Resolver la ecuacion
4r? — 122 4+ 9 =10

haciendo a =4, b = — 12, ¢ = 9, resulta
P REVid—1@ 1240 3
0 8 Sl e >

& primera vista parece que la ecuacion tiene una sola raiz,
pero consiste en que como el radical se anula, las dos rai-
ces se hacen iguales, como veremos mas abajo en la discu-
sion de la formula general. De todos modos, ahora pode-
mos comprobar las propiedades de las raices (num., 184),

]
[

porque haciendo x' = " = —, se tendra

2
e R _(— 12) AT
Ftids o 4 e
6.* Resolver la ecuacion
1
L2 + LR S 0

-‘.»4’.'.—-::1 &£ —n L—pn

quitando denowminadores se tendra
(x—n)(x—p +@E- m(z—p —(@—m)(x—n)=0
efectuando las multiplicaciones indicadas y reduciendo los
términos semejantes, resulia

a2 —2px + mp + np — mn=~0
haciendo ahora @ = 1, b == — 2p, ¢ = mp + np — mu, en la
formula (3) se obtendra

2p +Valmp +np— mn)
= — I'.)

sacando el factor 4 del radical y dividiendo ambos {érmi-
nos por?2 i
2=p+Vmp+np—mn x'=p—Vmp+np—mn
186. Discusion de la formula.—Sea la ecuacion general
de segundo grado
ax? +bxr + =0 (1)
de la cual hemos deducido las raices
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— b+ Ver—4ac SE=lss Ve —4ge

: 2a R 2

Podemos suponer a0, porque si fuese negativa, cam-
hiariamos de signo toda la ecuacion. En cuanfo a la eanti-
dad b — 4ac puede ser positiva, nula 6 negativa, por lo
cual distinguiremos tres casos principales en la discusion.

PRIMER CASO. 6% —4ae X0

Las raices seran reales, porque la cantidad subradical
es positiva: si 0* — 4ae tiene raiz exacta, seran comensu-
rables, ¥y no lo seran en el caso contrario.

Para hallar los signos de las raices tenemos que hacer
todas las hipotesis posibles sobre los signos de &y ¢, que
dan lugar a las cuatro combinaciones

oo e 0, U0y e,
D= Ol e o550, 00y e =0,
En la primera hipotesis — b sera una cantidad negati-

W

pero por ser e positiva, 6 —dac £ b? y en consecuencia
V02 —4ae £ b; luego los signos de los numeradores de 1as
raices los da la cantidad — b, y puesto que el denominador
2a es positivo, los signos de los valores de las raices los
dan los numeradores; entonces en la hipotesis actual, las
dos raices son negativas.

Razonando en las demas hipotesis como en ésta, ob-
fendremos los siguientes resultados:

b0, eN0, D*—daclb? V2 —dacs b a0 £0, x'Z0
bZ0,exN0, 82—dac bt V@ _qgesl v 2 N0, a'N0
b\, e£0, b2 —dac N\b2 Vi@ —daeN b N0, 2'20
bZ0,eZ20, 0 —dae Xb2 VBB _dge b 2’20, #'Z0

Luego cuando 62 — dae X 0, 1as raices son reales 'y des-
iguales, ambas positivas O ambas negativas, O wna positivd
y olra negativa.

SEGUNDO CASO. b0 —dae =0
Las formulas de las raices dan ahora
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b
2a
por consiguiente las raices son reales é iguales; positicas
si b 20, y negativas si b X\ 0
TERCER CASO. 02 — dae 20
Puesto que 0® — 4ae es una cantidad negativa, las rai-
ces no pueden ser reales, porque contienen un término

T =t —

imaginario,
Siconvenimos en hacer 6 — 4ae = — k2, tendremos
o —b+ Vg
IS — e
2a

Yy como ¥ —k? = Vk_z{— 1) = RV 1 = ki

a0 F
~ 22 — 2a'
: b ke
y haciendo — -~ = a, =6
2a 2a
E—o kb

y separando las raices

x' =a+ 6, &" —a—6(
luego en este easo las raices son dos cantidades imaginarias,
O complejas conjugadas.

187. Escor1o. La ecuacion de segundo grado

ax® + bx 4 = ¢ = 0, multiplicada por4a es

4qtx? + dabxe + 4ac =0
sumando y restando 02, resulta

4a2x® + dabx + b + 4ae — b* =0
pero los tres primeros términos forman el cuadrado del bi-
noinio 2ax + b; luego tendremos
(2axe + 0P + (dae — %) =0
El primer término es un cuadrado; luego no puede ser

nunca negativo: si 2 — 4ae X 0, 4ac — 62 Z 0; entonces la
ecuacion anterior puede ser satisfecha: i 0 — 4ac =0, el
término (2ax + b se debe anular para satisfacerlal si
b2 — dae £ 0, entonces 4a¢c — 62 X 0, y el primer miembro
se compondra de dos cantidades positivas; luego es impo-
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sible que haya valores reales de & que satisfagan la ecua-
cion.
188. CASOS PARTICULARES.
1 b=0. Laformula general se reduce a

| 4ac T

= )
que da dos raices reales 6 imaginarias, pero iguales y de
signo contrario.

La resolucion de la ecuacion general no exige que § sea
distinto de cero, porque nunca se multiplica ni divide por
b; luego la [ormula debe ser aplicable & este caso. Asi es,
en efecto, porque haciendo 6 = 0, en la ecuacion general
tendremos

T ol

ax? 4+ ¢ = 0
pasando ¢ al segundo miembro, dividiendo por a, y extra-
yendo la raiz cuadrada, resulta

o _—tl/-—— (5)

conforme hallamos antes.
20 ¢ =0. Laf6rmula general da

C
a

—bt VT  —ptb
Sy A
0 separando las raices
e e e SR Ll
2a 2a a

Por las mismas razones que antes debemos presumir
que la formula general es aplicable 4 este caso, y en efecio,
haciendo ¢ = 0 en la ecuacion general se tiene.

ar? 4 pe =1
sacando 2z en factor comun

(az + bz =0
y como para hallar todas las soluciones debemos igualar
it cern sucesivamente los dos factores del primer miem-
hro, tendremaos:

arc+ b=0 dedonde »—_— ?t; (6)
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r=0 (7)
que son las raices obtenidas por la formula general.
32 a=0. La férmula general de

Al Vo2 _—b+0
T 0 5 0
G separando las raices
i — b+ 0 0 —b—b 20
o= —_— ¥ o= - = T =L
O ot 0 AT

Pero la resolucion de la ecuacion de segundo grado
exige que a sea distinta de cero; luego se debe presuinir
que la formula general no es aplicable a esfe caso; y en
efecto, si llevamos a la ecuacion la hipotesis a =0 ten-
dremos:

‘be +c¢=0, dedonde &= — %

Para poder aplicar la férmula general a este caso, va-
mos a prepararia de modo que en el numerador y deno-
minador resulte el factor a, y le suprimiremos.

Tomemos la primera raiz, tendremos:

—b+ Vg " 4qe

= —

multiplicando los dos términos por — b — VR —4ac se
tendra sucesivamente
(—b+ Vot —dae) (—b— Vo2 —dae)_ b2 —1* +dac

&+ — = —ry = S T
20 (—p — V2 —4ac) 2a(—b—V1*—4ac)
2¢ '

T —b- Vi _dac
y si hacemos @ =0, en la tultima expresion
¢
(RILE =S e 8
® 5 (8)

que es el valor obtenido directamente por la ecuacion
be +e¢=0.

Tomando la segunda raiz
bV — dac

i %
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multiplicando ambos términos por — b + V6 —dae, se

tendra de un modo analogo al de la primera raiz -
2¢

P =

— b + Vb? -~ dae
y haciendo a = 0, resulta
2c
e 0
b 5 ® (9)

: : ¢ e
luego en este caso una raiz es — -~ y la otra se hace infi-

nita.

4+ b=0,¢=0. Lo mismo por la férmula que por la
ecuacion general se obtiene

el =0, ==10

5. a=0, c=0,las formulas (8)y (9) dan
0
0

Solo satisface la primera, puesto que la ecuacion es

b =0 :

6. a=—0, b=0. Lasformulas 8)y (9) dan

2¢

a’:—;:—_l-ac. 93”._0

7L a=0,b=0¢=0. Lomismo las [6rmulas cue la

a?’ = O, ﬁ.’” =t

:T'w

= 0
ecuacion dan @ = 0’ como debe ser, puesto que realmen-

te no existe la ecuacion.
CAPITULO II.

RESOLUCION DE ALGUNOS SISTEMAS DE ECUACIONES
DE SEGUNDO GRADO.

*189. La ecuacion completa de segundo grado con dos
incognitas tiene la forma
ax® + bxy + cy? 4 dx + ey + =0
‘La resolucion de un sistema de dos ecuaciones com-
pletas de segundo grado con dos incognitas, no es propia
del Algebra elemental, porque eliminando una de las incog-
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nitas, resulta una ecuacion de cuarto grado: por lo tanto,
solo nos proponemos resolver algunos sistemas sencillos
de ecuaciones incompletas, siendo en muchos casos una
de ellas de primer grado.
Ejemplos: 1.© Resolver el sistema

z+ Yy=s=
Ty =p
de la primera se deduce
y=s—=x
y sustituyendo en la segunda
wle—x)=p

efectuando operaciones y camhiando de signo
a2 —sax+p=o
de donde
s+ Ve —4p
ey i i

Los valores de & é y con las dos raices, pero de tal
modo que si se toma para valor de & la primera, el valor
de y es la segunda y al contrario.

Elsistema de ecuaciones que hemos resuelto, respon-
de al problema de hallar dos numeros cuando se conocen la
suma y el producto de dichos niimeros.

Este problema se puede resolver directamente forman-
do una ecuacion de segundo grado en cue el coeficiente del
sezundo término sea la suma dada cambiada de signo, el
tercer término el producto dado y el coeficiente del primer
término la unidad, Basta para esto recordar las propieda-
des de las raices de la ecuacion de segundo grado (nui-
mero. 184.)

99 Resolver el sistema de ecuaciones

Ve + V‘E:‘/a-—l— Vo
I/..'(,f - |/y = L/!a == Vb

siendo, @ y b, cantidades racionales y Vb irracional. -4
Elevando al cuadrado la primera resulta i
z+y+2Vay=a+ V0o g“
4
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antes de seguir adelante debemos demostrar que si se fie-
nea + Vo =a + Vb siendo racionales a,a’,by b', éirra-
cionales Vb y Vb, se debe tener a = a', 6 = b, en efecto
de la igualdad @'+ Vo=a+ Vb se deduce V'b'=(a—a')+ V5,
y elevado al cuadrado
b=(a—al+b+2(@—a)lb
de donde
da —a)Vb=@—ap+@L—1)
como el segundo miembro es racional, el primero también
tiene que serlo, lo cual es imposible sino se tiene a = a’;
pero entonces, puesto que el primer miembro se anula, el
segundo también se fiene que anular, luego b = b'.
Esto supuesto, de la ecuacion (1) se deduce
: b
z+y=a xY=—
4
luego @ & y son lasraices de la ecuacion (nam. 184)
32— az + sl Y 0
8 2 .
de donde
L e I/E-—-E Gl == l/af-’__b

9 ) y= 3

~

y extrayendo la raiz cuadrada

ve/etVe—s |, __\/a-—__VaﬁT
de donde :
Vo V@':\/&Zﬁé wel N “—]/ﬁ @)

Estas formulas son muy importantes en muchas apli-
caciones de la Geometria y Trigonometria porque sirven
para transformarradicales dobles en radicales simples,
cuando a* — b es cuadrado perfecto.

Asi, \_/18 +6 V5 =15 + V3
Para llegar 4 este resultado basta hacer en las formulas
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a = 18, b= 180 de dondea? — b — 144, Va2 — b — 12
3.° Resolver el sistema
L+ Yy =2a
2 4 gt = 42
Elevando al cuadrado la primera ecuacion y restando del
resultado la segunda se tiene
dry = 4(a® — b*) 6 bien xy—a®— b
luego esta ecuaciony la primera nos dan lasumay el pro-
ducto de dos numeros, entonces (Ejemplo 1.9)
T=a =+ |/262——a7-, y=aI Vapz — a2
4.* Resolver el sistema

2y =@
o xRy =
elevando al cuadrado la primera se tiene
2y = a
de donde (Ejemplo 1.7)
s B+ l/'gj{_:_iaij T 0T Vb_“l’ — 4t

2
y por consiguiente

\/be +7m —dat ey \/;, Y Vb'—4a*‘

Por las formulas( 2)(13] ejemplo 2.” esla solucion se tt-ans—
forma en

a,:%(i VoE2at L —2at), y=1+Vorrsat V)

9
2

5.0 Resolver la ecuacion llamada bicuadrada
: art + b2 +c=o0
haciendo 2% = y, de donde x = + V/y, se tiene
ay® + by +ec=o
que es una ecuacion de segundo =rra{ln de cual resulta

— b+ Ve — 4ac TRERS NAGHY L/ b+ V% — dac

2(; 20
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CAPITULO I11.

PROBLEMAS QUE CONDUCEN A ECUACIONES DE
SEGUNDO GRADO

190. ProBLEMA 1.° [/n padre al morir deja una suma
de 46800 pesetas, que se han de repartir por partes iguales
entre sus hijos; antes de repartirtas mueren dos de sus hi-
Jos y d causa de esto los otros reciben cada uno 1950 pesesas
mas. ;Cudntos eran los hijos?

Designemos por 2 ¢l numero de hijos, la parte que
S i ! 46800
cada uno recibiria no muriendo ninguno seria — T y la

que recibe efectivamente 4 causa de la muerte de dos de
76800 T 5 ;

ellos es o Pero esta ultima es 1950 pesefas mas que
i

lo primera, luego la ecuacion del problema es
46800 - 4L.‘§ﬂﬂ
T A
antes de quitar dennminadorea podemos dividir todos los
términos de la ecuacion por 1950 y resultara
24 24
(5 i + j
e @€
quitando denominadores y simplificando
x?—- 2 —48=o0

+ 1950

de donde

y separando las raices
B e ——

La segunda raiz no es admisible en el problema actual,
que por su naturaleza debe tener solucion entera y posi-
tiva, luego no podemos aceptar mas que @ = 8. Que satis-
face al problema, como se puede comprobar.

192. PROBLEMA 2.° Colocando en los puntos A y B dos
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fows luminosos, hallar qué puntos de la recta AB reciben
iguales cantidades de luz de ambos focos.

A I M B M
X— | R L O S B R

En la Fisica se aprende que las intensidades de la luz
emitida por un foco luminoso 4 dos puntos distinios, es—
tan en razdn inversa de los cuadrados de las distancias del
Joco a los puntos.

Esto supuesto, sea AB = ¢, la distancia conocida de
los [ocos luminosos: sean a2 y 62, las intensidades respec-
tivas de las luces de amhos focos a la unidad de distancia
y sea M, un punto igualinente iluminado por las dos luces.
Hagamos MA — @, y tendremos MB = d — x,

Designando por 2 la intensidad de la luz que recibe el
punto M, del foco colocado en A, tendremos, en virtud de
la ley citada
aa: = de donde &= i

1 o

La intensidad de la luz que recibe el punto M, del [oco
colocado en B, es fambién 2, segun la hipdtesis, luego
tendremos:

B le I L e =
i 1 (d — 2P
icuaalndo estas dos expresiones de 2, tendremos la ecua-
cion del problema que no tendra mas incognita que x
a’ b?
2 td — !‘-

Se puede preparar esta ecuacion quitando denominado-
res y resolviendo porel método general, pero es mas sen-
¢illo extraer de amhbos miembros laraiz cuadrada, dando &
uno de ellos el doble signo -+ para no perder soluciones.

7] , b :
e (1)
o d—x
quitando denominadores y resolviendo
a
r=d. ——— (2}
ax b

de donde



DISCUSION DE LAS RAICES

PRIMER CASO. a2\ b2, de donde a X b
En este caso el denominador a + b, es mayor que ay

vz . a
menor que 2a, luego la fraccion sera menor qué o

a
a+b
y mayor que ?ad’ entonces tendremos

@ b
a+b )
de donde multiplicando por d

dog =2 o7

a -+ b 2
luego la primera raiz, 6 sea el valor de &' esta compren-

1

dido entre d, y Cf por tanto existe un punto M, igualmente

iluminado por ambas luces, colocado enfre Ay B, 4 una
distancia de A (luz mas intensa) mayor que de B (luz me-
nos infensa) como se manifiesta en la figura, porque I es
el punto medio de ADB.

. g a
Il denominador @ — b es menor que a, luego T el

y multiplicando por d,
a
a—b
luego la segunda raiz, 6 sea el valor de x” es mayor que d:
por consiguiente existe otro punto M, igualmente ilumi-
nado por ambas luces, colocado a la derecha de A, por ser
£” 0,y a la derecha de B, por ser 2" \ d.
SEGUNDO CAsO. a? = b, de donde a = b.
Ahora tenemos

d. aed,

B =

2a

luego el punto I medio de la recta AB esta igualmente ilu-
minado por ambas luees

a d
2




oD
Ll diy R 5 = C—E = o
a—a o
luego no existe un segundo punto igualmente iluminado
por ambas luces.
Si en la hipotesis @ = b, hacemos d = o, la raices seran
Il N i b
7]
luego cualquicr punto de Ja recta X y estarda igualmente
iluminado por las dos luces.
TERCER CAS0O. a2 82, de donde @ = b
\IT A ‘.V 1 B

.’Y 1 — = . }'

En este caso el denominador a + 6 es mayor que 2a,

a
luego a5l seri. menor que —2: y como evidentemente
) .
——— X\ o, tendremos
a + b { J
1 a
ey SO
& B
y multiplicando por d
d a
—Nd.——— XNo »
2 T N
e 1
luego el valor &' es positivo, pero menor que ‘53 por con-

siguiente existe un punto N, igualmente iluminado por
ambas luces, colocado entre A y B, & una distancia de A,
menor que de B; como manifiesia la figura porque 1 es el
punto medio de AB.

El denominador a — b, es negativo luego " 2 o, por
tanto existe a la izquierda de A, un punto N' igualmente
iluminado, por las dos luces.

193. PROBLEMA 3.° Hallar un ntimero de tres cifras
tal que la una de los cuadrados de las tres cifras sea 104
que el cuadrado de la cifra de las decenas sea igual al duplo
de la de las centenas por las unidades mdas 4, y que restan-
do de él, el numero formado por las mismas cifras invir-
tiendo su orden la diferencia sea 594. (Ritt)
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Designando por @ la cifra de las centenas por y la de
las decenas y por s la de las unidades, la expresion del na-
mero en el sistema decimal sera 10%z 4 10y + z. Sentado
esto es facil ver que las condiciones dadas en el enun-
ciado son

&2+ y? 4 2 =104
yr =12 4
1002 + 10y + 2 — (1002 + 10y + x) = 59
Sustituyendo en la primera el valor de »?, tomado de
la segunda, resulta -

a? 4 2wz + 22=104 — 4, O hien (& + 2 = 100
y extrayendo la raiz cuadrada
' ot 2 =10
desechamos la solucion negativa & + z — — 10, porque
las cifras del numero tienen que tener valores positivos.

De la tercera ecuacion se deduce inmediatamente

P — 997 — 5%
y dividiendo ambos miembros por 99
r —3=06
de esta y de lo & + #==10, se deduce, & =28, g = 2. Susti-
tuyendo en la y? = 2z + 4, tendremos y® = 36, de donde
y = 6, pues la solucion y = — 6, no es aceptable.
El nurmero pedido sera, pues, 862.

.



TERCERA PARTE.

PROGRESIONES Y LOGARITMOS.

LIBRO PRIMERO.

LAS PROGRESIONES.

CAPITULO PRIMERO.
Las progresiones aritméticas.

194. Se llama progresidn aritmética, ¢ por diferencia, d
una serie de términos tales que restando de cada uno el an-
terior dan siempre una misma diferencia, que se llama ra-
zdn de la progresidn.

De esta definicion se deduce que cada término es igual
al anterior sumado con la razon.

Para indicar una progresion se escribe delante de sus
términos cl signo —— y entre cada dos de ellos se coloca un
punto

Ejemplos: =L 4.3.5.%7 .9 11,

Si la razon es positica, eomo en el primer ejemplo, los
términos aumentaran 4 partir del primero: en este caso la
progresion es ereciente. Sila razon es negativa, como en
el segundo ejemplo, la progresion sera decreciente.

Dada la naturaleza de la progresion se comprende que
se puede prolongar indefinidamente: pero para estudiar
sus propiedades, supondremos que tiene un numero limi-

tado de términos.
42
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195. Cualquier término de una progresidn aritmética es
igual al primero mdas tantas veces la rasdn, como térninos
le preceden.

* En efecto, sca la progresion general

=@ b edil o el
Designemos por » la razon y tendremos por definicion

=l S e =R d = e
sustituyendo en la segunda el valor que tiene b, en la pri-
mera; en la tercera el valor que resulta para e y asi suce-
sivamente, se tendra

b=a+r c=a+2r, d=a+ 3r
lo que prueha que el teorema es cierto para los primeros
términos.

Vames 4 demostrar que si es cierto para un término
cualquiera, lo serd para cl siguiente, en cuyo caso como
se verifica hasta el euarto término, también se verificara
para el quinto; verificAndose para el quinto, también para
el sexto y asi sucesivamente, luego sera general.

Sea, pues, ¢t un término que ocupa el lugarm + 1, 6 al
cual preceden m; ¢ el (érmino siguiente y admitamos que
el teorema tiene lugar para el término ¢, tendremos:

t—a + mr
y como por definicion
t=t+r
tendremos :
l'=a-+(m-+1r
igualdad que demuestra el teorcma.

Siendo n el nimero de términos de la progresion y !/

su ultimo término, se tendra
b= las=din =1 psst (i)

196. Un término cualquiera de una progresiin aritméti-
ca es igual al wltimo, menos tantas veces la razdn como
términos le siguen.

Despejando a en la férmula (1) tendremos;

a=I—(n—1)r (2
que demucsira el teorcma, pues siendo cierto para el pri-
mer término, para otro término cualquiera se puede Supo-
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ner que la progresion comienza en dicho {érmino y ter-
mina en /.

197.  Si una progresidn aritmética creciente se continia
indefinidamente, sus términos llegardn d ser mayores que
cualquiera cantidad dada por grande que esta sea

Sea A la cantidad dada, decimos que si n es suficiente-
mente grande se podra satisfacer siempre la relacion

a+n—1r A

En efecto, pasando a al segundo miembro resultia

(n—1)r>xA—a
¥ como ambos miembrosson positivos y r también es po-
sitiva se deducira por una propiedad puramente aritmética

: A—a
Z

luego cuando el naimero de términos sea mayor que el se-
gundo miembro de la desigualdad anterior habremos con-
seguido formar un término mayor que A.

198. Interpolar n — 2 medios aritméticos, entre dos nti-
meros dados es formar una progresidn aritmética en la
cual los niimeros dados sean los exiremos y que por consi-
guiente tendrd n términos.

Si conociésemos la razon podriamos formar la progre-
sion considerando como primer término el menor, si la
razon es positiva y el mayor, si es negativa.

Ahora bien, designando por a y / los nimeros dados y
por r la razon desconocida tendremos (num. 195)

l=a+(n—1)r

O bien 1 4+

y despejando r £
—
e iy
y como n — 1 es el numero de terminos que se interpolan
mas uno, podremos enunciar la siguiente:

REGLA. Para interpolar medios aritméticos entre dos
niumeros dados, se halla la razon de la progresicn dividien-
do la diferencia de los numeros dados por el nimero de
términos que se han de interpolar mas uno.

Ejemplo: Interpolar entre 1y 29, veinte’ medios arit-

méticos.
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De la formula (3) se deduce
A= VRN P
W1 2T E
luego la progresion pedida sera
U1 2li3t 56l in 0L

199. S entre cada dos términos de una progresidn arit-
mética se interpolan p — 1, medios aritméticos, se forma
olra progresidn cuya razdn es el cociente de la razdn de la
primera progresidn por el niimero p de medios interpolados
mas uno.

Sea la progresion
e R S e TRl A

P

cuya razon es r.

Si se interpolan enire, ay b, entre b y ¢, ete., p — 1 me-
dios aritméticos los valores de las respectivas razones se-
ran (num. 198)

=g = d—r Pl
g R < RS :
pero todos los numeradores son iguales a r, luego todas

tendran por expresion = en consecuencia resultara una
I

ke

progresion unica cuya razon sera o
£

200. LEscorio. Cuando el nimero de términos que se

: ; s 1 :
interpola crece indefinidamente, la razdn i y por consi-
3 £

guiente la diferencia entre dos términos consecutivos de la
progresidn tiene por limite eero.

201. La suma de dos términos equidistantes de los extre-
mos (primero y ultimo términos) es igual d la suma de los
extremos.

Sean ¢y ¢ dos férminos precedido y seguido de m 1ér-
minos respectivamente, tendremos:

=+ mrl Chuls ; IHGEE :

grio it mrI y sumando miembro & miembro

bt l=a+!
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202, La suma de los términos de una progresion aritmé-
tica es igual @ la mitad del producto de la suma de los ex-
tremos, por el nimero de términos.

Sea siempre la progresion
Lg.bieidi . bl

Designando por S la suma de sus términos tendrenos:
S=a+b+ec+ ...+ h+k+!
invirtiendo el orden
S=l+hk+h+...+ec+b+a
y sumando vrdenadamente
W=(a+)+L+k)+(c+h)+ ... (h4e) + (k+b) + (L+a)
pero siendo 2 el nimero de términos de la progresion, en
el segundo miembro hay n paréntesis iguales todos a
(@ + [) puesto que son, 6 sumas de los extremos, o de tér-
minos equidistantes de los extremos: por tanto
285 =(a+l)n
de donde
: (a4 Hn
s="210% @

A veces conviene sustituir en vez de ! su valor (ni-
mero 195) y tendremos
(2a 4+ (n—1r)n

2
203. Como casos particulares notables conviene estu-
diar las siguientes sumas.
1.* Suma de los n primeros numeros enteros.

Es una progresion cuya razon es la unidad y cuyo ni-
mero de términos es igual al ultimo término, luego ten-
dremosa =1, » =1, [ = n, en la formula (4) del numero
anterior, y se tendra

S—

(5) ()

g n

L "}
24 Suma de los n primeros numeros impares.

(*y Entre las eantidades «a, [, », n. §, existen dos relaciones distinins,
a-hn :
l—da+(n—1)rS= (_i-—’l por lo cual, se necesita conocer tres de estas eanti-
dades para hallar las otras dos. Combinando los datos de todas las maneras po-
sibles se pueden resolver 10 problemas.
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Iis una progresion cuya razon es 2 y cuyo primer {ér-
mino es 1, luezo la formula (5) del niumero anterior dara,
haciendoa =1, r = 2
@+ m—vn

2

S

Luego: la suma de cualquier nimero de impares conse-
cuticos a partir de 1, es un cuadrado perfecto igual al cua-
drado del nuimero de términos.

CAPITULO 11
Las praogresiones geométricas.

201, Se llama progresidn geométrica o por cociente una
serie de términos tales que, dividiendo cada uno por el an-
terior, dan siempre un mismo cociente que se llama rason
de la progresion.

De aqui se deduce inmediatamente que cada {érmino
es igual al anterior multiplicado por la razon.

Para indicar una progresion geométrica se escribe de-
lante de sus términos el signo - y entre cada dos de ellos
se colocan dos puntos.

Ejemplos; +>2:47:8:16:82:....,

—-100°:650:: 25 12,6 16,25 1 3,126 5.0

Sila razon es mayor que la unidad, los términos iran
aumentando y la progresion se dice ereciente; el primer
ejemplo es una progresion creciente cuya razon es 2. Sila
razon es menor que la unidad, los términos iran disminu-
yendo y la progresion serd decreciente; el segundo ejem-
plo es una progresion decreciente cuya razon es l, (")

La progresion geométrica es por u naturaleza indefi-
nida; pero para estudiar sus propiedades supondremos
que tiene un numero limitado de términos.

205.  Cualquier término de una progresidn geométrica es

(*1 Suponemos la razon positiva, porque si fuese negativa, no habria pro-
£resion, sino una justa posicion de dos progresiones; una de términos positivos
¥ otra de términos negativos, siendo Ia razon positiva é igual en ambas, pero
comenzando unicon termino positivo v 1a otra con negativo. Toda la teoria del
texto se refiered progresiones positivas,

'
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igual al primero multiplicado por una potencia de la razdn
culfo exponente sea igual al numero de términos que le pre-
ceden, :

En efecic, sea la progresion

v L e R R A
designemos por ¢ la razén y tendremos por definicion
=g e — 00 die—rnhi,
sustituyendo en la segunda el valor de b dado por la pri-
mera; en la tercera el valor que resulte por ¢, y asi sucesi-
vamente, se obtiene :
We=gg e="=0q", L di=—=idgiig
que pruehan que el feorema es cierto para los primeros
términos.

Vamos a demosfrar que si es cierto para un término
cualquiera, lo sera para el siguiente, en ecuyo caso como
se verifica hasta el cuarto término, también se verificara
para el quinto; verificAndose para el quinto, también para
el sexto y asi sucesivamente, luego sera general.

Sea, pues, £ un término al cual preceden otros m; ¢ el
término siguiente y admitamos que ¢l teorema tiene lu-

gar para el término ¢, tendremos;

t = aq™
y como por definicion
. =gt
tendremos
t = aqitl

icualdad que demuestra el teorema. - _
Siendo n el numero de términes y ( el ullimo, se
tendra:
liE= aq!l —1 ('1)

206. Cualquier término de una progresidn geometrica es
igual al wltimo dividido por una potencia de la rasdn, cuyo
exponente sea iyual al numero de términos que le siguen.

Despejando @ en la férmula (1), tendremos

{ @)

&= q-‘l —1
que demuestra el teorema para el primer término; para



~—.336 —
aplicarle & otro cualquiera, basta suponer que la progre-
sion comienza en dicho término y termina en [

207. Siuna progresidn geométrica creciente se contuma
indefinidamente, sus términos llegardan d ser mayores que
cualquiera cantidad dada, por grande que sea.

En efecto, sea la progresion

@ agsagt i gt AT e
en la cual ¢ X 1, podremos, pues, hacerg=1 + «, ¥ la pro-
gresion anterior sera
aradda):a(Q+a?a(4ap ... a(lday ...
pero por la formula del binomio de Newton (num. 134) se
tiene .
— iir—=1)n—=2

Qpap=t1t 2oy P00 ol

de donde se Jdeduce

A4+22N14+na
y por tanto los términos de la progresion anterior seran, 4
partir del tercer término, mayores quelos de la progresion
aritmética.
a.a(l’+a) . a@d +2).a(l+382)...al+n2..

cuya razdon az es positiva y que por congiguiente vrecerfm
indefinidamente (num. 197) luego esta propiedad subsistird
d fortiori en la progresion geométrica, como queriamos
demostrar.

De este teorema se deduce como corolario importante
que: las potencias de los niimeros mayores que la unidad,
son mayores que la-unidad, erecen con el exponente y pue:
den llegar a ser mayores que cualquiera cantidad dadda.

Porque todo numero mayor que la unidad se puede
poner bajo la forma 1 + z, y tendremos

1Z1 4 e L4 af LAY af L. L0+ )
Yy por ser los términos anteriores los de una progresion
geométrica cuya razon es 1 + «, tendran las propiedades
enunciadas.

208. Siwuna progresivn geométrica decreciente se conli-
nua indefinidamente, sus términos llegardn d ser menores
que toda cantidad dada por pequeia que sed.
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Siendo ¢ £ 1, se puede hacér g = 1 i 2 luego la pro-
gresion sera
,'..'_a'_.c.t_‘_a_' a
e e ERTET

perc los denominadores aumentan con el exponente y pue-
den llegar & ser mayores que toda cantidad dada, luego
evidentemente las fracciones disminuiran y llegaran a ser
menores que toda cantidad dada por pequefia sea.

De este teorema se deduce el siguiente importante co-
rolario: las potencias de los nimeros positivos menores qrz_ce'
la unidad son menores que la unidad, disminuyen con el
exponente y tienen por limite cero cuando el exponente cre-
ce indefinidamente.

Porque todo numero menor que la unidad se puede

- 1 o5 :
poner bajo la forma T2y tendremos
1 1 f 1 1
1L1+“L(1+“);_\_'(1+a)!h """ ‘\“'6'1‘4“_‘;"3,:;

y por ser los términos anteriores los de una progresion

geométrica cuya razon es , tendran las propiedades

1
142
enunciadas.

200. Interpolar n — 2 medios proporeionales ¢ geomé-
tricos entre dos nimeros dados es formar una progresidn
geométrica de n términos y en que los niimeros dados sean
los extremaos.

Si conociéramos la razon podriamos formarla consi-
derando como primei' término el menor, si la razén es ma-
yor ue la unidad, y el mayor si es menor que la unidad.

Sean, pues, @ y [ los nameros dados, ¢ la razon que
queremos hallar, y tendremos (num, 205.)

= aqh— 1
de la cual se deduce

qﬂ-—l :_l

a
y extrayendo la raiz del grado n — 1
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q__,‘n/_lg @)

como n — 1 es el niumero de términos que se interpolan
mas 1, tendremos la siguiente:

REGLA. Para interpolar medios geométricos entre dos
ntimeros dados, se halla la razdn de la progresion, divi-
diendo los numeros dados y extrayendo, del cociente, la
raiz cuyo indice es el niimero de medios que se han de in-
terpolar mas uno.

Ejemplo. Interpolar 8 medios geométricos entre los

1
numeros = y 4. La razon de la progresion sera

M e ] 3
‘/4 : Gl-i = /956 = /8 = 2; luego la progresién que re-

resuelve el problema sera ;
g B e (e o R 1 I
210. Sientre cada dostérminos de una progresidn se in-
terpolan p — 1, medios geométricos, todas las pr‘o‘;reswnes
resultantes forman una sola, cuya razon es la raiz de! qgra-
do p (numero de términos interpolados mas uno) de la ra-
adn de la primera progresidn.
Sea la progresion cuya razon designaremos por ¢
b el T R R
Interpolando p — 1, medios geométricos, entre ay b,
entre by ¢, etc., las razones respectivas seran, segun el
teorema anterior.
P P

VIV

pero las cantidades subradicales son iguales 4 ¢ por defini-
Dl

cién, luego todas tienen por expresion |/r;, luego ésta sera
la razon de la progresion tinica resultante.

211. Las raices de los niimeros mayores que la unidad

son mayores que la unidad, decrecen cuando crece el indice

bR |
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y tienen por limite inferior la unidad cuando el indice crece
indefinidamente.

En efecto; sea ¢ un numero mayor que 1, tendremos

ik p -—
Vq N 1, porque si Vq fuese igual 6 menor que 1, elevan-

-do & la potencia de grado p se tendria ¢ menor 6 igual

que 1 (num. 208.)

pH
En segundo lugar decimos que l/q N Vg

Reduciendo & un indice comun ambos radicales (ni-
mero 107) se tendra

5 P+
Wi Ve e s
;e de donde ‘,/q L\,/q

oyt PEED j

g = qrP
puesto que gf+1 X ¢P (ntm. 207)
En tercer lugar, si suponemos que d es una cantidad
que tiene por limite cero, se puede hacer

LP/E Z1+ 8
en efecto; elevando a la potencia p se tendra
q <L+ 3P
esta desigualdad y la anterior se verifican, a fortiori, si de-
terminamos p de modo que se tenga g
g<l+ pa

pero de esta se deduce p e —o— luego

p
lim. Vg =1
9192, Las raices de los niimeros positivos menores que la
unidad son menores que la unidad, crecen con el indice y
tienen por limite superior la unidad cuando el indice au-
menta indefinidamente.

Si hacemos g = —;—_, siendo ¢' X 1, se tendra



icualdad que demuestra el teorema en todas sus partes,
porque ¢l denominador del segundo miembro es mdyor
que la unidad, disminuye cuando crece el indice p y tiene
por limite la unidad cuando p crece indefinidamente (ni-
mero 211.)

213. Cuando el niimero de medios geométricos que se in-
terpolan entre cada dos términos de una progresion geomé-
trica crece indefinidamente, la diferencia entre dos conse-
cutivos tiene por limite cero.

Sea ¢ la razon de la progresion y p — 1 el numero de
medios que se interpolan. Sise designa por A un férmino
cualquiera en la progresion resultante, el siguienie sera

'p e
A l/q y la diferencia entre ambos

B P
AlVq —4 :A(Vq _1)

El segundo miembro es un producto que tiene por li-

mite cero, porque uno de los factores VJ— 1 tiene por li-
mite cero cuando p crece indefinidamente (211 y 212) (*) y el
otro factor A no se hace infinito, puesto que estad compren-
dido entre los extremos de la progresion; luego la diferen-

P
ciaenire A y A 1/; tiene por limite cero.

214. El producto de dos términos equidistantes de los ex-
tremos en una progresidn geométrica es igual al producto
de los extremos.

Sea ¢t un término precedido de otros, m y ¢, uno segui-
do de otros, m, se tendra
t = aqml

¢ y multiplicando £’ = al
qH’l

™ Sig Ll V{ — 1 sera positiva, y si q Vi 1, serd negativa; pero én uno ¥
otrouabntiene por limite cero cuando p Lrwo mrlcﬂmdamouncs



— 341 —

215.  Elproducto de los términos de una progresidn geo-
métrica es igual d la raiz cuadrada del producto de los ex--
tremos elevado d la potencia que indique el nimero de tér-
minaos.

Sea la progresion
L L LS e (A P ey e
besignando por P el producto se tendran las dos expre-
siones

R OC: vensuns hil
=Rt cha

y multiplicando una por otra
P* = (al) (bk) (ch)....... (he) (kD) (la)
pero siendo n el numero de términos de la progresién, en
el segundo mier.nbro hay n paréntesis iguales todos a (al)
puesto que son, O productus de los extremos, 6 de térmi-
nos equidistantes de los exfremos, y por consiguiente
P* = (alr de donde p=Vay @

216. La suma de los términos de una progresidn geomé-
trica es igual al producto del dltimo término por la razdn
menos el primer término, dividido todo por la razdin menos
la unidad.

Siendo la progresion la del numero anterior, designa-
remos por S la suma de sus términos y se tendra
S=a+b+ectialt+k+1
y multiplicando ambos miembros por la razén ¢
Sg=b+ec+d+..... B4+ 1+ lg
restando de la segunda la primera
Sg—S—lg—a O bien Slg—1)=lg—a
de donde se deduce
anig —d
St | ,
Si la progresion es decreciente, se prefiere invertir 10s
términos de la sustraccion anterior y se tendra

a—lgq :
&= §
s=1—, ©

(5)
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idéntica con la (5) y facil de enunciar en el lenguaje ordi-
nario. (*) :

Si en las térmulas (5) y (6) se sustituye en lugar de [ su
igual ag"—1 se obtiene
. algr—1y L@ ==t :

9217. La sumda de los términos de una progresidn geome-

trica decreciente, continuada indefinidamente, tiene por
limite el primer término dividido por la unidad menos la
razdn.

En clecto; separando los términos del numerador en
la formula (8) tendremos:
PRt aqr
T g Mk
pero por ser g £ 1, q* tiene por limite c&ro cuando n cre-
ce indefinidamente (niim. 208), luego el valor de la expre-

S

L
sion fi tendra también por limite cero, puesto que a y
1—q soh finitos y por tanto
: : a
lim. § = ——
=
Ejemplos:
1 1 1
1: 43t 5 4 75 o+ q R A
b= A =)
i
2
2 0,24242424 ...... . = 0,24 + 0,0024 + 0,000024 + .....
0,24 A4 24

S: —_ e
1—0,01 100—1 99

este ultimo resultado es el mismo que hubiéramos encon-
trado siguiendo la regla (Arit. 208) para hallar la genera-
triz de una fraccion periédica pura.

: ; e [ —t
(*) Entrea,l, n, g, S, hay dos relaciones distintasl = aq" i o 1 ¥
q—
como en las progresiones aritméticas dan lugar 4 10 problemas, que se pueden
resolver elementalmente, pero despuds de conoeer la teoria de logaritmos. Si las
formulasanteriores se combinan con ladel produeto, darvan lugar i 20 problemas.



LIBRO II.

LOS LOGARITMOS.

CAPITULO PRIMERO.
DEFINICION Y PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS.
1. Definiciones.

218. Si consideramos las dos'progresiones, geométrica
y aritmética
A tn i e q?. qs .oqn
,—0 P e T
tales que la primera comienza por 1, la segunda por 0y
cuyos términos se corresponden, ambas progresiones for-
man un sistema de logaritmos.

Logaritmo de cada término de la progresidn (,reamétr
ca es el término correspondiente de la progresidn arit-
mética.

Asi el logaritmo de g es r, el de ¢%, 2r, el de g™, nr.......

De esta definicion se deduce que pudiendo variar inde-
finidamente la razén de la progresion geométrica, cada lo-
garitmo corresponde a infinidad de numeros en distintos
sistemas, y si varia indefinidamente la razén de la progre-
sion aritmética, cada numero tiene infinidad de logarit-
mos en distintos sistemas.

Fijandonos en un sistema, suponiendo las dos progre-
siones crecientes y prolongandolas a la izquierda, se ob-
tiene

: | 5 [ 2 [ohe |
S iiees ——heenats g s L G s G s QT s
: q" e geaty
s P =B 2P =P 0 T2 BT P

en las cuales observamos que el logaritmo de la unidad es
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cero; que los términos ¢, ¢%, ¢...... que Son mayores que
la unidad y crecientes, tienen logaritmos positivos, cre-
cientes también; que haciéndose infinitos ¢* y nr, cuando
n se hace infinito (numeros 207 y 197), el logaritmo de =

: . sl s 5Ll
es o. Ademas, los nUmeros —, —, —..e0e ((UE SON mMeno-
q' ¢ ¢
res que la unidad y decrecientes (num. 208) tienen logarit-
mos negativos (— r, — 2r, — 3r.......) decrecientes (crecien-

R &
tes en valor absoluto), el limite de q_" cuando n se hace

infinito es cero (ntim. 208) y el de — nr es — oo, en la mis-
ma hipolesis (nim. 197), luego el logaritmo de 0 es — oo.

219. La anterior definicion de logaritmos se refiere & los
numeros contenidos en la progresion geométrica, pero se
puede generalizar demostrando que todo ntmero positivo
tiene en cada sistema de logaritmos un logaritmo y uno
solo.

Si entre cada dos términos de las progresiones inter-
polamos un numero, p — 1, de medios proporcionales en
la progresii‘)n geométrica y diferenciales en la aritmética,
segun las reglas dadas en los numeros 209 y 198, los nu-
meros obtenidos por interpolacion en la progresion geo-
métrica tienen por logaritmos los correspondientes de la
progresion aritmética (*), (uego fodo niimero que se pueda
obtener por interpolacidn en la progresidn geométrica tiene
un logaritmo, que es el término que le corresponda por la
misma interpolacidn en la progresidn aritmética.

Sea en segundo lugar A un numero que no se puede
obtener por interpolacion en la progresion geométrica. Si
interpolamos un numero p — 1 de medios indefinidamen-
te grande y desipgnamos por ¢ el valor de la nueva razon,

se tendra ¢' = V¢ (nim. 209), y en la nueva progresion

(*) Sepuede demostrar que sipor interpolaciones de diferente niimero de me-
dios se abtiene dos veces un namero en la progresion geométrica y sien la pro-
gresion aritmetica se hacen las mismas interpolaciones, 1os dos logaritmos que
correspondan & un mismo numero son iguales. La demostracion se funda en teo-
remas que no hemos demostrado en la teoria de las progresiones por no hacer
niis extenso este libro.
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habra dos términos tales que se verifique la limitacion
q'm St | q'm—{—l

pero la diferencia ¢'m + 1 — g'm tiene por limite cero {ni-
mero213) cuando q'tiene por (limite la unidad, es decir,
cuando p erece indefinidamente (num. 212) luego en estas
condiciones, A podra considerarse como limite superior
de ¢'™ ¢ inferior de g'm + 1 (*)

Ahora, si en la progresion aritmética hacemos las

e ! : L % 5
mismas interpolaciones, siendo 7' = o los logaritmos de

gmyqgm tiseran mr'y (m + 1) »', y por tanto el logaritmo

de A serd un numero comprendido entre ellos: pero

(m + 1)r' — mr' =, tiene por limite cero cuando p crece

" indefinidamente; luego en estas condiciones el logaritmo
de A es limite superior de mr' é inferior de (m + 1)r'.

Luego en este caso también A tiene un logaritmo.

220. Supongamos que se haya interpolado un numero

tan grande de términos que las diferencias entre dos con-

secutivos tengan por limite cero: designemos poray 6 las

E > By RN
razones respectivas, que seran a = |/, 6 = 3 siendo p una

cantidad que crece sin limites, y supongamos tambien
ambas progresiones erecientes y continuadas indefinida-
mente en uno y otro sentido, serian de la forma

1 1 ’
SR e B S Rl e Sl it e e LI LA
/A alt al o
St — 716 — P B 0626 s e Dl asieas | OO

ceométrica son todos positives, crecientes desde 0 hasta %!
los de la progresion aritmética, crecientes desde — o 4 0y
desde 04 oo, ¥y por consiguiente:

1. Los logaritmos erecen con los nimeros.
90 Los niimeros negativos no tienen logaritmos.

(") Sisuponemos A -/-1 estari cnmpremlidln entra tlr'.-ls numeros tales que

1 > e S0 SRRl TR e ?
1 A < 'm en los cuales lim ,m+1 —_ Q' m) =0; y por con
Sg uiente son aplicables los razonamientos del texto.

o
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3.0 Los niimeros positivos menores que la unidad ‘tienen
logaritmos negativos. :

4. Los niimeros mayores que la unidad tienen logarit-
maos positivos.

5. Ellogaritmo de cero es el infinito negatico.

6.° Ll logaritmo de la unidad es cero.

T.e Bl logaritmo de infinito es infinito.

221. Hemos supuesto que las progresiones son crecien-
tes, pero es facil estudiar lo que sucede en los demas casos.

En efecto; si se invierten las dos progresiones, ge con-
vertiran en decrecientes y todas las anteriores conclusiones
seran idénticas. Si se invierte g6lo una, en cuyo caso una
progresion sera creciente y otra decreciente, es evidente
que de las conclusiones anteriores s6lo quedara, que los
nimeros negativos no tienen logaritmos y que el logaritmo
de la unidad es cero.

Es facil ver, sin nuevos razonamientns, que en este
caso: Los logaritmos decerecen cuando erecen los numeros;
que los nitmeros positivos menores que la unidadtienen lo-
garitmos positives, que los nimeros mayores que la unidad
tienen logaritmos negativos; que el logaritmo de cero es in-
Mnito y que el logaritmo de infinito es infinito negativo.

En lo sucesivo supondremos que son las progresiones
crecientes por ser asi las que se usan en las aplicaciones.

II.—Propiedades de los logaritmos.

222. Ellogaritmo de un producto es igual d la suma de
los logaritmos de sus factores. :

Sean en primer lugar los numeros «™ y a# comprendi-
dos en la progresion geométrica del num. 220; su producto
a+n tambien estard comprendido en dicha progresion y se
tendra, designando por la notacion log A, el logaritmo de
un numero cualguiera A.

log am= mb, loga"==n6, log am+n—=(m-+tn)6=mbp Mo
pero por ser aMin — e ar tendremos;
log (2. 2")=m €+ n6= log M+ log a®
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Si se trata de dos numeros A y B, no comprendidos en
la progresion geométrica, siempre se podran buscar en la
progresion dos pares de numeros que verifiquen las limi-
taciones

am_iAé’_am‘i-l, QRLBZ_aﬂ‘-I-'l
de donde

amtn ZAB Zamtnte

y tomando logaritmos

(m+n)e < log(AB) Z(m+n+2)6
pero también se {iene

mb < log A Z(m -+ 18, n6ZLlog B.L(n+ 1)
de donde, sumando
(m+nk L log A + log B Z (m+n-+2)%.
luego log(AB)y log A + log B, son dos constantes que
estan comprendidas entre dos variables cuya diferencia 26 ,
tiene por limite cero, entonces (Arit. 256)
log (AB)= log A + logB

Este teorema se puede extender & cualquier niimero de
factores, pues considerando el producto de todos los fac-
tores, menos uno, como un solo factor, se tendra

log (ABC....K)= log A + log (BC....K)
luego si el teorema es cierto para n — 1 factores lo sera
para n; pero es cierto para dos, luego lo serd para tres,
siéndolo para tres lo sera para cuatro, ete.
Asi: log (ABCD)= log A + logB + logC + logD
923. El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo
del dividendo menos el logaritmo del divisor.
En efecto; se tiene evidentemente
A
A= B =B
y tomando logaritmos
log A = l:;lg% + log B
de donde se deduce
log %: ‘log A = log B.
294, FEllogaritmo de una potencia es igual al logaritmo
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de la cantidad multiplicado por el exponente de la potencia.
Sea la potencia A7, como es un producto de p facto-
res iguales 4 A se tendra (ntim. 222),
log A? = log A + log A + log A ..... p veces
luego
log AP = p logA.
225.  El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo de la
cantidad subradical dividido por el indice de la raiz.
Tenemos la identidad

(Vx)" =a

y tomando logaritmos, por ser el primer miembro una po-
tencia, tendremos:

de donde

CAPITULO 11
LOS LOGARITMOS VIULGARES.

226. Se llama sistema de logaritmos vulgares 6 de
Briggs el sistema formado por Ias progresicnes
e s O, (o] (e 10 =Lt a0 02 108 08

ST s e S e A 0.1.2.3 ..... A

Desde luego se advierte que las potencias de 10 tlenen
por logaritmos numeros enteros, iguales 4 sus exponentes
(positivos 0 negativos), y que los demis numeros no po-
dran tener logaritmos enteros. Los logaritmos que no sean
enteros los supondremos convertidos aproximadamente
en [racciones decimales: la parte entera de un logaritmo
se llama caracteristica y la decimal mantisa.

227. La caracteristica del logaritmo de un numero mao-
yor que la unidad tiene tantas unidades como eifras, menos
una, la parte entera del niimero.

En efecto; si el niimero esta comprendido entre 1y 10,
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su parte entera tiene una cifra, pero, su logaritmo esta
comprendido entre 0y 1; luego su earacteristica sera cero,
conforme se dice en el enunciado. Si el numero esta com-
prendido entre 10 y 100, su parte entera tendra - dos eilras,
pero su logaritmo estara comprendido entre 1 y 2, luego la
caracteristica sera 1; conlorme 4 la regla. IEn general si el
numero esta comprendido entre 102 —1y 107, tendra n ci-
fras en su parte entera, y como su logaritmo esta com-
prendido entre n — 1 y n, tendra n — 1 por caraeteristica;
es decir, siempre una unidad menos que cifras la parie
entera del namero.

228 St un numero se multiplica ¢ divcide por una poten-
eia de 10 (por la unidad seguida de ceros), la mantisa de su
logaritmo no varia y la earacteristica aumenta ¢ disminuye
en tantas unidades coma tiene el ecponente de 10 (como ce-
ros siguen a la unidad).

En efecto; en virtud de las propiedades demosiradas en
los numeros 222 4 224 tenemos las igualdades
Jog (N .10") = JogN 4+ nlogl0—= logN 4 n
log (N:10") = log N — nlog10=1logN —n
que demuestran el enunciado siempre ue el exponente n
sea un numero entero y positivo, es decir, cuando 107 es la
unidad seguida de ceros.

Ejemplos, Suponiendo que log. 221,43 = 2,345236

Iin virtud del teorema que se acaba de demostrar, ten-
dremos: :

log 2214,3 = 3,345236
log 22143 = 4,345236
log 2214300 = 6,345236
log 22,143 = 1,345236
log 2,2143 = 0,345236
log 0,22143 = 0,345236 — 1

log 0,00022143 = 0,345236 — 4
Para aplicar el teorema & los ultimos ejemplos se con-
serva la mantisa positiva, y la cara.(;ter_istica negativa se
indica poniendo encima de ella el signo —.
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Asi:  0,345236 — 1= 1,345236

0,345236 — 4 = 4,345236
luego  log 0,22143 == 1,345236
log 0,00022143 = 4,345236

229. El examen de estos ejemplos, unido al de las pro-
gresiones del num. 226, nos ensefa que los nameros posi-
tivos menores que la unidad tienen logaritmos que se pue-
den expresar con caracteristica negativay mantisa positi-
va; reduciéndolos exacta O aproximadamente a decimales
se deduce la siguiente:

REGLA. Ellogaritmo de un numero decimal menor que
la unidad es negativo, y se campone: de una carqcteristicq
regativa, que tiene tantas unidades como indique el lugar
ocupado por la primera decimal significatica de la izquierda
y de una mantisa positiva, que es la misma que coresponde
al nimero sin la coma.

230. Para la descripcion y uso de las Tablas de logarit-
mos, pueden consultarse los numeros 14 y 15, 18 4 21 y 23
a 26 de las Tablas de Sanchez Ramos.

Las propiedades del complemento logaritmico, opera-
ciones con los logaritinos y operaciones con los numeros
efectuadas por medio de logaritmos, pueden estudiarse en
los numeros 28 4 37 de las mismas Tablas, donde se hallan
expuestas con todos los detalles necesarios.




LIBRO III

EL INTERES COMPUESTO Y LAS ANUALIDADES

CAPITULO PRIMERO
INTERES COMPUESTO

231. En la Aritmética (ntm. 387) digimos que el interés
se llama compuesto cuando por intervalos iguales (gene-
ralimente de un afio) se acumula al capital para producir 4
su vez oiro interés.

El interés compuesto se regula por el fanto por uno 6
tanto, que es el interés producido por la unidad monetaria
(la peseta) prestada durante un afio en las mismas condi-
ciones que el capital. Se admite que el interés compuesto
es proporcional al capital, pero no es proporcional al tiem-
po, porque el eapital variable aumenta con el tiempo.

El capital formado por.el primitivo y sus intereses
compuestos se llama capital acumulado 6 capital compues-
to & montante.

Si designamos por ¢ el eapital primitivo, por C el capi-
tal compuesto, por r el tanto por uno y por n el numero de
afios que dura el préstamo, tendremos: (1)

C=cli +

En efecto; una unidad produce » en un aio, luego ¢
unidades produciran er, luego el capital formado al final
del primer afo sera ¢ + er = ¢(1 + r). El interés de este
capital en un afio sera cr(1 4+ r), luego el capital formado
al final del segundo ano sera

e+ r)+erl +r)=cll+ 7+ r=cll + rp

Del mismo modo el interés de este capital en un aino
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sera er(1 + rp, luego el capital formado al final del tercer
afio seri
e+ rRp+er(l+rp=cll+rP(d+r)=cl+rp
y asi sucesivamente, al cabo de » aiios se tendra
C=¢l + r)

Admitiremos esta formula aunque n no sea un nume-
ro exacto de anos. (*)

232. La formula (1) resuelve cuatro cuestiones, porque
cada una de las cantidades que figuran en ella puede ser la
incognita.

1.5 CuESTION. Hallar el capital compuesto conociendo el
capital primitivo, el tanto por uno y el tiempo.

C=¢e(l 4 rt (1)
y tomando logaritmos
; logC= loge+n log1 + r) (1y
Ejemplo. Hallar el capital compuesto por 27242 pese-
tas al 5 por 100 en 7 afios.
Haremos ¢ = 27242; r =0,05; »n =T, y setendrd por
la formula (1)
log e = 4,435239
Tlog(d + r) = 0,148325 (**)
log C = 4,583564 = log 38332,2
El capital compuesto sera, pues, 38332,20 pesetas con
menos error de 10 eéntimos de peseta.

2. CUBSTION. Hallar el capital primitivo conociendo el

capital compuesto, el tanto por uno y el tiempo.
De la férmula (1) se deduce despejando ¢
c
S m{i' (2}

() Lademostracion para todos los easos puede verse en las Tablas de logarit-
mos eitadas, nam. 49, nota.

(") Hemos buseado el log. (1 ryen la tabla ¥, pag. 70, qué contiene los loga-
ritmos de 14 ¢ para diversos tantos con 11 decimales, porque sile hubiésemos
buscéado en las tablas ordinarias donde se encuentra con seis decimales, al mnl-
t]}pll:_!m-le por 7, perderiamaos la sexia decimal que se haria ilusoria. En el ejein-
plo actual hubiéramos hallado € = 38322,0. J

Cuando el tiempo es un nimero entero de aflos se puede operar en muchos
easos empleando la formula (1) por las tablas de calenlos dirvectos de interés
compuesto y anualidades (pag. 72 a 47). En el ejemplo actual hubiésemos multi-
plicado el numero 27242 por 1,40710042, que es el hinero que en las tablas corres-
1]»011(10 al capijal compuesto por 1 peseta al 5 por 100 en 7 anios y Lubiésemos ha-
lado 38332,2%, con menos ereor de 1 eéntimo (]]e peseta.
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y tomando logaritmos
loge=1logC—nlog(l + r) 2y
Ejemplo. ;Qué capital se ha colocado 4 interés com-
puesto al 6 por 100 para que en 47 anos se haya convertido
en 245000 pesetas?
Haremos C = 245000, » = 0,06, n == 47 y se tendra por
la formula (2)
log C = 5,389166
nlog (1 + r)=1,189376

log ¢ =4,199790 = log 15841,26 (*)
El eapital primitivo serd ¢ = 15841,26 pesetas.
3.* CUESTION. Hallar el tiempo conociendo el capital pri-
mitivo, el capital compuesto y el tanlo por uno.
De la férmula (1) se deduce

i}

A4 rpn = (3)

tomando logaritmos y dividiendo por log (1 + 7)
S log C— log e
R TE A
Ejemplo. ¢Qué tiempo debe estar prestado un eapital
para que al 6 por 100 se duplique?
Haciendo en la formula (3) € = 2¢, se tendra
logC=loge + log2

(3

de donde
' log C — log e = log 2
luego la cuestion que nos proponemos es independiente
del valor del capital, deduciremos pues
log 2
"~ Tog 1,06
Efectuando el cociente de los dos logaritmos se halla
n = 11,895 aiios

y reduciendo la fraccion 0,895 afios & meses y dias contan-

(*) Sihubiésemos empleado las tablas ordinn:tg:ir‘-}ﬁlﬁgra hallar log (14-r) hu-

higsemos hallado ¢ = 15811,08. Siempleamos la f (2) haciendo uso de las
t':lltb?as de eileulos directos Liallaremos con mas aproximacion ¢ = 15841,28 pe-

setas,
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do 12 meses por valor del afio y 30 dias por valor del mes
se halla
n =11 aiios 10 meses 22 dias
Resultado conforme con el de la tabla VII, pag. 98.
4.* CUESTION. Hallar el tanto por uno conociendo el tiem-

po, el capital primitivo y el eapital compuesto.

De la formula (3) se deduce extrayendo la raiz n-ésima

el

y tomando logaritmos
: Ty 1ogC-;log € (4)
Ejemplo. A qué tanto por uno se deben prestar 8425
pesetas para que en 7 afos se [orme un capital de 12500
pesetas?
Haciendo C = 12500, ¢ = 8425, n =7 en la formula (4)'
tendremos.
log € = 4,096910
log e = 3,925570
log C — log ¢ = 0,171340

de donde
L 017134
log (1 + )= 220 6 hotamr — log 1,05798
de donde r = 0,05798

CAPITULO 11
PROBLEMAS SOBRE ANUALIDADES.

1. Formacion de un capital por anualidades.

233. Nos proponemos hallar el capital que se formari
colocando durante n afios consecutivos y al final de cada
uno una suma de a pesetas a interés compuesto.

La primera anualidad estara colocada durante n — 1
afios; la segunda, durante n -- 2 afios; la tercera, durante
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n — 3, y asi sucesivamente hasta la ultima. Las expresio-
nes de estas anualidades seran (nuim. 231)

primera anualidad.. . , . . a(l + rp—t
segunda » NS e S 1
tercera » B O T R T
TG A e R e R A S S
Sumandolas se obtiene la expresion del capital C
C=a+al+7r)+ ......a(l + r)n—2 + a(l + rin—1

y como el segundo miembro esla suma de los términos
de una progresion geométrica cuya razénesi + r, apli-
cando la formula de la suma’de estas progresiones (nume-
ro 216), tendremos:
c—2l- +—~———:)n e (1)

Esta [6rmula resuelve cuatro problemas, siendo los

mas importantes hallar el capital y hallar la anualidad.
1.* CUESTION. Hullar el capital formado por anualidades

conociendo la anualidad, el tiempo y el tanto por uno.

Resuelve este problema la férmula (1). Si queremos
efectuar el calculo por medio de logaritmos, haremos
b = (1 + r)?, de donde

, logb=n log(1+ r)

Ja [6rmula (1) sera

y tomando logaritmos
logC = loga + log(b—1)— logr
Ejemplo. ;Qué capital se formaria con 15 anualidades
de 1000 pesetas impuestas al 5'/, por 100?
Haremos ¢ = 1000, n = 15, r = 0,055, y tendremos:
log b =15 log 1,055 = 0,348787 = log 2,23247
luego b = 2,23247, de donde b — 1 = 1,23247
log a = 3,000000
log (& - 1) =0,090777
colog r = 1,259637
log C = 4,350414 = log 22408,6
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El capital formado por las 15 anualidades de 1000 pe-
setas sera 22408,60 pesetas con menos error de 10 céntimos
de peseta.

2. CUESTION. Hallar ¢l valor de la anualidad conocien-
do el valor del capital que se ha de Jformar, el tiempo y el
tarnto por uno. i

De la formula (1) se deduce

Cr :
St epad O
haciendo como antes b = (1 + r)?
FOT 0
it ey

y tomando logarilmos
oy loga=1log C + log r — log (b — 1)
7/ Ejemplo. jQué anualidad se debe imponer para [or-
Gy ‘mar en 20 afios al 6 por 100 un capital de 25000 pesetas?
: Haremos C = 25000, r = 0,06, n — 20, y tendremos:;
log b = 20 log 1,06 = 0,506117 = log 3,20713

luego b = 3,20713, de donde b — 1 = 2,20713

log C = 4,397940

logr = 2,778151

colog (b —1) = 1,656172

log a = 2,832263 = log 679.62
La anualidad pedida es 679,62 pesetas, con menos error
de medio céntimo de peseta.

IT. Amortizaeion de una deuda por anualidades.

234. La anualidad que se aplica 4 la amortizacion de
una deuda 6 de un empréstito reciba el nombre de renta.
La renta es limitada cuando el namero de afios que dura
la amortizacion es limitado: perpefua cuando el plazo de
amortizacion es ilimitado: vitalicia cuando el plazo es la
vida probable del acreedor.

Para resolver el problema de la amortizacion de una
deuda por anualidades se debe tener presente que la su-
ma de todas las anualidades ha de ser igual al valor de la
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deuda y sus intereses compuestos, durante el plazo de la
amortizacion.

Si designamos por ¢ el valor de la deuda al comenzar
el primer afio y por C el capital que representa al finalizar
los n anos, tendremos (ntim. 232)

=up 1+ rpn

Pero el valor de las n anualidades necesarias para ex-
tinguir la deuda es (ntim. 233)

a (1 + rp—1)
S

s

luego igualando ambas expresiones, tendremos;

vu+ﬂn=am+jw—ﬂ
de la cual se deduce

LA e e

A+ rr—1 )
Haciendo b = (1 4 r)*,de dondelog &b = n log (1 + 7
tendremos;
vrb
il

y tomando logaritmos
loga=1logv + logr+logh—log(b—1)
Ejemplo. Hallar la anualidad que debe pagarse para
amortizar en 75 aiios un empréstito de 6000000 de pesetas
al 6 por 100.
Haremos v = 6000000, » = 0,06, n = 75, de donde
log 6 =75 log 1,06 = 1,897940 = log 79,0569
luego b = 79,0569, de donde b — 1 = 78,0569
log v = 6,778151
log r = 2,778151
log b = 1,897940
colog (b — 1) = 2,107588
log a= 5,561830 = log 364611

luego la anualidad pedida es 364611 pesetas.
295. Sien la formuia (3) del nimero anterior dividimos




'— 358 —
el numerador y denominador del segundo miembro por
(1 + ry, resulta
or
=
T4
Si ahora hacemos crecer 4 7 indefinidamente, el limite de

1

o €s cero (num. 208), luego el limite de la expresion

anterior cuando n = oo, es
a=uvr
Esta expresion es el valor del interés simple del ca-
pital ¢. (")
("} Otras muchascuestiones se pueden resolver sobre el probilema de la amor-

tizacion, y no todas son elementales: de algunas se indica la resolucion directa y
por logaritmos en las Tablas de Sanchez Ramos.

FIN DEL ALGEBRA
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