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P R E L I M I K A R E S . 

1. Varias cosas que tienen uno, ó muchos caracteres 
comunes, se dicen h o m o g é n e a s por r e l a c i ó n á dichos ca­
racteres comunes, y si tienen otros caracteres diferentes he­
t e r o g é n e a s por r e l ac ión á é s t o s . 

Dos dados, uno de plomo y otro de mar f i l , son h o m o g é ­
neos por r e l ac ión á su figura, y h e t e r o g é n e o s por la mate­
r ia de que e s t á n construidos. Pueden a d e m á s ser iguales ó 
distintos, el peso ó el t a m a ñ o , por ejemplo. 

Si varias cosas tienen todos sus caracteres comunes, se 
dicen i d é n t i c a s . 

2. Varias cosas, por r e l ac ión á sus caracteres c o m u ­
nes, ó en cuanto son h o m o g é n e a s forman un conjunto que 
se puede considerar obtenido por la r epe t i c ión de cualquie­
ra de ellas. La cosa repetida se l l ama la unidad, el conjun -
to formado por la r epe t i c ión de la unidad constituye una 
p lu ra l i dad . La e x p r e s i ó n determinada de cuantas veces se 
ha repetido la unidad, se l l ama n ú m e r o . 

E l n ú m e r o es, pues, una p l u r a l i d a d determinada de co­
sas ú objetos homogéneos : cualquiera de las cosas ú objetos 
es la unidad. 

3. Como la unidad generatriz del n ú m e r o puede ser un 
objeto cualquiera, podemos hacer a b s t r a c c i ó n de la na tura­
leza de la unidad y expresar solamente cuantas veces es tá 
repetida para formar el n ú m e r o . 

El n ú m e r o que expresa la naturaleza de la unidad ge­
neratriz se l l ama concreto, y el que no la expresa, abs­
tracto. 

4. Por lo que hasta ahora llevamos dicho se comprende 
que el n ú m e r o es un conjunto de partes separables unas, 
de otras, ó disgregables, es decir, que el n ú m e r o es d i s f ^ ' & M ^ . ^ 
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5. La unidad puede ser un todo formando un indiv iduo 

que no se puede descomponer en partes s in destruirle; esto 
sucede, si por ejemplo la unidad es un hombre, un á r b o l , 
etc. Pero t a m b i é n puede ser una cosa descomponible en 
partes iguales y h o m o g é n e a s : esto s u c e d e r á si la unidad es 
una distancia, un peso, etc. 

En el p r imer caso la unidad se impone en la f o r m a c i ó n 
del n ú m e r o : a s í , para numerar un conjunto de á r b o l e s to ­
mamos por unidad un á r b o l . Lo m á s que podremos hacer, 
si la d i s t r i b u c i ó n de los á r b o l e s lo permite, es tomar por 
unidad una co lecc ión de á r b o l e s , una fila, por ejemplo, si 
e s t á n dis t r ibuidos en filas. 

En el segundo caso, es decir, cuando la unidad se puede 
descomponer en partes h o m o g é n e a s , queda completamente 
l ibre la e leccción de su t a m a ñ o ; resultando tanto mayor el 
n ú m e r o , cuanto menor es la unidad elegida. 

6. El concepto de t a m a ñ o , ó l im i t ac ión de los seres fini­
tos, constituye su magnitud: el c a r á c t e r esencial de la m a g ­
n i t u d es ser susceptible de aumento y d i s m i n u c i ó n . Las pa­
labras magni tud y cantidad se suelen emplear como s i n ó ­
nimas; pero es mejor aplicar el nombre de cantidad sola­
mente á las magnitudes determinables, ó numerables por 
medio de una unidad de su misma naturaleza y exc lu i r las 
magnitudes que no sean determinables; como por ejemplo, 
las facultades intelectuales, afectos, etc. 

7. La cantidad es co/2/fí/ma, es decir, que se puede des­
componer en partes h o m o g é n e a s , tan p e q u e ñ a s como se 
quiera, é inversamente se puede formar una cantidad por 
la r epe t i c ión sucesiva de una parte cualquiera. De un modo 
m á s general, la cantidad puede aumentar ó d i s m i n u i r por 
grados insensibles. 

8. Cuando se determina, ó mide una cantidad fija, ó co­
mo suele l lamarse constante, por medio de una unidad de 
su misma naturaleza, constante t a m b i é n , puede suceder: 
1.° Que la cantidad contenga un n ú m e r o exacto de veces á 
la unidad y entonces se or ig ina un n ú m e r o formado pur 
una p lura l idad de unidades, conforme hemos explicado en 
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el n ú m e r o 2. En lo sucesivo le l lamaremos n ú m e r o entero. 
2.° Que la cantidad no contenga exactamente á la unidad, 
pero sí á una de las partes alu-.uotas que resultan de d i v i ­
d i r l a en cierto n ú m e r o de partes iguales, y entonces se o r i ­
gina un n ú m e r o que se f racc ionar io . 3.n Que la can­
tidad no contenga exactamente á la unidad n i á n inguna de 
sus partes a l í c u o t a s , y entonces se or ig ina el n ú m e r o inco-
mensurabie. 

En los dos pr imeros casos, la unidad y la cantidad son 
comensurables entre s í , ó tienen una medida c o m ú n , que 
es, ó la unidad misma, ó una de sus partes a l í c u o t a s : los 
n ú m e r o s que expresan la r e l ac ión de la cantidad á la u n i ­
dad, ó sea la medida de la cantidad, son comensurables. 
En el tercer caso, la unidad y la cantidad son incomensu-
rables entre s í , puesto que n inguna parte a l í c u o t a de la 
unidad es tá exactamente contenida en la cantidad. Más 
adelante encontraremos ejemplos de n ú m e r o s incomensu-
rables y veremos que no se pueden expresar exactamente, 
pero s í , con toda la a p r o x i m a c i ó n que se quiera. 

9. L a Ciencia de la cantidad en general se l lama Mate ­
m á t i c a . 

L a Ciencia de los n ú m e r o s en general ha recibido dis­
tintos nombres, Ar i tmolog ia y A l g o r i t m i a . La parte elemen­
ta l de que nos ocuparemos nosotros se l lama A r i t m é t i c a . 

10. Antes de comenzar la A r i t m é t i c a es conveniente co­
nocer la nomenclatura e sco lá s t i ca usual para designar las 
proposiciones m a t e m á t i c a s . 

DEFINICIÓN es el desarrollo verbal de la c o m p r e n s i ó n 
de una idea. 

DIVISIÓN es la e n u m e r a c i ó n de las partes que in te r io r ­
mente forman el todo definido. 

DEMOSTRACIÓN es un raciocinio que se hace para pa­
tentizar la verdad de una p r o p o s i c i ó n . 

AXIOMA es una p r o p o s i c i ó n evidente por sí m i sma y 
que, por consiguiente, no necesita d e m o s t r a c i ó n . 

TEOREMA es una verdad demostrable. El teorema cons­
ta de un enunciados una d e m o s t r a c i ó n . El enunciado es la 
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p r o p o s i c i ó n que se anuncia como verdadera; consta de dos 
partes; una hipótes is , ó suposic ión, que af i rma lo que se su­
pone cierto,, y una tesis, ó conclus ión, cuya verdad se ha do 
establecer por medio de la d e m o s t r a c i ó n . 

Un teorema es reciproco de otro cuando tiene por h i ­
pó tes i s la c o n c l u s i ó n y por c o n c l u s i ó n la h ipó t e s i s de este 
ot ro . 

Un teorema es cont rar io de otro, cuando tiene una h i ­
pó tes i s y una c o n c l u s i ó n contrarias á las de este ot ro . 

LEMA es un teorema de poca importancia por sí mismo, 
pero necesario como fundamento de otros teoremas m á s 
importantes. 

COROLARIO es un teorema cuya verdad se deduce inme­
diatamente de un teorema conocido. 

POSTULADO es un teorema que no se puede demostrar 
y que por tanto debe admit i rse como a x i o m a en la fo rma­
ción de la Ciencia. 

ESCOLIO es una advertencia, ó nota que se hace sobre 
uno ó muchos teoremas relativos al mismo asunto, ó que 
forman una t eo r í a . 

PROBLEMA es una c u e s t i ó n en que nos proponemos de­
te rminar una ó muchas cosas desconocidas ó incógn i t a s , 
por medio de otras conocidas ó datos. 

La p r o p o s i c i ó n en que se declara el objeto del problema, 
se l l ama erttmcmcío: el procedimiento para determinar las 
i n c ó g n i t a s de modo que satisfagan al enunciado, se l lama 
reso luc ión: el resultado obtenido d e s p u é s de resolverle, se 
Wams. so lución. 

11. Se Uama. igualdad la r e l ac ión que existe e n t r e d ó s 
cantidades h o m o g é n e a s idén t i cas , ó entre los n ú m e r o s que 
las miden. 

La igualdad se expresa colocando el signo —, que se 
lee igual á, entre las cantidades ó n ú m e r o s iguales. 

Así , si las cantidades representadas por los s í m b o l o s 
A y B son iguales, escribiremos A = : B, y leeremos, A 
igual á B. 

Todo lo que antecede al s i g n o ^ s e l l ama p r i m e r miem-
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bro de la igualdad, y lo que le sigue, segundo miembro. 

Se l l ama desigualdad la r e l a c i ó n que existe entre dos 
cantidades h o m o g é n e a s , tales que una de ellas es mayor 
que la otra, ó entre los n ú m e r o s que las miden. 

Para expresar la desigualdad, se emplea uno de los 
signos X y ^ 1 , que se leen respectivamente mayor que y 
menor que, colocados entre las cantidades que se c o m ­
paran. 

Así , si las cantidades A y B, que se comparan, son tales 
que A es mayor B, escribiremos A 7 B y leeremos A mayor 
que B. Si A fuese menor que B, la desigualdad s e r í a A ' x B . 

Lo mismo que en las igualdades, todo lo que hay escr i­
to antes del signo -y7, ó se W^uidi p r i m e r miembro, y todo 
lo que hay d e s p u é s , segundo miembro de la desigualdad. 

Es evidente que en una igualdad se puede cambiar el 
orden de los dos miembros; a s í , si se tiene A — B , t a m b i é n 
es cierto que B = A . 

En una desigualdad se puede cambiar el orden de los 
dos miembros, pero cambiando el signo de la desigualdad; 
a s í , sí A / ^ B , se t e n d r á : B ^ A . 

12. Entre cantidades h e t e r o g é n e a s no existe igualdad, 
pero puede exis t i r equivalencia, es decir, igualdad en los 
valores, ya sea é s t a na tura l , ya sea convencional. (*) 

13. Los axiomas fundamentales de la M a t e m á t i c a son 
verdades conocidas de todos por el sentido c o m ú n , y apenas 
se necesita enumerarlos. 

Una cosa es idén t i ca á ella misma. Dos cosas iguales á 
una tercera, son iguales entre si , ó m á s generalmente: si 
entre muchas cosas la p r i m e r a es igual á la segunda, é s t a 
á la tercera y asi sucesivamente, dos cualesquiera dé é s t a s 
cosas s e r á n iguales. El todo es mayor que una de sus par­
tes, etc. 

(*) El trabajo necesario para elevar un kilogramo de agua destilada déla 
temperatura cero grados a un grado, que es aproximadamente 425 kilográme­
tros, se llama equivalente mecánico del calor, y es igual u lo que los físicos lla­
man una caloria: luego cierta cantidadad de trabajo tendrá su equivalente en 
calor, y recíprocamente: ésta es, pues, una equivalencia natural. La equivalen­
cia entre una mercancía y su coste es convencional entre el comprador y el ven­
dedor: depende de muchas circunstancias ajenas, á veces, á uno y otro. 
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14. Dividiremos la A r i t m é t i c a en dos partes: la p r imera 

t r a t a r á de los n ú m e r o s abstractos, y la segunda, de los con­
cretos, considerando esta ú l t i m a como una s imple apl ica­
c ión de la p r imera . 

La pr imera parte la dividiremos en dos secciones: Cál ­
culo a r i t m é t i c o y c o m p a r a c i ó n a r i t m é t i c a ; y el c á l cu lo a r i t ­
mé t i co en tres l ibros, que t r a t a r á n respectivamente de los 
n ú m e r o s enteros, de los fraccionarios y de los incomensu-
rables. 



PRIMERA PARTE. 
ARITMÉTICA DE LOS NÚMEROS ABSTRACTOS. 

S E C C I Ó K P R I M E R A . 

Cálculo aritmético 

LIBRO PRIMERO. 

L O S N Ú M E R O S E N T E R O S . 

CAPÍTULO PRIMERO 

L a n u m e r a c i ó n , 

15. L a n u m e r a c i ó n es la pa r t e de la a r i t m é t i c a que se 
ocupa de la f o r m a c i ó n y e x p r e s i ó n de los n ú m e r o s . 

Los n ú m e r o s enteros se forman por medio de la unidad, 
que se va repitiendo y a g r e g á n d o s e á sí misma. Si á c u a l ­
quier n ú m e r o , ya formado, se le agrega la unidad, se for­
m a r á el n ú m e r o siguiente: como esta o p e r a c i ó n se pueda 
verificar siempre por grande que sea el n ú m e r o , la serie 
natural de los n ú m e r o s es indefinida. 

10. De a q u í la necesidad de un medio convencional y 
s i s t e m á t i c o para poder expresar los n ú m e r o s : este medio 
convencional comprende dos partes: una, la n u m e r a c i ó n 
verbal, ó e x p r e s i ó n de los n ú m e r o s por medio de palabras, 
y otra, la n u m e r a c i ó n escrita, ó e x p r e s i ó n de los n ú m e r o s 
por medio de signos. 



Nosotros expondremos el sistema de n u m e r a c i ó n deci­
mal , que es el adoptado por todos. 

17. La unidad se expresa por la palabra uno, y se l l ama 
el n ú m e r o uno: la r e u n i ó n de uno y uno se l l ama dos: la de 
dos y uno, tres; la de tres y uno, cuatro; la de cuatro y uno, 
cinco; la de cinco y uno, seis; la de seis y uno, siete; la de 
siete y uno, ocho; la de ocho y uno, nueve; la de nueve y 
uno, diez. 

La r e u n i ó n de diez unidades, se considera como una 
nueva unidad, que se dice de segundo orden ó decena, (la 
unidad s imple se dice t a m b i é n de p r i m e r orden) la decena 
es una unidad colectiva y se puede contar por decenas co­
mo se ha contado por unidades. 

Así , la r e u n i ó n de dos decenas, se l lama veinte, la de 
tres, t re in ta , la de cuatro, cuarenta y sucesivamente, c i n ­
cuenta, sesenta, setenta, ochenta y noventa. 

La r e u n i ó n de diez decenas forma el n ú m e r o ciento, 
que se considera como una nueva unidad, que se l l ama cen -
tena ó unidad de tercer orden y se cuenta por centenas, 
como por decenas y unidades. La r e u n i ó n de dos centenas 
es doscientos; la de tres, trescientos y sucesivamente, cua­
trocientos, quinientos, seiscientos, setecientos, ochocientos 
y novecientos. 

La r e u n i ó n de diez centenas forma el n ú m e r o m i l , que 
se considera como una nueva unidad, que se l l ama m i l l a r , 
ó unidad de cuarto orden. Se cuenta por mil lares , como por 
las anteriores unidades. Así tendremos los n ú m e r o s dos m i l , 
tres m i l nueve m i l , diez m i l . El n ú m e r o diez m i l se con ­
sidera como una nueva unidad, que se l l ama decena de 
m i l l a r , ó unidad de quinto orden, con la cual se cuentan 
los n ú m e r o s veinte m i l , t re in ta m i l noventa m i l y cien 
m i l . El n ú m e r o cien m i l forma una nueva unidad, la cen­
tena de m i l l a r , ó unidad de sexto ordeny <ion se ella cuentan 
los n ú m e r o s doscientos m i l , trescientos m i l novecien­
tos m i l . 

La r e u n i ó n de diez centenas de mi l l a r , forma un mil lón, 
que es la unidad de s é p t i m o orden. 



Con los mil lones se forman, como con las unidades 
simples, decenas, centenas, mil lares , decenas de m i l l a r ' y 
centenas de mi l l a r , todas ellas de mi l l ón ; y son los ó r d e n e s 
octavo, noveno y duodéc imo de unidades y se cuenta 
con ellas como con los ó r d e n e s anteriores. 

M i l mi l lares de mi l lón , ó sea un m i l l ó n de mil lones, se 
l l ama billón. El bi l lón es la unidad de orden d é c i m o tercio 
y se forman con ella decenas, centenas, mil lares , decenas 
de m i l l a r y centenas de mi l l a r , con las que se cuenta como 
con las anteriores. 

Un mi l lón de billones forma el t r i l lón y as í sucesiva­
mente. 

18. Desde diez hasta veinte se cuentan los n ú m e r o s i n ­
termedios agregando á la palabra diez las de los nueve p r i ­
meros n ú m e r o s y diciendo por consiguiente: diez y uno 
(once), (*) diez y dos (doce), diez y tres (trece ), diez y cua­
tro (catorce), diez y cinco (quince) , diez y seis, diez y siete, 
diez y ocho, diez y nueve. Desde veinte hastatreintase cuen­
tan los n ú m e r o s intermedios a ñ a d i e n d o á la palabra veinte, 
los nombres de los nueve primeros n ú m e r o s ; as í se conta­
rá : veint iuno, ve in t idós veintinueve. Del mismo modo se 
cuenta de treinta á cuarenta, de cuarenta á cincuenta 
de noventa á ciento. 

\ Desde ciento á doscientos se cuentan los n ú m e r o s i n ­
termedios agregando á la palabra ciento los nombres de los 
noventa y nueve primeros n ú m e r o s y se d i rá : ciento uno, 
ciento dos ciento diez, ciento veinte ciento noventa 
y nueve. Del mismo modo se c o n t a r á entre doscientos y 
trescientos y as í sucesivamente hasta novecientos noventa 
y nueve. 

Entre m i l y dos m i l se c o n t a r á agregando á la palabra 
m i l los nombres de los novecientos noventa y nueve p r ime­
ros n ú m e r o s y lo mismo entre dos m i l y tres m i l y a s í su ­
cesivamente hasta llegar á nueve m i l novecientos noventa 
y nueve. 

(*) El uso lia sustituido las palabras diez y uno, diez y dos,etc., por las once, 
doce, trece, catorce v quinen, por evitar la cacofonía de las primeras. 

9 
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De modo a n á l o g o se cuentan los n ú m e r o s intermedios 

entre diez m i l y veinte m i l , entre veinte m i l y treinta m i l 
entre cien m i l y doscientos m i l y a s í sucesivamente. 

19. De todo lo expuesto se deduce que diez unidades 
simples, ó de p r imer orden forman una decena ó unidad de 
segundo orden: diez decenas forman una centena, ó uni ­
dad de tercer orden y siempre diez unidades de u n orden 
forman la del inmediato superior. 

En v i r t ud de esto se l lama base del sistema de numera­
c ión decimal el n ú m e r o diez, que expresa cuantas unidades 
de un orden se necesitan para formar la del orden inmedia­
to superior. 

Debemos observar que las unidades de cada orden en 
un n ú m e r o son menos de diez, y por consiguiente, son nue­
ve á lo sumo: a d e m á s en un n ú m e r o pueden faltar ciertos 
ó r d e n e s de unidades, que s e r á n precisamente las que no se 
nombran . Así el n ú m e r o trescientos siete, contiene cente­
nas y unidades, pero carece de decenas. 

T a m b i é n conviene observar que se cuenta por un ida­
des, decenas y centenas simples, ó de mi l l a r , ó de mi l l ó n , 
ó de m i l l a r de mi l lón , etc., de suerte que de tres en tres ó r ­
denes se forma una unidad que podemos considerar como 
p r i n c i p a l . 

20. Para la escritura de los n ú m e r o s se han adoptado 
los signos: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
que representan, respectivamente, los nueve pr imeros n ú ­
meros, y se l l aman cifras signijleatioas del sistema. Como 
hemos visto que en todo n ú m e r o las unidades de cada 
orden son menos de diez, la cifras anteriores s e r v i r á n pa­
ra expresar cuantas unidades de cada orden contiene un 
n ú m e r o . Para expresar la falta de unidades de cualquier 
orden se usa el signo: 

0 • 
que se l l ama cero y t a m b i é n c i f ra no significativa, para 
d is t ingui r la de las d e m á s . El cero, por consiguiente, no t ie­
ne valor. 
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21. Se conviene en que: toda c i f ra escrita á la izquierda 

de o t ra representa unidades del orden inmediato superior 
ó diez veces mayores: de este modo el p r imer lugar de Ui de­
recha corresponde á las unidades; el segundo (contando 
hacia la izquierda) á las decenas, ó unidades de segundo 
orden; el tercero á las centenas, ó unidades de tercer orden, 
y en general, cada orden de unidades' ocupa el lugar mar ­
cado por su orden. 

De a q u í resulta que cada cifra tiene dos valores, uno 
absoluto, que, como su nombre indica, es invariable y de­
pende de su figura, y otro relatioo, que es accidental y de­
pende del lugar que ocupa en el n ú m e r o . 

De esto se deduce que las unidades de diferentes ó r ­
denes se e s c r i b i r á n por medio de la unidad seguida de un 
n ú m e r o conveniente de ceros. As i : 

1, 10, 100, 1000, 10000 
s e r á n los n ú m e r o s uno, diez, ciento, m i l , diez m i l 

22. Para escribir un n ú m e r o cuyo enunciado ó expre­
s ión verbal conocemos, consideraremos tres casos: 1.° Que 
el n ú m e r o sea infer ior á m i l . 2.° Que sea. superior á m i l é i n ­
f e r i o r á un mil lón. 3.° Que sea mayor que un mi l lón . 

1. " Si el n ú m e r o que se quiere escribir es inferior á m i l , 
se e s c r i b i r á n p r i m e r o sus centenas, á la derecha de é s t a s 
las decenas, y á la derecha de las decenas, las unidades. Así , 
para escribir el n ú m e r o trescientos veintisiete, escribire­
mos pr imero un 3, por ser tres las centenas, á su derecha 
u n 2, por ser dos las decenas, y á la derecha de é s t a s un 7, 
por ser siete las unidades, de modo que escribiremos 327. 

Si el n ú m e r o carece de decenas ó unidades, se ocupa­
r á n sus lugares con ceros: si no llegase á 100, ó á 10, basta­
r í a n dos, ó una cifra para escribirle. 

2. ° Si el n ú m e r o que se quiere escribir es mayor que 
m i l y menor que un mi l lón , se s u p o n d r á formado por dos 
grupos de unidades principales; uno de unidades simples y 
otro de mil lares: se e s c r i b i r á el grupo de mil lares , que á lo 
sumo t e n d r á tres cifras (unidades, decenas y centenas de 
mi l l a r ) , como se ha dicho en el caso anter ior , y á su derecha 
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dejando un p e q u e ñ o hueco, ó s e p a r á n d o l e po r una coma, el 
yrupo de unidades que t amb ién t e n d r á á lo sumo tres cifras 
í u n i d a d e s , decenas y centenas simples). Por ejemplo, el n ú ­
mero doscientos cuarenta y cinco m i l setecientos t re in ta y 
nueve se e sc r ib i r á : 

245 739 ó 245,739 
Si faltan algunos ó r d e n e s de unidades se o c u p a r á n sus 

lugares con cero, cuya s i t u a c i ó n es muy fácil de determi­
nar en cada grupo. Así: el n ú m e r o doscientos cuarenta m i l 
t re in ta y nueve, se escr ibi rá ' . 

240,039. 
3.° Sí el n ú m e r o es mayor que un mi l lón , se t end rá pre­

sente que los dos grupos de tres cifras de la derecha corres­
ponden á los dos ó r d e n e s principales, unidades y mil lares : 
los dos siguientes á la izquierda, unidades > mil lares de 
de mi l lón , los otros dos m á s á la izquierda, unidades y m i ­
llares de bi l lón, y as í sucesivamente. Por consiguientepard. 
escribir un n ú m e r o mayor que un mi l lón , se escriben p r i ­
mero los y r apos de mil lares y unidades m á s elevados: á la 
derecha de éstos los grupos de mil lares y unidades siguien­
tes descendiendo, y a s í hasta llegar á, los grupos de mil lares 
y u n ida des s i mp les. 

Cuando el n ú m e r o sea muy grande, conviene escribir á 
la derecha y á la parte superior de la cifra de unidades de 
m i l l ó n un 1 p e q u e ñ i t o ; en el mismo lugar y á la derecha 
de las unidades de bi l lón un 2, etc.; y separar por comas 
cada grupo de mil lares del de unidades, ó sea los grupos 
de tres cifras. 

Sea por ejemplo el n ú m e r o : doce billones, doscientos 
cincuenta y seis m i l cuatrocientos diez y siete millones, se­
tecientas ve in t i t r é s m i l doscientas ochenta y siete unidades; 
se e sc r ib i r á : 

12-256,417'723,287. 
Si faltasen algunos ó r d e n e s de unidades, se o c u p a r á n 

sus lugares con ceros: el n ú m e r o setecientos dos m i l siete 
millones, veinticuatro unidades, se e sc r ib i r á : 

702,207'000,024 
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23. Pa ra leer un n ú m e r o cualquiera, se divide en grupos 

de seis ci j ras , poniendo á la izquierda del p r i m e r o un 1, 
como hemos indicado para la escri tura, á la izquierda del 
segundo un 2, etc., se dividen estos grupos cada uno en dos 
de tres cifras p o r medio de comas, se comienza la lectura 
por los grupos superiores leyendo sus centenas, decenas y 
unidades, a ñ a d i e n d o la palabra m i l á los situados á la iz ­
quierda de cada coma y las palabras millones, billones, 
etc., á la t e r m i n a c i ó n de los grupos que tienen á su dere­
cha un 1, un 2, etc. Así el n ú m e r o 

4'-!324,610,0l2)685 
se leerá: cuatro billones, trescientos veint icuatro m i l seis­
cientos diez millones, doce m i l seiscientas ochenta y cinco 
unidades. 

CAPÍTULO IT. 

LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES. 

/ . L a ad ic ión . 

24. Se da el nombre de ope rac ión a l acto por el cual se 
verifica una t r a n s f o r m a c i ó n en un objeto, ó combinac ión de 
objetos. 

Las operaciones m a t e m á t i c a s pueden ser de cálculo, 
c o n s t r u c c i ó n , combinatorias, etc. Por ahora nos l i m i t a r e ­
mos á las operaciones del cá l cu lo , que son: las que tienen 
p o r objeto ha l l a r uno ó muchos n ú m e r o s , que se l laman re ­
sultado, p o r medio de otros que se l lamen datos. 

Dos ó m á s operaciones combinadas forman una ope­
r a c i ó n compuesta: cuando una o p e r a c i ó n indicada se consi­
dera como dato para someterle á o t ra ope rac ión ul ter ior , 
se encierra la ope rac ión indicada en un p a r é n t e s i s . 

Las operaciones fundamentales del c á l c u l o a r i t m é t i c o , 
son: ad ic ión , s u s t r a c c i ó n , mul t ip l i cac ión y divis ión. 

La ad i c ión y m u l t i p l i c a c i ó n son operaciones de com­
pos ic ión : la s u s t r a c c i ó n y d iv is ión de d e s c o m p o s i c i ó n . 

Una o p e r a c i ó n es inversa de otra cuando tiene por da -
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tos el resultado y uno de los datos de la pr imera, y por re­
sultado el otro dato. Más adelante veremos que la sustrac­
c ión es inversa de la ad ic ión , y la d iv is ión , en su a c e p c i ó n 
m á s general, inversa de la m u l t i p l i c a c i ó n . 

La ad ic ión y s u s t r a c c i ó n t a m b i é n se dicen operaciones 
de p r i m e r grado, y la m u l t i p l i c a c i ó n y d iv i s ión áe segundo 
grado. 

25. Adic ión es una ope rac ión que tiene po r objeto reun i r 
en un solo n ú m e r o las unidades de otros varios. (*) 

Los datos de la ad ic ión se l l aman sumandos, el resul­
tado suma y la p r ác t i c a de la o p e r a c i ó n sumar. 

Se indica la o p e r a c i ó n escribiendo el signo + , que se 
lee m á s , entre cada dos sumandos y separando los datos 
del resultado por el signo —. 

Así , siendo los sumandos 4, 7 y 3 escribiremos 
4 + 7 + 3 = 1 4 . 

26. El procedimiento p r i m i t i v o de la a d i c i ó n es a ñ a d i r al 
p r imer sumando las unidadesdel segundo, c o n t á n d o l a s una 
á una, como se ha explicado en la n u m e r a c i ó n ; al resultado 
que se obtenga se a ñ a d e n las del tercer sumando, contadas 
del mismo modo, y as í sucesivamente hasta el ú l t i m o su ­
mando. 

Este procedimiento no es bueno m á s que cuando los 
sumandos son de una cifra ó dígi tos (**) y se llega á hacer 
de memor ia cuando se tiene alguna p rác t i ca en la opera­
c ión: pero para considerar m á s de dos sumandos, se nece­
sita aprender la tabla de sumar, que contiene todas las su­
mas posibles de dos n ú m e r o s d íg i tos . 

Antes de formar la debemos tener presente, que si uno 
de dos sumandos es cero, la suma es igual a l otro sumando; 
propiedad que se deduce inmediatamente de la definición 
de la o p e r a c i ó n . 

Esto supuesto,escribamos en una l ínea horizontal el ce-

(*) Damos una definición que sólo comprende la adición de números enteros, 
pero iremos generalizando cada operación á medida que sea necesario, teniendo 
presente que una operación generalizada contiene la operación nartieular. pero 
como puede perder algunas de sus propiedades, se deben revisar éstas, para con­
servar solamente las que correspondan á la operación generalizada. 

(**) Se llaman dígitos los números de una cifra porque se pueden contar pol­
los dedos. 



- 15 -
ro y los nueve pr imeros n ú m e r o s , debajo c o r r e s p o n d í e n -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 dose con los de la 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 p r i m e r a l ínea , los 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 mismos n ú m e r o s 
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 a u m e n t a d o s cada 
4 5 0 7 8 9 10 11 12 13 uno en una unidad 
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 y se t e n d r á la suma 
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 de los n ú m e r o s de 
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 la p r imera l í nea con 
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 1; debajo se escriben 
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 los n ú m e r o s de la 
segunda l ínea aumentados en una unidad, y se f o r m a r á una 
tercera l ínea , que contiene los de la p r imera aumentados 
en dos unidades: se sigue del mismo modo hasta formar la 
d é c i m a l ínea , que c o n t e n d r á la suma de los n ú m e r o s de la 
pr imera con 9. 

De lo dicho resulta que cada l ínea horizontal contiene la 
suma de los n ú m e r o s de la p r imera l í n e a con el n ú m e r o 
que la comienza, y cada l í n e a vertical contiene la suma del 
n ú m e r o que la comienza con los r í ú m e r o s de la pr imera 
ver t ical . 

La suma 5 + 7, por ejemplo, e s t a r á en la vertical que 
comienza por 5 y en la horizontal que comienza por 7, se rá , 
por consiguiente, el n ú m e r o 12, c o m ú n á las dos l í n e a s . 

27. Pasemos ya al caso general de la ad ic ión , que con­
siste en sumar n ú m e r o s cualesquiera: es tá fundado en las 
siguientes propiedades de la a d i c i ó n . 

I.3 Una suma no se al tera aunque se altere el orden de 
los sumandos. Porque la suma es el conjunto de unidades 
que contienen los sumandos y no v a r í a este n ú m e r o de u n i ­
dades con el orden de los sumandos. 

2.a Dos ó m á s sumandos se pueden sus t i tu i r p o r su su­
ma efectuada. Para esto basta suponer que se colocan los 
primeros (1.a), y que, por consiguiente, por ellos comienza 
la suma. 

Es claro, que inversamente se puede suponer cualquier 
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sumando descompuesto en dos, ó m á s partes, que sumadas 
compongan el sumando. 

28. En v i r t u d de estas propiedades, para sumar n ú m e r o s 
cualesquiera, se les puede suponer descompuestos, cada 
uno de ellos, en unidades, decenas, centenas, mi l lares , etc. 
Suponer d e s p u é s alterado el orden de estos nuevos suman­
dos y sumar unidades con unidades, decenas con decenas, 
centenas con centenas, etc., y reuni r los resultados en un 
solo n ú m e r o . 

Para hacer m á s fácil la ap l i cac ión p r á c t i c a del p r i n c i ­
pio anterior, seguiremos la siguiente: 

REGLA: Pa ra sumar n ú m e r o s cualesquiera, se escriben los 
sumandos unos debajo de otros, de modo que se correspon­
dan unidades con unidades, decenas con decenas, centenas 
con centenas, etc., se t raza una raya debajo de los suman­
dos y se suman los n ú m e r o s de cada columna comenzando 
p o r la derecha; si la suma no llega á diez, se escribe debajo 
de la raya, c o r r e s p o n d i é n d o s e con la columna sumada, y si-
llega ó pasa de diez, se escribe la c i f ra de las unidades de la 
suma y se reservan las decenas p a r a agregarlas á la siguien­
te columna de la izquierda. E l n ú m e r o que a s í resulte s e r á 
la suma pedida. 

Sea sumar los n ú m e r o s 14675, 8344, 24803, 586, se escr i­
b i r á n en co lumna del modo siguiente: 

14675 Lacolumna de las unidades da por suma parcial 
8344 18, escribimos, por consiguiente un 8, que es la cifra 

24803 de las unidades y reservamos, una decena para s u -
586 mar con las decenas (*). 

48408 La co lumna de las decenas da 19 y 1 de la suma 
anterior 20; escribiremos el 0 y reservaremos el 2, que ex­
presa centenas para sumarle con las centenas. Del mismo 
modo, de la suma de las centenas, que es 24, só lo escr ib i ­
mos el 4. De la suma d é l o s mil lares , que es 18, escribimos 

(*) Cuando se sume cada columna conviene, al seguirla con la pluma, nombrar 
solamente las sumas parciales que se obtengan sin nombrar los sumandos. Así, 
no diremos 5 y 4 son 9 y 3 son 12 y 6, 18; sino 5, 9,12,18. De este modo se hace más 
rápidamente la operación y hasta se evitan motivos de equivocaciones. 
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él 8: y por ú l t i m o , escribiremos el 4, que es la suma de las 
decenas de m i l l a r . 

La suma buscada se rá , p u é s , 48408. 
29. Es-fácil observar que si no s u m á s e m o s las co lumnas 

procediendo de derecha á izquierda, no se p o d r í a escribir 
de una sola vez el resultado, sino en el caso de ser todas 
las sumas parciales inferiores á 10. 

La suma de las unidades m á s elevadas se e s c r i b i r á 
completa aunque sea igual ó mayor que 10, porque ya no 
se tienen que reservar las decenas que resulten para 
agregarlas á otra suma parcial . 

30. Prueba de una o p e r a c i ó n es o t ra opei^ación que tiene 
p o r objeto verif icar la exact i tud del resultado obtenido en 
la p r i m e r a . 

Si la prueba y la o p e r a c i ó n e s t á n conformes, tendre­
mos casi certeza de que la o p e r a c i ó n es tá bien hecha, por 
ser b á s t a n l e difícil cometer los mismos errores en la ope­
r a c i ó n y en la prueba: si no e s t á n conformes, h a b r á e q u i ­
vocac ión en la prueba ó en la o p e r a c i ó n y se deben repetir 
ambas con todo cuidado, para que resulten conformes. 

La prueba m á s sencilla de la a d i c i ó n consiste en repe­
t i r la o p e r a c i ó n sumando de abajo á ar r iba , si la p r imera 
vez se ha sumado de ar r iba á abajo. 

T a m b i é n se puede comprobar la suma dividiendo los 
sumandos, en grupos, que se suman separadamente, y s u ­
mando d e s p u é s las sumas parciales obtenidas. 

Este procedimiento se suele emplear como o p e r a c i ó n y 
no como prueba, cuando los sumandos son muchos. 

31. Pa ra sumar sumas indicadas, se f o r m a una suma 
indicada con todos los sumandos de las sumas parciales (*). 

Sean las sumas 5 + 7 + 3 y 4 + 9. 
Si formamos la suma 5 + 7 + 3 + 4 + 9, compuesta de 

los sumandos de ambas sumas, podemos sus t i tu i r los su ­
mandos 5 + 7 + 3 y 4 + 9 por su suma efectuada ( n ú m . 27, 
2.a propiedad), luego podremos escribir 

(*) Es evidenie que también se pueden efectuar las sumas parciales y sumar­
las después. 

o 



(5 + 7 + 3) + (4 + 9) = 5 + 7 -f- 3 + 4 + 9. 
32. S i oarios sumandos aumentan en n ú m e r o s cuales­

quiera, la suma aumenta en la suma de los aumentos de los 
sumandos. 

Sea la suma 5 + 7 + 3 y supongamos que el p r imer s u ­
mando aumente en 4 y el tercero en 9 unidades: se t e n d r á 

(5 + 4) + 7 + (3 - f 9), 
que se p o d r á escribir ( n ú m . 31) s in los p a r é n t e s i s , y s e r á 

5 + 4 + 7 + 3 + 9 , 
sustituyendo ahora los sumandos 5, 7 y 3 por su suma y los 
4 y 9 por la suya ( n ú m . 27, 2.a propiedad) se t e n d r á final­
mente 

( 5 + 7 + 3) + (4 + 9), 
que demuestra la propiedad enunciada, puesto que la suma 
5 + 7 + 3 ha aumentado en 4 + 9. 

En part icular; si sólo aumenta un sumando, la suma au ­
menta en el mismo n ú m e r o que el sumando. 

33. S i se suman miembro á miembro carias igualdades, 
el resultado es una igualdad (*). 

Es evidente que constando del mi smo n ú m e r o de u n i ­
dades los dos miembros de cada igualdad, las dos sumas 
efectuadas c o n s t a r á n t a m b i é n del m i smo n ú m e r o de u n i ­
dades. 

De las igualdades 3 + 9 —-12 y 4 + 5 — 2 + 7, obten­
dremos: 

3 + 9 + 4 + 5 — 12 + 2 + 7. 
Como caso par t icular resulta, que si á los dos m i e m ­

bros de una igualdad se les aumenta en el mismo n ú m e r o , 
los resultados f o r m a n una igualdad, 

34. S i se suman miembro á miembro varias desigualda­
des que se verifican en su mismo sentido (todas del signo X ó 
todas del signo Z.), el resultado es una desigualdad que tiene 
lugar en el mismo sentido que las propuestas. 

Si tenemos 12 X 9 y 18 X 15, la suma 12 + 18 se com­
pone de dos grupos de unidades mayores respectivamente 

(•) Sumar miembro á miembro se dice también sumar ordenadamente. 



- 1 9 -
que los de la suma 9 + 15 de los segundos miembros; luego 
es evidente que se t e n d r á : 

. 12 + 18 X 9 + 15. 
Sisumamos una desigualdad con una igualdad, el resul­

tado es una desigualdad en el mismo sentido, ó del mismo 
signo que la propuesta. 

Si á los dos miembros de la desigualdad 12 X 9 les agre­
gamos los de la igualdad 7 = 7, se f o r m a r á n las sumas 
12 + 7 y 9 + 7, y como es evidente que la pr imera tiene m á s 
unidades que la segunda, se t end rá : 

12 + 7 X 9 + 7 

/ / L a s u s t r a c c i ó n . 

35. L a s u s t r a c c i ó n es una ope rac ión que tiene p o r objeto, 
dados dos n ú m e r o s , aver iguar en cuantas unidades el ma­
yor excede a l menor. 

El mayor de los n ú m e r o s dados se l l ama minuendo, el 
menor, sustraendo; el resultado, resto ó diferencia , y la 
p rác t i ca de la o p e r a c i ó n , restar. 

Se indica la s u s t r a c c i ó n escribiendo el minuendo , des­
p u é s el signo —, que se lee menos, y á c o n t i n u a c i ó n el sus­
traendo, separando los datos del resultado por el signo ==. 

Así , siendo 7 el minuendo y 4 el sustraendo, escribi­
remos: 

7 — 4 = 3. 
37. De la def inición de la s u s t r a c c i ó n se deduce: que la 

suma del sustraendo y del resto es igual a l minuendo, y por 
consiguiente podemos dar t a m b i é n la siguiente def inic ión: 
s u s t r a c c i ó n es una o p e r a c i ó n que tiene por objeto, dados 
la suma y uno de los sumandos, ha l l a r el otro. 

La s u s t r a c c i ó n es, pues, una o p e r a c i ó n inversa de la 
a d i c i ó n . No puede la a d i c i ó n tener otra o p e r a c i ó n inversa 
que la s u s t r a c c i ó n , porque el orden de los sumandos no a l ­
tera la suma. 

Sea la suma 12 = 8 + 4; si el minuendo es 12 y el sus­
traendo 8, se t e n d r á 12 — 8 = 4; pero si cambiamos el or-
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den de los sumandos, 12 = 4 + 8, de modo que siendo 12 el 
minuendo, el sustraendo s e r á 4, y se t e n d r á 12 — 4 — 8. 

El procedimiento elemental p r i m i t i v o de la s u s t r a c c i ó n 
es restar del minuendo las unidades del sustraendo, des­
c o n t á n d o l a s una á una. 

Este procedimiento es practicable cuando el sustraendo 
es un n ú m e r o d íg i to . 

Si el sustraendo es dígi to y el minuendo le excede en 
menos de 10 unidades, se puede hal lar el resto por medio de 
la tabla de sumar ( n ú m . 26). Sea, por ejemplo, restar 8 del 
n ú m e r o 15. Si recorremos descendiendo la l í nea vert ical 
que comienza por 8 hasta encontrar el n ú m e r o 15, vemos 
que se hal la en la l í nea horizantal que comienza por 7, lue­
go la suma de los n ú m e r o s 7 y 8 es 15; entonces si 15 es el 
minuendo y 8 el sustraendo, el resto s e r á 7. 

Aunque el minuendo sea un n ú m e r o cualquiera, si el 
sustrayendo es d íg i to , se adquiere pronto suficiente p r á c t i ­
ca para hacer mentalmente la s u s t r a c c i ó n , por lo cual pa­
saremos á ocuparnos del caso general. 

38. La s u s t r a c c i ó n de dos n ú m e r o s cualesquiera se 
funda en que es una o p e r a c i ó n inversa de la ad i c ión , y en 
el siguiente pr inc ip io : 

E l resto de dos n ú m e r o s no o a r í a cuando se aumentan 
ambos en igual n ú m e r o de unidades. 

Sea, por ejemplo: 7 — 4 = 3, de donde 7 = 4 + 3. 
Si aumentamos los dos miembros de la ú l t i m a igua l ­

dad en 5 unidades, se t end rá : 
7 + 5 = 4 + 3 + 5. 

que se puede escribir ( n ú m e r o 27, 2.a propiedad) 
7 + 5 = (4 + 5 ) + 3 ; 

de donde, considerando las sumas (7 + 5) y (4 + 5) como 
minuendo y sustraendo, se t e n d r á , en v i r tud de la def in i ­
c ión de s u s t r a c c i ó n : 

(7 + 5 ) - ( 4 + 5) = 3 
como se q u e r í a demostrar. 

Para restar n ú m e r o s cualesquiera, supondremos des­
compuestos el minuendo y el sustraendo en sus diferentes 
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ó r d e n e s de unidades y restaremos de las unidades de cada 
orden del minuendo, las correspondientes del sustraendo. 

ICstá fundado este procedimiento en que siendo el m i ­
nuendo la suma de sustraendo y resto, cada uno de sus ó r ­
denes de unidades debe provenir de la suma de los corres­
pondientes en sustraendo y resto. 

Puede ocu r r i r qne alguna de las cifras del minuendo 
sea menor que la correspondiente del sustraendo: porque 
ya vimos ( n ú m e r o 28) que cuando la suma parcial de las 
unidades de a l g ú n orden era mayor que 10, só lo se e sc r ib í a 
la cifra de las unidades y se reservaba la de las decenas 
para agregarla á la suma siguiente; luego es claro que de 
la cifra de las unidades d e ¡ u n a suma parcial no se puede 
restar n inguno de los dos sumandos cuya suma era de dos 
cifras. 

En este caso, para poder efectuar la s u s t r a c c i ó n parcial 
correspondiente, se agregan á la cifra del minuendo 10 u n i -
dadesMe su orden, rebajando luego una unidad la cifra del 
orden siguiente en el minuendo, para que haya compen­
s a c i ó n . 

El p r inc ip io demostrado a r r r iba , permite modificar es­
te procedimiento. Cuando una s u s t r a c c i ó n parcial no es 
posible, se a ñ a d e n 10 unidades de su orden á la cifra del m i ­
nuendo, pero en vez de suponer rebajada en una unidad la 
cifra siguiente del minuendo, se supone aumentada en d i ­
cha unidad la cifra siguiente del sustraendo, y como el m i ­
nuendo y sustraendo han aumentado en n ú m e r o s iguales, 
el resto no v a r í a . 

38 bis. De estos razonamientos se deduce la siguiente: 
REGLA. P a r a restar dos n ú m e r o s cualesquiera, se escri­

be el sustraendo debajo del minuendo, de modo que se co­
rrespondan las unidades de todos los ó r d e n e s ; se t raza de­
bajo de ambos una raya, se resta de cada c i f r a del minuen­
do la correspondiente del sustraendo, comenzando p o r la 
derecha y se escriben los resultados debajo de la raya , de 
modo que se correspondan con las cifras restadas. S i a lgu­
na c i f ra del sustraendo no se puede restar de la correspon-
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diente del minuendo, se a ñ a d e n á és ta 10 unidades y en la 
siguiente s u s t r a c c i ó n pa rc i a l se a ñ a d e una unidad á la c i ­
f r a del sustraendo. El n ú m e r o que as í se forme es el resto 
que se busca. 

Ejemplo: Restar los n ú m e r o s 16427 y 9546, se escr ibi ­
r á n del modo siguiente: 

16427 De la cifra 7 del minuendo, se resta la 6, del sus-
9546 traendo y escribimos debajo la diferencia 1, que s e r á 
6881 la cifra de las unidades del resto. De la cifra 2, dece­

nas del minuendo, no se puede restar la cifra 4, decenas 
del sustraendo, a ñ a d i e n d o á a q u é l l a 10, s e r á n 12, y restan­
do 4^quedan 8, escribiremos^pues, un 8, que s e r á la cifra 
de las decenas del resto. 

Para compensar el aumento de 10 decenas que ha re -
r ibido el minuendo, aumentaremos el sustraendo en una 
centena: por consiguiente, la cifra de las centenas en vez de 
5 s e r á 6, que no se puede restar de 4. que es la cifra de las 
centenas del minuendo; entonces se r e s t a r á de 14, y la dife­
rencia 8, que es la cifra de las centenas del resto la escribi­
remos en el lugar que le corresponde. Por c o m p e n s a c i ó n la 
cifra 9 de los mil lares del sustraendo se aumenta en una 
unidad, y s e r á 10; y restando de 16 mil lares que quedan en 
el minuendo la diferencia 6, es la cifra de los mi l la res del 
resto, y se e s c r i b i r á en el lugar que le corresponde. Luego 
el resto total s e r á 6881. 

39. La prueba m á s sencilla de la s u s t r a c c i ó n consiste 
en sumar el sustraendo y el resto, y la suma debe ser igual 
al minuendo. 

T a m b i é n se puede comprobar restando del minuendo 
el resto, y la diferencia debe ser igual a l sustraendo. 

Debe advertirse que ninguna de estas dos pruebas exige 
escribir nada nuevo. 

40. P a r a restar de un n ú m e r o una suma indicada, se 
resta del n ú m e r o dado el p r i m e r sumando, del resto que 
resulte, el segundo, y as í , sucesivamente hasta restar el ú l ­
t imo. 
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^ Sea el n ú m e r o 48 del cual queremos restar la suma 
4 + 5 + 9 = 18. Es evidente que 

48 — (4 + 5 - f 9) ~ 48 — 18, 
t a m b i é n es evidente que al mi smo resultado se l l ega rá res­
tando del n ú m e r o 48, de una vez las 18 unidades, ó r e s t á n ­
dolas sucesivamente por los grupos parciales contenidos en 
los sumandos 4, 5 y 9 cuya suma es 18. Entonces tendremos: 

48 — (4 + 5 + i») = 48 — 4 — 5 - 9 
41. P a r a restar de un n ú m e r o una diferencia indicada, 

se suma con el n ú m e r o el sustraendo de la diferencia y se 
resta del resultado el minuendo de dicha diferencia. 

Sea el n ú m e r o 20, del cual queremos restar la diferencia 
24— 13, siendo 20 el minuendo y 24 —13 el sustraendo: como 
á los dos n ú m e r o s les podemos aumentar el mi smo n ú m e ­
ro de unidades s in que el resto var íe ( n ú m . 38), aumentando 
á ambos en 13 unidades, tendremos: 
20 — (24 — 13) = (20 + 13) — (24 — 13 + 13) = 20 + 13 — 24, 
como se q u e r í a demostrar. 

42. Pa ra hal lar el resultado de una ope rac ión compuesta 
de adiciones y sustracciones, reuniremo-s en una suma todos 
los sumandos; en o t ra todos los sustraendos y restaremos 
de la p r i m e r a suma la segunda. 

Si queremos efectuar la o p e r a c i ó n compuesta 
4 + 9 — 5 + 6 — 3 — 2 

vemos que el resultado debe formarse reuniendo todas las 
unidades de los sumandos y descontando d e s p u é s las de los 
sustraendos: luego tendremos: 

4 + 9 - 5 + 6 — 3 — 2 = 4 + 9 + 6 — 5 — 3 — 2, 
pero si restamos la suma 5 + 3 + 2 de las unidades conte­
nidas en los sustraendos, se obtiene el mismo resultado 
que si restamos pr imero 5, d e s p u é s 3 y luego:2, ( n ú m . 40): 
por consiguiente se t e n d r á finalmente: 

4 + 9 — 5 + 6 — 3 —2 = (4 + 9 + 6) — (5 + 3 + 2). 
ESCOLIO. De lo dicho en este p á r r a f o y los anteriores 

se deduce: que si un p a r é n t e s i s precedido del signo -—, ó sea 
un sustraendo, contiene operaciones indicadas de sumar, 
ó restar, ó ambas, se pueden sacar los t é r m i n o s del p a r e n -
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fesis cambiando los signos + en ~ y los — én i - , enten­
d i é n d o s e que si el p r imer t é r m i n o in ter ior a l p a r é n t e s i s no 
l leva signo, se debe suponer que tiene el signo + • 

Así : 45—(4 + 7 —8} = 45 — 4 — 7 + 8: 
Es claro que r e c í p r o c a m e n t e para in t roduc i r dentro de 

u n p a r é n t e s i s , precedido del signo — varios t é r m i n o s en­
lazados con los signos + y —, se deben escribir c a m b i á n ­
doles los signos. 

43. S i j e restan miembro á miembro dos igualdades, los 
restos f o r m a n una igualdad. 

Sean las dos igualdades 3 + 9 =z 12, y 4 + 5 = 2 + 7, 
decimos que 

(3 + 9 ) - (4 + 5) = 12 - (2 + 7 ) . 
Los restos (3 + 9) — (4 + 5) y 12 — (2 + 7) son iguales, 

porque sumados con los sustraendos iguales (4 + 5) y 
(2 + 7), producen los minuendos 3 + 9 y 12, que por h i p ó t e ­
sis son iguales. 

En par t icu la r resulta que de los dos miembros de una 
igualdad se puede restar un mismo n ú m e r o y el resultado 
s e r á una igualdad. 

44. S i de los dos miembros de una desigualdad se resta 
un mismo n ú m e r o , los restos f o r m a n una desigualdad en el 
mismo sentido, ó del mismo signo que la propuesta. 

Sea la desigualdad 12 \ . 9: si de los dos miembros resta­
mos el n ú m e r o 7, los restos 12 — 7 y 9 — 7, sumados con u n 
m i s m o n ú m e r o , el 7, dan sumas desiguales, y como uno de 
los sumandos es c o m ú n y el otro diferente, la suma mayor 
tiene que ser la producida por el mayor de los sumandos 
diferentes, luego se t e n d r á : 

' 12 — 7 X 9 — 7 
45. Se l lama complemento a r i t m é t i c o de un n ú m e r o , lo 

que le f a l t a p a r a componer la unidad del orden inmedia ta­
mente superior á su c i f ra m á s elevada. 

Así , el complemento de 7245 es 10000—7245=2755. 
Para efectuar esta s u s t r a c c i ó n se descompone la unidad 

seguida de ceros del modo siguiente: 
10000 = 9990 + 10 
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y el n ú m e r o propuesto en decenas y unidades 

7245 = 7240 + 5 
y se r e s t a r á la cifra de las unidades de 10 y las d e m á s de 9. 

Si el n ú m e r o te rmina en ceros, se considera como cifra 
de las unidades la cifra significativa de orden inferior, y á 
la derecha del resultado se a ñ a d e n tantos ceros como ten­
ga el n ú m e r o dado. 

Así, para hal lar el complemento de 724500, hallaremos 
el de 7245 y le a ñ a d i r e m o s dos ceros, y s e r á 275500. 

Para restar dos n ú m e r o s se puede sumar el minuendo 
con el complemento del sustraendo y restar del resultado 
la unidad del orden inmediato superior á la cifra m á s ele­
vada del sustraendo. 

Sea la diferencia 12489—7245. 
El complemento del sustraendo es 10000—7245=2755; y 

como una diferencia no se altera a ñ a d i e n d o ai minuendo y 
al sustraendo el mismo n ú m e r o , ó n ú m e r o s iguales, ten­
dremos: 

12489 — 7245 = 12489 + 2755 — (7245 + 10000 - 7245), 
ó sea 

12489 — 7245 ~ 12489 + 2755 — 10000 
como se q u e r í a demostrar. 

En la t eo r í a de logari tmos encontraremos aplicaciones 
ú t i l e s de los complementos. 

46. ESCOLIO I . La suma de cero con cualquier n ú m e r o 
es el. mismo n ú m e r o : por consiguiente, si restamos cero de 
cualquier n ú m e r o , la diferencia es el mismo n ú m e r o ; y si 
dos n ú m e r o s son iguales, su diferencia es cero. 

ESCOLIO I I . Hemos supuesto siempre que el minuendo 
es mayor que el sustraendo; pero si q u i s i é r a m o s efectuar 
una diferencia cuando el sustraendo es mayor que el m i ­
nuendo, la o p e r a c i ó n s e r í a a r i t m é t i c a m e n t e imposible. En 
el Algebra interpretaremos el resultado por medio de las 
cantidades y n ú m e r o s negativos. 
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/ / / . La mul t ip l i cac ión . 

47. L a mul t ip l i cac ión es una ope rac ión que tiene po r ob­
jeto repetir un n ú m e r o , que se l lama mul t ip l icando, tantas 
úeces p o r sumando como unidades tiene otro, que se l lama 
mul t ip l icador . 

Et resultado de la m u l t i p l i c a c i ó n se l l ama producto y 
el mul t ip l i cando y mul t ip l icador reciben t a m b i é n el n o m ­
bre á e j a c t o r e s del producto. 

Se indica la m u l t i p l i c a c i ó n escribiendo el m u l t i p l i c a n ­
do, á c o n t i n u a c i ó n el signo x ó. que se lee mult ipl icado por, 
y d e s p u é s el mul t ip l icador , separando los datos del resu l ­
tado por medio del signo = . 

De la definición de la m u l t i p l i c a c i ó n se deduce que se 
puede efectuar la o p e r a c i ó n como una suma. Así: 

12 x 3 = 12 + 12 + 12, 
de donde 

12 x 3 = 36. 
De la definición de la m u l t i p l i c a c i ó n se deduce: que el 

producto es tantas veces mayor que el mult ipl icando, como 
unidades tiene el mul t ip l icador . 

En t é r m i n o s m á s generales podremos definir la opera­
c ión diciendo: la mul t ip l i cac ión es una o p e r a c i ó n que tiene 
p o r objeto, dados dos n ú m e r o s que se l laman multiplicand.o 
y mul t ip l icador , ha l la r un tercer n ú m e r o , que se l lama p r o ­
ducto, que esté formado con respecto a l mult ipl icando como 
el mul t ip l icador es tá fo rmado con respecto á la unidad {*). 

Si el mul t ip l icador es la unidad, el producto es igual a l 
mutipl icando; porque sólo entra una vez por sumando. Si 
el mul t ip l icando es igual á la unidad, el producto es igual 
a i mul t ipl icador; porque e\ sum-dnáo que se repite tantas 
veces como unidades tiene el mul t ip l icador es igual á la 
unidad. Si el mul t ip l i cador es cero, el producto t a m b i é n es 
cero; porque no se puede tomar el mul t ip l icando ninguna 

(*) Más adelante veremos que esta última definición es la única aplicableá los 
números que no son enteros. 



vez por sumando. Si el mul t ip l icando es cero, el producto 
es cero; porque el sumando que se repite es cero. 

Si el mul t ip l icador tiene muchas unidades, es m u y 
penoso formar el producto por medio de la suma como en. 
el ejemplo anterior, por lo cual , para el estudio de esta 
ope rac ión , consideraremos tres casos: -á 

1, ° M u l t i p l i c a r dos n ú m e r o s d íg i tos . 
2. ° M u l t i p l i c a r un n ú m e r o de var ia* cifras p o r un dígi to . 
3 0 , M u l t i p l i c a r dos n ú m e r o s de varias cifras. 
48. PRIMER CASO. Mul t ip l i cac ión de dos n ú m e r o s d íg i tos . 

El producto de dos n ú m e r o s d íg i tos se halla por la 
tabla de mul t i p l i ca r , que es un cuadro que contiene todos 
los productos posibles de dos n ú m e r o s d íg i tos . 

Para formar dicha tabla, se escriben en una l ínea ho­
rizontal los nueve pr imeros n ú m e r o s , debajo se escriben 
las sumas de cada uno de ellos consigo mismo y se ten-
1 2 3 4 5 6 7 8 9 d r á n los productos de los 
2 4 6 8 10 12 14 16 18 nueve pr imeros n ú m e -
3 6 9 12 15 18 21 24 27 ros por 2: sumando los 
4 8 12 16 20 24 28 32 36 n ú m e r o s c o r r e s p o n d i e n -
5 10 15 20 25 30 35 40 45 tes en estas dos l í n e a s 
6 12 18 24 30 36 42 48 54 se f o r m a r á una tercera 
7 14 21 28 35 42 49 56 63 l ínea que contiene los 
8 16 24 32 40 48 56 64 72 nueve pr imeros n ú m e -
9 18 27 36 45 54 63 72 81 ros tres veces, ó sea sus 
productos por 3: sumando los n ú m e r o s correspondientes 
en la p r imera y la tercera l í n e a s , se obtiene una cuarta 
l í n e a q u e c o n t e n d r á los n ú m e r o s de la pr imera cuatro veces, 
y por tanto s e r á su producto por cuatro; continuando del 
mismo modo, sumando cada l ínea que se obtenga con la 
pr imera hasta formar la novena, r e s u l t a r á n l í n e a s que 
c o n t e n d r á n sucesivamente los productos de los nueve p r i ­
meros n ú m e r o s por 5, 6, 7, 8 y 9. 

De lo dicho se infiere que cada l ínea horizontal contie­
ne los productos de los nueve primeros n ú m e r o s por el 
que comienza la l ínea , siendo este ú l t i m o el mul t ip l i cador 
y cada l ínea vertical contiene los productos del n ú m e r o 
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que la comienza por los nueve primeros n ú m e r o s , siendo 
a q u é l el mul t ip l icando . 

El producto 5 x 7, por ejemplo, e s t a r á en la l ínea ve r t i ­
cal que comienza por 5 y en la horizontal que comienza 
por 7, s e r á pues, el n ú m e r o 35, c o m ú n á las dos l í n e a s . 

49. _ 2.° CASO. Mul t ip l i cac ión de un n ú m e r o de varias c i ­
f r a s , mor un díg i to . 

Supongamos que se trate tie mu l t i p l i ca r 6527 por 4. 
Según la definición de la o p e r a c i ó n , se debe repetir 6527 

cuatro veces por sumando, luego se p o d r á hacer del modo 
siguiente: 
6527 De a q u í se deduce que cada cifra del m u l t i p l i -
6527 cando se repite 4 veces, ó mul t ip l i ca por 4, luego 
6527 podremos evitar las sumas formando los p ro -
6527 ductos de axda. extra, ó productos parciales, por 

26108 la tabla de mu l t i p l i ca r . 
Sabemos t a m b i é n que las decenas de cada suma parcial 

se agregan á la suma siguiente: en consecuencia, comenza­
remos la o p e r a c i ó n por la derecha del mul t ip l icando, escri­
biremos solamente la cifra de las unidades de cada producto 
parcial y reservaremos la de las decenas para agregarla 
al producto siguiente. 

En la p r ác t i c a se p r o c e d e r á del modo que se indica en 
la siguiente regla, fundada en los pr incipios anteriores. 

P a r a mul t ip l i ca r un n ú m e r o de carias cifras p o r otro 
de una sola, se escribe el mul t ip l icador c o r r e s p o n d i é n d o s e 
con la c i f ra de las unidades del mult ipl icando y debajo de 
ambos una raya p a r a separarlos del producto: se mul t ip l ica 
cada c i f ra del mult ipl icando p o r el mul t ip l icador , comen­
zando p o r la derecha, se escriben las unidades de cada p r o ­
ducto p a r c i a l debajo de la c i f ra correspondiente en el m u l ­
t iplicando y se a ñ a d e n las decenas que resulten a l producto 
siguiente. El n ú m e r o as í formado s e r á el producto pedido. 

En el ejemplo anterior tendremos: 
6527 La'cifra 8 del producto, resulta de mu l t i p l i ca r 7 

4 por 4, que son 28, se escribe 8 en el si t io de las 
26108 unidades y se reservan las 2 decenas. Después 2 x 4 
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es 8, y las 2 de antes,10, se escribe el Oen el lugar de las de­
cenas y se reservad l , q u e expresa centenas para agregarle 
alproducto siguiente. En seguida 5 x 4 = 2 0 , y i del produc­
to anterior 21; se escribe el 1 y se reserva el 2'. Por ú l t i m o 
6 x 4 = 24, y 2 del producto anter ior 26, que se escribe ocu­
pando el lugar de los mil lares . 

50. TERCER CASO. Mul t ip l i cac ión de dos n ú m e r o s de 
varias cifras. 

La regla general se obtiene considerando antes el pro­
ducto de un n ú m e r o cualquiera por la unidad, ú otra cifra 
significativa seguida de ceros. 

I.0 Pa ra muíé ip l i ca r un n ú m e r o p o r la unidad seguida 
de ceros, basta escribir á la derecha del n ú m e r o tantos ceros 
como siguen á la unidad. 

En efecto: sea mu l t i p l i ca r 6823 por 100. El mul t ip l icando 
expresa 6823 unidades simples, ó de p r imer orden; pero si 
escribimos dos ceros á su derecha se f o r m a r á el n ú m e r o 
682300, que se puede leer 6823 centenas, es decir 6823, unida­
des 100 veces mayores que las unidades simples, luego el 
n ú m e r o 682300 s e r á 100 veces mayor que el propuesto. 

No es tá d e m á s advert ir que cada una de sus cifras ha 
conservado su valor absoluto, pero ha adquir ido un valor 
relativo 100 veces mayor. 

2.° Pa ra mu l t i p l i ca r un entero cualquiera por una ci f ra 
significativa seguida de ceros, se mul t ip l ica el n ú m e r o p o r 
la c i f ra y se agregan á la derecha del producto tantos ceros 
como siguen á la c i f ra significativa. 

Sea mul t ip l i ca r 6823 por 400. Para efectuar la o p e r a c i ó n 
se debe tomar 6823, cuatrocientas veces por sumando, y esto 
se consigue formando 100 grupos de 4 sumandos cada uno: 
pero un grupo de 4 sumandos es 6823 x 4 = 27292, luego 
debemos repetir 100 veces este ú l t i m o n ú m e r o y el producto 
se rá , (l.0) 2729200. 

Consideremos ya el caso general, y sea mul t ip l i ca r 6823 
por 435: tendremos que repetir 6823 cuatrocientas t reinta y 
cinco veces por snmando; lo cual equivale á formar tres 
grupos, uno de 400, otro de 30 y otro de 5 sumandos, ó sea á 
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m u l t i p l i c a r 6823 por 400, por 30 y por 5, y sumar los pro­
ductos. 

La p r á c t i c a de la o p e r a c i ó n se funda en los pr incipios 
anteriores, y se hace por la siguente: 

REGLA. P a r a mul t ip l i ca r dos n ú m e r o s cualesquiera se 
escribe el mult ipl icando ij después el mul t ip l icador , de modo 
q u é se correspondan sus diversos ó r d e n e s ele unidades, y de­
bajo de ambos se traza, una raya p a r a separarlos de los p r o ­
ductos; se mul t ip l ica todo el mult ipl icando por cada una de 
las cifras del mul t ip l icador (como se dijo en el 2.° caso), se 
escribe la p r i m e r a c i f ra de la derecha de cada producto p a r ­
c ia l debajo del mul t ip l icador correspondiente, se suman los 
productos parciales que hayan resultado, y la suma s e r á el 
producto total . 

6823 6823 
_ 435 435 
34115 27292 ~ 

20469 20469 
27292 34115 
2968005 2968005 

Los productos del mul t ip l icando por las cifras 4 y 3 del 
mul t ip l i cador , que expresan centenas y decenas respecti­
vamente, deb í an estar seguidos de dos y un cero, pero no 
hay necesidad de escribirlos, s u j e t á n d o s e á la regla dada 
arr iba , porque las cifras de los productos ocupan los luga­
res que les corresponden y los ceros no alteran la suma. 

En el mul t ip l icando se debe proceder de derecha á iz­
quierda; en el mul t ip l icador se puede proceder t a m b i é n de 
izquierda á derecha y aun en cualquier orden; pero la cos­
tumbre es proceder como en el mul t ip l i cando . 

51. E l producto de dos factores no v a r í a tomando el 
mul t ip l i cador po r mult ipl icando y a l cont ra r io . 

Sea el producto 4 x 3: sabemos que este producto s ign i ­
fica que 4 se ha de repetir 3 veces. Ahora, si descomponemos 
el 4 en sus unidades y escribimos un cuadro que tenga 
3 l í n e a s horizontales de 4 unidades cada una, es evidente 
que este cuadro c o n t e n d r á tantas unidades como 4 + 4 + 4, 
que es el producto de 4 x 3. 



1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

Si en vez de considerar el cuadro por l í n e a s hor izonta-
tales, sumamos por verticales, como son 4 l í neas de 3 u n i ­
dades cada una, es decir 3 + 3 + 3 + 3, el resultado s e r á el 
producto 3 x 4 , luego se t e n d r á finalmente 

4 x 3 = 3 x 4 . 

52. De a q u í se deduce la prueba de la m u l t i p l i c a c i ó n , 
que consiste en repetir la o p e r a c i ó n tomando el m u l t i p l i ­
cando por mul t ip l i cador y al contrar io . 

El mismo teorema permite t a m b i é n elegir como m u l ­
t iplicador el n ú m e r o menor, o el que t é n g a m e n o s cifras 
significativas, y justif ica la d e n o m i n a c i ó n de factores que 
se da al mul t ip l icando y mul t ip l i cador reunidos. 

53. S i se mul t ip l ican , miembro á miembro, dos igualda­
des, los productos f o r m a n una igualdad. 

Porque siendo los mul t ip l icandos y los mu l t i p l i c ado ­
res iguales, se forman los dos productos por medio de su­
mandos iguales repetidos las mismas veces. 

Como caso par t icular resulta que los dos miembros de 
una igualdad se pueden mu l t i p l i c a r por un mismo n ú m e r o 
y los productos s e r á n iguales. 

54. S i se mul t ip l ican , miembro á miembro, una desigual­
dad y una igualdad, los productos f o r m a n una desigualdad 
del mismo signo que la propuesta. 

Sean la desigualdad 12 \ . 9 y la igualdad 7 = 7 . En los 
productos 12 x 7 y 9 x 7 , entran los sumandos 12 y 9, siete 
veces cada uno; luego el p r imer producto s e r á el mayor, 
porque el sumando 12 es mayor que 9, y se t end rá : 

12 x 7 \ . 9 x 7 . 
Este teorema se puede enunciar diciendo: S i se m u l t i ­

p l ican p o r un mismo n ú m e r o los dos miembros de una de­
sigualdad, los productos f o r m a n una desigualdad del mis ­
mo signo que la propuesta. 

55. S i se mul t ip l ican , miembro á miembro, dos desigual-
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dades del mismo signo, los productos f o r m a r á n una des i ­
gualdad del mismo signo que las propuestas. 

Sean las desigualdades 12 2^ 9 y 7 X 5. Los productos 
s e r á n 12 x 7 y 9 x 5; pero en el producto 12 x 7 es tá c o n ­
tenido 12 m á s de 5 veces, que son las que 9 es tá contenido 
en el producto 9 x 5 , luego hay dos motivos para que 12 x 7 
sea mayor que 9 x 5; uno que el sumando 12 es mayor que 
9, y otro que es tá repetido m á s veces: entonces se t e n d r á : 

12 x 7 X 9 x 5 
56. E l producto de dos n ú m e r o s tiene tantas cifras como 

entre los dos factores, ó una menos. 
Sean los dos n ú m e r o s 4372 y 821. Por estar comprendi ­

do el 821 entre 100 y 1000, tendremos: ( n ú m . 54) 
4372 x 821 Z . 4372 x 1000 
4372 x 821 X 4372 x 100; 

pero el producto 4372 x 1000 se obtiene agregando á 4372 
tres ceros, luego tiene tantas cifras como entre los n ú m e r o s 
4372 y 821, y el producto 4372 x 100 una cifra menos: luego 
el de los n ú m e r o s propuestos, que es intermedio entre estos 
dos, t e n d r á necesariamente tantas cifras como uno de ellos. 

57. P a r a mul t ip l i ca r una suma indicada p o r un n ú m e r o , 
se mul t ip l i can todos los sumandos y se suman los p roduc­
tos (*) 

Sea mul t ip l i ca r la suma 4 + 5 + 6 por 3. Mul t ip l i ca r por 
3 es repetir 3 veces por sumando, luego tendremos: 
(4 + 5 + 6 ) x 3 = ( 4 + 5 + 6)+(4 + 5 + 6)+(4 + 5 + 6) 

= ( 4 + 4 + 4 ) + ( 5 + 5 + 5)+(6 + 6 + 6 ) = 4 x 3 + 5 x 3 + 6 x 3 
Conviene observar que como el producto no se altera 

aunque se altere el orden de los factores, t a m b i é n se t e n d r á : 
3 x (4 + 5 + 6 ) - - 3 x 4 + 3 x 5 + 3 x 6 

58. P a r a mul t ip l i ca r una diferencia indicada por un n ú ­
mero, se mul t ip l ican el minuendo y el sustraendo y se restan 
los productos. 

(*) Si tenemos que efectuar una operación compuesta, podemos, si así nos 
conviene, reducirlos datos y operar después ríe simplificados: ahora, por ejem­
plo, podríamos efectuar la suma y multiplicar el resultado por el número; pero 
conviene estudiar las operaciones compuesias, porque ayjai te de su importancia, 
tienen aplicaciones ulteriores de que no se puede prescindir. 
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Sea mu l t i p l i ca r la diferencia 12 —- 7 por 4. Tenemos! 

12 — 7 = 5 de donde 12 = 7 + 5, 

y mul t ip l icando por 4 los dos miembros de la ú l t i m a 
igualdad 

12 x 4 = (7- | -5)4 (*) 

pero ( n ú m , 58) 
(7 + 5) 4 = 7 x 4 + 5 x 4 , 

luego t a m b i é n 

12 x 4 = 7 x 4 + 5 x 4, 

restando de ambos miembros 7 x 4 resulta 

12 x 4 — 7 x 4 = 5 x 4, 

y poniendo en vez de 5 su igual , la diferencia 12 — 7, r esu l ­
t a r á finalmente 

12 x 4 —7 x 4 = (12—7)4, 

conviene observar, como en el n ú m e r o anterior, que t a m ­
bién se t e n d r á : 

4 (12 — 7) = 4 x 12 — 4 x 7. 

59. En v i r t ud de los dos teoremas anteriores, si varios 
sumandos, ó un sumando y un sustraendo tienen un f ac to r 
com ún, se pueden encerrar en un p a r é n t e s i s , prescindiendo 
del f ac to r c o m ú n , que se c o l o c a r á f u e r a como m n í t i p l i c a d o r . 
Así: 

4 x 3 + 5 x 3 + 6 x 3 = (4 + 5 + 6) 3 

12 x 7 — 9 x 7 = (12 — 9) 7. 

60. Pa ra mul t ip l i ca r dos sumas indicadas, se mul t ip l i can 
todos los sumandos de la p r i m e r a p o r cada uno de los de 
la segunda y se suman los productos. 

Sean las dos sumas 5 + 4 + 7 y 2 + G. Efectuando la 
p r imera tendremos: 

(5 + 4 + 7) (2 + 6) = 16 (2' + 6) 
_ _ _ _ _ _ _ = 16 x 2 + 16 x 6 

(*) En lo sucesivo siempre que un factor esté encerrado en un paréntesis, 
prescendiremos del signo de multiplicar. 

5 

J2 
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poniendo ahora en vez de 16 su igual 5 - f 4 - f 7 se t end rá ! 

(5 + 4 + 7 ) (2 + 6) — ( 5 + 4 + 7)2 + (5 + 4 + 7) 6 

y efectuando las operaciones indicadas en el segundo;miem-

bros, r e s u l t a r á finalmente: 

( 5 + 4 + 7)(2 + 6 ) = : 5 x 2 + 4 x 2 + 7 x 2 + 5 x 6 + 4 x 6 + 7 x 6 . 

Producto de varios factores. 

61. Para indicar que un producto de dos n ú m e r o s se ha 
de m u l t i p l i c a r por un tercer factor, lo que resulte por otro 
y a s í sucesivamente, se escriben los factores por su orden 
en una l ínea horizontal s e p a r á n d o l o s p o r medio del 
signo x ó . 

Así : 12 x 3 x 5 x 6, ó bien 12 . 3 . 5 . 6, significa que se 
debe mul t ip l i ca r 12 por 3, el producto que resulte por 5 y lo 
que resulte por 6. 

62. Un producto de varios factores no se al tera, aunque 
se cambie el orden de sus factores. 

Para demostrar este teorema, antepondremos los s i ­
guientes lemas. 

LEMA PRIMERO. Un producto de varios factores no se 
a l tera cuando se pe rmutan los dos ú l t imos factores. 

Sea el producto 3. 5. 4. 2, decimos que es igual á 3. 5. 2.4, 
que es el producto que resulta cambiando el orden de los 
dos ú l t i m o s factores. 

Para efectuar u n producto se comienza mul t ip l i cando 
los dos pr imeros factores, luego por ser 15 = 3.5, tendremos: 

3. 5. 4. 2 — 15. 4. 2. 

Pero: 

15. 4 = 15 + 15 + 15 + 15 

y mul t ip l icando ambos miembros por 2 

15 . 4 . 2 — 15 . 2 + 15 . 2 + 15 . 2 + 15 . 2, 
el segundo miembro se compone de 15 . 2 repetido 4 veces; 
luego s e r á 15 . 2 . 4, y como es igual al p r imer miembro 

15 . 4 . 2 ~ 15 . 2 . 4, 
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ó sustituyendo 15 por su igual 3 . 5, 

3 . 5 . 4 . 2 = 3 . 5. 2 . 4. 

LEMA SEGUNDO. Un producto de varios factores no se a l ­
tera cuando se pe rmu tan dos factores consecutivos. 

Sea el producto 3 . 5 . 4 . 2 . 8 . 7 . Si queremos p e r m u ­
tar los factores 4 y 2, prescindiremos de los factores 8 y 7, y 
tendremos (Lema primero) . 

3 . 5 . 4 . 2 = 3 . 5 . 2 . 4 ; 
y mul t ip l icando los dos miembros de esta igualdad, p r ime­
ro por 8 y luego por 7, se t e n d r á : 

3 . 5 . 4 . 2 . 8 . 7 = 3 . 5 . 2 . 4 . 8 . 7 (*). 

De estos dos lemas se deduce fác i lmen te el teorema ge­
neral. 

Supongamos que en el producto 3 . 5 . 4 . 2 . 8 . 7 se 
quiere que el 4 ocupe el p r imer lugar, p e r m u t á n d o l e suce­
sivamente con los que le anteceden, f o r m a r í a m o s los p ro­
ductos iguales al propuesto 3 . 4 . 5 . 2 . 8 . 7 y 4 . 3 . 5 . 2 . 8 . 7 

Del mi smo modo h a r í a m o s ocupar el segundo lugar á 
otro factor, al 7, por ejemplo, y as í de los d e m á s . 

63. P a r a mul t ip l i ca r un n ú m e r o p o r un producto de va­
rios factores, se f o r m a un producto que contenga el n ú m e r o 
y los d e m á s factores del p r i m e r producto. 

Sea, mu l t i p l i ca r el n ú m . 12 por el producto 4 . 7 . 5 .; la 
o p e r a c i ó n se indica as í : 12 (4 . 7 . 5) .; pero considerando 
efectuado el producto 4 . 7 . 5 ., se puede cambiar el orden 
y tendremos: 

12(4 . 7 . 5) = (4. 7. 5) 12 
En el segundo miembro es inú t i l el p a r é n t e s i s , porque 

para efectuar la o p e r a c i ó n , se mu l t i p l i ca 4 por 7, lo que re­
sulta por 5 y el producto obtenido por 12; suprimiendo, 
pues, el p a r é n t e s i s , resulta: 

12 ( 4 . 7 . 5 ) = 4 . 7 . 5 . 12 = 12 . 4 . 7 . 5. 
64. E n un producto indicado se pueden sus t i tu i r dos ó 

m á s factores, por su producto efectuado. 

(*) Si los factores que se quieie permutar son los dos primeros, también es 
cierto el teorema, puesto que 3 . 5 = 5. ¿f, y no tendríamos más q ue multiplicar 
ambos miembros sucesivamente por 5, 2,3 y 7. 
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Sea el producto 4 . 7. 5 .12. Si queremos sus t i tu i r los 

factores 4 y 12 por su producto efectuado, los colocaremos 
los primeros, y se t e n d r á : 

4 . 7 . 5 . 12 = 4 ..12 . 7 . 5 , 

ó bien efectuando la m u l t i p l i c a c i ó n de 4 por 12 

4 . 7 . 5 . 12 = 48 . 7 . 5. 

Si se quiere, el ú l t i m o producto se puede dejar asi: 
(4 . 12) 7 . 5. 

65. Pa ra mul t ip l i ca r un producto po r un n ú m e r o , se m u l ­
t ip l ica uno cualquiera de los factores. 

En efecto; sea mu l t i p l i c a r el producto 4 . 7. 12 por el 
n ú m e r o 12, tendremos: 

(4 . 7. 5) 12 = 4 . 7 . 5 . 12; , 

pero los factores 7 y 12, por ejemplo, se pueden sus t i tu i r 
por su producto efectuado ( n ú m . 64); luego 

4 . 7 . 5 . 12 = 4 (7 . 12)5; 

ó bien 

(4 . 7 . 5) 12 = 4 (7 . 12) 5. 

66. P a r a mul t ip l i ca r dos productos de varios factores, 
se f o r m a un solo prod,ucto que contenga todos los factores. 

Sea mu l t i p l i c a r el producto 4 . 5 . 9 por 7 . 8. Efectuan­
do el p r imer producto se t e n d r á : 

( 4 . 5 . 9 ) (7 . 8) = r 180 (7 . 8 ) = 180 . 7. 8 ( n ú m . 63), 

y poniendo en vez de 180 su igual 4 . 5 . 9, se t e n d r á f i n a l ­
mente 

(4 . 5 . 9) (7 . 8) = (4 . 5 . 9) 7 . 8 = 4 . 5 . 9 . 7 . 8. 

67. De los teoremas anteriores se deduce que un pro­
ducto de varios factores se puede efectuar de muchos m o ­
dos, que hasta s e r v i r á n de c o m p r o b a c i ó n unos á otros. 

Así: 4 . 5 . 9 . 7 = 20 . 9 . 7 = 20 . 63 = 1260 
4 . 5 . 9 . 7 = 45 . 4 . 7 = 180 . 7 = 1260, etc. 

De estos modos se elige el que la p r á c t i c a sugiera como 
m á s breve. 
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68. Los teoremas anteriores permiten s impl ica r la ope­

r a c i ó n de mu l t i p l i ca r cuando uno ó los dos factores t e r m i ­
nan en ceros. 

Sea, por ejemplo, mu l t i p l i c a r 127000 por 6400, por ser 
127000 = 127 x 1000 y 6400 = 64 x 100, se t end rá : 

127000 x 6400 = 127 x 1000 x 64 x 100 
ó bien ( n ú m . 64) 127000 x 6400 = 127 x 64 x 100000 

La ú l t i m a forma permite efectuar el producto de los n ú ­
meros propuestos mult ipl icando los n ú m e r o s que resultan 
prescindiendo de los ceros y agregando á la derecha del p r o ­
ducto tantos ceros como tienen en tre los dos factores. 

Así : 127000 
6400 

508 
762 

812800000 

Si só lo uno de los factores t e rmina en ceros, se m u l t i ­
p l i can los n ú m e r o s , prescindiendo de los ceros, y se agregan 
éstos á la derecha del producto . 

69. En v i r t u d de los teoremas sobre productos de varios 
factores, es evidente: que el producto que resulta de m,ul t i -
p l i c a r miembro á miembro tres ó m á s igualdades es una 
igualdad, y el producto de tres ó m á s desigualdades del 
mismo signo, ó con alguna igualdad, es una desigualdad del 
mismo signo que las propuestas: quedando as í generaliza­
dos los teoremas de los n ú m e r o s 53, 54 y 55. 

I V . Las potencias. 

70. Se l lama potencia de un n ú m e r o el producto que re­
sulta de varios factores iguales á dicho n ú m e r o . 

Grado de la potencia es el n ú m e r o ordinal que indica 
cuantos factores la producen. Se clasifican por grados: en 
segunda potencia, ó cuadrado, cuando los factores son dos; 
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tercera potencia, ó cabo, cuando son tres; cuar ta potencia, 
cuando son cuatro, y as í sucesivamente. 

Todo n ú m e r o se considera como su p r i m e r a potencia. 
La o p e r a c i ó n de formar potencias recibe el nombre de 

e levación á potencias, y el n ú m e r o que se eleva recibe d i ­
versos nombres, base, r a í z , dignando. El ú l t i m o nombre es 
el menos usado, á pesar de ser el m á s apropiado, porque 
no tiene otra a p l i c a c i ó n en las M a t e m á t i c a s . 

Una potencia se indica escribiendo á la derecha y á la 
parte superior del dignando, ó base, otro n ú m e r o de menor 
t a m a ñ o , que expresa las unidades de su grado, y se l l ama 
exponente. 

Así , la cuarta potencia de 5 se indica 5* y se lee 5 ele­
vado á la cuarta potencia. 

El exponente de la pr imera potencia es la unidad y no 
se escribe. 

71. De la definición de potencia se deduce: 
1. ° Que las potencias de la unidad son la unidad. 
2. ° Que las potencias de 10 son la unidad seguida de 

tantos ceros como unidades tiene el exponente. 

ASÍ: io2 — ioo, 10' — IOOO, io ' i= - IOOOO 

72. -Ŝ ' se elevan á una misma potencia los dos miembros 
de una igualdad el resultado es o t ra igualdad. 

Es un caso par t icular del teorema n ú m e r o 69 sobre el 
producto de igualdades. 

73. S i se elevan á una misma potencia los miembros 
de una desigualdad, el resultado es o t r a desigualdad del 
mism,o signo que la p r i m e r a . 

Es un caso par t icular del producto de desigualdades del 
m i smo signo ( n ú m e r o 69.) 

74. E l producto de dos potencias de un mismo n ú m e r o 
es o t ra potencia de dicho n ú m e r o , cuyo exponente es la 
suma de los exponentes. 

Sea mul t ip l i ca r 54 por 53. En 5' entra el factor 5 cuatro 
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veces, y en 53 entra tres veces; luego en el producto 54 x 53 
e n t r a r á 4 veces m á s 3 veces, y se t e n d r á 

54 x = 54 + 3 
75. Para elevar una potencia á o t r a potencia, se m u l t i ­

p l ican los exponentes, dejando la misma base ó dignando. 
Sea elevar al cubo 54. El factor 54 se debe repetir 3 ve­

ces, luego se t end rá : 

(54 ) 3 = r 54 x 54 x 54 : = 54 + 4 - M 

ó bien por ser 4 + 4 + 4 = : 4 . 3 
(54)3 = 54 • 3 

76. P a r a elevar un producto á una potencia, se elevan 
todos sus factores á dicha potencia. 

Sea elevar al cubo el producto 5 x 2 x 7, se t e n d r á : 
(5 . 2 . 7)3 = (5 . 2 . 7) (5 . 2 . 7) (5 . 2 . 7) 

pero en v i r tud de los teoremas n ú m e r o s 62 y siguientes, el 
segundo miembro es igual á 

5 . 5 . 5 . 2 . 2 . 2 . 7 . 7 . 7, ó sea á 53 . 23 . 73 
luego se t e n d r á : 

(5 . 2 . 7)3 = 53 . 23 . 73 
Si los factores estuvieran elevados á alguna potencia, 

el teorema se verif icar ía lo mismo. Así: 
(52 . 2 . 74)3 = (52)3 23 (74)3 

y como el segundo miembro es igual á 52 • 3 23 . 74 •3 ( n ú m e -
mero 75), t a m b i é n se tiene 

(52 . 2 . 74) = 52 •3. 23 . 74 •3 

V. L a d iv i s ión . 

77. La divis ión es una ope rac ión que tiene p o r objeto ha­
l la r cuantas veces, un n ú m e r o dado, que se l lama d iv iden­
do, contiene á otro n ú m e r o , t ambién dado, que se l lama d i ­
visor. 

El n ú m e r o de veces que el dividendo contiene al d i v i -
sorjse l l ama cociente Al dividendo y divisor se los suele 
llamav t a m b i é n t é r m i n o s de la divis ión. 

La d iv is ión se indica con el signo : , que se lee dividido 
por, colocado entre el dividendo y divisor. 
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Si el dividendo es 12 y el divisor 4, escribiremos 12 : 4. 
Se indica t a m b i é n la d iv is ión escribiendo el divisor de­

bajo del dividendo y s e p a r á n d o l o s por una raya hor izon-

12 
ta l . Así : —. 

4 

78. De la def inición de la d iv i s ión , se deduce que se pue­
de efectuar por sustracciones sucesivas. 

Sea d iv id i r 22 por 4. 
22 Restando 4 de 22 quedan 18: restando 4 

4 de 14 quedan 10: restando 4 de 10 quedan 6; 
18 y por ú l t i m o , restando 4 de 6 quedan 2. C o m o 
4 este ú l t i m o resto es menor que 4, no se pue-

14 den efectuar m á s sustracciones. 
4 Hemos hecho 5 sustracciones; entonces el 

10 dividendo 22 contiene al divisor 4 cinco veces; 
4 luego el cociente es 5. El ú l t i m o resto recibe el 
6 nombre de resto ó residuo de la d iv i s ión . 
4 Como al residuo se llega cuando ya no se 
2 puede restar el divisor , deducimos que el ca ­

r á c t e r del resto ó residuo es ser menor que el divisor . 

El anter ior a n á l i s i s demuestra que si se toma 5 veces 
por sumando el divisor 4, ó lo que es lo mismo, si se m u l ­
t ipl ica 4 por 5 y al producto se agrega el residuo 2, el resu l ­
tado s e r á igual al dividendo 22. 

De suerte: que el dividendo es igual a l producto del d i v i ­
sor p o r el cociente m á s el residuo. 

No se necesita modificar este enunciado cuando el re­
siduo sea cero (como hubiera sucedido, por ejemplo, si el 
dividendo en vez de 22 hubiese sido 20); pero entonces como 
el sumando cero no altera suma, se verifica en este caso: 
que el dividendo es igual a l producto del divisor por el co­
ciente. 

Cuando el residuo es cero, la d iv i s ión se dice exacta; 
cuando no es cero, inexacta. 

La d iv i s ión exacta se puede definir diciendo: que eé una 
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operac ión que tiene po r ob eto, dados un producto y uno de 
ios factores, ha l la r el otro (*). 

Un n ú m e r o se dice divisible por otro cuando el cocien­
te de su divis ión es exacta; como el dividendo resulta en­
tonces de mul t ip l i ca r el divisor por el cociente, se l l ama 
t a m b i é n múl t ip lo . El n ú m e r o que divide á otro exactamen­
te se dice, respecto á este otro, divisor, submúl t ip lo , f ac to r 
y parte a l í cuo t a . 

Los m ú l t i p l o s que resultan de mu l t i p l i ca r por 2, 3, 
4, etc., se l laman duplo, t r ip lo , cuadruplo, etc. 

Cuando los divisores son 2, 3, 4, etc., los cocientes se 
l laman mitad , tercio, cuarto, etc. 

79. A l efectuar la d iv is ión por susti'acciones vemos que 
si es exacta, el divisor hace el papel de mult ipl icando y el 
cociente de mul t ip l icador . Pero se pueden inver t i r los pa­
peles de uno y otro; porque la d iv is ión exacta se puede de­
finir diciendo: que tiene por objeto d i v i d i r un n ú m e r o en 
tantas partes iguales como unidades tiene ot ro: cada una de 
estas partes es igual al cociente; luego és te hace el papel 
de mult ipl icando. 

La d iv is ión exacta (**) es una o p e r a c i ó n inversa d é l a 
m u l t i p l i c a c i ó n , puesto que se halla un factor cuando se co­
nocen el producto y el otro factor. 

La o b s e r v a c i ó n que acabamos de hacer sobre el c a m ­
bio de papeles de divisor y cociente, nos hace presumir que 
la m u l t i p l i c a c i ó n no tiene m á s que una ope rac ión inversa.; 
pero el teorema que dice que el producto no se altera cuan­
do se toma el mul t ip l icando por mul t ip l icador y és te por 
mul t ip l icando lo demuestra. 

Si de la o p e r a c i ó n directa 
4 x 8 = 32 se deduce la inversa 32 : 4 == 8, 

como se tiene 
4 x 8 = 8 x 4 — 32 t a m b i é n se t e n d r á : 32 : 8 = 4. 

(*) Más adelante veremos que esta deflnición es aplicable a torios los casos de 
la división, aunque no se trate de númei'os enteros. Xo la hemos tomado como 
punto de partida, porque en este capítulo no podemos ocuparnos del cociente 
completo de la división, que en general es fraccionario, y el cociente entero por en 
divisor en la división inexacta es menor que el dividendo. 

('*) Refiriéndose al cociente completo, la.di visión siempre es una operación in 
versa de la multiplicación. 

6 
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80. De la definición de la d iv i s ión se deduce! 
1A S í el divisor es igual á la unidad, el cociente es igual 

a l dividendo. 
2. ° S i el divisor es igual a l dividendo, el cociente es igual 

á la unidad. 
3. ° S i el dividendo es cero, el cociente t ambién es cero (*). 

Supondremos en todo este a r t í c u l o que el dividendo es 
igual , ó mayor que el divisor, pues en el caso contrar io no 
le c o n t e n d r í a , una vez cuando menos. 

81. Cuando el dividendo contiene al divisor muchas ve ­
ces, la d iv is ión no se efectúa por sustracciones del modo i n ­
dicado en el n ú m . 78: para evitar aquel procedimiento, que 
s e r í a m u y largo, estudiaremos en la o p e r a c i ó n los casos s i ­
guientes. 

1. " Que el divisor y el cociente tengan una sola c i f ra . 
2. ° Que el divisor tenga varias cifras y el cociente una 

sola. 
3. ° Que el divisor y el cociente tengan varias cifras. 

82. PRIMER CASO. Que el divisor y el cociente tengan 
una sola c i f r a . 

En este caso el divisor mul t ip l icado por 10, ó sea segui­
do de un cero, debe ser mayor que el dividendo; luego este 
n ú m e r o tiene que ser inferior á 90, que es el producto del 
mayor n ú m e r o de una cifra por 10. 

Sea d iv id i r 48 por 6. El cociente es menor que 10, por­
que 6 x 10 — 60. Ahora bien; si en la tabla de mu l t i p l i ca r 
( n ú m . 48) recorremos, descendiendo, la l í nea vert ical , que 
comienza por 7, encontraremos en la octava l ínea hor izon­
tal el n ú m e r o 48, que por la fo rmac ión de la tabla sabemos 
que es el producto 6 x 8 , luego el cociente de la d iv is ión 
s e r á 8. 

Si tenemos que d iv id i r 53 por 6; descendiendo en la ver­
t ical que comienza por 6, vemos que 53 es tá comprendido 
entre 48 y 54, que son los productos de 6 por 8 y por 9; lue-

(•) En el Algebra estudiaremos los casos en q ue el divisor, ó el dividendo y el 
divisor á un tiempo, son Iguales áceio. 
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g o l a d ivis ión es inexacta, el cociente es 8 y el resto es 5, 
porque este n ú m e r o es la diferencia entre 53 y 48. 

Esta o p e r a c i ó n se llega á efectuar mentalmente al cabo 
de cierta p rác t i ca . 

83. SEGUNDO CASO. Que el divisor tenga varias cifras y 
el cociente una sola. 

Para que el cociente tenga una sola cifra, se necesita 
que a ñ a d i e n d o un cero al divisor el resultado sea mayor 
que el dividendo. 

Sea, d iv id i r 2537 por 692. El n ú m e r o 6920, producto del 
divisor por 10, es mayor que el dividendo 2537; luego el co­
ciente s e r á menor que 10, y por consiguiente no t e n d r á 
m á s que una cifra. 

El dividendo es igual ó mayor que el producto del d i ­
visor por el cociente, luego t a m b i é n s e r á igual ó mayor que 
el producto de la cifra de orden m á s elevado en el divisor, 
por el cociente: entonces si dividimoss2537, que es el d i v i ­
dendo, por 600, que es la cifra de orden m á s elevado en el 
divisor, el cociente que se obtenga s e r á igual ó mayor que 
el verdadero. 

El producto de 600 por una cifra de unidades te rmina 
en dos ceros, ó es un n ú m e r o exacto de centenas, luego 
debe estar contenido en las centenas del dividendo, y por 
tanto para hal lar la cifra del cociente b a s t a r á d iv id i r 2500 
por 600, ó sea. 25 centenas por 6 centenas: esta d iv i s ión 
da el mismo cociente que 25 unidades por 6 unidades; por­
que es evidente que 25 centenas contienen á 6 centenas las 
mismas veces que 25 unidades á 6 unidades. Ahora, por lo 
dicho en el caso anterior, sabemos hal lar el cociente de 25 
entre 6, que es 4: como este cociente puede ser mayor que 
el verdadero; para comprobarle, se mu l t i p l i ca el divisor 
692 por 4 y resulta el producto 2768, que no se puede restar 
del dividendo, que es 2537; entonces la cifra 4 es grande. 

Rebajando una unidad, el cociente se rá 3; el producto de 
692 por 3 es 2076, que ya es menor que el dividendo 2537, 
luego la cifra 3 es buena. El residuo de esta d iv i s ión es 461 
y se hal la restando 2076 de 2537. 



De lo expuesto se deduce la siguiente: 

REGLA. Para d i v i d i r dos n ú m e r o s de varias cifras, 
cuando el cociente tiene una. sola c i f ra , se dividen, por la c i ­
f r a de orden m á s elevado en el divisor, las unidades de 
igual orden en el dividendo (la pr imera ó las dos pr imeras 
cifras de la izquierda) // se obtiene un cociente igual ó ma­
yor que el verdadero. Se multiplica, el cociente obtenido p o r 
el divisor, y s i el producto se puede restar del dividendo, se 
hace la s u s t r a c c i ó n , y el resto será, el residuo de la d iv is ión: 
si el producto del divisor por la c i f ra del cociente es mayor 
que el dividendo, se rebaja el cociente una unidad; si t odav ía 
fuese mayor dicho producto, se rebaja nuevamente otra u n i ­
dad, y asi se c o n t i n ú a rebajando hasta que el producto del 
divisor p o r el cociente sea menor que el dividendo y la sus­
t r a c c i ó n se pueda efectuar. 

Se acostumbra á escribir los datos y el resultado de la 
o p e r a c i ó n del modo siguiente: 

692 84. Ordinariamente se e fec túan la 
3 m u l t i p l i c a c i ó n y la s u s t r a c c i ó n al m i s ­

mo tiempo: para esto se agrega á cada 

2537 
2076 

461 

2537 
461 

cifra.del dividendo tantas veces 10 como se necesite para 
poder efectuar la s u s t r a c c i ó n del producto parcial corres­
pondiente, y al obtener el producto parcial siguiente se le 
a ñ a d e n , para que haya c o m p e n s a c i ó n , otras tantas u n i ­
dades. 

En el ejemplo anterior tendremos: 

692 Diremos 3 por 2 es 6 á 7 va 1, que es-
3 cr ib imos, 3 por 9 es 27, que no se pue­

de restar de 3, a ñ a d i r e m o s á esta cifra 30, para que de la 
suma que es 33, se pueda restar 27, y diremos de 27 á 33 van 
6, escribimos el 6, y para compensar el aumento de 30 de­
cenas que ha recibido el dividendo, que es un minuendo, 
tendremos que a ñ a d i r 3 centenas al producto parcial s i ­
guiente, que expresa centenas, y diremos 3 por 6 es 18 y 3 
son 21, á 25 van 4, y escribiendo esta cifra, el residuo que 
queda es 461. 
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85. La cifra del cociente no se debe escribir sin tener se­

guridad de que es buena, y por tanto se deben efectuar los 
productos y sustracciones parciales mentalmente , pero 
teniendo presente que la ú l t i m a s u s t r a c c i ó n se ha de po­
der hacer sin a ñ a d i r nada al dividendo. 

Por evitar la o p e r a c i ó n mental completa se suele co­
menzarla por la izquierda. 

En nuestro ejemplo podremos decir: 25 entre 6 á 4; 4 
por 6 son 24 á 25 va i , con el 3 siguiente 13; 4 por 9 son 36, 
que no se puede restar de 13, luego la cifra 4 es grande. Re­
ba j ándo l a una unidad, diremos: 25 entre 6 á 3; 3 por 6 son 
18 á 25 van 7, que son centenas, ó 70 decenas, y como el 
producto parcial siguiente no puede llegar á 30 decenas 
(por ser 3 la cifra del cociente), la cifra 3 no puede ser 
grande. La cifra 4 era grande y 3 no lo es, luego esta cifra 
es buena. 

Esta o p e r a c i ó n mental se l lama tanteo; se puede sus­
pender y dar por buena la cifra del cociente (si la i nme­
diata superior es grande) cuando en una s u s t r a c c i ó n par­
cial se obtenga un resto igual ó mayor que la cifra t an­
teada (*). 

86. TERCER CASO. Que el divisor y el cociente tengan 
varias cifras. 

Se sabe que el cociente tiene varias cifras, cuando el d i ­
videndo es igual ó mayor que el divisor seguido de un cero, 
porque entonces el cociente s e r á igual ó inayer que 10, y 
por consiguiente t e n d r á dos cifras, cuando menos. 

Sea, el dividendo 224617 y el divisor 583. Se ve inmedia­
tamente que el dividendo es mayor que 5830, luego el co­
ciente es mayor que 10, y por consiguiente t e n d r á varias 
cifras. 

Si a ñ a d i m o s ahora á la derecha del divisor dos y tres 
ceros sucesivamente, tendremos: 

224617 X 58300 y 224617 583000 

(*) Si la cifra tanteada es un 3 por ejemplo y se llega al resto 3. colocándonos 
en el caso más desfavorable, que es que todas las cifras siguientes en el dividen­
do sean ceros y en el divisor nueves, el producto 9x3 = 27, se podrá restar de 30 
y volverá á dejar el resto 3, luego la cifra 3 no puede ser grande. 
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lo que patentiza que el cociente es mayor que 100 y menor 
que 1000, t end rá , pues, tres cifras, que s e r á n centenas, de­
cenas y unidades. 

La pr imera de las dos desigualdades anteriores nos 
hace ver que el dividendo es mayor que 583 centenas: para 
que se verifique, se necesita y basta que las 2246 centenas 
del dividendo formen un n ú m e r o igual ó mayor que 583 
centenas; porque si fuese menor, para igualar á 583 cente­
nas, h a b r í a que a ñ a d i r l e cuando menos una centena y bas­
ta aumentarle en 17 unidades, para que forme un n ú m e r o 
mayor que 583 centenas, ó 58300 unidades. 

La segunda de las dos desigualdades indica que el d i ­
videndo es menor que 5830 centenas, y se verifica, con m á s 
motivo, si prescindimos de las 17 unidades del dividendo y 
se t e n d r á 224600 Z . 583000. 

De estas consideraciones se deduce: que si separamos 
de la izquierda del dividendo un n ú m e r o de cifras suficiente 
p a r a contener a l divisor, pero s in llegar á contenerlo diez 
veces, el orden marcado p o r la c i f ra de la derecha en la p a r ­
te separada del dividendo es el mismo que el de la c i f ra de 
orden superior en el cociente. 

87. S i separamos de la izquierda del dividendo tantas c i ­
f r a s como se necesiten p a r a contener al divisor, pero sin l le­
gar á contenerlo diez veces, el cociente del n ú m e r o asi f o r ­
mado p o r el divisor, es la c i f ra de orden superior del co­
ciente. 

Sea, el dividendo 224617 y el divisor 583. Separemos de 
la izquierda del dividendo el n ú m e r o 2246 que contiene al 
divisor, pero menos de 10 veces; como la cifra de la dere­
cha expresa centenas, la cifra de orden superior del cocien­
te, t a m b i é n expresa centenas ( n ú m . 86). Si d iv id imos 2246 
por 583 (por l a regla del n ú m . 83), se halla el cociente 3, 
y vamos á demostrar que esta cifra es la de las centenas 
del cociente pedido. 

El producto de 583 por 3 se puede restar de 2246, luego 
del m i smo modo se p o d r á restar el producto de 583 un ida -
dades por 3 centenas de 2246 centenas, y con m á s mot ivo 
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de 2246 centenas m á s 17 unidades, ó sea de todo el d iv iden­
do; luego el cociente es, cuando menos, igual á 300. 

El producto de 583 por 4 es mayor que 2246, y del m i s ­
mo modo 583 por 4 centenas es mayor que 2246 centenas; 
luego dicho producto excede á este n ú m e r o , cuando me­
nos en una centena; entonces es t a m b i é n mayor que 2246 
centenas m á s 17 unidades, que es todo el dividendo; luego 
el cociente no llega á 400. 

De lo cual resul ta que estando comprendido el cocien­
te entre 300 y 400, su cifra de las centenas es necesaria­
mente un tres. Conforme con el enunciado. 

88. Pasemos ya á efectuar la d iv i s ión de 224617 por 583. 
Dispongamos la o p e r a c i ó n como en el segundo caso ( n ú ­
mero 83). 
224617 
1749 
49717 
4664 

583 Si separamos de la izquierda del 
385 dividendo el n ú m e r o 2246 y le d i v i d i ­

mos por 583, hal lamos el cociente 3, 
que s e r á la cifra de las centenas del 

3077 
29X5 cociente ( n ú m . 87). 

1Q2 Mul t ip l iquemos ahora 583 por 3 
centenas y el producto e x p r e s a r á centenas; luego restan­
do este n ú m e r o de las centenas del dividendo, la diferencia, 
que es 497, t a m b i é n e x p r e s a r á centenas, y si le a ñ a d i m o s 
las 17 unidades del dividendo, el n ú m e r o 49717 es el exceso 
del dividendo sobre el producto del divisor por 300. 

E l dividendo, s e g ú n esto, se compone de 300 veces el 
divisor m á s 49717; de suerte que para conclu i r de de termi­
nar el cociente necesitamos hal lar cuantas veces 49717 con­
tiene á 583, ó sea d iv id i r 49717 por 583. 

Aplicando los razonamientos anteriores, se deduce 
que para d iv id i r estos n ú m e r o s se debe separar de la i z ­
quierda del dividiendo el n ú m e r o 4971, y como expresa de­
cenas, si le d iv id imos por 583, el cociente 8 s e r á la cifra de 
las decenas; m u l t p l i c á n d o l a por el divisor y restando el 
producto 4664 decenas de 4971, el resto s e r á 307 decenas. 

A ñ a d i e n d o á este n ú m e r o las 7 unidades del dividendo, 
se obtienen 3077 unidades, que s e r á n el exceso de 49717 so-



224617 
4971 

3077 
162 

bre 80 veces el divisor; el problema queda ya reducido á 
hal lar el cociente de 3077 por 583. 

Hecha la d iv i s ión , resulta que el cociente, 5, es la cifra 
de las unidades; m u l t i p l i c á n d o l a por el divisor y restando 
el producto de 3077, queda un resto de 162 unidades. 

Resumiendo lo que hemos dicho, resulta que el d i v i ­
dendo contiene al divisor 300 m á s 80 m á s 5 veces, ó sea 385 
veces y a d e m á s un exceso de 162 unidades; luego el co­
ciente s e r á 385 y el resto 162. 

Los n ú m e r o s 2246, 4971 y 3077 que han sido los d i v i ­
dendos para determinar cada una de las cifras del co­
ciente, se l l a m a n dividendos parciales; cada una de las ope­
raciones de d iv id i r , d iv is ión parc ia l , y los n ú m e r o s 497, 
307 y 162 son los restos de las divisiones parciales; el ú l t i -
t i m o t a m b i é n se l l ama residuo. 

583 La m u l t i p l i c a c i ó n y s u s t r a c c i ó n que 
se e fec túan en cada d iv i s ión parcial 
pueden hacerse al m i s m o t iempo, 

s e g ú n se indicó ( n ú m . 84) 
A la derecha de cada resto hemos escrito antes todas 

las cifras no consideradas a ú n en el dividendo, pero no hace 
falta escribir m á s que la siguiente por ser la que con el 
resto forma el dividendo parcial . 

De estas consideraciones deducimos la siguiente: 
REGLA. Pa ra d i v i d i r dos n ú m e r o s , cuando el cociente 

tiene varias cifras, se separan de la izquierda del dividendo 
las cifras que se necesiten p a r a contener a l divisor sin l l e ­
gar á contenerlo diez veces (tantas cifras como tiene el d i ­
visor, ó una m á s s i consideradas como unidades simples 
fo rman un n ú m e r o menor que el divisor), el n ú m e r o f o r ­
mado s e r á el p r i m e r dividendo pa rc i a l , se divide p o r el d i ­
visor y se t e n d r á la c i f ra m á s elevada del cociente; se m u l ­
t ipl ica esta c i f ra p o r el divisor y el producto se resta del d i ­
videndo pa rc i a l ; á la derecha del resto se escribe la c i f ra 
siguiente en el dividendo y se o b t e n d r á el segundo d iv iden­
do p a r c i a l ; se divide por el divisor y se tendrá , la segunda c i ­
f r a del cociente, que se escribe á la derecha de la p r i m e r a ; 
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sé mul t ip l ica esta c i f ra p o r el divisor y el producto se resta 
del segundo dividendo p a r c i a l ; con el segundo resto se p r o ­
cede como con el p r i m e r o , continuando la ope rac ión hasta 
obtener la ú l t ima ci f ra del cociente y el ú l t imo resto, que en 
el caso de ser la divis ión exacta, es cero. 

E l divisor excede á cada resto cuando menos en una 
unidad, luego a ñ a d i e n d o una cifra á la derecha de cada 
resto, resulta u n dividendo parc ia l que necesariamente es 
menor que 10 veces el divisor; pero puede suceder que sea 
t a m b i é n menor que una vez el divisor , y entonces se es­
cribe cero en el cociente y se forma el siguiente dividendo 
parcial , a ñ a d i e n d o a l precedente la cifra que sigue en el 
dividendo. 

89. Si el divisor no tiene m á s que una cifra, se abrevia 
la d iv is ión haciendo las operaciones mentalmente s in es­
c r ib i r los restos y dividendos parciales, pero colocando 
las cifras del cociente en los lugares que les correpondan. 

Sea d iv id i r 43169 entre 8. Dispondremos la o p e r a c i ó n 
del modo siguiente: 
43169 8 Diremos: 43 entre 8 á 5 y sobran 3; 

1 5396 31 entre 8 á 3 y sobran 7; 76 entre 8 á 9 
y sobran 4; 49 entre 8 á 6 y sobra 1. 

90. La prueba de la d iv i s ión consiste en m u l t i p l i c a r el 
cociente por el divisor y sumar el residuo con el producto 
y el resultado debe ser igua l al dividendo ( n ú m . 78.) 

Si el residuo es cero, el dividendo es igual al producto 
del divisor por el cociente, luego cuando la d iv i s ión es exac­
ta, t a m b i é n se puede comprobar tomando el cociente por 
divisor y debe resul tar para cociente el divisor p r i m i ­
t ivo. 

91. El n ú m e r o de cifras del cociente es igual al de d i v i ­
dendos parciales; el p r imer dividendo parc ia l se forma 
tomando de la izquierda del dividendo tantas cifras como 
se necesiten para contener al divisor, pero menos de 10 ve­
ces, y cada uno de los d e m á s dividendos, a ñ a d i e n d o á cada 
resto una de las cifras que quedaron á la derecha del p r i ­
mer dividendo parcial ; luego el n ú m e r o de cifras del co-
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c íen te é s una m á s que las que quedan á la d e r é c h a del p r i ­
mer dividendo parc ia l . 

Ahora; si el p r imer dividendo parcia l tiene tantas cifras 
como el divisor, á su derecha quedan tantas cifras como 
indique la diferencia entre los n ú m e r o s de cifras del d i v i ­
dendo y divisor: en este caso el cociente tiene una cifra m á s 
que dicha diferencia. 

Si el p r i m e r dividendo parcial t iene una cifra m á s que 
el divisor, el n ú m e r o de cifras que quedan á su derecha es 
igual á la diferencia antes citada menos una, y como el co­
ciente tiene una cifra m á s , t e n d r á tantas como dicha dife­
rencia. 

Resumiendo lo dicho: E l n ú m e r o de cifras del cociente 
es igual á la diferencia de los n ú m e r o s de cifras del d i v i ­
dendo y divisor, ó una m á s . 

92, La divis ión se puede abreviar , cuando el dividendo y 
el divisor t e rminan en ceros, suprimiendo de la derecha de 
ambos el mismo n ú m e r o de ceros y dividiendo los n ú m e r o s 
que quedan; pero a ñ a d i e n d o a l residuo tantos ceros como se 
han supr imido de la derecha del dividendo y del divisor . 

Sea, d iv id i r 24700 por 1600. Los n ú m e r o s que nos p r o ­
ponemos d iv id i r son iguales á 247 centenas y 16 centenas; 
pero es evidente que las mismas veces contiene 247 cente­
nas á 16 centenas, que 247 unidades á 16 unidades, y como 
en este ú l t i m o caso el cociente es 15 unidades, t a m b i é n lo 
s e r á en el p r imero . 

En la p r imera d iv i s ión el producto del cociente 15 u n i ­
dades por el divisor 16 centenas, expresa centenas; luego 
el resto, 7, e x p r e s a r á t a m b i é n centenas, ó s e r á 700; es decir, 
que el resto es el m i s m o que resulta de d iv id i r los n ú m e r o s 
247 y 16, pero seguido de los dos ceros que se h a b í a n su ­
p r i m i d o . 

93. T a m b i é n se puede abreviar la d iv i s ión aunque sólo 
termine en ceros el divisor : en este caso se separan los ceros 
del divisor y de la derecha del dividendo ot ras tantas cifras; 
se dividen los yiúmeros que quedan á la izquierda, y á la de-
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recha del residuo se agregan Las cifras separadas á la dere -
cha en el dividendo. 

Sea, d iv id i r los n ú m e r o s 24785 y 1600. Si se t ra tara , 
como en el ejemplo anterior , de d iv id i r 24700 por 1600, el 
cociente s e r í a 15 y el resto 700; pero el n ú m e r o 24785 ex­
cede á 24700 en menos de 100 unidades, ó sea de una cente­
na, luego no llega á contener al divisor 1600, ó sea 16 cen­
tenas, una vez m á s que 24700, entonces el cociente es el 
mismo que si el dividendo terminase en dos ceros; pero el 
residuo en vez de ser 700, t e n d r á evidentemente 85 unidades 
m á s , y por consiguiente s e r á 785. Conforme con el enun­
ciado. 

94. U n caso par t i cu la r que ocurre m u y á menudo, es la 
d iv is ión de un n ú m e r o por la unidad seguida de ceros. 

Si separamos de la derecha del dividendo tantas cifras 
como ceros siguen á la unidad, el n ú m e r o que queda á la 
izquierda s e r á el cociente; porque entonces el divisor es 1: 
el resto s e r á el n ú m e r o formado p o r las cifras separadas. 
Luego si el dividendo te rmina en tantos ceros como siguen 
á la unidad, la divis ión s e r á exacta. 

Ejemplos: El cociente do 28671 por 100 es 286, y el res 
to 71. 

El cociente de 28600 por 100 es 286, y el resto cero. 
95. En algunas aplicaciones de la d iv i s ión conviene 

considerar el cociente aumentado en una unidad, á lo cual 
se l l ama f o r z a r la unidad, y al cociente aumentando se le 
l lama cociente p o r exceso. Cuando se habla de este cocien­
te y del o rd inar io , este ú l t i m o recibe el nombre de cocien­
te po r defecto. 

El producto del divisor por el cociente por exceso, es 
mayor que el dividendo; la diferencia entre dicho p r o ­
ducto y el dividendo, tomando és t e por sustraendo, recibe 
el nombre de resto p o r exceso, ó resto sustractivo; el resto 
ord inar io se l l ama entonces resto p o r defecto, ó adit ivo. 

Si representamos por D el dividendo, por d el divisor, 
por c el cociente por defecto y por r el resto adi t ivo, el co­
ciente por exceso s e r á e + 1, y si designamos por r ' e l res-
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to sustractivo, se t e n d r á s e g ú n las condiciones estable­
cidas (*) 

D = d . c + r y D = (c + 1) - r ' 

96. TEOREMA. L a suma de (os restos adit ico y sustrac­
tivo es igual a l divisor. 

Adoptando la n o t a c i ó n del n ú m e r o anterior , tenemos 

D = z d .c + r y I) = d (c + 1) — r ' 
Puesto que estas igualdades tienen el m i s m o p r imer 

miembro , los segundos miembros s e r á n iguales, y ten­
dremos: 

d . c r = cl{c + 1) — r ' 

y efectuando la m u l t i p l i c a c i ó n indicada en el segundo 
m i e m b r o 

d . c + r = d . c + d — r ' 

restando de ambos miembros d . c y sumando r ' , r e s u l t a r á : 

r + r ' ~ d 

igualdad que demuestra el teorema. 
97. S i se dividen miembro á miembro dos igualdades, los 

cocientes y restos s e r á n iguales. (**) 
Es.una consecuencia inmediata de la def inición de la 

d iv i s ión . 
98. S i los dos miembros de una desigualdad se dividen 

p o r n ú m e r o s iguales, a l mayor dividendo corresponde en 
general mayor cociente, y si los cocientes son iguales, mayor 
resto. 

Es evidente, por la dif inición de la d iv i s ión , que cuando 
se trata de u n mismo divisor, ó divisores iguales, el mayor 
dividendo contiene, en general, m á s veces al divisor; pero 
si esto no sucediese, decimos que, cuando menos, el resto 
correspondiente al mayor dividendo s e r á mayor . 

(*) Representaremos los números por letras siempre que sea necesario 
para la mayor claridad en las demostraciones, pero no abusaremos de esta nota­
ción en la Aritmética. 

{**) Cuando podamos referirnos á la definición general de la división, esta 
proposición es: Si se dividen miembro á miembro dos igualdades, los cocientes 
son iguales. La misma observación se puede hacer sobre el teorema siguiente, del 
texto. 
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En efecto: siendo el dividendo igual a l producto del d i ­

visor por el cociente m á s el resto, si los factores del p ro ­
ducto son iguales, la mayor suma c o r r e s p o n d e r á al mayor 
de los dos sumandos desiguales; es decir, el mayor d i v i ­
dendo a l mayor de los restos. 

Teoremas relativos á la d iv i s ión 

99. Pa ra d i v i d i r un producto p o r uno de sus factores, 
basta sup r imi r l e . 

Sea, d iv id i r el producto 8 . 7 . 3 por su factor 7. El co­
ciente s e r á 8 . 3, porque el producto 8 . 7 . 3 se puede con­
siderar como el resultado de m u l t i p l i c a r 7 por 8 . 3 ( n ú m é -
ro 63); es decir que tendremos: 

8 . 7 . 3 ~ 7 (8 . 3) 

igualdad que demuestra el enunciado. 
100. P a r a d i v i d i r un producto p o r un divisor exacto de 

uno de sus factores, basta d i v i d i r dicho fac to r p o r el d i v i ­
sor. 

Sea d iv id i r el producto 8 . 30 . 4 por el n ú m e r o 5, que es 
divisor de 30. Si descomponemos el 30 en los factores 
6 y 5; puesto que los factores 6 y 5 se pueden sus t i tu i r por 
su producto efectuado ( n ú m . 64), se p o d r á inversamente 
sus t i tu i r por sus factores, y tendremos: 

8 . 30 . 4 = 8 . 6 . 5 . 4 

y dividiendo por 5 los dos miembros de la igualdad, como 
el cociente del segundo miembro es 8 . 6 . 4, r e s u l t a r á : 

(8 . 30 . 4) : 5 = 8 . 6 . 4 . 

101. P a r a d i v i d i r un n ú m e r o por un producto de va­
rios factores, se divide el n ú m e r o p o r el p r i m e r factor , el 
cociente que resulte por el segundo, el cociente que resulte 
po r el tercero y asi sucesivamente hasta d i v i d i r p o r el ú l ­
t imo. 

Pueden seceder dos casos: 
1.° Supongamos que la d iv is ión sea exacta'. 

Sea, d iv id i r 360 por el producto 9 x 4 = 36. Siendo 10 
el cociente de 360 por 36, tendremos: 
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360 = 36 x 10 

ó poniendo en vez de 36 su igua l 9 x 4 

360 = 9 . 4 . 10 

dividiendo los dos miembros de la igualdad por 9, se ten­
d r á ( n ú m . 99) 

360 : 9 = 4 x 10 
dividiendo nuevamente por 4, r e s u l t a r á 

(360 : 9) : 4 = 10. 
Es decir, el m i s m o cociente que cuando se d iv id ió el 

n ú m e r o 360 directamente por 36, que era el producto 9 x 4 . 
2.° Supongamos que la división no sea exacta: 

Sea, d iv id i r 378 por el producto 9 x 4 — 36. Siendo 10 
el cociente por defecto, el cociente por exceso s e r á 10 + 1 
y como el dividendo de una d iv i s ión inexacta es m a y o r que 
el producto del divisor por el cociente por defecto y menor 
que el divisor por el cociente por exceso, tendremos la do­
ble desigualdad: (*) 

36 . 1 0 ^ 3 7 8 ^136 (10 + 1) 

ó poniendo en vez de 36 su igual 9 x 4 

9 . 4 . 10 378 9 . 4 (10 + 1) 

Si se dividen por 9 y por 4 el p r imero y el tercer m i e m ­
bro, los cocientes exactos son 10 y 10 + 1; pero el segundo 
miembro es intermedio entre ambos; luego dividido por 9 y 
por 4, d a r á un cociente que no es menor que 10 ( n ú m . 98) 
y no puede llegar á 10 4- 1; luego s e r á 10. 

En el p r imer caso que hemos considerado, los restos 
son iguales á cero. 

En el segundo caso, los restos, generalmente, no son 
iguales, porque cuando se divide sucesivamente por los 
factores, el resto final es menor' que el ú l t imo factor , y cuan­
do se divide por el producto efectuado, el resto es menor 
que el producto, pero puede ser igual ó mayor que alguno ó 
que todos los factores. 

C) La doble desigualdad que se verifica en el mismo sentido se llama 
limitación. 
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En nuestro ejemplo: dividiendo 378 por 36, el resto es 

18, y dividiendo p r imero por 9 y d e s p u é s el cociente 42 por 
4, el resto es 2. 

102. E l cociente de dos potencias de un n ú m e r o es o t ra 
potencia del mismo n ú m e r o , cuyo exponente es la diferencia 
de los exponentes. 

Sea, d iv id i r 57 por 54, decimos que el cociente es 57-4 
De la regla del producto de dos potencias ( n ú m . 74) se 

deduce: 
S7 —: 54 x 57-4 

y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 54, re ­
sul ta 

57 : 54 = 57-4 
Si los exponentes de las potencias son iguales, la a p l i ­

cac ión de la regla conduce á considerar cantidades con ex­
ponente cero. As í : 

5': 57 = 5'-7 = 5° 
Por otra parte, el cociente de d iv id i r u n n ú m e r o por s í 

m i s m o es la unidad, luego se debe a d m i t i r que la potencia 
de grado cero, ó con exponente cero de cualquier n ú m e r o 
es la unidad. En par t icular , se t e n d r á 10° = 1 Resultado que 
es tá conforme con el enunciado en el n ú m . 71, donde se dijo 
que las potencias de 10 son la unidad seguida de tantos ce­
ros como unidades tiene el exponente de la potencia. 

103. 57 el dividendo y el divisor se mul t ip l i can p o r un 
mismo n ú m e r o , el cociente no var ia , y el resto queda m u l t i ­
plicado p o r dicho n ú m e r o . 

Sean D, el dividendo, d, el divisor , c, el cociente y r , el 
resto; se t e n d r á : 

T> — d . c r 
Si m u l t i p l i c a m o s los dos miembros de esta igualdad 

por u n n ú m e r o cualquiera , n, resulta: 
D . = . c + r ) n 

pero para m u l t i p l i c a r la suma <i.e + r por n, hay que m u l ­
t ip l ica r por /z,losdos sumandos rf . e y r ypa ra m u l t i p l i c a r 
el producto d.c, basta m u l t i p l i c a r uno de los factores, que 
a q u í es d, por h i p ó t e s i s ; luego tendremos: 
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T) . 7i = (d . n) c + . n 

En la d iv i s ión de D. n por d . n el cociente es c y el resto 
s e r á r . n, siempre que este n ú m e r o sea menorque el d i v i ­
sor d.n; pero por ser r Z . d, t a m b i é n s e r á r . n Z . <i.w, luego 
el cociente no ha variado y el resto queda mul t ip l i cado 
por n. 

V I . L a n u m e r a c i ó n romana. 

104. El sistema de n u m e r a c i ó n que hemos expuesto se 
l l a m a decimal , porque su base es 10; se debe á los á r a b e s 
y e s t á en uso en Europa desde hace algunos siglos; es m u y 
perfecto no só lo por la faci l idad que ofrece para enunciar, 
escr ibir y leer los n ú m e r o s , sino por lo bien que se presta 
á las operaciones del c á l c u l o a r i t m é t i c o . 

P o d r í a m o s adoptar por base del sistema de n ú m e r a -
c i ó n otro n ú m e r o cualquiera y modif icar los pr inc ip ios de 
la n u m e r a c i ó n y establecer la t e o r í a de las operaciones y 
propiedades de los n ú m e r o s con arreglo á dicha base; a s í 
como estudiar el modo de t ransformar un n ú m e r o escrito 
en u n sistema ú otro cualquiera; pero siendo esta una 
obra m u y elemental, no creemos necesario hacer a q u í 
dicho estudio. 

De lo ú n i c o que diremos algo es de la n u m e r a c i ó n l l a ­
mada romana , por no haber desaparecido totalmente. 

Para escribir los n ú m e r o s se emplean letras, cuyos v a ­
lores van indicados 

1 5 10 50 100 500 1000 
I V X L C D ó l o M ó CIO 

Se conviene en que una letra escrita á la derecha de 
o t ra de m á s va lo r , le a ñ a d e el suyo y se le qu i t a si tiene 
menos valor . 

Por ejemplo: L X , es 60, porque la X a ñ a d e su va lo r 
á l a L; X L , es 40, porque la X qu i ta su va lor á la L. 

Ninguna letra se debe repetir cuatro veces seguidas; 
tampoco se repite dos veces si hay otra de doble valor: por 
ejemplo, la V, ó la L , no se repiten dos veces, porque la X y 
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la C, t ienon doble valor respectivamente que a q u é l l a s . 

Cuando las letras l levan una raya hor izonta l encima,, 
reprepentan un valor m i l veces mayor que el suyo. Así : L 
es 50000. MDX es 1510000. Si las letras l levan dos rayas en­
cima; representan u n valor un m i l l ó n de veces mayor , 
con tres rayas encima, m i l mi l lones de veces mayor , etc. 

El signo l o , representa u n va lor 10, 100, 1000 veces 
mayor, a ñ a d i e n d o á su derecha el signo o, una, dos, tres 
veces. 

Así : l o , l o o , lOOO son los n ú m e r o s 500, 5000, 50000... 
El signo Cío , representa un valor 10, 100; 1000 veces 

mayor, a ñ a d i e n d o á su derecha y á su izquierda los signos 
C y o, una, dos, tres veces. 

As í : C ío , CCIOO, CCCIOOO son los n ú m e r o s . 1000, 
10000, 100000 Como ú l t i m o ejemplo escribiremos en 
este sistema el a ñ o actual , 1891 y s e r á : 

MDCCCXCI ó CIOlOCCCXCI. 

CAPÍTULO I I I . 

LAS PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS NÚMEROS ENTEROS. 

/ . T e o r í a de la divis ibi l idad. 

105. Los m ú l t i p l o s de un n ú m e r o se obtienen m u l t i p l i ­
c á n d o l e por 1, 2, 3, 4, 5 y a s í sucesivamente; luego la 
serie de los múl t ip los de un n ú m e r o es i l imi t ada . E l p r o ­
ducto de cualquier n ú m e r o por cero es cero, de a q u í que 
se considere el cero como múl t ip lo de todos los n ú m e r o s . 

Todo n ú m e r o entero es el mayor divisor de sí mismo, 
y la unidad es divisor de todo n ú m e r o entero; luego el n ú ­
mero 'de divisores de cualquier entero es l imitado, porque 
el menor es la unidad y el mayor el m i s m o n ú m e r o . 

Cuando un n ú m e r o es divisible, ó m ú l t i p l o de otros va­
rios, se dice un múl t ip lo c o m ú n de é s t o s . 

Cuando varios n ú m e r o s son divisibles por un mi smo 
n ú m e r o , é s t e se l l ama divisor c o m ú n . 

Para indicar que un n ú m e r o es m ú l t i p l o , ó divisible 
8 
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por otro, escribiremos, siguiendo la n o t a c i ó n de Leibniz un 
punto encima del s u b m ú l t i p l o ó divisor . 

Así : 20 = i ; b = á, indican que 20 es u n m ú l t i p l o de 
5 y 6 un m ú l t i p l o de a. 

106. TEOREMA. S'Í un n ú m e r o es divisor c o m ú n de otros 
varios, es divisor de su suma. 

Sea el n ú m e r o 5, d iv isor c o m ú n de 20, 30.y 35; tendre­
mos las igualdades. 

20 = 5 4 
30 = 5 . 6 
35 = 5 . 7 

Sumando ordenadamente 
20 + 30 + 35 = 5 . 4 + 5 . 6 + 5. 7 

y sacando á 5 como factor c o m ú n en el segundo m i e m b r o 
20 + 30 + 35 = 5 (4 + 6 + 7) = : 5 .17 

que se p o d r á escr ibir 20 + 30 + 35 = 5 
107. COROLARIO. S i un n ú m e r o es divisor de otro, es d i ­

visor de sus múl t ip los . 
Si el n ú m e r o 5 es divisor de 20, d iv id i rá á cualquier 

m ú l t i p l o de 20 ( n ú m . 106), porque los m ú l t i p l o s de 20 son 
sumas de sumandos iguales á 20. 

108. TEOREMA. Si un n ú m e r o es divisor de otros dos, es 
divisor de su diferencia. 

Sea el n ú m e r o 5, divisor de 35 y de 20, tendremos: 
35 = 5 . 7 
20 = r 5 . 4 

restando ordenadamente y sacando en el segundo miembro 
5 como factor c o m ú n 

35 — 30 = 5 (7 — 4) =r 5 . 3 
que se p o d r á escribir 35 — 30 = r 5 

109. COROLARIO. S i en una suma de dos sumandos un 
numero es divisor de uno de ellos y del otro no, tampoco es 
divisor de la suma. 

Si la suma fuese divisible por el n ú m e r o , c o n s i d e r á n ­
dola como un minuendo y al sumando divisible como sus-
traendo, el minuendo y el sustraendo t e n d r í a n u n divisor 
c o m ú n , luego t a m b i é n le t e n d r í a el resto ( n ú m . 108), lo cual 
es contra la h i p ó t e s i s . 
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nó. TEOREMA. S i un n ú m e r o es divisor , ó fac tor de 

otros dos, lo es del resto de su diois ión. 
Sea D el dividendo, d el divisor, c el cociente, r el resto 

y ^ un factor c o m ú n á D y d, tendremos: 
J) = d . c + r 

y restando d . c de los dos miembros de esta igualdad 
D - d . c — r 

por tener d el divisor n, le tiene t a m b i é n su m ú l t i p l o d . c; 
luego n es un divisor c o m ú n al minuendo y sustraendo de 
la diferencia D — d . c; luego s e r á divisor del resto r ( n ú m . 
108) 

111. TEOREMA. S i un n ú m e r o es f ac to r c o m ú n del d i v i ­
sor y del resto de una divis ión, es f ac to r del dividendo. 

Siguiendo la n o t a c i ó n de antes, tendremos: 
D ~ o? . c + r 

Todo factor de d es factor su m ú l t i p l o d . c; luego si n 
es un factor c o m ú n á d y r , t a m b i é n lo s e r á á d . c y r , 
luego s e r á factor de su suma d . c + r ( n ú m . 107), que es 
igual á D. 

112. De estos dos teoremas resulta el siguiente impor ­
tante 

COROLARIO. Todos los factores comunes a l dividendo 
y divisor son factores del resto; luego s e r á n factores comu­
nes a l divisor y a l resto. R e c í p r o c a m e n t e : todos los factores 
comunes a l divisor y a l resto son factores del dividendo; 
luego s e r á n factores comunes a l dividendo y a l divisor. 

113. Otra consecuencia impor tante se deduce del teore­
ma ( n ú m . 110). 

S i el dividendo y divisor se dividen p o r uno de sus fac-* 
tores, el cociente no var ia y el resto queda dividido p o r d i ­
cho fac tor . 

Adoptando la n o t a c i ó n del n ú m . 110, tendremos como 
allí la igualdad: 

D — d . c — r 
suponiendo ahora que n sea el factor c o m ú n por quien se 
divide y que por ser exactos los cocientes de D , d y r por n , 
tengamos las igualdades 



- 60 — 
D - - LV . n; d — d' . n; r — r ' . n 

sust i tuyendo estos valores en la p r imera , r e s u l t a r á : 
D' . n — d' . n . c = r . n 

sacando n como factor c o m ú n en el p r imer m i e m b r o 
n (D' — d' . c) ~ t" . n 

y supr imiendo el factor c o m ú n n 
D' — d' . c = r' 

ó bien sumando á los dos miembros de la igualdad d' . c 
D' = d' . c + r ' 

que demuestra el enunciado. 
114. TEOREMA. E l resto de una d iv is ión no v a r i a aumen­

tando, ó disminuyendo el dividendo en un múl t ip lo del d i ­
visor. 

Supongamos que s e g ú n la n o t a c i ó n anter ior se tenga 
D = d . c + r 

Si á los dos miembros de la igualdad a ñ a d i m o s el m ú l ­
t ip lo d . n del divisor, tendremos: 

jy + d . n = l d . c i - d . n + r 
sacando en los dos pr imeros sumandos del segundo m i e m ­
bro d en factor c o m ú n . 

D + d . n — d (c + n) + r 
igualdad que demuestra que si el dividendo e s D + d . n y 
el d ivisor d, el cociente es c + n, y el resto r , es decir, el 
m i s m o que en la p r i m i t i v a d iv i s ión . 

Lo m i s m o se demuestra el teorema s i en vez de a u m e n ­
tar d i s m i n u i m o s el dividendo en un m ú l t i p l o del divisor . 

/ / . Caracteres de divis ib i l idad por 2, 5, 9, 3 y 11. 

^ 115. Hay casos en que es m u y fácil conocer s i un n ú ­
mero es divisor de otro s in pract icar la d iv i s ión , y por la 
u t i l idad que resulta para las aplicaciones deduciremos las 
reglas para conocer si los referidos n ú m e r o s son divisores 
de otros, ó hal laremos sus caracteres de d iv is ib i l idad . 

116. Se ha visto ( n ú m . 93) que para d iv id i r u n n ú m e r o 
por la unidad seguida de ceros se separan de la derecha del 
dividendo tantas cifras como ceros siguen á la unidad, lo 
que queda á la izquierda es el cociente, y lo que queda á la 
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derecha el resto. Para que la d iv i s ión sea exacta, se nece­
sita que las cifras separadas á la derecha sean todas ceros. 

De a q u í deducimos: que un n ú m e r o es divisible p o r la 
unidad seguida de ceros, cuando te rmina en tantos ceros, lo 
menos, como siguen á la unidad. 

Como la unidad seguida de ceros es una potencia de 
10, cuyo exponente es igual al n ú m e r o de ceros que siguen 
á la unidad, la regla anter ior se puede enunciar a s í : 

Un n ú m e r o es divisible p o r una potencia de l ü cuando 
termina en tantos ceros, p o r lo menos, como unidades tiene 
el exponente de la potencia. 

117. E l n ú m e r o 10 es igual a l producto 2 x 5 ; por con­
siguiente, como 2 y 5 son divisores de 10, lo s e r á n de sus 
m ú l t i p l o s ( n ú m . 107); luego todo n ú m e r o terminado en cero 
es divisible p o r 2 y p o r 6. 

Sea ahora cualquier n ú m e r o , 2457; d e s c o m p o n i é n d o l e 
en decenas y unidades, se t e n d r á : 

2457 = 2450 +- 7 
El p r i m e r sumando del segundo miembro es divisible 

por 2 y por 5; luego para que lo sea la suma, se necesita y 
basta que lo sea el otro sumando ( n ú m e r o s 106 y 109.) 

De a q u í deducimos: que un n ú m e r o es divisible p o r 2 ó 
por 5, cuando la c i f ra de las unidades es divisible p o r 2 ó 
por 5 (*). 

Las cifras 2, 4, 6 y 8, divisibles por 2, se l l a m a n cifras 
pares, y los n ú m e r o s terminados en cero, ó cifra par, se 
l l aman n ú m e r o s pares. 

En v i r t u d de esto se pueden enunciar a s í los caracte­
res de d iv i s ib i l idad por 2 y 5: 

Un n ú m e r o es divisible p o r 2 cuando es pa r , ó sea cuan­
do te rmina en cero, ó c i f ra p a r . 

Un n ú m e r o es divisible p o r 6 cuando te rmina en cero 
ó en 5. 

118. Si elevamos á la potencia m los dos miembros de 
la igualdad 10 = 2 x 5, tendremos: 

(*) No hay que modificar esta regla cuando el número termina en cero, por­
que ya hemos dicho (núm. 105) que cero es múltiplo ó divisible por todos nú­
meros. 
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10^ = 2m x 5'n 

Si de la derecha de u n n ú m e r o separamos m cifras, la 
parte que queda á la izquierda t e r m i n a r á en m ceros, y por 
consiguiente s e r á un m ú l t i p l o de 10m ( n ú m . 116), luego 
t a m b i é n lo s e r á de 2>n x 5m. 

S i el n ú m e r o fo rmado por las m cifras de la derecha 
es múl t ip lo de 2in ó de 5m, t a m b i é n lo s e r á el n ú m e r o p r o ­
puesto, [/ no lo s e r á en el caso cont rar io ( n ú m e r o s 106 y 109.) 

E n p a r t i c u l a r , p a r a que un n ú m e r o sea divisible p o r 4 
(que es igual á 22}, se necesita y basta que termine en dos 
ceros, ó las dos cifras de la, derecha f o r m e n un m ú l t i ­
p lo de 4. 

P a r a que un n ú m e r o sea divisible p o r 25 (que es 52), se 
necesita y basta que termine en dos ceros, ó las dos cifras 
de la derecha f o r m e n un múl t ip lo de 25. 

119. LEMA. La unidad seguida de ceros es un múl t ip lo 
de 9 m á s 1. 

Dividamos por 9 la unidad seguida de cualquier n ú ­
mero de ceros, ó tomemos por dividendos sucesivos 10,100 
1000, 10000 

10000 9 
10 
10 

10. 
y siempre hallaremos por cociente 1 y por resto 1. 

En v i r t u d de esto podemos escribir la igualdad 
10000 = 9 + 1 

120. LEMA. "Foda c i f ra significativa seguida de ceros es 
un múl t ip lo de 9 m á s dicha c i f r a . 

Sea 4000 la cifra seguida de ceros, se t e n d r á 
4000 = 1000 x 4 = (9 + 1) 4 

y efectuando la m u l t i p l i c a c i ó n indicada por el p a r é n t e s i s 
4000 = 9 x 4 + 4 

pero 9 x 4 es t a m b i é n u n m ú l t i p l o de 9 ( n ú m . 107); luego 
se p o d r á escribir . 

4000 = 9 + 4 
121. Sea ya un n ú m e r o cualquiera, 54726; descompo-

1111. 
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n iéndo le en sus diversos ó r d e n e s de unidades, se t e n d r á ! 

54726 = 50000 + 4000 + 700 + 20 + 6 
y en v i r t u d del lema anterior, tendremos las siguientes 
igualdades: 

50000 = 9 + 5 
4000 = 9 + 4 

700 = 9 + 7 
20 = 9 + 2 
6 = 6 

Como la suma de los m ú l t i p l o s de 9 es u n m ú l t i p l o de 
9 ( n ú m . 106), si sumarnos ordenadamente las igualdades 
anteriores, r e s u l t a r á 

54726 = 9 + ( 5 + 4 + 7 + 2 + 6 ) 
Considerando el segundo m i e m b r o como la suma de 

los dos sumandos, uno el 9 y otro el p a r é n t e s i s . 
(5 + 4 + 7 + 2 + 6) se compone dicha suma de dos partes 
una de las cuales es divis ible por 9; luego para que la suma 
sea t a m b i é n divis ible por 9 se necesita y basta que el s u ­
mando (5 + 4 + 7 + 2 + 6) sea divis ible por 9 ( n ú m e r o s 
106 y 109). 

E l p a r é n t e s i s encierra la suma de los valores abso lu ­
tos de las cifras del n ú m e r o ; luego; p a r a que un n ú m e r o sea 
divisible por 9 se necesita y basta que la suma de los valores 
absolutos de sus cifras sea un múl t ip lo de 9. 

122. Por ser 9 u n m ú l t i p l o de 3, todo m ú l t i p l o de 9 lo es 
de 3 ( n ú m . 107), de consiguiente: p a r a que un n ú m e r o sea 
divisible por 3 se necesita y basta que la suma de los valores 
absolutos de sus cifras sea un múl t ip lo de 3. 

Así , temamos 54726 — 9 + (5 + 4 + 7 + 2 + 6), de donde 
deduciremos 

54726 = 3 + ( 5 + 4 + 7 + 2 + 6) 
123. LEMA. L a unidad seguida de un n ú m e r o p a r de 

ceros es un múl t ip lo de 11, m á s 1: la unidad seguida de un 
n ú m e r o impar de ceros es nn múl t ip lo de 11, menos 1. 

Div id i remos por 11 la unidad seguida de u n n ú m e r o 
par é impa r de ceros; considerando por consiguiente los 
dividendos 10, 100, 1000, 10000 



100000. 
100 

10. 

11 
09090 

se observa desde luego que los cocientes son 0,9,0.9... y los 
restos 1,10,1,10... sienao 1 los restos que corresponden á 
los dividendos formados por la un idad seguida de un n ú ­
mero par de ceros, y 10 los que corresponden á la un idad 
seguida de u n n ú m e r o impar de ceros. 

Pero si el dividendo es la unidad seguida de u n n ú m e r o 
impa r de ceros, podemos forzar la unidad en el cociente y 
el resto sustractivo s e r á 1 ( n ú m . 97); luego en v i r t u d de esto, 
tendremos igualdades de la forma: 

10000 = 11 + 1 100000 = í í — l 
124. LEMA. Toda c i f ra signiftcatioa seguida de un n ú ­

mero p a r de ceros es un múl t ip lo de 11, m á s el va lor abso­
luto de dicha c i f ra : toda c i i r a sif lniflcativa seguida de u n 
n ú m e r o impar de ceros es un múl t ip lo de 11, menos el valor 
absoluto de dicha c i f ra . 

I.0 Sea, 40000, la cifra seguida de un n ú m e r o par de ce­
ros, se t e n d r á : 

40000 = 10000 + 4 = (11 + 1) 4 
y efectuando la m u l t i p l i c a c i ó n indicada 

40000 = 11 x 4 -K 4 

ó bien, por ser 11 x 4 un m ú l t i p l o de 11 

40000 = 11 + 4 
2.° Sea, 4000, la cifra significativa seguida de u n n ú m e r o 

i m p a r de ceros, se t e n d r á 

4000 = 1000 x 4 = ( i í — 1) 4 

efectuando la m u l t i p l i c a c i ó n y teniendo presente i í x 4 es 
u n m ú l t i p l o de 11 

4000 = 11 —4 
125. Sea un n ú m e r o cualquiera, 46837, d e s c o m p o n i é n ­

dole en sus diversos ó r d e n e s de unidades se t e n d r á : 
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40000 = Ü + 4 

G000 = í í — 6 

800 = 11 + 8 

30 - i í — 3 
• 7 = 'Y í , ' 

Sumando ordemuJamente y teniendo presente que la 
suma de los m ú l t i p l o s de 11 es m ú l t i p l o de 11, resulta 

46887 = í í + (4 + 8 + 7) — (6 + 3) 
Como el p r imer p a r é n t e s i s encierra la suma de las c i ­

fras que ocupan lugares impares en el n ú m e r o , y el segun­
do la suma de las que ocupan lugares pares, si representa­
mos la p r imera suma por I y la segunda por P, podremos 
escribir as í la anter ior igualdad 

46837 — 11 + (1 - Pj 
y considerando en el segundo miembro la suma de dos s u ­
mandos, uno el 11 y otro ( I — P), si este segundo es d i v i ­
sible por 11, t a m b i é n lo s e r á la suma ( n ú m . 106). 

Luego: p a r a que un n ú m e r o sea divisible por 11, se ne­
cesita y basta, que ia suma de los calores absolutos de las c i ­
f ras de lugar impar , menos la. suma de los valores absolu­
tos de las cifras de lugar par sea un múl t ip lo de 11 (*). 

Puede suceder que la suma de las cifras de lugar par 
sea mayor que la de las cifras de lugar impar , y entonces 
no se puede efectuar la s u s t r a c c i ó n I—P. 

En este caso del p r imer sumando, que es un m ú l t i p l o 
de 11, se ' toman tantas veces 11 unidades como se necesi­
ten para que sumadas con 1 den una suma mayor que P. 

Así ; 829389 = 11 + (2 + 3 + 9j — (8 + 9 + 8} 
como la p r imera suma es 14 y la segunda 25, no se puede 

efectuar la s u s t r a c c i ó n y necesitamos tomar del 11, una 
vez 11, y tendremos: 

(*) No se debe olvidar, por si la diferencia de ambas sumas es cero, que cern 
es múltiplo de todos los números. 

9 
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829389 = 11 + (14 + 11) — 25 = 11 
126. Los caracteres de d iv i s ib i l idad que hemos hallado 

son muy ú t i l e s por ser m u y sencillos, y el m é t o d o que 
hemos seguido para hal lar el de 9 y 11 se puede apl icar á 
cualquier n ú m e r o ; pero es m á s fácil hacer las divisiones 
directamente que aplicar los caracteres de d iv i s ib i l idad 
que se h a l l a r í a n . (*) 

/ / / . M á x i m o c o m ú n divisor. 

Máximo común divisor de dos números. 

127. Dos n ú m e r o s tienen siempre la unidad por divisor 
común : si no tienen m á s divisor c o m ú n que la unidad, se 
l l aman p r imos entre si. 

Cuando dos n ú m e r o s tienen varios divisores comunes, 
el mayor de todos se l l ama m á x i m o c o m ú n divisor : se sue­
le representar por la n o t a c i ó n m. c. d. 

Los n ú m e r o s 8 y 12 tienen los divisores comunes 1, 2 y 
4, luego 4 s e r á el m. c. d. 

128. TEOREMA. S i un n ú m e r o es divisible p o r o t ro ; el 
menor es el m . c. d. de ambos. 

Sea el n ú m e r o 130, divisible por 26: decimos que 26 es 
el m. c. el. de 130 y 26. 

En efecto: puesto que 26 es divisor de sí m i smo y, por 
h i p ó t e s i s , t a m b i é n de 130, es un divisor c o m ú n á los dos 
n ú m e r o s ; pero 26 no puede tener otro divisor mayor que 
el mismo, luego s e r á el m. c. el. de los dos n ú m e r o s p ro­
puestos. 

129. TEOREMA. E l m . c. d. de dos d ú m e r o s es el mismo 
que el del menor y el resto de su divis ión. 

Sean los n ú m e r o s 420 y 156, si hacemos la d iv i s ión , se 
hal la 2 de cociente y 108 de resto. l i emos visto ( n ú m . 112) 
que todos los factores comunes al dividendo y a l divisor 

(') Si estudiásemos otros sistemas de numeración distintos del decimal ve­
ríamos que los caracteres análogos á los que hemos estudiado serían los de los 
factores de la base y sus potencias; y los de la base más y menos la unidad v 
§iis factores. 
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son factores comunes al divisor y al resto, y r e c í p r o c a ­
mente que todos los factores comunes al divisor y al resto, 
son factores comunes al dividendo y al divisor: luego los 
n ú m e r o s 420 y 156 (dividendo y divisor) por una parte y los 
n ú m e r o s 156 y 108 (divisor y resto) por otra, admiten la 
misma serie de divisores comunes, y como uno de ellos 
s e r á el mayor de todos, admiten el m i smo m á x i m o c o m ú n 
divisor. 

130. En v i r tud del teorema anterior , la i nves t i gac ión del 
rn. c. d. de dos n ú m e r o s queda reducida á la de otros dos 
m á s p e q u e ñ o s , porque el divisor y el resto son respectiva­
mente menores que el dividendo y el divisor . 

En nuestro ejemplo d e s p u é s de d iv id i r 420 por 156, la 
o p e r a c i ó n queda reducida á hal lar el m. c. 'd. de 156 y 11)8. 
Haciendo la d iv i s ión de estos dos ' n ú m e r o s se hal la el co­
ciente 1 y el resto 48, luego el m. c. d. de 156 y 108 es el 
m i smo que el de 108 y 48 ( n ú m . 129). Dividiendo 108 por 
48, se obtiene el cociente 2 y el resto 12, entonces la opera­
ción e s t a r á ya reducida á hal lar el m. c. d. de 48 y 12, que 
s e r á el mi smo que el de 108 y 48: pero 48 es divis ible por 
12, luego 12 es el m. c. d. de estos ú l t i m o s n ú m e r o s , y re­
trocediendo en la serie de operaciones efectuada, se ve que 
en v i r tud del teorema n ú m . 129, el m. c. d. de 426 y 156 es 
12. .De estos razonamientos se deduce la siguiente: 

REGLA. Pa ra ha l la r el m . c. d. de dos n ú m e r o s se d i -
\ vide el mayor p o r el menor; si la d iv is ión es exacta, el menor 
1 es el m . c. d., en el caso cont rar io se dioide el menor p o r el 
j resto que se halle, este p r i m e r resto por el segundo y a s í su-

/ cesivamente- hasta llegar á un resto cero: el ú l t imo divisor 
l s e r á el m á x i m o c o m ú n dioisor pedido. 

La o p e r a c i ó n se dispone corno se indica en el s iguien­
te cuadro: 

f^TLTyi • 
• 120 156 108 18112 , 

108 .18 12¡, 0; 
Conviene escribir los cocientes encima de los diviso­

res correspondientes, para quejno se confundan con los 
restos. 
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131. Las divisiones que se pract ican t e r m i n a n necesa­
r iamente , porque siendo cada resto menor que el divisor 
correspondiente, los restos i r á n d isminuyendo, y aun en 
el caso m á s desfavorable se llega al resto 1, que necesa­
r iamente divide al resto anterior . 

132. TEOREMA. Todo dioisor c o m ú n á dos n ú m e r o s d i ­
vide exactamente 'A su m . c. d. 

Todo divisor c o m ú n á dos n ú m e r o s divide al resto de 
su d iv i s ión ( n ú m . 110) y aplicado este teorema á las d i v i ­
siones sucesivas que se hacen para hal lar el m. c. d., se vé 
que siendo este n ú m e r o el p e n ú l t i m o resto tiene necesa 
r iamente dicho divisor. 

Re f i r i éndonos al ejemplo anter ior , sea 3 el d ivisor 
c o m ú n á 420 y 156, d iv id i rá al resto 108: dividiendo á 156 y 
108, d iv id i rá al resto 48, y dividiendo á 108 y 48, d iv id i rá a l 
resto 12, que es el m á x i m o c o m ú n divisor . 

R e c í p r o c a m e n t e , como dos n ú m e r o s son m ú l t i p l o s de 
su m . c. d., todo divisor del m. e. d. divide á los n ú m e r o s . 

De esto se deduce que si queremos hal lar todos los d i ­
visores comunes á dos n ú m e r o s tenemos que hal lar todos 
los divisores de su m á x i m o c o m ú n divisor. 

133. TEOREMA. S i dos n ú m e r o s se mul t ip l ican ó d i v i ­
den p o r otro, su m . c. d. queda mult ipl icado ó dividido p o r 
este otro. 

Mul t ip l i cando ó dividiendo dos n ú m e r o s por otro, el 
resto de su d iv is ión queda mul t ip l i cado ó dividido por este 
otro ( n ú m e r o s 104 y 113). Apl iquemos este teorema á las 
d iv is iones sucesivas que se hacen para ha l la r el m. c. d., y 
sea 3 el n ú m e r o por el cual se m u l t i p l i c a n ó dividen los 
n ú m e r o s dados, que supondremos son 420 y 156. Puesto 
que el dividendo 420 y el divisor 156 se m u l t i p l i c a n ó d i v i ­
den por 3, el resto 108 q u e d a r á mul t ip l i cado ó dividido por 
3: en la segunda d iv i s ión el dividendo 156 y el divisor 108 
e s t á n mul t ip l icados ó divididos por 3, luego el resto 48 
q u e d a r á mul t ip l i cado ó dividido por 3; por ú l t i m o , el d i v i ­
dendo 108 y el divisor 48 e s t á n mul t ip l i cados ó divididos 
por 3, luego el resto 12 q u e d a r á mul t ip l i cado ó dividido por 
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3. Lo cual demuestra el teorema, porque 12 es el m. c. d. 
de 420 y 156. 

134. En v i r t u d de este teorema se puede s impl i f icar la 
o p e r a c i ó n de hal lar el m á x i m o c o m ú n divisor de dos n ú ­
meros, supr imiendo los factores comunes que se vean á 
pr imera vista y se puedan s u p r i m i r por una d iv i s ión m u y 
fácil. 

Si t u v i é r a m o s que hal lar el m. c. d. de 42000 y 15600 se 
pod r í a s u p r i m i r el factor 100, ha l lar el m. c. d. de 420 y 156, 
que es 12, y mu l t i p l i c a r l e d e s p u é s por 100. E l m á x i m o co­
m ú n divisor de 42000 y 15600 s e r á , pues, 1200. 

135. COROLARIO. S i dos n ú m e r o s se dividen po r su m á ­
x i m o c o m ú n divisor, los cocientes son p r i m o s entre s í . 

El m á x i m o c o m ú n divisor q u e d a r á dividido por s í m i s ­
mo ( n ú m . 133), luego s e r á la unidad, lo cual demuestra el 
enunciado. 

136. TEOREMA. S i un n ú m e r o divide á un producto de 
dos factores y es p r i m o con uno de ellos, es divisor del otro 
fac tor . 

Sea, N es producto de los dos factores A y B, y P un n ú ­
mero que divide á N y es p r i m o con A, decimos que es d i v i ­
sor de B. 

Por ser A y P dos n ú m e r o s p r imos entre s í , se t e n d r á : 

A \ 7 . } m , c. d. = 1. 
PJ 

Si mu l t i p l i camos los n ú m e r o s A y P por B, su m. c. d. 
q u e d a r á mul t ip l i cado por B ( n ú m . 133), y tendremos* 

A ^ B \ m . c. d. = 1 x B == B 
P x B j 

P divide a l producto A x B, porque este producto es igual 
á N; t a m b i é n divide P a l producto P x B, porque es uno 
de sus factores; luego d iv id i rá a l m á x i m o c o m ú n divisor 
de estos productos ( n ú m . 132), que es B; lo cual demuestra 
el teorema. 
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Máximo común divisor de varios números. 

137. Var ios n ú m e r o s tienen siempre la unidad por d i v i ­
sor c o m ú n : si no tienen otro, se dicen p r imos entre sí . 
Cuando tomados de dos en dos no tienen m á s divisor co­
m ú n que la unidad, se dicen p r imos entre s i dos á dos. 

Si var ios n ú m e r o s tienen m á s de un divisor c o m ú n , el 
m a y o r se l l a m a m á x i m o c o m ú n divisor de varios n ú m e r o s . 

138. TEOREMA. Sean varios n ú m e r o s A , B, C, D, y sea 
d el m á x i m o c o m ú n divisor de dos de ellos, A y B, por 
ejemplo: decimos que el m á x i m o c o m ú n divisor de los n ú ­
meros A, B, C, D es el mismo que el de los n ú m e r o s d, C, I ) . 

Por ser d el m á x i m o c o m ú n divisor de A y B, todos 
los divisores comunes de A y B son divisores de d ( n ú m e ­
ro 132); luego todos los divisores comunes á los n ú m e r o s 
A, B, C, D, son divisores de los n ú m e r o s d, C, D. R e c í p r o ­
camente, todos los divisores de d son divisores de A y B; 
luego todos los divisores comunes á los n ú m e r o s d, C, D, 
son divisores de los n ú m e r o s A , B, C, 1); entonces las dos 
l í n e a s de n ú m e r o s : 

A B C D 
d C B 

t ienen todos sus divisores comunes, y por tanto t e n d r á n el 
m i s m o m á x i m o c o m ú n divisor. 

139. Del teorema anter ior se deduce la siguiente: 
REGLA. P a r a j i a l l a r e l m . c . d . d e varios n ú m e r o s se 

ha l la el de dos de ellos, después el del m á x i m o c o m ú n d i v i ­
sor hallado y otro de los n ú m e r o s dados, continuando del 
mismo modo hasta considerar el ú l t imo de los n ú m e r o s . 

L a o p e r a c i ó n se puede indicar como es t á en el adjunto 
cuadro . 

A B C 

d" 
d es el m á x i m o c o m ú n divisor de A y B : la segunda l í n e a 
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cie n ú m e r o s t e n d r á el m i smo m. c. d. que la p r imera . E l 
m á x i m o c o m ú n divisor de d y C es c¿'; luego d' y D tienen 
el mi smo m. c. d. que los n ú m e r o s de la segunda l ínea . El 
m á x i m o c o m ú n divisor de d' y D es d", luego t a m b i é n lo 
se rá de d, C, D, y por consiguiente de los n ú m e r o s propues­
tos A, B, C, D. 

Se puede comenzar la o p e r a c i ó n por dos n ú m e r o s cua­
lesquiera; pero generalmente se llega m á s pronto al resu l ­
tado comenzando por los menores. 

Ejemplo. Ha l l a r el m. c. d. de 330, 462, 770 y 1155. 
El m. c. d. de 330 y 462 es 66: el m. c. d. de 66 y 770 es 22; 

y por ú l t i m o , el m. e. d. de 22 y 1155 es 11; luego este n ú ­
mero s e r á el m á x i m o c o m ú n divisor que se buscaba. 

El cuadro de los r e s u l t á d o s es el siguiente: 

330 462 770 1155 

" 6 6 " 770 1155 

" I T " 1155 

' í í 
140. TEOREMA. Todo divisor c o m ú n á varios n ú m e r o s 

divide exactamente á su m . c. d. 
Adoptando la n o t a c i ó n del n ú m e r o anter ior tendre­

mos que todo divisor c o m ú n de A, B, C, D, es divisor de 
d, C, D ( n ú m . 138); del m i s m o modo todo divisor c o m ú n de 
d, C, D, lo es de d, D, y por consiguiente de d", que es el 
m á x i m o c o m ú n divisor . 

RECÍPROCAMENTE. Todo divisor del m. e. r i . de varios 
n ú m e r o s es divisor de los n ú m e r o s ( n ú m . 107), porque to ­
dos son m ú l t i p l o s de su m. c. d. 

141. TEOREMA. S i se mul t ip l ican ó dividen varios n ú ­
meros p o r otro, su m . c. d. queda mult ipl icado ó dividido 
por este otro. 

COROLARIO. S i varios n ú m e r o s se dividen por su m . c. d. 
los cocientes son p r imos entre si . 

Se demuestran como el teorema del n ú m . 140. 
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I V . M í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o . 

142. U n n ú m e r o divis ible por otros var ios es un m ú l t i ­
plo c o m ú n de tocios ellos. 

Se sabe que los m ú l t i p l o s de u n n ú m e r o se fo rman 
m u l t i p l i c á n d o l e por 1, 2, 3, 4 luego el menor de todos 
los m ú l t i p l o s de u n n ú m e r o es el m i s m o n ú m e r o (*). Entre 
los m ú l t i p l o s comunes á varios n ú m e r o s hay uno menor 
que todos los d e m á s y se l l ama m í n i m o c o m ú n múl t ip lo , 
cuyo valor es, por lo menos, tan grande como el mayor de 
los n ú m e r o s . El m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o se suele desig­
nar por la n o t a c i ó n m . c. iL ^ 

Mínimo común múltiplo de dos números. 

143. Sean A y B dos n ú m e r o s , d su m á x i m o c o m ú n d i ­
visor, a j b los cocientes de d iv id i r A y B por su m á x i m o 
c o m ú n divisor d. Tendremos las igualdades 

A = d a j B = db (**) 
Los n ú m e r o s a y b son p r imos entre si ( n ú m . 135). 
Designemos por M un m ú l t i p l o cua lquiera de A, ten­

d r á la fo rma M — A q siendo q un n ú m e r o entero, ó bien, 
poniendo en vez de A su igual a 

M — adq 
Ahora , si M ha de ser t a m b i é n m ú l t i p l o de B tiene que 

serlo de su igual db, ó lo que es lo m i s m o , dividido por db 
tiene que dar un cociente exacto. 

Para d iv id i r por el producto db se divide p r imero por d 
y el cociente que resulte por b ( n ú m . 101). E l cociente de 
adq dividido por d se obtiene supr imiendo el factor d, y por 
consiguiente es aq; luego el producto aq tiene que ser d i v i ­
sible por b; pero b es p r i m o con a, entonces debe d iv id i r a l 
factor q ( n ú m . 136), y si designamos por q' el cociente, se 
t e n d r á q = b q ' . 

(*) En todo este artículo se prescinde de que eero sea múltiplo de todos los 
números. 

(**) Cuando representamos los números por letras y tengamos que indicar 
una multiplicación prescindiremes del signo. 
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Sustituyendo este va lor en la e x p r e s i ó n M = axfc/, re­

s u l t a r á 
M — abdq' 

de cuya igualdad se deduce que todo m ú l t i p l o c o m ú n de 
dos n ú m e r o s A y B es un producto del m á x i m o c o m ú n d i ­
visor de dichos n ú m e r o s , mul t ip l i cando por los cocientes 
de dividi r los por su m á x i m o c o m ú n divisor y mul t ip l icado , 
por otro factor indeterminado. 

El menor de todos los m ú l t i p l o s c o r r e s p o n d e r á a l me­
nor va lor que se pueda asignar a l factor indeterminado q', 
y como tiene que ser un n ú m e r o entero, haremos q ' = l . El 
m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o s e r á , pues, d e s i g n á n d o l e por m 

m = a b d 
144. En v i r t u d de las igualdades A = a ( l y B = b d , el m í ­

n imo c o m ú n m ú l t i p l o puede recibi r las formas. 

a b d = A b = B a = { A B ) : d 
En la p r á c t i c a se adopta la segunda ó tercera forma, 

que enunciada como un teorema dice: 
E l m í n i m o c o m ú n múl t ip lo de dos n ú m e r o s éé igual a l 

producto de uno de ellos po r el cociente de d i v i d i r el otro 
por su m á x i m o c o m ú n divisor . 

Ejemplo: Sean los n ú m e r o s 420 y 156, su m á x i m o co­
m ú n divisor es 12, y el cociente de d iv id i r 156 por 12 es 13, 
luego el m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o s e r á 

420 x 13 = 5460 

145. Todos los m ú l t i p l o s comunes de dos n ú m e r o s A y 
B son m ú l t i p l o s del producto abd, luego son m ú l t i p l o s del 
m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o . R e c í p r o c a m e n t e , todos los m ú l ­
t iplos del m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o son m ú l t i p l o s de los 
n ú m e r o s . 

146. Una de las expresiones del m í n i m o c o m ú n m ú l t i ­
plo es ( n ú m . 144) 

m = (AB) : d 
de donde se deduce mul t ip l i cando por d los dos miembros 
de la igualdad 

mcZ=AB 
10 
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Es decir que el producto del m í n i m o c o m ú n múl t ip lo de 

dos n ú m e r o s por el m á x i m o c o m ú n divisor es igual a l p r o ­
ducto de los n ú m e r o s . 

147. En v i r tud de esto, si uno de ellos, A, por ejemplo, 
es m ú l t i p l o de B, el m á x i m o c o m ú n divisor s e r á igual á B, 
que s e r á el menor de los n ú m e r o s , y r e s u l t a r á que el m í ­
nimo c o m ú n múl t ip lo s e r á igual á A, a l mayor de los n ú ­
meros. 

148. Si los n ú m e r o s son p r imos entre s í , su m á x i m o 
c o m ú n divisor es la unidad; luego el m í n i m o c o m ú n m ú l t i ­
p lo s e r á igual a l producto de los n ú m e r o s . 

Mínimo común múltiplo de varios números. 

149. TEOREMA. Sean varios n ú m e r o s A , B, G, D, y sea 
m el m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de dos de ellos, A y deci­
mos que el m í n i m o c o m ú n múl t ip lo de los n ú m e r o s A, B, C, 
D es el mismo que el de los n ú m e r o s c?, C, D. 

Por ser m el m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de A y B, todos 
los m ú l t i p l o s comunes de A y B son m ú l t i p l o s de m ( n ú ­
mero 145) luego todos los m ú l t i p l o s comunes á los n ú m e ­
ros A, B, C, D son m ú l t i p l o s de m C, D. R e c í p r o c a m e n t e , t o ­
dos los m ú l t i p l o s de m son m ú l t i p l o s comunes de A y B ; 
luego todos los m ú l t i p l o s comunes á m, C, D son m ú l t i ­
plos comunes á los n ú m e r o s A, B, C, D; entonces las dos l í ­
neas de n ú m e r o s 

A B C D 
m C D 

tienen todos sus m ú l t i p l o s comunes, y por tanto t e n d r á n 
el m i s m o m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o . 

150. Del teorema anter ior se deduce la siguiente: 
REGLA. Pa ra ha l la r el m í n i m o c o m ú n múl t ip lo de va­

inas n ú m e r o s , se hal la el efe dos de los n ú m e r o s , después el 
del m í n i m o c o m ú n múl t ip lo hallado y otro de los n ú m e r o s , 
continuando deVjnismo modo hasta considerar el ú l t imo de 
los n ú m e r o s dados. 
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La o p e r a c i ó n se puede indicar como e s t á en el siguien -

te cuadro 
A B C D 

C D 

m 
m es el m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de A y B, la segunda l í nea 
t e n d r á entonces el m i smo m . c. m que la pr imera ; m ' es el 
m . c. m . de m y C; luego m' y D tienen el m i s m o m . c. m . 
que los n ú m e r o s de la segunda l ínea . Por ú l t i m o , m " es el 
m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de m ' y D, luego t a m b i é n lo s e r á 
de m, C, D, y por consiguiente A, B, C, D, 

Ejemplo: Ha l la r el m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de 114, 
154, 170 y 195. 

El m á x i m o c o m ú n divisor de 114 y 154 es 2, y el cocien­
te de d iv id i r 154 por 2 es 77; luego el m í n i m o c o m ú n m ú l ­
t iplo de 114 y 154 es 114 x 77 --8778. S e g ú n la n o t a c i ó n an ­
ter ior 

m=8778 
El m á x i m o c o m ú n divisor de 170 y 8778 es 2, y el co­

ciente de d iv id i r 170 por 2 es 85; luego el m í n i m o c o m ú n 
m ú l t i p l o de 170 y 8778 es 8778 x 85=746130. O sea, s e g ú n la 
n o t a c i ó n de antes 

m' = 746130 
El m á x i m o c o m ú n divisor de 195 y 746130 es 15, y el co­

ciente de d iv id i r 195 por 15 es 13; luego el m í n i m o c o m ú n 
m ú l t i p l o de 195 y 746130 es 746130x13= 9699690, de donde 

m"=9699690 
151. Todos los múl t ip los comunes á varios n ú m e r o s son 

múlt iplos del m í n i m o c o m ú n múl t ip lo . 
La d e m o s t r a c i ó n no es m á s que la r epe t i c ión de los 

razonamientos hechos en el n ú m . 149. 

V. T e o r í a de los n ú m e r o s p r imos . 

T e o r e m a s sobre los n ú m e r o s pr imos . 

152. N ú m e r o p r i m o es el que no tiene m á s divisores 
que el m i smo y la unidad: 2, 3, 7, son n ú m e r o s p r imos . 
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Si un n ú m e r o p r i m o no es d iv isor de otro cualquiera , 

es p r i m o con él: porque los dos ú n i c o s divisores comunes 
que p o d r í a n tener son la unidad y el n ú m e r o p r i m o , y este 
ú l t i m o , por h i p ó t e s i s , no es divisor c o m ú n . 

Los n ú m e r o s p r i m o s son p r imos entre sí dos á dos, 
pero evidentemente la r e c í p r o c a no es cierta. Por ejemplo, 
8 y 9 son p r i m o s entre sí y no lo son separadamente. 

153. Todo n ú m e r o que no es p r i m o admite un divisor 
p r i m o . 

Sea N , un n ú m e r o que no es p r i m o , a d m i t i r á un d i v i ­
sor X , por ejemplo, y tendremos, designando por q el co­
ciente de N por N ' , N — N' x q. Si N ' es u n n ú m e r o p r i m o , el 
teorema e s t á demostrado; si no lo es, a d m i t i r á un divisor: 
sea N " este divisor y q' el cociente que se obtiene, de don­
de N' — N " x q'; si N " es n ú m e r o p r i m o , el teorema e s t á de­
mostrado, porque N " es divisor t a m b i é n de N, por ser este 
n ú m e r o m ú l t i p l o de N ' . Si N " no es p r i m o , cont inuando 
el m i s m o razonamiento, como los divisores son enteros y 
van disminuyendo, se l l egará , cuando menos, á la Unidad, 
y entonces el anter ior divisor es p r i m o necesariamente. 

154. Dos n ú m e r o s que no son p r imos entre s i , admiten 
un f ac to r p r i m o c o m ú n . 

Porque sino son p r imos entre s i , su m. c. d. es d i s t in ­
to de la unidad, y es un n ú m e r o p r i m o , ó admite un factor 
p r i m o ( n ú m 153). 

155. L a serie de n ú m e r o s p r i m o s es i l im i t ada . 
A d m i t a m o s que no lo sea y que p sea el mayor de t o ­

dos los n ú m e r o s p r imos . 
Si formamos el producto de todos los n ú m e r o s p r imos 

hasta p, tendremos: 

1 . 2 . 3 . 5 . 7 . 1 1 p = N 

Si a ñ a d i m o s á este n ú m e r o una unidad, se t e n d r á 

1 . 2 . 3 . 5 . 7 .11 p + 1 = N + l 

Sí el n ú m e r o N + 1 es p r i m o , el teorema e s t á demos­
trado, porque N + 1 X p\ si N + 1 no es p r i m o , a d m i t i r á 
u n factor p r imo , que no puede ser n inguno de los n ú m e -
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ros p r imos hasta/) inclusive, porque si lo fuera, la dife­
rencia 

(N + 1) — N = 1 

que es 1, a d m i t i r í a t a m b i é n dicho factor ( n ú m . 108). E n ­
tonces el factor p r i m o de N + 1 tiene que ser mayor que 
p, y por consiguiente, no es p el mayor de todos los n ú m e ­
ros p r imos . 

156. Para fo rmar una tabla de n ú m e r o s p r imos , c o m ­
prendidos entre 1 y u n l í m i t e dado, 100 por ejemplo, se 
escriben los n ú m e r o s por su orden na tu ra l hasta el l í m i t e 
dado. 

1 2 3 4 5 ^ 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
16 1 7 18 1 9 20 21 22 2 3 24 25 26 27 28 2 9 30 
81 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 
46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 
76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 
91 92 93 94 95 96 9 7 98 99 100. 

Los n ú m e r o s 1 y 2 evidentemente son p r imos . 
Se tachan los n ú m e r o s de dos en dos, á pa r t i r del 2, y 

todos los n ú m e r o s tachados s e r á n m ú l t i p l o s de 2, luego no 
s e r á n p r imos . 

E l p r i m e r n ú m e r o no tachado es 3, que s e r á n ú m e r o 
pr imo, porque no es divisible por 2, ú n i c o n ú m e r o infer ior 
á él a d e m á s de la unidad. 

Se tachan enseguida c o n t á n d o l o s de tres en tres, á 
par t i r del 3, y los n ú m e r o s tachados s e r á n m ú l t i p l o s de 3. 

E l p r i m e r n ú m e r o que queda s in tachar es 5, luego 
se rá p r i m o , porque no admite los factores p r imos infer io­
res á él, que son 2 y 3. 

Se tachan ahora c o n t á n d o l o s de cinco en cinco, á par­
t i r del 5, y los ; i ú m e r o s tachados s e r á n m ú l t i p l o s de 5. E l 
p r imer n ú m e r o no tachado es 7, que por consiguiente s e r á 
n ú m e r o p r i m o . 

A pa r t i r del 7 se cuentan de siete en siete, y los n ú m e ­
ros tachados s e r á n m ú l t i p l o s de 7. 
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Se c o n t i n u a r á del m i s m o modo hasta que só lo queden 

n ú m e r o s p r imos en la tabla. 
Se puede observar que cuando tachamos los m ú l t i p l o s 

de 3, ya estaban tachados los que á la vez son m ú l t i p l o s 
de 2; cuando se tachan los m ú l t i p l o s de 5, e s t á n ya tacha 
dos los que han sido m ú l t i p l o s de 2 y de 3; cuando se ta­
chan los m ú l t i p l o s de 7, ya e s t á n tachados los que á la vez 
lo son de 2, 3 ó 5 y as í de los d e m á s . 

. Decimos: que cuando se tachan los m ú l t i p l o s de un n ú ­
mero p r i m o cualquiera, el p r imero , que no estaba tachado 
antes, es el cuadrado d e l l n ú m e r o p r i m o . 

Supongamos, para fijar ideas, que se t ra ta del 13; los 
m ú l t i p l o s de 13, inferiores á 13 x 13, admiten un factor 
infer ior á 13; entonces, ó este factor es p r i m o , ó admite un 
factor p r i m o , que t a m b i é n s e r á i n f e r i o r a 13; luego en a m ­
bos casos se h a b r á tachado antes el m ú l t i p l o de que se 
trata. 

Si la tabla de n ú m e r o s p r imos no ha de llegar m á s 
que hasta 100, el ú l t i m o n ú m e r o p r i m o cuyos m ú l t i p l o s 
se tachan es 7, porque el cuadrado de 11 es 121. (*) 

157. Si se tiene una tabla de n ú m e r o s p r imos (**) se 
averigua inmediatamente s i un n ú m e r o dado, infer ior a l 
mayor de la tabla, es p r imo ; pero si se t ra ta de un n ú m e ­
ro á que no alcance la tabla, se necesita efectuar algunas 
operaciones, fundadas en el siguiente: 

TEOREMA. Todo n ú m e r o , que no es dioisible p o r n i n g ú n 
n ú m e r o p r i m o cuyo cuadrado no le exceda, es n ú m e r o 
p r i m o . 

Sea el n ú m e r o N , que no es divisible por n i n g ú n n ú m e ­
ro p r i m o cuyo cuadrado no le excede, y admitamos que es 
divis ible por un n ú m e r o p r i m o p , cuyo cuadrado p x p \ > N , 
tendremos N — p x q, siendo q un cociente entero, pero 
menor que p ; luego evidentemente N \ q x q , e s decir, que 

(•) En la practica de la formación de una taMa de números primos, sólo se 
escriben los impares y el 2, pero los teoremas anteriores se demuestran más sen­
cillamente escribiendo todos los números. 

(*•) En las tablas de logaritmos de Sánchez Ramos, segunda edición, hay una 
tablada XXIIi, de los números primos inferiores á G9(i8. 
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N es mayor que el cuadrado de q, luego N a d m i t i r á un fac­
tor p r i m o igual ó menor que q, lo cual es contra la h i p ó ­
tesis. 

Entonces no podemos a d m i t i r que N tenga un divisor 
p r imo cuyo cuadrado le exceda, y por consiguiente s e r á 
n ú m e r o p r i m o . 

ESCOLIO. Se conoce que se llega á un n ú m e r o p r i m o 
cuyo cuadrado excede á N , en que cuando esto sucede el 
cociente es menor que el divisor. 

158. TEOREMA. Si un n ú m e r o p r i m o divide á un p r o ­
ducto de varios factores, divide, cuando menos, á uno ele 
ellos. 

I.0 Supongamos que los factores son dos, a, y b y sea p 
el n ú m e r o p r i m o que divide á su producto ab. Si jt) divide 
á a, el teorema es cierto, y si no divide al factor « es p r i m o 
con él; luego d iv id i rá á b ( n ú m . 136). 

2.° Supongamos que los factores son varios , a, b, c y d 
y sea peX n ú m e r o p r i m o que divide al producto abed: este 
producto se puede considerar compuesto de los factores a 
y bed y escribirse a s í : a (bed); s i p divide á a, el teorema e s t á 
demostrado, sino es p r i m o con él y d iv id i rá á bed ( n ú m e ­
ro 136): el producto bed se puede escribir a s í : b (cd) ; s i p d i ­
vide á b, el teorema e s t á demostrado, sino es p r i m o con 6 y 
dividi rá al producto cd, luego d iv id i rá á uno cuando me­
nos de sus factores (1.°) 

159. COROLARIO 1.°. S i un n ú m e r o p r i m o divide á una 
potencia de otro n ú m e r o , divide t amb ién a l numero. 

Sea 5 un divisor de 304, s e r á divisor del producto 
30 x 30 x 30 x 30, que es igual á 304, luego d iv id i rá á cua l ­
quiera de los factores. 

COROLARIO 2.9. S i dos n ú m e r o s son p r i m o s entre sí, 
sus potencias t a m b i é n lo son. 

Sean 8 y 15 dos n ú m e r o s p r imos entre si; dos potencias 
suyas 84 y 153, por ejemplo, s e r á n n ú m e r o s p r imos entre s í , 
porque si admi t ie ran un divisor p r i m o ( n ú m . 154) t a m b i é n 
s e r í a divisor de 8 y 15 (1.°) 

160. TEOREMA. S i un n ú m e r o es p r i m o con cada uno de 
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íos factores de un producto, es p r i m o con el producto . Reci­
procamente', si un n ú m e r o es p r i m o con un producto, es p r i ­
mo con cada uno de sus factores. 

Sea N — abe y p un n ú m e r o p r i m o con cada uno de los 
factores a, b, c del producto, decimos que s e r á p r i m o con 
N . En efecto; s i N y p admi t i e ran un divisor p r i m o c o m ú n 
( n ú m . 154), este divisor lo s e r í a t a m b i é n de uno, cuando 
menos, de los factores a, b, c ( n ú m . 158), lo que es contra 
la h i p ó t e s i s . 

R e c í p r o c a m e n t e , si p es p r i m o con N , lo s e r á con sus 
factores a, b, c,; porque si uno de ellos, a, por ejemplo, ad­
mi t i e r a un factor p r i m o c o m ú n con p , N, que es u n m ú l t i ­
plo de a, t a m b i é n le a d m i t i r í a ( n ú m . 107), contra la h i p ó ­
tesis. 

161. TEOREMA. Si un n ú m e r o es divisible p o r varios 
p r imos entre si dos á dos, es divisible p o r su producto . 

Sea N u n n ú m e r o divisible p o r a , b y c, que suponemos 
son n ú m e r o s p r imos entre sí dos á dos. Efectuemos la d i ­
v i s ión de N por a, y sea q el cociente, tendremos 

N = 
N es divisible por b, luego su igual a l producto aq t a m b i é n 
debe serlo; pero b es p r i m o con a, entonces s e r á d ivisor de 
q ( n ú m . 136), y l lamando q' al cociente de la d iv i s ión , se ten­
d r á q = bq' ,y susti tuyendo en la igualdad anter ior este va ­
lo r de q, se tiene: 

N — abq' 
N es divis ible por c, su igual abq' t a m b i é n lo s e r á , pero a y 
b son p r imos con c, luego su producto ab es p r i m o con c 
( n ú m . 160), entonces c es divisor de q' ( n ú m . 136), y l l a m a n ­
do q" a l cociente, se t e n d r á = cq", y susti tuyendo q' por 
su valor en la anter ior igualdad, resulta 

N = abcq" 
que demuestra el teorema. 

162. COROLARIO. S i un n ú m e r o es divisible p o r varios 
n ú m e r o s p r imos , es divisible p o r su producto . 

Porque los n ú m e r o s p r imos son p r imos entre si dos á 
dos. U n n ú m e r o divisible por 2 y por 3 lo es por 6. En v i r -
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tud de esto, un n ú m e r o es divisible por 6 cuando es par y la 
suma de sus cifras es un m ú l t i p l o de 3. 

Descomposición de un número en factores primos. 

163. TEOREMA. Todo n ú m e r o que no es p r i m o , es un 
producto de factores p r imos . 

Sea N un n ú m e r o que no es p r imo , a d m i t i r á un d i v i ­
sor p r imo ( n ú m . 153); si designamos por a el divisor p r i m o 
y por N' el cociente, tendremos: N — aN'. Si N ' es p r imo , el 
teorema es tá demostrado, si no lo es, a d m i t i r á un divisor 
pr imo. Designando por b el divisor p r i m o y por N " el co­
ciente, se t e n d r á : N ' = : 6N". Sustituyendo el valor de N ' en 
la anterior igualdad, resulta N = abN": si N " es p r imo, el 
teorema es tá demostrado, si no lo es, a d m i t i r á un divisor 
pr imo c, que d a r á un cociente N ' " , de donde N " — eN'", y 
sustituyendo en la anterior igualdad N = aócN'" . Si N ' ' es 
es pr imo, el teorema es tá demostrado, si no lo es, a d m i t i r á 
un divisor p r imo y continuaremos las operaciones del 
mismo modo hasta llegar á un cociente p r imo . Esto tiene que 
suceder necesariamente, porque los cocientes N ' , N " , N ' " . . . 
son enteros y van disminuyendo. 

164. Nada de lo dicho en el teorema anterior indica que 
entre los factores pr imos del n ú m e r o N no puedan a l g u ­
nos ser iguales. 

Así, 540 = 2 . 2 . 3 . 3 . 3 . 5 , que se puede escribir de 
un modo m á s sencillo, porque 2 . 2 = 2- y 3 . 3 . 3 3 ,̂ de 
modo que 540 — 22 . 3" . 5. 

Descomponer el n ú m e r o en sus factores p r imos es ha­
l la r un producto de n ú m e r o s p r i m o s que sea igual a l n ú­
mero dado. 

165. TEOREMA. Un n ú m e r o cualquiera no admite m á s 
que una descomposic ión en factores p r imos . 

Supongamos que el n ú m e r o N admita dos descompo­
siciones en factores pr imos y se tenga á la vez N = abcd y 
N = : a'b'c'd'. Por ser el mismo el p r imer miembro de estas 
igualdades, los segundos miembros s e r á n iguales , de 
modo que 

abcd = a'b'c'd' 
11 



a es un í a c t o r del p r imer miembro, luego debe d iv id i r t a m ­
bién al segundo; pero siendo a un n ú m e r o p r imo , debe 
div id i r á uno de los factores del segundo miembro ( n ú m e r o 
136), y como és tos son t a m b i é n n ú m e r o s pr imos , cada uno 
no es divisible m á s que por sí mismo, luego a debe ser 
igual á uno de los factores del segundo miembro . Supon­
gamos a = a ' , y dividamos el p r imer miembro p o r a y el 
segundo por a' ( n ú m . 99), y r e s u l t a r á la igualdad 

bcd •= b'c'd', 
Se puede repetir el razonamiento anter ior para el fac­

tor b, y se h a l l a r á b = b'. Después para c, y hallaremos 
c — &, y as í sucesivamente r e s u l t a r á cada uno de los fac­
tores del p r imer miembro igual á uno de los factores del 
segundo. 

Si en el pr imer miembro estuviese repetido a l g ú n fac­
tor, su igual en el segundo miembro e s t a r í a repetido las 
las mismas veces, porque el razonamiento que hemos he­
cho para demostrar el teorema no excluye el caso de que 
a y b, por ejemplo, sean iguales entre s í , en cuyo caso 
t a m b i é n lo s e r á n a' y b'. 
Be suerte, que dos productos de factores p r i m o s iguales á 
un n ú m e r o dado, tienen iguales factores y repetidos las 
mismas veces, ó con los mismos exponentes. 

166. Apl iquemos ya los teoremas anteriores á la des-
c o m p o s i c i é n de un n ú m e r o en factores pr imos . 

Sea el n ú m e r o 3300. 
Por ser un n ú m e r o terminado en cero, es divisible por 

2, y se t end rá : 
3300 — 2 . 1650 

Si el cociente 1650 fuese n ú m e r o p r imo , e s t a r í a hecha 
la d e s c o m p o s i c i ó n , pero como no lo es, le dividiremos por 
un factor p r imo , 2, y resulta 

1650 — 2 . 825 
y susti tuyendo en la igualdad anter ior el valor de 1650 

3300 = 2 . 2 . 825 
El n ú m e r o 825 admite el factor 3, porque la suma de 

sus cifras es 15, ó sea u n m ú l t i p l o de 3, y tendremos 
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825 = 3 . 275 
cuyo valor sus t i tu ido en la anter ior igualdad dé 

3300 —2 . 2 . 3 . 275 
A su vez 275 es divisible por 5, porque t e rmina en 5, 

de donde: 
275 = 5 . 55 

y poniendo este valor de 275 en la anter ior igualdad 
3300 = r 2 . 2 . 3 . 5 . 55 

55 es divisible por 5, y el cociente 11 es ya n ú m e r o p r i m o 
55 = 5 .11 

sustituyendo en el valor anter ior de 3300 se tiene final­
mente 

3300 - 2 . 2 . 3 . 5. 5. 11 
Como los factores 2 y 5 e s t á n repetidos se puede es­

cr ib i r m á s sencillamente 
3300 = 22. 3 . 52. 11 

Debemos advert ir que como u n n ú m e r o no admite dos 
descomposiciones distintas en factores p r imos se puede 
proceder dividiendo el n ú m e r o y los cocientes que resultan 
por cualquiera de sus factores pr imos; pero lo m á s fácil y 
c ó m o d o es d iv id i r siempre por el menor factor p r i m o . De 
lo expuesto se deduce la siguiente: 

REGLA. Pa ra ha l la r los factores p r imos de un n ú m e r o 
se le divide p o r su menor fac to r p r imo , dist into de 1: el co­
ciente que resulta de esta diois ión se divide p o r su menor 
factor p r i m o y se continúa, operando del mismo modo con 
los cocientes sucesivos, hasta llegar a l cociente 1. E l p r o ­
ducto de todos los divisores empleados s e r á igual a l n ú ­
mero dado. 

La o p e r a c i ó n se dispone como se indica al 
margen, escribiendo los cocientes debajo de los 
dividendos y los divisores á la derecha de sus d i ­
videndos, de los cuales e s t á n separados por una 
raya ver t ical . 

En las divisiones cuando los divisores son 
muy p e q u e ñ o s se emplea la nomencla tura de los n ú m e r o s 

3300 
1650 
825 
275 
55 
11 

1 

2 
2 
3 
5 
3 
11 
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par t i t ivos . Así , so dice la mi tad de 3, es 1, la mi tad de 13 es 
6, la mi tad 10 es 5 y la de 0 es 0. 

167. Cuando un n ú m e r o es potencia, de cierto grado de 
otro n ú m e r o , los exponentes de sus factores p r imos son 
múl t ip los del exponente que indica el grado de la potencia. 

Sea el n ú m e r o N = 33003, siendo 3300 = 2^. 3 . 52. 11 se 
t e n d r á 

• N = (22 . 3 . 52-. II)3 

y aplicando al segitndo miembro la regla de la potencia de 
un producto ( n ú m . 75) 

I\T = 22•3 . 33. 52-3. II3 
RECÍPROCAMENTE. S i los exponentes de los factores 

p r i m o s de un n ú m e r o admiten un divisor c o m ú n , el n ú m e ­
ro es una potencia cuyo exponente es igual a l divisor 
c o m ú n . 

Sea N = 26 . 33 . . II3, cuyos exponentes admiten el 
factor c o m ú n 3, se t e n d r á : 

N = 22-3. 33. 52-3. II3 

cuyo segundo miembro p r o v i e n e de e l e v a r a l cubo 
22-£! . 33 . 52-3 . 11 ( n ú m . 75), entonces se t e n d r á : 

N = (22 . 3 . 52 . II)3 . 

Como consecuencia de esto resulta que la cond ic ión 
necesaria y suficiente para que un n ú m e r o sea cuadrado 
perfecto, es que los exponentes de sus factores p r imos sean 
pares; y para que sea cubo perfecto, que sean m ú l t i p l o s de 
tres. 

Formación de todos los divisores de un número. 

168. TEOREMA. Pa ra que un n ú m e r o sea divisible po r 
otro se necesita y basta que el dividendo contenga todos los 
factores p r imos del divisor con un exponente, cuando menos 
igual a l que tienen en el divisor. 

Sea el dividendo N = 24 . 32 . 5 . 11 . 17 y el d iv isor 
N ' 23 . 32 . 11. 

El dividendo es divisible por 23, porque lo es uno de 
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sus factores, el 21, por tener el exponente mayor que el del 
divisor, y la d iv i s ión se hace restando los exponentes ( n ú ­
mero 102), es divisible por 32, porque tiene este factor, y la 
divis ión se hace s u p r i m i é n d o l e , y por 11 por la m i s m a ra ­
zón. Luego el dividendo es divisible por los n ú m e r o s 2*, 3Z 
y 11, que son p r imos entre sí dos á dos ( n ú m . 159), luego 
s e r á divisible por su producto ( n ú m . 162). 

Si el divisor tuviese a l g ú n factor p r i m o dist into de los 
del dividendo, s e r í a p r i m o con cada uno d é l o s factores del 
dividendo, porque los n ú m e r o s p r imos , son pr imos entre 
sí y lo mismo sus potencias ( n ú m . 159), luego este factor 
primal dis t in to s e r í a p r i m o con el dividendo ( n ú m . 160), y 
en consecuencia el dividendo no s e r í a divis ible por él, n i 
por el divisor, que es un m ú l t i p l o suyo. 

Si el divisor contuviese a l g ú n factor 33, por ejemplo, 
con exponente m á s elevado que en el dividendo, como 33 es 
un factor p r i m o con todos los del dividendo, á excepc ión 
de 32, d e b e r í a d iv id i r á 32 ( n ú m . 136), lo cual es imposible 
porque 33 X32; entonces el dividendo tampoco s e r í a d i v i s i ­
ble por el divisor, que es un m ú l t i p l o de 33. Luego la con­
dición enunciada es necesaria y suficiente para que la d i -
s ión sea exacta. Cuando esta cond ic ión se cumple, el co­
ciente se hal la dividiendo sucesivamenie por los factores 
del divisor ( n ú m . 101), aplicando á cada uno la regla de d i ­
vis ión de potencias ( n ú m . 102), ó de la d iv i s ión por uno de 
los factores del dividendo. 

En los n ú m e r o s propuestos tendremos: 
2* . 32 . 5 . 11 . 17 : 23 . 32 . 11 = 2 . 5 . 17 

169. E l teorema que acabamos de demostrar se aplica 
á la d e t e r m i n a c i ó n de todos los. divisores de un n ú m e r o 
dado. 

Sea el n ú m e r o , 360 = 23 . 32 . 5 . Los divisores de 360 
s e r á n , s e g ú n el teorema anter ior , la unidad, que es factor 
de todos los n ú m e r o s , las potencias de los factores 2, 3 y 5, 
cuyos exponentes no pasen respectivamente de 3, 2 y 1, y 
los productos de m u l t i p l i c a r dichos factores de dos en dos 
y de tres en tres, de todas las maneras posibles. 



Por consiguiente, para formar ordenamente dichos d i ­
visores, escribiremos en una l ínea hor izonta l la unidad y 
las potencias sucesivas del p r imer factor p r i m o 

1 2 4 8 
las mul t ip l i ca remos por la unidad y las potencias p r imera 
y segunda del segundo factor p r i m o , que es 3, y tendremos 
los productos: 

1 2 4 8 
3 6 12 24 
9 18 36 72 

y mul t ip l i cando todos estos productos por la unidad y por 
5, puesto que no entra m á s que la p r imera potencia de 5, 
tendremos: 

1 2 4 8 
3 6 12 24 
9 18 36 72 
5 10 20 40 

15 30 60 120 
45 90 180 360 

Se debe observar que cuando se m u l t i p l i c a por la u n i ­
dad y las potencias de a l g ú n factor p r imo , los productos 
por la unidad e s t á n ya escritos y no hay necesidad de re ­
petir los; de suerte que basta escribir , debajo de lo que ya 
se t e n í a escrito, los productos por las potencias del factor 
p r i m o que se considera. 

El ú l t i m o de los divisores debe resultar igual al n ú ­
mero propuesto. 

Composición del máximo común divisor y del mínimo común 
múltiplo por los factores primos. 

170. E l m á x i m o c o m ú n dicisor de dos ó m á s n ú m e r o s , 
es el producto de los factores pr imos comunes, afectados de 
los menores exponentes. 

El producto de los factores p r imos comunes afectados 
de los menores exponentes es divisor de los n ú m e r o s p r o ­
puestos ( n ú m . 168), porque sólo contiene los factores co­
munes con un exponente á lo m á s igual a l que tienen en 
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dichos n ú m e r o s . Es el mayor de todos los divisores, por ­
que si tuviese a l g ú n factor no c o m ú n á todos los n ú m e r o s , 
de j a r í a de ser divisor de todos; y si alguno de los factores 
comunes no estuviese afectado del menor exponente, t a m ­
bién de j a r í a de ser divisor c o m ú n . 

Ejemplo: Sean l o s n ú m e r o s 360 = 23 . 2^ . 5 ; 
420 = 22 . 3 . 5 . 7 ; 1980 = 22 . 32 . 5 . 11. 

El m á x i m o c o m ú n divisor s e r á 22. 3 . 5 = 60; porque 
los factores comunes son 2, 3 y 5 y los menores exponen­
tes de que e s t á n afectados 2 ,1 y 1. 

171. E l m í n i m o c o m ú n múl t ip lo de dos, ó m á s n ú m e r o s , 
es el producto de todos sus factores p r imos , afectados de los 
mayores exponentes. 

El producto de todos los factores p r imos , afectados de 
los mayores exponentes, es m ú l t i p l o de los n ú m e r o s p r o ­
puestos ( n ú m . 168), porque contiene todos sus factores p r i ­
mos con un exponente, cuando menos igual al que tienen 
en los n ú m e r o s . Es el meno)|, de todos los m ú l t i p l o s , por­
que para ser m ú l t i p l o no se lie puede qu i t a r n i n g ú n factor, 
n i rebajar n i n g ú n exponente. 

Ejemplo: Sean l o s n ú m e r o s 360 = 23 . 33 . 5 ; 
420 = 22 . 3 . 5 . 7 ; 1980 = 22 , 32 . 5 . 11. 

El m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o s e r á 23 . 32 . 5 . 7 . 11, por­
que contiene todos los factores de los n ú m e r o s dados, con 
los mayores exponentes de que e s t á n afectados. (*) 

(*) El método de hallar el máximocomún divisor y el mínimo común múl­
tiplo por los factores primos es muy espedito cuando los factores son pequeños, 
pero en el caso contrario conviene recurrir á los métodos expuestos en los nú­
meros 127 y siguientes v 143 y siguientes. Para facilitar la descomposición de al­
gunos números en factores sirve la tabla XXII de las Tablas de logaritmos de 
Sánchez Ramos, 2.' edición. Contiene dicha tabla los números compuestos infe­
riores á 8358 y no divisibles por 2, 3, 5 y 11, con la indicación, para cada número, 
de su menor factor primo. 



LIBRO SEGUNDO. 

LOS NÚMEROS FRACCIONARIOS. 

CAPÍTULO PRIMERO. 

L A NUMERACIÓN, PROPIEDADES Y TRANSFORMACIONES DE 
LOS FRACCIONARIOS. 

/ . La n u m e r a c i ó n de los f raccionar ios . 

172. Hemos dicho ( n ú m . 8) que cuando se t ra ta de me­
di r una cantidad por medio de otra de su m i s m a n a t u r a ­
leza que se toma por unidad, puede suceder que la c a n t i ­
dad no contenga exactamente á la unidad, pero sí á una 
parte a l í c u o t a suya, y el n ú m e r o que entonces resulta es 
f racc ionar io . 

N ú m e r o f racc ionar io es, pues, un conjunto de partes 
iguales de la unidad. Cada una de las partes iguales de la 
unidad se l l ama unidad f racc ionar ia . Las unidades frac­
cionarias reciben los nombres de medios, tercios, cuartos, 
quintos, sextos, sép t imos , octaoos, novenos y déc imos , s e g ú n 
que resulten de d iv id i r la un idad entera en 2, 3, 4, 5, 6,7, 
8, 9 y 10 partes respectivamente. Pero en general se desig­
na la unidad fraccionaria enunciando el n ú m e r o de par­
tes en que se divide la unidad entera y a ñ a d i e n d o la t e r m i ­
n a c i ó n acos. Así , cuando la unidad se divide en 27 partes 
se l l a m a n veintisiete avos. 

E l n ú m e r o fraccionario se suele l l amar t a m b i é n f r a c 
ción y quebrado. De la def inic ión de n ú m e r o fraccionario 
se deduce que para su e x p r e s i ó n se necesitan dos n ú m e ­
ros; uno, que se l l ama numerador, indica cuantas un ida ­
des fraccionarias le fo rman, y otro, que se l l a m a denomi­
nador, indica en cuantas partes se divide la unidad. 



El numerador y denominador se suelen l l a m a r t é r m i ­
nos del quebrado. 

para escr ibir un n ú m e r o fraccionario se escribe el 
numerador y debajo el denominador, s e p a r á n d o l o s por una 

12 
raya hor izontal . Así — es un quebrado formado por 12 

unidades iguales á un diez y siete aoo, cada una. 
Para leer un quebrado se lee el numerador y d e s p u é s 

12 
el denominador a ñ a d i e n d o la t e r m i n a c i ó n avos. Así — se 

17 
]ee doce diez y siete mos . Si el denominador es menor que 
10, se lee el numerador y d e s p u é s el denominador, como 

3 
par t i t ivo . As i —-, se lee, tres cuartos. 

• 4 
173. Si el denominador de un quebrado es la unidad, 

la unidad fraccionaria es igual á la unidad entera, luego el 
valor del quebrado es igual al numerador . 

3 5 
Asi , - , —, son quebrados iguales á 3 y á 5 unidades 

respectivamente. 
Luego: todo n ú m e r o entero se puede considerar, ó es­

cr ib i r como un f racc ionar io cuyo numerador es el en tero y 
cuyo denominador es la unidad . 

174. Si con un mismo denominador formamos una serie 
de quebrados, de numeradores crecientes, por ejemplo: 

1 2 3 4 ^ ^ 2 . 
3 ' 3 ' Y' 3"' ¥ ' Y' 3 

es evidente que el valor de la unidad fraccionaria se con-
1 

serva constantemente igual á - , pero que el n ú m e r o de 

unidades fraccionarias crece con los n ú m e r a u o r e s , y que 
por consiguiente los quebrados anteriores fo rman una se­
rie creciente. Luego, cuando se conserva constante el deno­
minador, los quebrados aumentan, ó disminuyen, cuando 
aumenta, ó disminuye su numerador . 

Si con un mismo numerador formamos una serie de 
quebrados de denominadores crecientes, por ejemplo: 

12 
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3 3 3 3 ^ _3 _3 
T' T' 3 ' 4 ' "5 ' 6 ' 7 

es evidente que aumentando el n ú m e r o de partes en que 
se divide la unidad, el valor de cada parte d i sminuye , pero 
la serie anter ior e s t á formada por quebrado, que por tener 
el m i s m o numerador, cada uno comprende 3 unidades 
fraccionarias cuyo valor va d isminuyendo, luego forman 
una serie decreciente. Entonces, cuando se conserva cons­
tante el numerador, los quebrados disminuyen, ó aumentan 
cuando aumenta, ó disminuye el denominador. 

S i e l numerador y denominador son iguales, el quebra­
do es igual á la unidad. 

Si el numerador es mayor que el denominador, el que­
brado es mayor que la unidad, y si el numerador es menor 
que el denominador, el quebrado es menor que la unidad. 

Estas propiedades son consecuencia inmedia ta de la 
definición de quebrado y de lo demostrado anteriormente. 

Se suele l l amar quebrado propio , ó f r a c c i ó n p u r a al 
que es menor que la unidad; y quebrados impropios á los 
d e m á s . 

/ / . Las propiedades y transformaciones de los n ú m e r o s 
f raccionar ios . 

175. S i se mul t ip l ica el numerador de un quebrado po r 
un n ú m e r o entero, ó se divide por uno de sus factores, el 
quebrado queda mult ipl icado, ó dividido por dicho n ú m e r o . 

1. ° Sea el quebrado —; si mu l t i p l i camos su numerador 

por 4, se f o r m a r á el q u e b r a d o r a s como el va lor de la 

unidad fraccionaria c o n t i n ú a siendo — y el n ú m e r o de u n i -
12 

dades fraccionarias es 4 vecer mayor, el quebrado se h a b r á 
hecho 4 veces mayor, ó h a b r á quedado mul t ip l i cado por 4. 

2. ° Si d iv id imos el numerador por su factor 4, se fo r -
' ' ' • • 8 I 4 ' • ' V. ••;;;.v: •>:••.-• 

m a r á el quebrado • E1 valor de la unidad fraccionaria 
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1 • . ' ^ '\ , ' ' ' 

es—, como en el quebrado p r i m i t i v o ; pero ahora el n ú ­
mero de unidades fraccionarias es 4 veces menor, luego el 
quebrado se h a b r á hecho 4 veces menor, ó h a b r á quedado 
dividido por 4. 

176. S i se mul t ip l ica el denominador de un quebrado por 
un n ú m e r o entero, ó se divide p o r uno de sus factores, el 
quebrado queda dividido, ó mult ipl icado p o r dicho n ú m e r o . 

1. ° Sea el quebrado-^ , si mu l t i p l i c amos su denomi-

g 
nador por 4, se f o r m a r á el quebrado — : ahora de 

12 x 4 
1 

las unidades fraccionarias— se necesitan 4 veces m á s 
12 x 4 

para formar una unidad entera, que de las unidades frac-
1 

clonarlas —,luego a q u é l l a s son 4 veces menores que é s t a s 
8 8 

y como los dos quebrados --- y — e s t á n formados por 
12 12 x 4 1 

el mi smo n ú m e r o de unidades fraccionarias, el segundo 
s e r á 4 veces menor que el p r imero , ó s e r á igual al p r imero 
dividido por 4. 

2. " Si dividirnos el denominador por su factor 4, se for-
g 

m a r á el quebrado , y como en és te la un idad f ráce lo-

nar ia es 4 veces mayor que en ~- y en ambos quebrados 

hay el m i smo n ú m e r o de unidades fraccionarias, el que-
8 8 

brado Y^T^- es 4 veces mayor que —, ó s e r á igual al p ro­

ducto de ~ por 4. 
12 

177. ESCOLIO. Para mul t ip l i ca r un quebrado p o r un en­
tero se mul t ip l i ca el numerador p o r el entero dejando el 
mismo denominador: y si el en tero es fac to r del denomina­
dor, se puede d i v i d i r el denominador po r el entero, dejando 
el mismo numerador . 
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Pa ra d i v i d i r un quebrado p o r un entero se mul t ip l ica el 

denominador p o r el en tero dejando el mismo numerador : y 
si el entero es fac to r del numerador, se puede d i v i d i r el n u ­
merador p o r el enteco, dejando el mismo denominador. 

178. ESCOLIO 2.° Como caso p a r t i c u l a r conviene notar 
que el producto de un quebrado p o r su denomidador es 
igual á su numerador . Porque para hacer la m u l t i p l i c a ­
c ión , podemos d iv id i r el denominador por sí m i smo y que­
d a r á por denominador la unidad. 

4 4 4 
A s i : 9 ><9=9T9=T=-4 

179. S i los dos t é r m i n o s de un quebrado se mul t ip l ican 
por un n ú m e r o entero, ó se dividen po r un fac to r c o m ú n á 
ambos, el quebrado no v a r í a . 

8 
1. " Sea el quebrado si mu l t i p l i camos por 4 el nume-

rador, se t e n d r á , que es 4 veces mayor que el propues­

to, y mul t ip l i cando el denominador de este ú l t i m o por 4, se 

fo rma el quebrado ^ que es 4 veces menor que ^ , y 

por consiguiente s e r á igual á 
Ü 

2. " Si d iv id imos el numerador del quebrado ~- por 4, se 

8 : 4 
t e n d r á ~ ~ , que es 4 veces menor que el propuesto, y d i v i -

g • 4 
diendo el denominador de és te por 4, r e s u l t a r á ^ ' ^ que es 

' , . 8 : 4 , ' . . ' ' ' ' 
4 veces mayor q u e , y por consiguiente, s e r á i g u a l 

. 8 
a 12' 

180. Torio n ú m e r o en tero se puede poner bajo la f o r m a 
de una f r a c c i ó n de denominador dado. 

Sea un n ú m e r o cualquiera, 8 por ejemplo, el que se 
quiere reducir á la forma fraccionaria de un denominador-
dado, 5, por ejemplo. 
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A todo n ú m e r o entero se le puede suponer por deno­

minador la un idad ( n ú m . 173), luego tendremos: 

v ' • • 

pero si mu l t i p l i camos por 5 los dos t é r m i n o s del quebra-
8 

do ~ , el quebrado no v a r í a ( n ú m . 179), luego: 
8 8 x 5 , 1 . 0 8 x 5 
- — r-- o bien 8 = 
1 5 5 

181. Se l l ama n ú m e r o mix to un n ú m e r o compuesto de 
un entero y una f racción menor que la unidad. 

5 
Así , 12+ — es un n ú m e r o m i x t o . Generalmente se su-

5 
pr ime el signo + y só lo se escribe 12 - - . 

Una exp re s ión compuesta de un entero y una. f r a c c i ó n 
se puede t rans formar en un quebrado equivalente; pa ra es­
to se mul t ip l ica el entero por* el denominador de la f r a c ­
ción y a l producto se a ñ a d e el numerador poniendo el resul­
tado po r numerador y dejando por denominador el mis­
mo de la f r a c c i ó n . 

5 12x7 
Sea 12 y . El entero 12 reducido á s é p t i m o s es — 

( n ú m . 180); luego el n ú m e r o de sép t imos contenidos en el 
entero es 12 x 7, y como en el m i x t o hay a d e m á s otros 5 
s é p t i m o s , el n ú m e r o total de s é p t i m o s s e r á 12x7 + 5, y ten­
dremos: 

5 _ 12x7 + 5 __ 89 
7 ~ 7 ~ 7 

182. Para reducir un quebrado mayor que la unidad á 
n ú m e r o mix to , se divide el numerador p o r el denominador, 
el cociente s e r á la par te entera y la f r acc iona r i a s e r á un 
quebrado cuyo numerador es el resto y el denominador el 
divisor. 

89 
Sea el quebrado -~. Como cada unidad contiene 7 s ép -

V 1 • '• -. , • 89 . : . . 
timos, el n ú m e r o de unidades contenidas en y e s igual ai 
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n ú m e r o de veces que 89 s é p t i m o s contiene á 7 s é p t i m o s , ó 
sea el n ú m e r o de veces que 89 contiene á 7. Dividiendo 89 
por 7 se halla el cociente 12 y el resto 5, luego 89 s é p t i m o s 
contiene 12 veces á 7 s é p t i m o s y quedan a d e m á s otros 5 
s é p t i m o s ; entonces 89 s é p t i m o s es igua l á 12 unidades y 5 
s é p t i m o s , se t e n d r á pues: 

7 ~ ^ 7 • 
Si el cociente del numerador por el denominador fuese 

exacto, el quebrado s e r í a igual á un n ú m e r o entero. De 
a q u í se deduce que: p a r a que un quebrado sea equivalente á 
un n ú m e r o entero, se necesita que el numerador del quebra-
brado sea divisible por el denominador. 

183. Sabemos que si una d iv i s ión es inexacta, el d i v i ­
dendo es igual al producto del divisor por el cociente m á s 
el residuo. Ahora bien; si formamos un quebrado cuyo 
numerador sea el residuo y cuyo denominador sea el d i ­
visor y le mu l t i p l i camos por el divisor, d a r á de producto el 
residuo ( n ú m . 178), que es su numerador; luego este que­
brado unido al cociente entero f o r m a r á un n ú m e r o m i x t o 
que mul t ip l icado por el divisor r e p r o d u c i r á el dividendo. 

En v i r t u d de esto, si l l amamos cociente completo de la 
d iv i s ión al n ú m e r o m i x t o formado por el cociente entero y 
una f racc ión cuyo numerador sea el resto y el denomina­
dor el divisor,, podremos adoptar para def inic ión de la d i v i ­
s i ón la siguiente: d iv is ión es una o p e r a c i ó n que tiene po r 
objeto, dados un producto y uno de los factores,fhallar el 
otro. Esta def inic ión general só lo la pudimos aplicar al 
caso de la d iv i s ión exacta ( n ú m . 78) en la t e o r í a de los n ú ­
meros enteros. 

184. Un quebrado cualquiera se puede considerar corrió 
un cociente de sulnumerador p o r su denominador, porque 
si mu l t i p l i c amos el quebrado por el denominador, el p ro ­
ducto es el numerador. 

Podremos por consiguiente considerar divisiones en 
que el dividendo sea menor que el divisor y enunciar corno 
propiedades de la d iv i s ión todas las propiedades de las 

/ 
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fracciones sin m á s que cambiar las palabras numerador, 
denominador y quebrado, ó f r a c c i ó n en las de dividendo, 
divisor y cociente. 

Por ejemplo, la propiedad n ú m . 175 s e r á : sise m u l t i p l i ­
ca el dividendo po r un n ú m e r o entero ó se divide p o r uno 
de sus factores, el cociente queda mult ipl icado, ó dividido 
por dicho n ú m e r o . 

Simplificación de las fracciones. 

185. Hemos visto ( n ú m . 179) que una f racc ión no var ia 
si se m u l t i p l i c a n sus dos t é r m i n o s por un m i s m o n ú m e r o , 
ó se dividen por un factor c o m ú n á ambos; luego hay m u ­
chas fracciones iguales y que tienen t é r m i n o s dist intos, y 
por consiguiente podemos proponernos ha l la r cual es, 
entre todas- las fracciones iguales, la de t é r m i n o s me­
nores. 

La f racción de t é r m i n o s menores entre todas las igua­
les se l l ama f r a c c i ó n irreducible; la o p e r a c i ó n de conver­
t i r una f racc ión en otra igual é i rreducible se l l ama s im­
pl i f icación de una f racc ión^ 

186. S i una f r a c c i ó n tiene su numerador y denominador 
p r imos entre sí , toda f r a c c i ó n igual á ella t e n d r á sus t é r ­
minos equ imúl t ip los de los de la p r i m e r a . (*) 

2 ' 
Sea la f racc ión —, cuyos t é r m i n o s son p r imos entre s í , 

'• • a ' 
igual á —. Si m u l t i o l i c a m o s ambas fracciones por b, los 

b 

productos s e r á n ( n ú m . 177) — y —-r—, fracciones toda-

vía iguales, pero a><^ = a, luego tendremos: 

2 x 6 

como el segundo miembro de esta igualdad es un n ú m e r o 

(*) Dos números son equimúltiplos de otros dos cuando resultan de multi­
plicar éstos por un mismo número. Asi, 24 y 33 son equimúltiplos de 8 y 11, por­
que son respectivamente 8 X 3 y 11 X 3. 
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entero, el p r imero t a m b i é n lo s e r á ; luego el producto 2 x 6 
s e r á divis ible por 3; pero 2 y 3 son p r imos entre sí , luego 
ó s e r á divisible por 3 ( n ú m . 136), y l lamando c al cociente 
de la d iv i s ión , tendremos: 

5 —3 x c 
susti tuyendo este valor de b en la igualdad anter ior 

2 x 3 x c , , . ^ 
= a, o bien 2 x c = : a 

luego los n ú m e r o s a y ó son los productos de 2 y 3 por 
un m i s m o n ú m e r o c, ó son e q u i m ú l t i p l o s de 2 y 3. 

187. Todo, f r a c c i ó n cuyos t é r m i n o s son p r i m o s entre s í 
es i r reducible . 

Porque cualquiera otra igual á ella t e n d r á sus t é r m i ­
nos mayores ( n ú m . 186.) 

R e c í p r o c a m e n t e : los t é r m i n o s de una f r a c c i ó n irreducible 
son p r imos entre s í . Porque si no lo fueran, d i v i d i é n d o l o s 
por su m á x i m o c o m ú n divisor se o b t e n d r í a o t ra f r acc ión 
i rreducible igual á la p r imera y de t é r m i n o s menores, lue­
go la p r imera no s e r í a i rreducible, lo que es contra la h i ­
p ó t e s i s . 

188. De lo expuesto en los n ú m e r o s anteriores se dedu­
ce: que p a r a s impli f icar una f r a c c i ó n basta ha l l a r el m,áxi -
mo común divisor de sus dos t é r m i n o s y d iv id i r los p o r él. 

Porque siendo los cocientes que se obtienen p r imos en­
tre sí ( n ú m . 135), la f racc ión que resulta s e r á i r reducible . 

1890 
Ejemplo. Simplif icar la f racc ión ——. E l m . c. d. de sus 

29/0 
dos t é r m i n o s es 270 y los cocientes de d iv id i r 1890 y 2970 
por 270 son, respectivamente, 7 y 11, luego tendremos: 

1890 _ 7̂  
2970 ~ ' 11 

T a m b i é n se puede s impl i f icar una f racción dividiendo 
sus dos t é r m i n o s por los factores comunes que se aperc i ­
ban á p r imera vista. 

A s i , los t é r m i n o s d é l a t r acc ión tienen el factor 
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189 

c o m ú n 10: s u p r i m i é n d o l e , r e s u l t a r á _uvl,. Los dos t é r m i n o s 
¿\u 

21 
tienen t o d a v í a el factor c o m ú n 9, s u p r i m i é n d o l e queda ~0 

y supr imiendo ahora el factor c o m ú n 3, r e s u l t a r á — luego 

tendremos: 
1890 _ ^89 _ 21 _ 7_ 
2970 _ 297 ~ 33 - 11 

. ' 7 Si no se v ie ra , a p r imera vista que la f r acc ión— es 
11 

es irreducible, h a l l a r í a m o s el m. c. d. de sus-dos t é r m i n o s 
y d i v i d i r í a m o s por él para acabar la s impl i f i cac ión , 

189. Para formar las fracciones iguales á una f racc ión 
irreducible dada, se m u l t i p l i c a n sus dos t é r m i n o s por la 
serie na tura l de los n ú m e r o s enteros. 

Dos fracciones irreducibles iguales, tienen sus t é r m i n o s 
iguales. 

Porque los t é r m i n o s de cada una tienen que ser al 
mismo t iempo m ú l t i p l o s y divisores de los de la otra 
( n ú m . 186) 

Redución de fracciones á un común denominador. 

190. Reducir fracciones á un c o m ú n denominador es 
t ransformar las en otras iguales y que tengan todas el 
mismo denominador. 

Supondremos que las fracciones que se t ra ta de redu­
cir á u n c o m ú n denominador son irreducibles, si no lo 
son, se comienza por s impl i f icar las . 

191. Como el denominador de una f racc ión igual á 
otra i rreducible es m ú l t i p l o del de é s t a ( n ú m . 186), el de­
nominador c o m ú n de varias fracciones iguales á otras 
irreducibles d e b e r á ser múl t ip lo de todos los denominado ­
res de las fracciones irreducibles; y para que los valores 
de las fracciones no se alteren, se t e n d r á que m u l t i p l i c a r 
el .numerador y denominador de cada una por el mismo 
n ú m e r o . 
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Si a d e m á s queremos que el denominador c o m ú n sea 

el menor posible, d e b e r á ser igual al m í n i m o c o m ú n m ú l ­
t ip lo de los denominadores de las fracciones irreducibles. 

192. De estas consideraciones se dedude la siguiente 
regla: P a r a reducir a l m í n i m o denominador c o m ú n varias 
fracciones, después de simplificadas, se mul t ip l ican los dos 
t é r m i n o s de cada una p o r el cociente de d i v i d i r p o r su de­
nominador el m í n i m o c o m ú n múl t ip lo de los denomina­
dores. 

Ejemplo. Sean las fracciones irreducibles. 

5 ^ _8 _9 29 
8 ' 12' 15' 20' 63 

El m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o de los denominadores se 
puede ha l la r d e s c o m p o n i é n d o l o s en factores simples y 
formando el producto de las mayores potencias de todos 
los factores n ú m . 171). 

As í : 8 = 2̂  12 = 22 x 3; 15 = 3 x 5 
20 = 22 x 5 ; 63 = 3* x 7 

luego el m í n i m o c o m ú n m ú l t i p l o s e r á 
23 x 32 x 5 x 7 = 2520 

Divid iéndole por los denominadores, 8, 12, 15, 20 y 63, 
se ha l lan l o s c o c i e n t e s ( n ú m . 101) 32 x 5 x 7 = 315, 
2 x 3 x 5 x 7 = 210; 2* x 3 x 7 = 168; 2 x 32 x 7 = 126, 
y 23 x 5 = 40, 
y mul t ip l i cando respectivamente por estos n ú m e r o s los 
dos t é r m i n o s de las fracciones propuestas se t e n d r á 

5 _ 5 x 315 _ 1575 1̂  7 x 210 _ 1470 
8 8 x 315 _ 2520' 12 ~ 12 x 210 ~ 2520 

A — 8 x 168 _ î 44. 9 _ 9 x 126 __ 1134 
15 ~~ 15 x 168 ~ 2520; 20 20 xÜe ~ 2520 

29 _ 29 x 40 _ 1160 
63 ~ 63 x 40 " 2520 

193. Otra regla para reducir fracciones á un c o m ú n de­
nominador . Para reducir carias fracciones á un común 
denominador, se comienza por s implif icar las si no son i r r e -
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ducibles, y se m u l t i p ü e a n los dos t é r m i n o s de cada f r a c c i ó n 
por el producto de los denominadares de las d e m á s . 

Las fracciones que as í se formen s e r á n iguales á las 
propuestas, porque resultan de m u l t i p l i c a r los dos t é r m i ­
nos úa cada una por el producto de los denominadores de 
las d e m á s y t e n d r á n todas por denominador c o m ú n el 
producto de los denominadores. 

Ejemplo. Sean las fracciones irreducibles 

5 _r 29 
8 ' 12' 63 

s e r á n iguales á las fracciones 
5 x 12 x 63 7 x 8 x 63 29 x 8 x 12 
8 x 12 x 63' 12 x 8 x 63' 63 x 8 x 12 

y efectuando las mul t ip l icaciones r e s u l t a r á : 

3780 3528 2784 
4536' 4536' 4536 

CAPÍTULO I I . 

LAS FRACCIONES DECIMALES. 

194. La unidad se puede d iv id i r en 10, 100; 1000,... par­
tes iguales que reciben los nombres de d é c i m a s , cen té s i ­
mas, m i l é s i m a s Todas ellas se l l a m a n unidades f r a c ­
cionarias decimales; siendo de p r i m e r orden las d é c i m a s ; 
de segundo orden, las c e n t é s i m a s ; de tercero, las m i l é s i ­
mas, etc. De estas definiciones se deduce que una unidad 
tiene 10 d é c i m a s ; una d é c i m a , 10 c e n t é s i m a s ; una c e n t é s i ­
ma, 10 m i l é s i m a s , y en general, una unidad decimal cua l ­
quiera oale 10 unidades del orden siguiente. 

N ú m e r o decimal es un n ú m e r o formado por varias 
unidades y partes decimales de la unidad. E l n ú m e r o de­
c ima l tiene menos de 10 unidades de cada orden, porque 
10 unidades de u n orden forman una del orden inmediata­
mente mayor . 

195. El p r inc ip io fundamental de la escri tura de los 
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n ú m e r o s enteros es aplicable á los decimales; y podremos 
convenir en que el p r imer lugar á la derecha de las u n i ­
dades le ocupen las d é c i m a s , el segundo las c e n t é s i m a s , 
el tercero las m i l é s i m a s y, en general, convenir en que cada 
cifra decimal escrita á la derecha de otra represente u n i ­
dades decimales del orden inmediatamente menor. 

Para saber donde t e rmina la parte entera y comienza 
la decimal se escribe á la derecha de la cifra de unidades 
una coma ó v í r g u l a que marque la s e p a r a c i ó n de ambas 
partes. Si el n ú m e r o decimal es menor que la unidad, no 
tiene parte entera y se escribe un cero en el lugar de las 
unidades. 

Escr ib i r un n ú m e r o decimal compuosto de 123 un ida­
des, 8 d é c i m a s , 7 c e n t é s i m a s , 4 diez m i l é s i m a s y 5 mi l loné ­
simas. 

Escr ibi remos p r imero la parte entera y á la derecha 
de las unidades la coma, haciendo ocupar d e s p u é s á cada 
una de las cifras decimales el lugar que le corresponde 
á la derecha de la coma y escribiendo ceros en los luga ­
res correspondientes á las m i l é s i m a s y c i enmi l é s imas , que 
no hay en e l n ú m e r o p r o p u e s t o . Tendremos, pues, 
123,870409. 

Escr ib i r el n ú m e r o decimal 8 c e n t é s i m a s y 6 diez m i ­
l é s imas . 

Como no tiene parte entera, ocuparemos el lugar de 
las unidades con un cero, y el n ú m e r o s e r á : 0,0806. 

196. Para leer un n ú m e r o decimal se puede leer la 
parte entera y las dist intas cifras que componen su parte 
decimal, una á una, con la d e n o m i n a c i ó n que les corres­
ponda. Pero es preferible leer la par te entera, s i la hay, y 
después la decimal como si fuese entera, a ñ a d i e n d o la deno­
m i n a c i ó n correspondiente á la ú l t i m a c i f ra decimal. 

Así , el n ú m e r o 24,2307, se l ee rá 24 unidades y 2307 diez 
m i l é s i m a s . Esta regla se fumja en que 2 d é c i m a s valen 20 
c e n t é s i m a s , 200 m i l é s i m a s , ó 2000 diez m i l é s i m a s y 3 c e n t é ­
simas valen 30 m i l é s i m a s , ó 300 diez m i l é s i m a s . 

Algunas veces se lee un n ú m e r o decimal como si fuese 
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entero, pero dando la d e n o m i n a c i ó n correspondiente á su 
ú l t ima c i f ra decimal. 

Así , el n ú m e r o 24,2307, se puede leer 242307 diez m i ­
lés imas . 

Cuando se t rata de un decimal compuesto de muchas 
cifras se pueden leer de tres en tres, dando á cada grupo la 
d e n o m i n a c i ó n que corresponda á su cifra de la derecha. 
El ú l t i m o grupo de la derecha p o d r á constar de una ó dos 
cifras. 

Así, el n ú m e r o 36,12620037, se puede leer 36 unidades 
126 mi lé s imas , 200 m i l l o n é s i m a s y 37 cien m i l l o n é s i m a s . 

197. Todo n ú m e r o decimal es una f r a c c i ó n cuyo deno­
minador es la unidad seguida de tantos ceros como cifras 
decimales tiene el n ú m e r o , y cuyo numerador es el decimal 
sin la coma. 

En efecto, sea el n ú m e r o 24,2307. Hemos visto que este 
n ú m e r o se puede leer como un n ú m e r o entero d á n d o l e la 
d e n o m i n a c i ó n de su ú l t i m a cifra decimal, y s e r á 242307 
diez mi l é s imas ; luego esta lectura es la de un quebrado 
cuyo numerador es 242307 y cuyo denominador es 10000, y 
tendremos: 

94 2307 -
' dU/ - 10000 

198. En v i r t u d de esto, todas las propiedades de los que­
brados son aplicables á los n ú m e r o s decimales; por esta 
r azón se les l l ama t a m b i é n fracciones decimales, y á las 
d e m á s fraccionas, para d i s t ingui r las de estas, fracciones 
ordinar ias . 

Aunque p o d r í a m o s dar á las fracciones decimales la 
forma de fracciones ordinar ias , les conservaremos la forma 
entera y estudiaremos algunas otras propiedades i m p o r ­
tantes que les corresponden. 

199. Una f r a c c i ó n decimal no cambia de valor cuando se 
a ñ a d e n , ó supr imen ceros de su derecha. 

Sea el n ú m e r o 32,45. A ñ a d i e n d o dos ceros á su dere­
cha tendremos: 32,4500; que es igual al anter ior , porque 
se compone corno el p r imero de 32 unidades y 45 cen tés i -
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mas; pues la parte a ñ a d i d a no tiene valor n inguno, n i hace 
var ia r el va lor relat ivo de las d e m á s cifras. 

Del m i smo modo se demuestra que la f racc ión decimal 
no v a r í a supr imiendo ceros de su derecha, si los tiene. 

200. S i en una f r a c c i ó n decimal se cor re la, coma 1, 2, 3... 
lugares á la dereclia, ó á la izquierda, queda mult ipl icada, 
o d iv id ida p o r 10, 100, 1000 es decir, queda mul t ip l icada 
ó d iv id ida po r la, unidad, seguida de tantos ceros como luga­
res se ha cor r ido la coma. 

Sea la f racc ión 385,2471. Si corremos la coma dos l u ­
gares á la derecha tendremos: 38524,71. La p r imera frac­
c ión tiene 3852471 diez m i l é s i m a s , y la segunda 3852471 cen­
t é s imas : es decir, el mi smo n ú m e r o de unidades decima­
les, pero 100 veces mayores, luego s e r á 100 veces mayor, ó 
sea el producto de la p r imera por 100. 

Se debe observar que el valor relat ivo de cada una de 
las cifras se ha hecho 100 veces mayor . 

Si en la m i s m a f racc ión corremos la coma dos lugares 
á la izquierda, se t e n d r á 3,852471, es decir, 3852471 m i l l o n é ­
simas, ó sea el m i s m o n ú m e r o de unidades decimales que 
p r imi t ivamente , pero 100 veces menores, luego la f racción 
h a b r á quedado dividida por 100. 

Si no hubiese bastantes lugares á la derecha, ó á la 
izquierda para correr la coma, se suplen con un n ú m e r o 
suficiente de ceros. 

As í : 32,25 x 10000 - 322500 
32,25 : 10000 = 0,003225 

De lo expuesto se deduce que: p a r a mul t ip l i ca r , ó d i v i ­
d i r un n ú m e r o decimal p o r la unidad seguida de ceros se 
corre la coma á la derecha, ó á la izquierda tantos lugares, 
como ceros siguen á la unidad. 
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CAPITULO I I I . 

REDUCCIÓN DE LAS FRACCIONES ORDINARIAS Á DECIMALES 
Y VICEVERSA. 

/ . Redacc ión de las fracciones ord inar ias á decimales. 

201. Si queremos conver t i r una f racc ión o rd ina r ia i r r e ­
ducible en una f racc ión decimal equivalente, el denomina­
dor de la f racción decimal debe ser m ú l t i p l o del denomina­
dor de la f racc ión i rreducible ( n ú m . 186). 

Como el denominador de la f racc ión decimal es la u n i ­
dad seguida de ceros ( n ú m . 197) y la unidad seguida de ce­
ros es una potencia de 10, la podremos expresar en gene­
ral por 10n, siendo n el exponente de la potencia, igual al 
n ú m é r o s de ceros que siguen á la unidad. 

a oc. 
Sea, pues, — una f racc ión i rreducible y —-- la f racción 

51 y b 10'1 
decimal equivalente, tendremos: 

a x 
17 ~ m 

y mul t ip l icando las dos fracciones por 10" 
alQ'1 

: — X . (1) 

De esta igualdad se deduce que: p a r a conver t i r una 
f r a c c i ó n o r d i n a r i a en decimal equivalente, se mul t ip l ica el 
numerador de la f r a c c i ó n por la unidad seguida de tan tos 
ceros como cifras decimales se han de obtener y el cociente 
s e r á el numerador de la f r a c c i ó n decimal. Después , pa ra 
obtener la f r a c c i ó n decimal, b a s t a r á separar de la derecha 
del cociente tantas cifras decimales como ceros se a ñ a d i e ­
ron a l numerador de la f r a c c i ó n o rd ina r i a . 

No se necesita a ñ a d i r los ceros al numerador de la 
f racción o rd ina r ia al comenzar la d iv i s ión , sino que se ob­
t e n d r á el cociente entero de la d iv is ión de a por o, y á la 
derecha de las unidades se c o l o c a r á la coma, escribiendo 
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d e s p u é s los cocientes que se obtengan, a ñ a d i e n d o un cero 
á cada uno de los restos hasta t e rminar la o p e r a c i ó n . 

• , 13.̂  
Así , para convert i r en decimal la f racc ión ten­

dremos: 
130 

20 
40 

80 
0 

16 
0,8125 

a 
202. Siendo irreducible la f racc ión —, « y 6 son p r imos 

entre s í : luego para que el cociente indicado en el p r imer 
miembro de la igualdad (1) sea un n ú m e r o entero, se nece­
sita que 10'1 sea un m ú l t i p l o de b ( n ú m . 136). Ahora como 
10'1 es igual á 2n x 5n; p a r a que una f r a c c i ó n irreducible se 
pueda conver t i r exactamente en decimal, se necesita que su 
denominador no contenga m á s factores p r imos que 2 y 5. 

Si el denominador de la f racc ión i r reducible contiene 
a l g ú n factor p r i m o dis t into de 2 y 5, n inguna potencia de 
10 p o d r á ser divis ible por el denominador ( n ú m . 168), y la 
f racc ión no se p o d r á reducir exactamente á decimal . En 
este caso se puede hal lar el va lor de la f racc ión con menor 
error de una unidad decimal dada, cont inuando la d iv i s ión 
hasta obtener en el cociente la cifra de dicho orden. 

Ejemplo. Ha l la r con menor er ror de una d i ezmi l é s ima 
5 

el va lor de la f racc ión —, tendremos: 
50 

10 
30 

20 
6 

7 
0,7142 

1 
El cociente 0,7142 expresa con menos er ror de 10000' 

5 

por defecto, el valor de y , el n ú m . 0,7143 e x p r e s a r á la 

f racc ión con un error, por exceso, menor que ^QQ-
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203. En toda d iv i s ión inexacta se puede obtener el co­

ciente con menor error de una unidad decimal dada, s i ­
guiendo el procedimiento que hemos expuesto en los p á ­
rrafos anteriores. Porque el cociente se puede considerar 
como una fracción cuyo numerador es el dividendo y c u ­
yo denominadores el divisor ( n ú m . 184). 

Se debe advertir , que como el dividendo y el divisor 
pueden no ser p r imos entre sí, algunas veces se l l ega rá á 
cociente exacto aunque el divisor contenga factores p r imos 
distintos de 2 y 5. Para esto b a s t a r á evidentemente que d i ­
chos factores p r imos sean t a m b i é n factores del dividendo. 

Ejemplo. Ha l la r el cociente de los n ú m e r o s 2583 y 72. 
É s t o s n ú m e r o s son divisibles por 9 í n ú m . 121), y como el 
cociente de 72 entre 9 es 8 y este ú l t i m o n ú m e r o no tiene-
m á s factor p r i m o que 2, aproximando el cociente con de­
cimales se l l ega rá al resto cero. 

2583 72 
423 
630 

540 
360 

0 
203. 'S í el denominador de una f r a c c i ó n irreducible no 

contiene m á s factores p r imos que 2 y 3, la f r a c c i ó n deci­
mal exacta á que se puede reducir tendrá , tantas cifras de­
cimales como unidades el mayor de los exponentes de d i ­
chos factores. 

21 
Sea la f racc ión i rreducible — — M u l t i p l i c a n d o sus dos 

35,875 

98 5 
t é r m i n o s por 52, se t e n d r á 

21 2 1 . 52 525 = 0,525 
23 .5 23 . 53 1000 

204. Una f racc ión decimal de i l im i t ado n ú m e r o de c i ­
fras es p e r i ó d i c a cuando á par t i r de cierto lugar un grupo 
de cifras se repite en el mismo orden, p e r i ó d i c a é indef in i ­
damente: el grupo de cifras repetidas se l l ama p e r í o d o . Si 
el pe r íodo comienza en p r imera decimal, l a f racc ión se 

pe r iód i ca pura , y si comienza en otra cifra decimal 
J 14 
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cualquiera, p e r i ó d i c a mix t a : en este ú l t i m o caso las cifras 
decimales anteriores al pe r íodo se l l a m a n parte i r r egu la r , 
ó no p e r i ó d i c a . ' 

La f racc ión 0,341341341 es una f racc ión p e r i ó d i c a 
pura cuyo p e r í o d o es 341. 

La f racc ión 4,17215215215 es una f racc ión pe r iód i ca 
m i x t a cuyo p e r í o d o es 215 y cuya parte no p e r i ó d i c a es 17, 

Se pueden escribir abreviadamente las fracciones pe­
r i ó d i c a s poniendo u n solo p e r í o d o en un p a r é n t e s i s . As í , 
las fracciones anteriores s e r á n 0,(341) y 4,17(215). 

205. Cuando una f r a c c i ó n ordinaria, no se puede con­
v e r t i r exactamente en decimal, o r ig ina una f r a c c i ó n deci­
mal p e r i ó d i c a . 

•' ^ a • 
- En efecto; sea — una f racc ión que no se puede redu­

cir exactamente á decimal . 
En la d iv i s ión que se practica para la r e d u c c i ó n no se 

p o d r á llegar al resto cero, porque entonces la f racc ión se 
r e d u c i r í a exactamente á decimal; pero los restos son todos 
menores que el divisor b, luego a l cabo de cierto n ú m e r o 
de divisiones parciales, á lo sumo b — 1, se r e p e t i r á a l g ú n 
resto, y por consiguiente se r e p e t i r á n los dividendos par­
ciales y cocientes siguientes. 

129 23 
Ejemplos. Reducir á decimales las fracciones — y — 

37 44 
129 
180 
320 
240 

180 

37 
3,486486... 

129 

230 
100 
120 
320 

120 

44 
0,522727. 

de donde resul ta — = 3,(486) — 
37 y 44 0,52(27), 

/ / . Reducc ión de las fracciones decimales á o rd inar ias . 

206. En la r e d u c c i ó n de fracciones decimales á o rd ina ­
rias consideraremos tres casos. 

I.0 Que la decimal sea exacta. 2.° Que sea p e r i ó d i c a p u r a 
3.° Que sea p e r i ó d i c a m i x t a . 

207. PRIMER CASO. P a r a reducir á o r d i n a r i a una f r a c -
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ción decimal exacta, se pone p o r numerador la f r a c c i ó n s in 
la coma y po r denominador la unidad, seguida de tantos ce­
ros como cifras decimales tiene la f r a c c i ó n . 

Esta regla no es m á s que una consecuencia de lo que 
establecimos en el n ú m . 197. 

Puesto que la. f racc ión generatr iz de una decimal exac­
ta tiene por denominador la unidad, seguida de ceros, no 
c o n t e n d r á en su denominador m á s factorespr imosque 2 y 5. 
Si se puede simplif icar , p o d r á perder uno de ellos y no pue­
de perder los dos porque el numerador no t e rmina en cero. 

Ejemplo. Reducir á o rd inar ia la f racción decimal 0,275. 

Se tendr . : 0,275 = ^ = ^ = 11 

208. 2." CASO. Pa ra reducir á, o rd ina r i a una f r a c c i ó n 
decimal periódica, p u r a menor que la unidad, se pone po r 
numerador el p e r í o d o y p o r denominador tantos nueves 
como cifras tiene el pe r íodo . 

Sea la f racc ión pe r iód i ca pura 0, (126). Designando por 
/ l a f r a c c i ó n generatr iz que la or ig ina , tendremos: 

0,(126) 
Si corremos la coma á la derecha del p r imer p e r í o d o 

habremos mul t ip l icado por 1000, y tendremos: 
1 0 0 0 / = 126, (126) 

restando estas dos igualdades (*) r e s u l t a r á 
9 9 9 / = 126 

y dividiendo por 999, ' quedará finalmente 

/ = - - o bien 0 , (126)^ — 

Si la f racción decimal es mayor que la unidad, se con­
ve r t i r á en un n ú m e r o m i x t o , cuya parte entera es la de la 
fracción decimal 

243 
Así : 41,(243) = 4 1 — 
El denominador de la f r a c c i ó n generatr iz de una p e r i ó ­

dica p u r a es p r i m o con 10, p o r ser un n ú m e r o compuesto 

(1) La parte decimal está en las dos fracciones compuesta de un número 
mmitado de períodos y por consiguiente se puede suponer la misma. 
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de nueves: p o r consiguiente, aunque se pueda s implif icar , 
con t inua rá , siendo pr imo.con 10. 

126 14 
ASI: 0,^26) = ^ = — 

209. S.er CASO. Pa ra reducir á o r d i n a r i a una f r a c ­
ción decimal p e r i ó d i c a m i x t a menor que la unidad, se pone 
p o r numerador la par te no p e r i ó d i c a , seguida del p r i m e r 
periodo menos la par te no p e r i ó d i c a y p o r denominador 
tantos nueves como cifras tiene el periodo, seguidos de t an ­
tos ceros como cifras tiene la par te no p e r i ó d i c a . 

Sea la f racción pe r iód ica m i x t a 0,12(324). Designando 
p o r / la f racc ión generatriz, tendremos: 

/ == 0,12(324) 
corriendo la coma á la derecha del p e r í o d o 

100000/= 12324,(324) 
c o r r i é n d o l a á la derecha de la parte no pe r iód i ca 

1 0 0 / = 12,(324) 
restando las dos ú l t i m a s igualdades 

9 9 9 0 0 / = 12324— 12 
y dividiendo por 99900 

, 12324 - 12 , , . n _ /00 „ 12324 - 12 
J=Z 99900 ' 0 b i e n 0'12(324) = - ^ 9 9 0 ( r ^ 

Si la f r acc ión decimal es mayor que la unidad, se con­
v e r t i r á en un n ú m e r o m i x t o que t e n d r á la m i s m a parte 
entera que la f racción decimal. 

AS,: 8 6 , W ^ 6 Í ^ 

El denominador de la f r a c c i ó n generatr iz de una p e r i ó ­
dica m i x t a contiene los factores 2 y 5 y otros distintos: por 
s impl i f i cac ión puede perder el 2 ó el 5, pero no los dos á un 
t iempo, porque para esto se n e c e s i t a r í a que el numerador 
terminase en un cero cuando menos, y en este caso i a ú l t i ­
ma cifra del p e r í o d o y la de la parte no pe r iód i ca s e r í a n 
iguales y el pe r íodo c o m e n z a r í a un lugar antes: tampoco 
puede el denominador perder por s impl i f i cac ión todos 
los factores dist intos de 2 y 5, porque en este caso des­
p u é s de simplif icada la f racc ión no c o n t e n d r í a en su 
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denominador m á s factores p r imos que 2 y 5, ó uno de 
ellos, y s e r í a generatriz de una decimal exacta ( n ú m . 202). 

210. Los teoremas de los n ú m e r o s 202 y 207 sobre las 
fracciones decimales exactas son r e c í p r o c o s . Los teore­
mas de los n ú m e r o s 208 y 209 t a m b i é n tienen sus r e c í ­
procos, que se demuestran f á c i l m e n t e por un m é t o d o l l a ­
mado por r e d u c i ó n al absurdo. 

RECÍPROCO del teorema del n ú m . 208. S i una f r a c c i ó n 
irreducible tiene su denominador p r i m o con 10, es genera-
t r i s de una f r a c c i ó n decimal p e r i ó d i c a pu ra . 

Si no originase una f racc ión decimal pe r iód i ca pura, 
o r i g i n a r í a una f racc ión decimal exacta, ó pe r iód i ca m i x t a . 
En el p r imer caso convertida otra vez en ordinar ia , su de­
nominador no c o n t e n d r í a m á s factores p r imos que 2 y 5 
( n ú m . 207), lo cual es contra la h i p ó t e s i s . En el segundo 
caso convertida otra vez en ord inar ia , su denominador 
c o n t e n d r í a uno cuando menos de los factores p r imos 2 y 
5 y otros dist intos ( n ú m . 209), lo cual es t a m b i é n contra la 
h ipó tes i s ; luego si no puede o r ig ina r una f racc ión decimal 
exacta, n i pe r iód ica m i x t a , o r i g i n a r á una pe r iód i ca pura , 
como se q u e r í a demostrar. 

RECÍPROCO del teorema del n ú m . 209. S i una f r a c c i ó n 
irreducible tiene su denominador los factores 2 y 5, ó uno 
de ellos y otros factores p r imos distintos es generatr iz de 
una f r a c c i ó n decimal p e r i ó d i c a m i x t a . 

Porque si originase una f racc ión decimal exacta, ó 
pe r iód ica pura convertida otra vez en ordinar ia , su deno­
minador, ó no c o n t e n d r í a m á s factores p r imos que 2 y 5, ó 
s e r í a p r i m o con 10: ambas cosas contra la h i p ó t e s i s , luego 
s e r á generatriz de una f racc ión decimal pe r iód i ca m i x t a . (*) 

(*) Se pueden demostrar directamente estos teoremas al tratar de la conver­
sión de una fracción ordinaria en decimal y no lo hemos hecho por ser este libro 
muy elemental. 
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CAPÍTULO I V . 

LAS OPERACIONES CON LAS FRACCIONES. 

/ . La ad ic ión de las fracciones. 

211. Samar n ú m e r o s f raccionar ios es r e u n i r en un solo 
n ú m e r o las unidades y partes de la unidad contenidos en 
otros varios que se l laman sumandos. 

E l resultado se l l ama suma, y la o p e r a c i ó n se indica, 
como en los enteros, por el signo + . 

212. Pa ra sumar quebrados del mismo denominador se 
suman los numeradores y á la suma se pone el denomina­
dor c o m ú n . 

4 5 3 
Sean las fracciones —, — y y. La suma se c o m p o n d r á 

de tantos sép t imos como tienen entre los tres sumandos, 
y puesto que é s to s tienen 4, 5 y 3 sép t imos , la suma t e n d r á 
4 + 5 + 3 sép t imos , entonces 

1 5 3 _ 4 + 5 + 3 12 5 y + y + y — 7 """" T ~" Y 
213. Pa ra sumar quebrados de dist into denominador, se 

reducen á un c o m ú n denominador y se suman después co­
mo en el caso anter ior . 

Sean las fracciones - — v —. Reduciendo á un co-
5 9 " 15 

m ú n denominador ( n ú m . 192), tendremos: 
_3 4 7 _ 27 20 21 _ 20 + 27 + 21 _ 68 _ 23 
5 9 15 ~ 45 + 45 + 45"~" 45 45 _ 45 
214. Pa ra sumar n ú m e r o s que contengan enteros y f r a c ­

ciones, se suman p r imero las fracciones y después los en­
teros, a ñ a d i e n d o á la suma de éstos las unidades que resul­
ten de sumar las fracciones. 

4 4 1 
Sumar los n ú m e r o s —-, 3, 5 — y 2 —. Tendremos: 

± , , A _ 84 • 60 35 __84 + 60 + 3 5 _ 1 7 9 74 
5 "7 + 3 "~ 105 + 105 + 105 ~ 105 ~ 105 105 

4 4 1 74 74 
uego: h 3 + 5 H2 — = 10 + 1 —— = 11 —— 

* 5 ^ ^ 7 ^ 3 ^ 1 0 5 105 
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215. Para sumar fracciones decimales se escriben unas 

debajo de otras de modo que se correspondan las comas y 
§e suman como si fuesen n ú m e r o s enteros, y en la. suma 
obtenida se coloca la coma c o r r e s p o n d i é n d o s e con las de los 
sumandos. 

En los n ú m e r o s decimales se verifica como en los en­
teros, que 10 unidades de un orden forman una del orden 
inmediato superior, luego si suponemos los sumandos 
descompuestos en sus diferentes ó r d e n e s de unidades en­
teras y decimales, podremos sumar , d é c i m a s con d é c i m a s , 
c e n t é s i m a s con c e n t é s i m a s , etc.; unidades con unidades, 
decenas con decenas, etc., comenzando por la derecha y 
escribiendo las unidades de cada suma parcial debajo de 
las cifras que la han producido y reservando las decenas 
para agregarlas á la suma siguiente. 

Sea sumar las fracciones decimales 21,45; 1,3484 y 0,786. 
Escribiremos los sumandos del modo siguiente, corres­
p o n d i é n d o s e las comas 

2\ 45 La suma de las diez m i l é s i m a s es 4, la 
1,3484 escribiremos porque no llega á 10; la de las 
O ' 1 ^ m i l é s i m a s es 14, escribimos 4 y reservamos 

23,5844 ^ para agregarla á la suma de las c e n t é s i ­
mas: la suma de las c e n t é s i m a s es 17 y 1 de la suma ante­
r ior 18, escribimos el 8; la suma de las d é c i m a s es 14 y uno 
de la suma anter ior 15, etc.. 

Si q u i s i é r a m o s que todos los sumandos expresasen 
unidades decimales del m i s m o orden, c o m p l e t a r í a m o s con 
ceros á su derecha los que tuvieran menos; pero es inú t i l 
esta o p e r a c i ó n . 

216. Si ocurre sumar fracciones ordinar ias con decima­
les, se reducen á ordinar ias ó á decimales para hacer la 
suma. 

/ / . La s u s t r a c c i ó n de las fracciones. 

217. Restar n ú m e r o s f raccionar ios es d i sminu i r un n ú ­
mero dado que se l lama min uendo en tantas unidades y p a r ­
tes de la unidad como tiene otro n ú m e r o dado que se l lama 
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sustraendo; ó bien dada una suma de dos sumandos y uno 
de ellos ha l la r el otro. 

La o p e r a c i ó n se indica como en los enteros por el 
signo — y el resultado se l l ama resto, exceso, ó diferencia. 

218. Para restar quebrados del mismo denominador, se 
restan los numeradores y á la diferencia se pone el deno­
minador c o m ú n . 

6 2 
Sea restar las fracciones y y S e g ú n la definición, 

la o p e r a c i ó n es d i s m i n u i r el n ú m e r o 6 sép t imos en 2 sép­
timos, luego q u e d a r á n 6 — 2 s é p t i m o s , y se t e n d r á : 

6 2 6—2 _ 4_ 

y — y - -y- - y 
219. Pa ra restar quebrados de dist into denominador, se 

reducen á un c o m ú n denominador y se restan después co­
mo en el caso an te r io r . 

6 3 
Sean las fracciones -r- y —. R e d u c i é n d o l a s á un c o m ú n 

7 5 
denominador ( n ú m . 193), se t e n d r á 

_6 __ _3 __ 30 21 _ 9 
7 ~~ 5 ~ 35 — 35 ~ 35 

220. Pa ra restar n ú m e r o s mixtos , ó n ú m e r o s en los cua­
les entren enteros y fracciones, se restan p r imero las f r a c ­
ciones y después los enteros, reuniendo en un n ú m e r o m i x ­
to los resultados. 

3 2 
Sea restar los n ú m e r o s 4 — v 2 —. Tendremos: 

4 " 3 
3 _ 2 ^ = = 9 _ 8 _ 1 
4 3 12 "~ 12 ~" 12 

de donde 

4 ^ 3 12 

S i la f r a c c i ó n del sustraendo es mayor que la del m i ­
nuendo, se reduce á f r a c c i ó n una unidad del min uendo p a r a 
que la s u s t r a c c i ó n pueda verificarse. 

5 5 . 5 5 5 
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221. Pa ra restar fracciones decimales, se escriben una 

debajo de o t ra de modo que se correspondan las comas, se 
restan como si fuesen n ú m e r o s enteros y en el resto se co­
loca la coma c o r r e s p o n d i é n d o s e con la de los datos. 

Sea restar los n ú m e r o s 412,65 y 326,49. Tendremos: 
412,65 De las 5 e e n t é s i m a s no se puede restar 
326,49 9 c e n t é s i m a s , a ñ a d i r e m o s á la cifra 5, diez 

86,16 unidades de su orden, y diremos, de 9 á 15 
van 6; a ñ a d i r e m o s una unidad á la cifra 4 de las d é c i m a s 
del sustraendo y la restaremos de 6. etc. 

Si el minuendo y el sustraendo no tienen el m i smo 
n ú m e r o de cifras decimales, se puede completar con ceros 
el que tenga menos cifras, ó suponerle completado y restar 
conforme hemos dicho. 

Si tenemos que restar una f racción decimal de o t ra 
ordinar ia ó al contrar io , se reducen ambas á decimales ó 
á ordinarias para efectuar la o p e r a c i ó n . 

/ / / . La mul t ip l i cac ión de las fracciones. 

222. Para la m u l t i p l i c a c i ó n de n ú m e r o s fraccionarios 
adoptaremos la def inición general que ya enunciamos en 
el nú rn . 47, diciendo: mul t ip l icac ión es una ope rac ión que 
tiene po r objeto, dados dos n ú m e r o s que se l laman m u l t i p l i ­
cando y mul t ip l icador , ha l la r un tercer n ú m e r o , que se 
llama producto, que esté fo rmado con respecto a l m u l t i p l i ­
cando, como el mul t ip l icador e s t á fo rmado con respecto á 
la unidad. 

Para la m u l t i p l i c a c i ó n se emplea siempre el signo x y 
el mul t ip l icando y mul t ip l i cador se l l aman factores del 
producto. 

223. Pa ra mul t ip l i ca r dos fracciones, se mul t ip l ican los 
numeradores y el producto se par te por el de los denomi­
nadores. 

5 4 
Sea m u l t i p l i c a r — por - . Puesto que el mu l t ip l i cador 

8 7 
es las 4 s é p t i m a s partes de la unidad, el producto d e b e r á 
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ger las 4 s é p t i m a s partes del mul t ip l i cando , s e g ú n la defl-

5 
n i c ión : luego s i s u p i é r a m o s formar la s é p t i m a parte de—, 

no t e n d r í a m o s m á s que m u l t i p l i c a r l a por 4. Pero la 
s é p t i m a parte de un n ú m e r o se obtiene d iv id iéndole 
por 7, y como para d iv id i r un quebrado por un entero, 
se m u l t i p l i c a su denominador por el entero, dejando el 

5 

mi smo numerador ( n ú m . 177), la s é p t i m a parte de — s e r á 

El producto de este n ú m e r o por 4 se obtiene m u l -
8 x 7 
t ip l icando el numerador por 4 y dejando el m i s m o denomi-

5 x 4 
nador ( n ú m . 177); luego s e r á entonces tendremos: 

o x í 
5 4 _ 5 x 4 
8~ ^ T ~ ¿ r ^ 7 

224. Si el m u l t i p l i c a n d o , ó m u l t i p l i c a í l o r fuesen enteros, 
para aplicar la regla anterior, se supone que el factor en­
tero tiene por denominador la unidad; pero como el p r o ­
ducto de un n ú m e r o por la unidad es el m i s m o n ú m e r o , 
r e s u l t a r á que: p a r a mul t ip l i ca r un entero p o r un quebrado, 
ó un quebrado p o r un entero, se mul t ip l ica el entero p o r el 
numerador del quebrado, dejando el mismo denominador. 

5 ^ 5 x 7 ^ 5 7 x 5 
As i : ¥ X 7 ^ — y 7 x - = : — 

225. S i uno, ó los dos factores fuesen mixtos , se reducen 
á quebrados y se mul t ip l ican como éstos. 

Ejemplos: 

1 « 4 2 K A — 1 4 4 3 _ 1 4 > < 4 3 _ 6 0 2 _ 3 0 1 _ O 1 
T ^ & 8 - 3 ^ 8" ~ :5 x 8 - 12 ^ 2512 

2.. 2 A x A = 13><l. = 52=; 7̂  
5 9 5 9 45 45 

226. P a r a mul t ip l i ca r una f r a c c i ó n decimal p o r un n ú ­
mero entero, se prescinde de la coma en el n ú m e r o decimal 
y se mul t ip l ican como dos enteros, separando después en 
el producto tantas cifras decimales como haya en el m u l ­
t iplicando. 
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Sea m u l t i p l i c a r la f racc ión 27,354 por 26. El m u l t i p l i ­

cando se compone de 27354 mi l é s imas , luego el producto 
s e r á 26 veces 27354 m i l é s i m a s . De donde se deduce que se 
debe m u l t i p l i c a r los n ú m e r o s 27354 y 26 y separar de la 

27,354 derecha tres decimales para que el p r o -
^^J?*L. ducto exprese m i l é s i m a s como el m u l t i -
J?ÍAO4 pilcando, s e g ú n se manifiesta en la ope-
54/(Jo . , 

r a c i ó n adjunta. 711,204 
227. Pa ra mul t ip l i ca r dos fracciones decimales, se 

prescinde de las comas y se mul t ip l ican como n ú m e r o s en­
teros, separando después en el producto tantas cifras deci­
males como tengan entre los dos factores. 

Ejemplo: m u l t i p l i c a r las fracciones 3,114 y2,31. El m u l -
231 

t iplicador 2,31 es igual á la f racc ión o rd inar ia —7 -̂) luego 
100 

el producto se p o d r á obtener hallando la cen t é s ima parte 
del mul t ip l icando que es 0,03114 ( n ú m . 200), y m u l t i p l i c á n -

0 03114 d e s p u é s por 231, s e g ú n la regla del 
n ú m e r o anterior: pero el mul t ip l i cando 
tiene ahora tantas cifras decimales como 
entre los dos factores, luego el producto 
e s t a r á formado conforme á la regla enun-

7,19334 . , 
ciada. 

228. Si tenemos que m u l t i p l i c a r una f racc ión ord ina­
r ia por una decimal, ó al contrar io , se reducen ambas á 
ordinarias, ó á decimales, y se e fec túa la o p e r a c i ó n . 

Conviene advert ir que si a lguna de las fracciones es 
per iód ica , efectuaremos el c á l c u l o r e d u c i é n d o l a á f racc ión 
ordinar ia , y si el resultado se hade expresar en f racc ión 
decimal, haremos d e s p u é s la t r a n s f o r m a c i ó n inversa.(*) 

Producto de varios factores. 
229. Un producto de tres ó m á s factores fraccionarios 

significa que se debe m u l t i p l i c a r el p r imero por el segun­
do, el producto que resulte por el tercero y as í sucesiva-
mente j ias ta el ú l t i m o . 

(*) La multiplicación de fracciones periódicas se puede hacer bajóla for­
ma decimal sabiendo que aproximación ha de tener el resultado, pero no creemos 
propio de un libro de segunda enseñanza ni la teoría de errores y aproximacio­
nes, ni las operaciones abreviadas. 
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2 4 7 3 _ 2 x 4 7 3 _ 2 x 4 x 7 8 _ 2 x 4 x 7 x 3 

Así: .. < :< 8 '< 7 . > : : < ¿ < s ^ 7 - " • ¡ x r . x s ^ 7 " • 3 x 5 x 8 x 7 
El numerador del producto es el producto de todos los 

numeradores, y el denominador el producto de los denomi­
nadores. 

Si alguno de los factores es m i x t o , ó decimal se reduce 
á quebrado, y si es entero, se le supone por denominador 
la unidad. 

230. Como el numerador y el denominador del producto 
de varias fracciones son productos de n ú m e r o s enteros, no 
v a r í a su valor aunque se altere el orden de los factores, de 
donde resulta que: 

Un producto de oarios factores f raccionar ios no se a l ­
tera aunque se cambie el orden de los factores. 

Todas las consecuencias que de este teorema deduji­
mos en la t e o r í a de los enteros ( n ú m e r o s 62 á 67), son a p l i ­
cables á los fraccionarios. 

I V . Las potencias de las fracciones. 

231. Se l lama potencia de un f racc ionar io el producto de 
varios factores iguales á dicho n ú m e r o f r acc iona r io . 

Todas las definiciones de grado, exponente, etc., dadas 
en el n ú m . 70 en la t e o r í a de n ú m e r o s enteros son apl ica­
bles á los fraccionarios. 

232. Para elevar una f r a c c i ó n á una potencia se elevan 
sus dos t é r m i n o s á dicha potencia. 

3 
Sea, elevar al cubo la f racc ión —. Tendremos por de-

5 
í in ic ión . 

3 \ 8 _ 3 3 3 
5 / - 5 ^ 5 ^ 5 

pero el segundo miembro , s e g ú n la regla del n ú m . 229, es 
3 x 3 x 3 3̂  , 
— — - — - = —, luego tendremos: 5 x 5 x 5 5,-; 

_33 



- 117 — 
238. Para elevar un n ú m e r o mix to á una potencia se 

reduce antes á quebrado y se efectúa la o p e r a c i ó n como en 
el caso an te r io r . 

Ejemplo: ( 2 | ) 4 ^ (IJ 
34 

234. Pa ra elevar una f r a c c i ó n decimal á una potencia se 
eleva como si fuera un n ú m e r o entero, prescindiendo de la 
coma, y se separan del resultado tantas cifras decimales 
como indique el producto del exponente por el n ú m e r o de 
cifras decimales de la f r a c c i ó n . 

Esta regla es una consecuencia de la m u l t i p l i c a c i ó n 
de fracciones decimales ( n ú m . 227). 

Ejemplo: elevar al cubo 2,71. Se forma el cubo de 271, 
que es 19902511 y separaremos 6 cifras decimales del r esu l ­
tado, porque la f racc ión tiene 2 decimales y el exponente 
3 y el producto 2 x 3 = 6. Luego 2,713 = 19,902511. 

235. Las potencias de una f r a cc ión irreducible son f r a c ­
ciones irreducibles. 

3 
Si la f racc ión — es i r reducible , los n ú m e r o s 3 y 5 son 

5 
3 

pr imos entre s í . Una potencia cualquiera de - l a cuarta 
34 

por ejemplo, s e r á y como las potencias de los n ú m e r o s 
O 

pr imos entre sí son t a m b i é n n ú m e r o s p r imos entre sí 
31 

( n ú m . 159), la f racc ión — s e r á i r reducible ( n ú m . 187). 
54 

236. Los teoremas sobre producto de potencias, poten­
cia de potencia y potencia de un producto que demostra­
mos en los n ú m e r o s 74 á 76, son aplicables á los fraccio­
narios y no los demostramos a q u í porque la d e m o s t r a c i ó n 
se hace como en la t e o r í a de los n ú m e r o s enteros. 

V. La divis ión de las fracciones. 

237. Sabemos ( n ú m e r o s 78 y 183) que la d ivis ión en ge­
neral es una ope rac ión que tiene p o r objeto dados un p r o ­
ducto y uno de los factores ha l la r el otro. 
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Los datos y el resultado reciben como en los enteros 

los nombres de dividendo, divisor y cociente y el signo de 
o p e r a c i ó n es t odav ía : colocados entre el dividendo y divisor. 

238. De la def inic ión de la d iv i s ión se deduce que es 
una o p e r a c i ó n inversa de la m u l t i p l i c a c i ó n , por tanto, si 
consideramos el divisor como un mul t ip l i cador , el cociente 
s e r á el mul t ip l icando, y entonces eí dividendo debe ser res­
pecto del cociente lo que el divisor respecto de la unidad 
( n ú m , 222). 

5 4 
Así , d iv id i r , el n ú m e r o 0 por es fo rmar un nume-

8 7 
5 

ro tal que sea sus 4 s é p t i m a s partes. 
8 

239. Para, d i v i d i r dos fracciones se mul t ip l ica el dividen­
do p o r la f r a c c i ó n divisor inver t ida . 

5 4 
Sea d iv id i r — por tendremos q ue fo rmar un n ú m e r o 

8 7 
4 5 5 5 x 7 

cuyas —- sea —. Ahora bien, — es la s é p t i m a parte de -
7 8 8 8 

( n ú m . 177), luego este n ú m e r o s e r á 4 veces mayor que el 
cociente que buscamos, entonces para obtenerle b a s t a r á , 

5 x 7 
d iv id i r por 4 la f racción^—-—, lo cual se consigue m u l t i -

8 
pilcando su denominador por 4 ( n ú m . 177). El cociente s e r á 

5 x 7 
pues, -, y tendremos: 

8 x 4 
5_. 4 _ 5 x 7 

~ 8 x 4 
conforme á la regla enunciada. 

El producto del cociente por el d ivisor contiene en sus 
dos t é r m i n o s , como factores, el numerador y denominador 
del divisor, por consiguiente s u p r i m i é n d o l o s r e s u l t a r á el 
dividendo. 

5 x 7 £ _ 5 x 7 x 4 _ 5 
8 x 4 ^ 7 " 8 x 4 x 7 "~~ "s" 

240. Si el dividendo es un n ú m e r o entero, se le supone 
por denominador la unidad, y como el producto de la un i -
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dad por cualquier n ú m e r o es el m i smo n ú m e r o , la regla 
anterior se puede enunciar a s í : p a r a d i v i d i r un entero por 
una f r a c c i ó n se mul t ip l ica el entero p o r el denominador de 
la f r a c c i ó n y el producto se par te p o r el numerador. 

Ejemplo: Q — 8 X 1 1 _ _ 17 

"n ~ 5 ~ y ir 
Si el divisor es entero, se le supone por denominador 

la unidad y se obtiene la regla conocida ( n ú m . 177), p a r a 
d iv id i r una f r a c c i ó n p o r un entero se mul t ip l ica el denomi­
nador por el entero dejando el mismo numerador . 

241. Cuando los t é r m i n o s del dividendo son divisibles por 
los del divisor, se puede efectuar la d ivis ión de dos f racc io ­
nes dividiendo los t é r m i n o s del dividendo por los del d i ­
visor. 

12 4 
Si tenemos que d iv id i r -— por — s i e n d o 12 = 3 x 4 v 

25 5 
25 = 5 x 5, tendremos ( n ú m . 239) 

I 2 , 4 _ 1 2 x 5 _ 3 x 4 x 5 
25 * 5 ^ 25 x 4 ~ 5 x 5 x 4 

y suprimiendo en el numerador y denominador los fac­
tores 4 y 5 

12 4 3 12 : 4 25 ' 5 5 25 : 5 
242. S i uno ó los dos t é r m i n o s de la divis ión son n ú m e ­

ros mixtos, se reducen á quebrados y se dividen como éstos. 
Ejemplos: 
1. ° 4 2 • 3 14 . _3 14 x 5 _ W 1 

3 " 5 _ 3 " ' 5 ' _ 3 x 3 " 9 " " 9 

2. » j _ . k - — ^ - — ~ 17 x ^ _ H 9 
¥ Y ~ 8 ' 7 ~ 38 x 8 " 304 

243. Pa ra d i v i d i r una f r a c c i ó n decimal po r un n ú m e r o 
entero, se prescinde de la coma en el dividendo y se dividen 
como dos enteros, separando después en el cociente tantas 
cifras decimales como tiene el dividendo. 

Sea d iv id i r el n ú m e r o decimal 27,854 por 15. E l proble­
ma es tomar la quinceava parte de 27854 m i l é s i m a s . En ton ­
ces podremos d iv id i r 57854 por 15 y separar tres cifras de-



— 120 — 
cimales en el cociente para que exprese m i l é s i m a s . Se 
h a r á , pues, la o p e r a c i ó n del modo siguiente: 

El cociente pedido es 1,856 por de-
27,854 
12 8 

85 
104 

14 

m i l é s i m a . 

15 
Jecto con menos error de una miles i 
ma. El cociente completo se o b t e n d r í a 

a ñ a d i e n d o al cociente anter ior — de 
15 

Se puede expresar el cociente con mayor a p r o x i m a ­
c ión a ñ a d i e n d o ceros á la derecha del dividendo, ó á la de­
recha del ú l t i m o resto, s e g ú n la regla anterior , y de los res­
tos sucesivos hasta obtener el n ú m e r o de cifras que se 
desea en el cociente. 

Ejemplo. Ha l la r con menos de una mi l é s ima de error 
el cociente de 21,2 por 7. 

21,2 
20 

60 
4 

El cociente se puede obtener por 
3,028 exceso a ñ a d i e n d o una unidad del ú l ­

t imo orden decimal al cociente por de­
fecto Así , en el p r imer ejemplo el cociente por exceso es 
1,857 y en el segundo 3,029. 

Cuando el ú l t i m o resto es mayor que la m i t a d del di 
visor, la parte despreciada en el cociente por defecto vale 
m á s de media unidad del ú l t i m o orden decimal que se 
aprecia, por consiguiente es m á s aproximado el cociente 
por exceso. De suerte que si queremos tener el cociente con 
menos er ror de media unidad decimal del ú l t i m o orden que 
se aprecia, tomaremos el cociente po r defecto cuando el 
resto sea menor que la mi t ad del divisor , y p o r exceso, 
cuando sea mayor que dicha mi tad . 

244 P a r a d i v i d i r un entero ó un decimal p o r otro deci­
mal , se suprime la coma en el divisor y se mul t ip l ica el d i v i ­
dendo p o r la unidad seguida de tantos ceros como cifras 
decimales tiene el divisor, y q u e d a r á reducida la divis ión á 
la de dos enteros, ó de un decimal p o r un entero. 

Sea d iv id i r 41,217 por 13,4. E l divisor es igual á la frac-
134 

c ión o rd ina r ia — , luego se o b t e n d r á el cociente m u l t i p l i -
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, ,. . , , 10 

canelo el dividendo por — - , que es el divisor invert ido ( n ú -
J-OT: 

mero 239). 
Entonces tendremos que m u l t i p l i c a r el dividendo 41,217 

por 10 y d iv id i r le por 134. 
134 Él dividendo s e r á , pues, 412,17 y 

la o p e r a c i ó n se e f e c t u a r á como se i n ­
dica al margen,y el cociente s e r á3 ,07 . 

412,17 
10 17 

79 
3,0^ 

Si se desea el cociente con mayor a p r o x i m a c i ó n se 
a ñ a d e al dividendo suficiente n ú m e r o de ceros para ob­
tenerla. 

La o b s e r v a c i ó n hecha sobre los cocientes por defecto y 
por exceso en el caso anter ior es aplicable á é s t e . 

245. Si tenemos que d iv id i r una f racción o rd inar ia por 
una decimal, ó al contrar io , se reducen ambas á o rd ina ­
rias, ó á decimales. 

Si el d iv isores una f racc ión decimal p e r i ó d i c a convie­
ne reducir la á ordinar ia . 

Observaciones sobre el cálculo de los números fraccionarios. 

* 247. Pa ra mul t ip l i ca r una suma de fraccionarios, ó de 
enteros y fraccionarios por un n ú m e r o entero, ó f racciona­
rio, se mul t ip l ican todos los sumandos y se suman los p r o ­
ducios. 

Supondremos pr imero que el mul t ip l i cador es entero 
y d e s p u é s que es fraccionario. 

/ 3 5 \ 
1.° Sea m u l t i p l i c a r la suma H7 + 2 + —1 por 3. Según 

la definición de m u l t i p l i c a c i ó n tendremos que repetir la 
suma tres veces por sumando y tendremos: 

(|+24)><3^+24)+(A+2+A)+(|+2+A 
3 3 3 \ / 5 5 5 

^T+T+T +(2+2+2)+(y+y+i 
3 5 
— x 3 + 2 x 3 + — >Í3 
4 / 

2.° Sea m u l t i p l i c a r la suma 2 + y ) Por I " ' S e S ú n 
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la definición de m u l t i p l i c a c i ó n tendremos que tomar la 
quinta parte de la suma y m u l t i p l i c a r l a por 3. 

Pero la qu in ta parte de 2 + ^ j es 

porque si esta ú l t i m a e x p r e s i ó n la mu l t i p l i camos por 5 
para lo cual basta d iv id i r todos los denominadores por 5 
( n ú m . 177) se r e p r o d u c i r á la suma dada, luego: 
3 ^ 5\ 3 / 3 2 5 \ ' 3 ' , 2 0 5 , 

+ 2 + — ><—— - — + — ^ - s ^ x 3 = — - x 3 3, + - - - x 3 4 7 / 5 \ 4x5 5 7 x 5 / 4 x 5 5 7 x 5 
3 3 3 5 3 
4 5 5 7 5 

Como el producto no se altera cuando se altera el o r ­
den de los sumandos ( n ú m . 230), el producto de un n ú m e ­
ro entero ó fraccionario por una suma indicada de enteros, 
ó fraccionarios, se forma por la regla anterior . 

* 248. P a r a mul t ip l ica r una diferencia de n ú m e r o s f r a c ­
cionarios, ó de entero y f racc ionar io po r un n ú m e r o ente­
ro, ó f racc ionar io , se mul t ip l i can los dos t é r m i n o s de la d i ­
ferencia y se restan los productos. 

La mi sma d e m o s t r a c i ó n que se dió en el n ú m . 59 cuan­
do se trataba de n ú m e r o s enteros es aplicable ac tua lmen­
te, porque e s t á fundada en que el minuendo es igual á la 
suma del sustraendo y el resto. 

* 249. Pa ra mul t ip l i ca r dos sumas indicadas de t é r m i ­
nos f raccionar ios todos, ó unos enteros y otros f racc iona­
rios, se mul t ip l ican todok los t é r m i n o s del mult ipl icando 
p o r cada uno de los del mul t ip l icador y se suman los p r o ­

ductos. 
3 4 2 5 

Sea m u l t i p l i c a r lia suma —-+ 5 - por — h — . Repre-
4 7 3 8 

sentemos por un momento, por a, el valor de la p r imera 
suma efectuada, tendremos: 3 , K , 4W2 , M / 2 5 T + 5 + y ) x ( ¥ + - ) = = a x ( y + ^ 

pero, s e g ú n lo dicho en el n ú m . 247, 
/ 2 , 5\ 2 

a x — + ^ = : a x — + a x -
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y poniendo en vez de a su va lo r— + 5+-*- el valor de la ú l ­

t ima e x p r e s i ó n s e r á 
8 4 \ 2 

+ 5 + y 3 

2 4 2 3 5 , e 5 4 5 
+ . 5 x T + y x T + T x _ + 5 > ^ + y x -

conforme h a b í a m o s enunciado. 
250. ESCOLIO. P o d r í a m o s ahora estudiar fracciones c u ­

yos t é r m i n o s fuesen fraccionarios y v e r í a m o s que tienen 
las mismas propiedades que las de t é r m i n o s enteros y se 
opera con ellas por las mismas reglas. Pero podemos pa­
sarnos s in esta g e n e r a l i z a c i ó n , porque m á s adelante estu­
diaremos las propiedades de las razones g e o m é t r i c a s que 
son fracciones todav ía m á s generales porque sus t é r m i n o s 
pueden ser enteros, fraccionarios, ó inconmensurables. 



LIBRO TERCERO. 

LOS NÚMEROS INCOMENSURABLES. 

CAPÍTULO I . 

EL CÁLCULO DE LOS NÚMEROS INCOMENSURABLES. 

/ . Nociones sobre los limites. 

* 251. Cantidad ó n ú m e r o variable es una cantidad, ó 
n ú m e r o qae puede tomar diferentes valores. 

La cantidad puede ser una variable continua; para es 
to se necesita que no pueda pasar de un valor á otro s in 
pasar por todos los valores intermedios. 

Si un punto se mueve en l ínea recta, su distancia al 
punto de part ida es una cantidad que no puede pasar de 
un valor á otro, sin pasar por todos los intermedios, luego 
es una variable cont inua. En cualquiera pos i c ión del p u n ­
to móvi l se puede medir su distancia al punto de part ida 
por medio de una unidad l ineal , pero es imposible medir 
las distancias de todas las posiciones del punto móvi l al 
de part ida, porque son infinitas; luego el n ú m e r o variable 
que representa la distancia del punto móvil a l de pa r t i da , no 
es continuo, sino discreto: como di j imos al p r inc ip io de la 
A r i t m é t i c a que era siempre el n ú m e r o . 

Se puede decir, s in embargo, que cuando se mide una 
serie de valores, de una cantidad variable cont inua, y cada 
dos valores se diferencian tan poco como se quiera, el n ú ­
mero variable, que expresa dichos valores, tiende hacia la 
cont inuidad s in lograr alcanzarla. 

Como ejemplos de n ú m e r o s variables discontinuos po­
demos c i tar las fracciones decimales p e r i ó d i c a s . 

Así , la f racc ión 0,5555 es u n n ú m e r o variable que 
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pasa por los valores 0,5; 0,55; 0,555; etc., que difleren del 
verdadero valor de la f racción pe r iód ica : el p r imero en 
menos de 0,1; el segundo en menos de 0,01; el tercero en 
menos de 0,001, etc. En general si se aprecian n cifras de­
cimales se comete un error menor que una unidad deci­
mal del orden n esimo. 

* 252. L ími t e de una cantidad, ó n ú m e r o variable es otra 
cantidad, ó n ú m e r o constante á cuyo valor puede acercar­
se la variable indefinidamente pero sin igualarle nunca. 

La f racc ión ord inar ia generatriz de una fracción de­
c imal pe r iód ica ; es l ími te de la f racción pe r iód ica ; porque 
bajo la forma decimal, por grande que sea el n ú m e r o de 
cifras decimales que consideremos, no conseguiremos 
nunca expresarla exactamente. 

' 5 
Así: la f racción pe r iód i ca 0,5555 tiene por l ím i t e —, 

9 
que es su f racc ión generatriz ( n ú m . 208). 

E l l imi te de una variable continua puede ser superior, 
ó in fer ior á la variable. 

El l í m i t e , e s superior á la variable cuando todos s u « 
valores son menores que el l ím i t e ; para esto se necesita 
que la variable sea creciente. El l ími te es infer ior cuando 
todos los valores de la variable son mayores que el l ími t e , 
para esto es necesario que la variable sea decreciente. 

Cuando la variable es discontinua puede tomar en 
muchos casos valores superiores é inferiores á su l ím i t e . 

5 
Ejemplo: la f racc ión 0,5555. ... que tiene por l í m i t e —, 

puede tomar los valores 0,5; 0,55; 0,555, etc., inferiores al 
l ími te y 0,6; 0,56; 0,556, etc, superiores á su l ím i t e . 

Cuando una cantidad, ó n ú m e r o variable disminuye 
indefinidamente, pudiendo tomar valores menores que 
cualquiera cantidad, ó n ú m e r o dados, por p e q u e ñ o s que 
sean, el l imi te de la variable es cero. 

1 

La unidad fraccionaria —, tiene por l í m i t e cero, cuan­

do n crece indefinidamente. 
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La diferencia entre una variable y su l imi te tiene por 

l imi te cero; porque el valor de la variable puede acercarse 
indefinidamente al de su l imi t e , s e g ú n se deduce de la de­
finición de l ími t e , dada ar r iba . 

* 253. Una variable no puede tener dos l ími tes distintos. 
En efecto: Si la variable toma valores superiores á los 

dos l í m i t e s , ó inferiores á ambos, no se puede acercar inde­
finidamente m á s que á uno de los dos, luego el otro no 
p o d r á ser l ími t e : y si la variable toma valores intermedios 
á los l ím i t e s , para acercarse indefinidamente á uno, tiene 
que separarse del otro, luego tampoco puede tener dos l í ­
mites en este caso. 

Dos, ó m á s variables pueden tener un mismo l imi te ; 
aunque para esto s e r á necesario que sea d is t in to el grado 
de rapidez con que tienden hacia cero sus diferencias con 
el l í m i t e , ó que una variable sea superior y otra inferior 
al l ím i t e . 

1 1 
Ejemplo: las dos fracciones y r̂—, tienen por l ím i t e 

cero, cuando n crece indefinidamente. 

* 254. S i una constante es tá comprendida siempre en­
t re dos variables cuya diferencia tenga por l imi te cero, la 
constante es l imi te c o m ú n de las variables. 

Porque la diferencia entre la constante y cualquiera 
de las dos variables es menor que la de variables entre sí, 
y por consiguiente t end rá por l í m i t e cero. 

* 255. Dos variables que permanecen constantemente 
iguales, tienen el mismo l imite . 

Sean x y x ' las dos variables y admi tamos que tienen, 
respectivamente l í m i t e s d is t in tos , L y L , siendo, por 
ejemplo, L Z. L , . 

Sea a una cantidad, ó n ú m e r o menor que la diferencia 
L — L , se p o d r á n escribir, por orden creciente, los valores: 

L , L ' — a, / , ' , . / / +- a 

y como L' es el l ím i t e de x ' , esta variable l l e g a r á á tomar 
valores comprendidos entre L ' — a. y L ' + « , es decir, que 
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difieran de L ' en un valor menor que «; los valores de x son 
iguales á los de x ' , luego no p o d r á n acercarse indefinida­
mente á entonces L no p o d r á ser su l í m i t e si no se ve­
rifica L-=--L'. 

* 256. S i la diferencia entre dos cantidades, ó n ú m e r o s 
constantes es menor que cualesquiera cantidad, ó n ú m e r o 
dados por p e q u e ñ o s quesean, las constantes son iguales. 

Sean A y B las dos constantes, su diferencia A—B t a m ­
bién s e r á constante, pero ha de ser menor que cada can t i ­
dad, ó n ú m e r o dados, luego t e n d r á que ser cero, porque no 
hay otra cantidad, n i otro n ú m e r o constantes quefcumplan 
esta cond i c ión . 

Como consecuencia se deduce: que si dos constantes es­
tán comprendidas entre dos variables que tengan el mismo 
limite, la diferencia de las constantes es cero. 

Porque la diferencia entre las constantes es menor que 
la diferencia entre las variables, y esta ú l t i m a diferencia 
tiene por l í m i t e cero. 

/ / , E x p r e s i ó n aproximada de los n ú m e r o s incomensurables. 

257. Hemos dicho ( n ú m . 8) que cuando una cantidad no 
contiene exactamente á la unidad, ni á n inguna parte a l í ­
cuota suya, el resultado de la c o m p a r a c i ó n de la cantidad 
con la unidad se l l ama n ú m e r o incomensurable. Por con­
siguiente los n ú m e r o s incomensurables no se pueden ex­
presar exactamente n i por la unidad entera n i por n i n g u ­
na unidad fraccionaria, por lo cual t rataremos de hal lar 
su e x p r e s i ó n aproximada, para u t i l i za r l a en el c á l cu lo . 

La diferencia entre el valor exacto y el valor a p r o x i ­
mado de un n ú m e r o comensurable, ó incomensurable, se 
l lama e r r o r absoluto del n ú m e r o . El error puede ser por 
defecto, ó por exceso, s e g ú n que el valor aproximado sea 
menor, ó mayor que el valor exacto. 

258. Todo n ú m e r o incomensurable se puede expresar 
por un n ú m e r o entero con un e r ro r , po r defecto, ó p o r ex­
ceso, menor que la unidad. 
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Sea el n ú m e r o incomensurable i4: por grande que sea 

su valor, corno la serie de los n ú m e r o s 
0, 1, 2, 3, 4 

es i l imi t ada , se l l e g a r á á un n ú m e r o mayor que A . Supon­
gamos que m + 1 es el p r imer n ú m e r o mayor que y l , en­
tonces el n ú m e r o m, anter ior á m + 1, s e r á menor que 
A , y tendremos: 

m A Z„ m + 1 

Por estar A comprendido entre dos n ú m e r o s que se d i ­
ferencian en una unidad, difiere de cualquiera de ellos en 
menos de una unidad, siendo m su e x p r e s i ó n aproximada 
por defecto, y m + 1, por exceso. 

259. Todo n ú m e r o incomensurable se puede expresar 
p o r un n ú m e r o f racc ionar io con un e r ro r , p o r defecto, ó 
p o r exceso, menor que la unidad f racc ionar i a marcada por 
el denominador del quebrado 

Sea el numero incomensurable A , y sea n el deno­
minador de la unidad fraccionaria de a p r o x i m a c i ó n : si 
formamos la serie 

1 2 3 4 
0, 

n n n n 
cuyo denominador es constante y cuyos numeradores pue­
den crecer indefinidamente, se ver i f icará que á pa r t i r de 
cierto t é r m i n o los n ú m e r o s de esta serie s e r á n mayores 

, m + 1 , . 
que A. supongamos, pues, que : es el p r imer n ú m e -

n 
m 

ro mayor que A ; el t é r m i n o anter ior s e r á — y tendremos: 
n 

n n 

La diferencia entre y — es - y como A es tá 
n n n 

comprendido entre ambos n ú m e r o s , difiere de cualquiera 

de ellos en menos de - . Luego 171 es una e x p r e s i ó n apro-
n n . • 1 
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ximada de A con menor e r ror de por defecto v — ^ — • 
n n 

^ 1 
otra e x p r e s i ó n con menos e r ror de — por exceso. 

n 
* 260. Si A es un n ú m e r o constante incomensurable t a l 

que se tenga m , , 
— ¿LA 
n 

m + 1 

siendo n un n ú m e r o entero que puede crecer indefinida-

mente, el numero A es el l imi te de — , o de , cual-
n n 

quiera que sea la ley según la cual se haga crecer á n inde­
finidamente. (*) 

Seanp y />', dos n ú m e r o s enteros tales que se tenga 

^ ^ Í L ± 1 y ^ Z . A ^ K ' + 1 
P P ' PP' PP' 

mul t ip l icando ambas l imitaciones p o r p p ' , se t e n d r á 

K p ' Z . App ' Z - ( K + \ ) p , y K App' Z . K + 1 

K y K + 1 son dos n ú m e r o s consecutioos que compren­
den el n ú m e r o App' y K p y ( :K ' .+ 1) p ' , son dos n ú m e r o s 
pero no consecutivos, que t a m b i é n comprenden al n ú m e r o 
App' , luego K ' es cuando menos igual á K p ' y debe v e r i ­
ficarse 

K p ' Z- K 

y dividiendo por pp' , tendremos: 
K Z ~ 
p — pp' 

Del m i s m o modo se d e m o s t r a r í a 
K Z 

K " 
pp ' — pp' p " 

sucesivamente. 
T a m b i é n se verifica: 

K + 1 x + 1 X K " + 1 
p ~~ pp ' ~~ pp 'p" 

v asi 

(*) Este teorema es una confirmación de lo que digimos (num. 25á) que mu­
chas variables pueden tener un mismo límite, 

17 
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Si hacemosp = p ' = p " = ... = 2, se f o r m a r á n las series: 

h i h2 h% hr 
2"' 2^' 2 3 2 r 

de t é r m i n o s menores que A , tales que cada uno es cuando 
menos igual al anter ior y 

h i + 1 /¿2 + 1 h-j + 1 hr + 1 
2 ' 22 ' 32 3ra 

de t é r m i n o s mayores que 4̂ y tales que cada uno es cuan-
hr. + l h r 1 

do m á s igual a l anterior; pero—— ^ 7 = —, es un 

n ú m e r o que tiene por l í m i t e cero, cuando r crece indef ini -
• ' • h t ' ; hr + 1 a. ,„ . 

damente, luego los n ú m e r o s —— y ———, tienen po r l i m i ­

te c o m ú n el n ú m e r o A . 
Ahora bien; puesto que 

m , . / m + 1 hr , . / hr + 1 
— Z - A Z - y Z A z L — - — 
n n * 2'' 2^ 

. , m . hr + 1 /¿r . mr + 1 
se t e n d r á : — z l — - — y —— Z . 

n 2r 2r nr 
1 

v restando — de los dos miembros de la ú l t i m a des-
. n 

igualdad. 
hr 1 , m 

~ W n n 
1 , j . hr 1 , m . hr + 1 
de donde: — • z l — Z . 

2r' n n 2r 
haciendo crecer á r indefinidamente, ó sea pasando á los 

l í m i t e s las dos expresiones y 1 s e r á n susti tuidas 

por su l í m i t e c o m ú n A , y tendremos: 
. 1 . m . A 

A — -- Z — Z A 
n n 

1 
Si ahora hacemos c r e c e r á n indefinidamente — t e n d r á 

n 
171 

por l í m i t e cero, luego — t e n d r á por l í m i t e A , como se 

q u e r í a demostrar. 
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* 261. En v i r t u d del teorema que acabamos de demos­

trar, podremos considerar los n ú m e r o s incomensurables 
como l í m i t e s de expresiones aproximadas fraccionarias, 
cuyos denominadores haremos crecer s e g ú n una ley cua l ­
quiera, y en la m a y o r í a de los casos los aproximaremos 
por medio de decimales cuyas cifras se obtienen por d i s t i n ­
tos medios que dependen de la naturaleza de los proble­
mas que o r ig inan los n ú m e r o s incomensurables. 

/ / / . Las operaciones con los n ú m e r o s incomensurables, con-
sicler'ados como l imites. 

* 262. E l l imi te de una suma de varias variables es la 
suma de los l imites de las variables, 

Sean x , y, z las variables, A , B , C sus l í m i t e s 
respectivos y « , 6 , y,... las diferencias entre las variables y 
sus l í m i t e s , tendremos: (*) 

{ X + «) + ('/ + 6) - f ( * - f T) + = A - f 5 + C + 

ó bien 
{xJryJrSJr ) + ( a + g + y - f . . . . . ) — A + 5 + C + pero si el 
n ú m e r o de sumandos es n y designamos por i la mayor 
d é l a s diferencias a, 6, y se tendrá* a + g + T + .... ¿-n\ . Aho­
ra, como <*•, 6, y..... tienen por l í m i t e cero, si n es u n n ú m e ­
ro f in i to , m t a m b i é n t e n d r á por l í m i t e cero, y con m á s m o ­
tivo s e r á cero el l í m i t e de a + 6 + y Luego pasando á los 
l í m i t e s tendremos: 
\ \ m , { x + y + z + . . . . ) = A - \ - B J r C + =r \ \m .x + l í m . /y + l í m . 2. 

* 263. E l l imi te de una diferencia de dos variables es la 
diferencia de los l imites de las variables. 

Sean x , y las variables y ^ su diferencia, tendremos: 
x — y = z de donde x = y + z 

y pasando á los l í m i t e s ( n ú m . 262). 
l í m . x = l írn. y + l í m . 3 

y restando do ambos miembros l í m . y 
l ím . x — l í m . y — l í m . 2 = l ím . { x — y) 

C) Suponemos las variables inferiores á sus límites, pero lo mismo se podría 
demostrar el teorema si fuesen superiores, ó unas superiores y otras interiores. 
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* 264. FA l imi te de un producto de factores variables es el 

producto de los l imites de los factores. 
Sean x é y dos factores variables cuyos l í m i t e s con 

A y B siendo « y S las diferencias entre las variables y sus 
l í m i t e s tendremos: 

i x + 6 ) = A . B (*) 
ó efectuando la m u l t i p l i c a c i ó n del p r i m e r miembro 

x . y + x .<*• + y +a .6 = A . B 
pero los productos x y & y « . 6, t ienen por l í m i t e cero, 
luego 

l ím . {x . y) = A . B = lírn. <a? — l ím . y 
Si los factores son m á s de dos, se puede demostrar 

que si el teorema se verifica para n factores tiene lugar pa­
r a / 2 + 1 ; y entonces como es cierto para dos factores, lo 
s e r á para tres, y s i é n d o l o para tres lo s e r á para cuatro 
e t c é t e r a , luego s e r á general. 

Supongamos, pues, que tiene: 
l ím . ( X . Y ¿7) = l í m . X . l í m . Y l í m . U 

y sea V un n ú m e r o factor variable; considerando el p r o ­
ducto X . Y . . . . . U . como un solo factor, tendremos: 

l ím . ( X . Y U . V . ) = l ím . ( X . Y U) . l ím . V 
~ lírn. X . l ím . Y l í m . U . l í m . V 

* 265. E l l imi te de una potencia de una variable es la 
potencia de igual grado del l imi te de la variable. 

Tenemos: 

X« = X . X . X 

y en v i r t u d del teorema anter ior . 
l ím . X«- — l ím . X . l ím . X . l í m . X = ( l ím. X)n 

m 266. E l l imi te de un cociente de dos variables es el co­
ciente de los l imites de las variables. 

Sean X é Y las variables y Z su cociente, tendremos: 

Y ~ z de donde X = Y . Z 

(*) Suponemos las variables inferiores á sus límites, pero si fueran supe­
riores, tendríamos x . y = (A +») (B + o).y si una fuese superior y otra infe­
rior x . y = (A + (H — y la demostración se liaría como en el texto. 
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y pasando á los l í m i t e s 

l í m . X . = r l ím . F l í m . Z 
ó bien 

l í m . X , X 
h m . Z — l í m . -

l í m . Y • — • 
* 267. 'S'Í la diferencia de dos variables tiene p o r l imi te 

cero, su cociente tiene por l imi te la unidad. S i el cociente de 
dos variables tiene por l imi te la unidad, su diferencia tiene 
por l imi te cero. 

Si tenemos: 
l ím . ( Z — Y ) = O de donde l írn. X — l í m . Y 

deduciremos 
l ím. X , X 

h m . — ~ 1 l ím . Y Y 
Si se tiene 

X l ím . X 
h m . - = - = 1, de donde lírn. X = l ím . Y 

Y h m . F 
se d e d u c i r á : 

l í m . X - l ím . F — l í m . ( Z — F = O 
* 268. Los teoremas demostrados en los n ú m e r o s 262 á 

263, son ciertos t a m b i é n cuando alguna de las variables es 
constante, s in m á s que suponer que ía constante es ella 
misma su l ím i t e . 

T a m b i é n se debe observar que dichos teoremas se pue­
den resumir diciendo que el l imi te del resultado de una 
operac ión , de las que hemos estudiado, entre n ú m e r o s va­
riables es el resultado de la misma ope rac ión entre los 
limites de los datos. 

* 269. Las propiedades de las operaciones de los n ú ­
meros cornensurables spn en muchos casos aplicables á 
los incomensurables. Para generalizar una propiedad que 
se verifique entre n ú m e r o s incomensurables, comenzare­
mos por considerar cada n ú m e r o comensurable como una 
variable y expresaremos la propiedad que se va á genera­
lizar por medio de estas variables, y si e s t á n enlazadas por 
las operaciones de sumar, restar, mu l t i p l i c a r , d iv id i r , ó 
elevar á potencias, se p o d r á sus t i tu i r cada variable por su 
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l ími t e , y como los l í m i t e s son los n ú m e r o s incomensura-
bles, q u e d a r á establecida para estos n ú m e r o s la propiedad 
de que se t ra ta . 

Las propiedades de la a d i c i ó n y s u s t r a c c i ó n son a p l i ­
cables á los n ú m e r o s incomensurables, y se demuestran 
con facilidad. 

De las propiedades de la m u l t i p l i c a c i ó n , demostrare­
mos nuevamente el teorema sobre el orden de los factores, 
porque de esta propiedad dependen las d e m á s de la m u l ­
t i p l i c ac ión y las de la e l evac ión á potencias y d iv i s ión . 

* 270 Un. producto de oarios factores incomensurables 
todos, ó algunos de ellos, no se al tera aunque se altere el 
orden de los factores. 

Sean, A, B , C, D, cuatro n ú m e r o s incomensurables, que 
son l imi tes respectivamente de los n ú m e r o s comensura-
bles variables X , Y, Z, U, y supongamos que se quiere de­
mos t ra r . 

A . B . C . D . ^ z C . A . D . B 
Entre las variables comensurubles se tiene ( n ú m e r o s 

62 y 230). 
X . Y . Z . U = Z . X . U . Y 

pero, l ím . X . Y . Z . U = A . B . C . D ( n ú m . 264) y l í ­
mi te Z . X . U . Y == C . A . D . B 
luego t a m b i é n se t e n d r á 

A . B . C . D ~ C . A . D . B 
* 270 El cá l cu lo de los n ú m e r o s incomensurables se 

p o d r á reducir al de los n ú m e r o s comensurables, conside­
rando á é s t o s como n ú m e r o s ' v a r i a b l e s cuyos l í m i t e s son 
los incomensurables. 

Si fuera posible efectuar las operaciones con n ú m e r o s 
inf ini tamente aproximados á los incomensurables, los re­
sultados de las operaciones se p o d r í a n considerar como 
exactos. No siendo esto posible, d e b í a m o s resolver estos 
dos problemas: 1 / , ha l l a r qué a p r o x i m a c i ó n tiene el resul­
tado de una ope rac ión , cuando se conoce la a p r o x i m a c i ó n 
de los datos; 2.', qué a p r o x i m a c i ó n deben tener los datos 
p a r a que el resultado tenga una a p r o x i m a c i ó n deter/hi-
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nada. (*) Pero por grande que sea la importancia de estos 
dos problemas su resolución, no se puede considerar como 
incluida en el programa de Matemáticas de la segunda 
enseñanza. 

CAPÍTULO I I . 

LA EXTRACCIÓN DE RAÍCES DE LOS NÚMEROS ENTEROS, 
FRACCIONARIOS É IN COMEN SU RAELES. 

/ . Definiciones y teoremas fundamentales. 

271. Se llama raíz del grado n de un número, otro nú­
mero, que elevado á la potencia de grado n reproduce el 
número dado. 

La operación que se efectúa para hallar las raíces de 
un número dado se llama extracción de raices. 

Por definición el grado de una raiz es el mismo que el 
de la potencia á que se debe elevar para reproducir el n ú ­
mero dado y recibe el nombre de índice. 

Las raíces se clasifican por grados: en raiz de segundo 
grado, ó rais cuadrada, raiz de tercer grado, ó raíz cúbica, 
raiz de cuarto grado, etc. 

Por la definición de raíz se comprende que todo n ú ­
mero es su raíz de primer grado. 

La extracción de raíces se indica por medio del sig­
no [/ , que se llama radical; escribiendo el número del 
cual se ha de extraer la raíz debajo de él y en el ángulo 
que queda á la izquierda del índice. Así, la raíz del grado n 

n 
del número A se escribirá V'A ̂  SE LEE RAÍZ N-ÉSÍMA DE ^• 
ó raiz del grado n de A. 

Cuando el índice es 2, ó sea cuando se trata de una raíz 
cuadrada, se suprime. 

Así, [ / ^ es la raíz cuadrada de A. 
272. Las raices de cualquier grado de la unidad son la 

unidad. 



- 136 — 
Se deduce de la definición de raíz, puesto que las po­

tencias de cualquier grado de la unidad son la unidad: 
273. Si un número entero se eleva á la potencia del gra­

do n, el resultado es otro número entero que se dice poten 
cía perfecta del grado n. En este caso el número tiene raíz 
del grado n exacta. Por ejemplo, siendo 34 = 81, el número 
81 tiene por raíz de 4o grado exacta, el número 3. 

Pero se comprende fácilmente que no todos los n ú m e ­
ros enteros tendrán raíz del grado n exacta y llamaremos 
raís entera del grado n de un número entero la raíz del 
grado n de la mayor potencia entera del grado n, contenida 
en dicho número. 

Así, siendo 34 = 81 y 44 = 256, la raíz de 4o grado en­
tera de 145 será 3, porque la mayor potencia de 4° grado 
contenida en 145 es 81 y su raíz es 3. 

274. La raíz de grado n de un número entero es inco-
mensurable si su raíz entera no es exacta. 

n 
En efecto; sea l / ^ . Puesto que no es igual á ningún 

número entero, tendrá que ser, ó fraccionaria, ó incomen-
surable; pero si fuese fraccionaria podríamos convertirla 
en un quebrado irreducible (núm. 186),, y representándole 
por ~ tendríamos: 

b 
n a 

I n \ n ¡a\n a11 

y como por definición (1/A 1 Y además í—J — ( n ú ­

mero 232), se debiera tener 
bn 

pero las potencias de un quebrado irreducible son quebra­
dos irreducibles (núm. 235); luego la igualdad anterior es 
absurda, porque un número entero no puede ser igual á 
un quebrado irreducible. 

n _ 
Entonces, puesto que ¡ / ^ no puede ser fraccionario, 

será incomensurable. 
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275. Un quebrado irreducible tiene raíz del grado n exac­

ta, cuando su numerador y denominador la tienen. 

l/A . . , -a . , . 
Sea [/ siendo - un quebrado irreducible. La raíz no 

puede ser un número entero, porque las potencias de los 
números enteros son enteras, y por consiguiente no pue­
den ser iguales á ningún quebrado irreducible. 

Ahora bien; si hacemos 

A 

í 

siendo un quebrado irreducible y elevamos los dos 
' " b • 
miembros de la igualdad anterior á la potencia de grado n 
tendremos (núm. 232): 

A _____ an 
y como las dos fracciones son irreducibles, se deberá tener 

n 

A = a" y B —- bn (núm. 189), de donde se deduce \/A — a 

VB = b. 
276. Si los dos términos de un quebrado irreducible no 

son potencias perfectas del grado n, la raíz del grado n del 
quebrado es incomemurable. 

Porque si la raíz fuese comensurable, sería una frac­
ción cuyo numerador y denominador serían las raíces del 
numerador y denominador de la fracción dada (núm. 275) 
y por consiguiente sus términos tendrían que ser poten­
cias perfectas del grado n, lo que es contra la hipótesis. 

277. La raíz del grado n de un número incomensurable 
es incomensurable. 

Porque si la raíz fuese comensurable (entera ó fraccio­
naria), su potencia del grado n sería comensurable, lo que 
es contra la hipótesis. 

278. Si de los dos miembros de una igualdad se extrae la 
rcií¿ del grado n, el resultado es una igualdad. 
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n n 

Si se tiene A = B, decimos que \/A = V'B- Porque 

B siendo \ VA) — ^ 1 A=B, también se verifica I [ / ^ 1 = 
n n _ . 

cuya igualdad prueba que [ / ^ es igual á . 
279. S¿ de los dos miembros de una desigualdad se ex­

trae la raiz del grado n, el resultado es una desigualdad del 
mismo signo que la propuesta. 

n n 
Si tenemos A X 5, decimos que [ / ^ X • Porque 

/ n \ n 

siendo A = [/A , un producto de n factores iguales y 

(n \ n 
[ / f í I otro producto de n factores, para que el primer 

producto sea mayor que el segundo, se necesita que el fac-
n __ n 

tor [/A sea mayor que el factor [/£> 
* 280. E l limite de la raíz del grado n de una variable es 

la raíz del mismo grado del limite de dicha variable. 
n 

Sea y una variable igual á \ / x , tendremos: 
n _ n 
Vx = [I y elevando á la potencia de grado n x ==• y 

de donde se deduce (núm. 265). 
lím. x == íírn. yn= (lím. y)n 

y por consiguiente 

k l í m . x = líin, y 
n n 

pero por ser \ / x = y, también se tiene lím. \/'x = lím. y 

luego Mm.'l/x = i / i ím. x 

281. La raíz del grado n de un producto, es igual al pro­
ducto de las raices del grado n de los factores. 

Decimos que t / ^ T ^ T c = VA ' \/B ' \/'C 
Si elevamos á la potencia del grado n el segundo 

miembro, tendremos 
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[ V A ' V B ' V C ) = \VA) [VÉ) [\/~C) = A . B . C 
y extrayendo la raíz del grado n del primero y tercer 
miembro resulta 

n n n n 

l / X * I/B" ' V e = VATETC 
282. La raíz del grado n de un quebrado es igual á la rais 

del grado n del numerador partida por la raíz del grado n 
del denominador. 

A 
Sea el quebrado — ,= C, de donde A = B . C. Extrayen-

n n n 

do la raíz del grado n tendremos(núm.279) \/~^ = . \/-Q 
n 
1/4 n A 

de donde J^_i=r \ / C ) y poniendo en vez de C su igual 
VB 

resultará: 
71 n , . 

l / T _ J A * 

B VB 
I I . La raíz cuadrada. 

Raíz cuadrada de un número con menor error de una unidad. 
283. En la definición general de raíz de un gradó cual­

quiera hemos dicho que raiz cuadrada de un número es 
otro número cuyo cuadrado es el propuesto. Así, 8 es la 
raiz cuadrada de 64. Raiz cuadrada entera es la raíz 
cuadrada del mayor cuadrado entero contenido en un nú­
mero. Así, la raíz cuadrada entera de 70 es 8, porque el 
mayor cuadrado entero contenido en 70 es 64. 

L a diferencia entre un número y el cuadrado de su raiz 
cuadrada entera se llama resto de la raiz cuadrada. El res­
to de la raíz cuadrada de 70 es 6, porque la diferencia entre 
70 y 64 que es el cuadrado de la raíz cuadrada entera es 6. 

284. L a raiz cuadrada entera de un número cualquie­
ra (entero, fraccionario, ó incomensurable) es la raíz cua­
drada en tera de su parte entera. 
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, Sea un número cualquiera,. A, comprendido entre dos 

números enteros N Y N + 1, es decir tal, que se tenga 
N z l A ^ l iV + 1, y sea a la raíz cuadrada entera de iV, ten­
dremos: 

a ^ N y (a + 1 ) 2 ^ N + 1 
de donde se deduce 

a2Z.A y (a + í)2 ^ A > • • • 
luego la raíz entera de .4 esa, conforme que r í amos de­
mostrar. 

En virtud de este teorema, para extraer la raíz cua­
drada entera de un número cualquiera con menor error de 
una unidad, bastará extraer la raíz cuadrada entera de su 
parte entera. Por consiguiente sólo nos ocuparemos ahora 
de las raíces cuadradas de los números enteros. 

Antes de comenzar la extracción de la raíz cuadrada 
entera de un número entero, demostraremos algunos teo­
remas necesarios para efectuar esta operación. 

285. E l cuadrado de la suma de dos números es igual 
al cuadrado del primero, más el duplo del primero por el 
segundo, más el cuadrado del segundo. 

Sean los números a y b, tendremos, por definición. 
(a + bf -= {a + b) {a + 6) 

pero aplicando al segundo miembro la regia de Ja mult i -
cación de dos sumas indicadas (núm. 60), se tendrá: 

{a + b) (a + b) •— (a +- 6) a + (a 4- b) b 
y efectuando en el segundo miembro, según la regia (nú­
mero 57) de multiplicar una suma por un número : 
(a-\-b)a+{a + b)b — a . a + a , b-\-a . b+ b . b=a2 + 2ab h2 
y por consiguiente 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 
Ejemplo: (4 + 8)2 = 4-2 + 2 . 4 x 8 + 82 

286. Si los sumandos expresan, uno decenas y otro uni­
dades, se tendrá: E l cuadrado de la suma, de decenas y uni­
dades es igual al cuadrado de las decenas, más el duplo de 
las decenas por las unidades, más el cuadrado de las uni ­
dades. 
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Sea el número 347, que es igual á 340 + 7, tendremos: 

(340 + l f -= 3402 + 2 . 340 x 7 + 7̂  = 115600 + 4760 + 49. 
Si en general representamos el número descompuesto 

en decenas y unidades por c¿ . 10 + u, se tendrá: 
(d . 10 + uf =(d . 10f + 2d.l0 . u + u? 

y teniendo presente que (d . 10)2 = d2 . 100 (núm. 76) 
(rf . 10 + uf = c¿2 . 100 + 2rZ . 10 . u + a2 

El cuadrado de decenas es un número que contiene 
siempre el factor 100, y el duplo de decenas por unidades 
el factor 10, luego el primero es siempre un número exacto 
de centenas y el segundo un número exacto de decenas. 

287. L a diferencia de los cuadrados de dos números con­
secutivos es igual al duplo del menor, más uno. 

Sean, a y a + 1, los dos números consecutivos, ten­
dremos (núm. 285) 

(a + l)2 - a2 + 2a . 1 + l2 = a* + 2a + 1 
y restando a2, del primero y tercer miembro 

(a + 1)* — a2 = 2 a + 1 
cuya igualdad demuestra el teorema. 

288. E l resto de la raiz cuadrada entera de un número 
es menor que el doble de la raiz más la unidad. 

Sea el número iV, a su raíz cuadrada entera y R e\ res­
to, tendremos: 

N = a 2 + R 
pero siendo a2 el mayor cuadrado entero contenido en N, 
se tendrá N Z . ( a + l}2, y como según lo dicho (núm. 287) 
(a + l)2 = a2 + 2a + 1, se verificará también 

a2 + ^ z l a2 + 2a + 1 
y restando a2 de los dos miembros resul tará 

i? z l 2 a + 1 
Conviene advertir que la raíz entera a es la raíz por 

defecto, con un error menor que la unidad, y a + 1 es la 
raíz por exceso, con un error menor también que.la unidad, 
porque entre ambas raíces está comprendida la raíz inco­
mensurable del número . 

289. Los cuadrados de la unidad seguida de ceros son 
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la unidad seguida de doble número de ceros (núm. 50, 1.°) 

Así: 102 — 100; 1002 = 10000; 10003 ~ 1000000; 
De esto se deduce que la raíz cuadrada de un número 

menor que 100 será menor que 10 y por consiguiente ten­
drá una cifra; la de un número mayor que 100 y menor 
que 10000, será mayor que 10 y menor que 100, luego ten­
drá dos cifras, etc. 

En la extracción de la raíz cuadrada entera conside­
raremos dos casos: 1.°, que el número sea menor que 100; 
2.", que sea mayor que 100. 

289 bis. PRIMER CASO. Extraer ta ráis cuadrada entera 
de un número menor que 100. 

Escribamos la tabla de los cuadrados de los diez pr i ­
meros números . 

1 2 3 4 ' 5 6 7 8 9 10 
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 

Si se trata de hallar la raíz cuadrada de un número 
contenido en la segunda flla, el resultado será su corres­
pondiente en la primera. Así VQ̂  = 8. Si se trata de otro 
número cualquiera, 73, por ejemplo, la raíz entera será 8, 
porque 64 es el mayor cuadrado contenido en 73, y el resto 
será 9, por ser la diferencia entre 64 y 73. 

La raíz entera de que hablamos tiene un error por 
defecto menor que una unidad: añadiéndola una unidad, 
se tendrá la raíz con un error por exceso menor que una 
unidad. 

Así: de la limitación 64 73 z l 81, deducimos extra­
yendo la raíz cuadrada. 

8 1 / ^ Zl 9 
290. SEGUNDO CASO. Extraer la raíz cuadrada entera 

de un número mayor que 100. 
Consideremos en primer lugar un número mayor 

que 100 y menor que 10000, y tendrá por raíz cuadrada un 
número mayor que 10 y menor que 100, porque el cuadra 
do de 10 es 100, y el de 100 es 10000. 
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Sea, pues, el número 3216. Por tener dos cifras su raíz 

cuadrada, se compondrá de decenas y unidades, luego si 
3216 es cuadrado perfecto, contiene las tres partes que for­
man el cuadrado de su raíz, que son (núm 286), el cua­
drado de las decenas, el duplo de las decenas por las uni -
dadades y el cuadrado de las unidades, y si 3216 no es cua­
drado perfecto, contendrá además un resto que será la 
diferencia entre dicho número y el cuadrado de su raíz en­
tera. 

Para hallar la cifra de las decenas de la raíz debemos 
recordar que el cuadrado de las decenas es un número 
exacto de centenas (núm 286), luego debe estar contenido 
en las centenas de 3216, ó sea en 3200: la raíz entera de 32 
es 5 (núm. 289), entonces el cuadrado de 5, que es 25, se pue­
de restar de 32, y por consiguiente el cuadrado de 50, que 
es 2500, se podrá restar de 3200, y con más motivo del n ú ­
mero propuesto, 3216; luego la raíz pedida es mayor que 
50. Por otra parte, siendo 5 la raíz entera de 32, este nú ­
mero será menor que el cuadrado de 6, luego 3200 será 
menor que el cuadrado de 60, y la diferencia será, cuando 
menos, una centena; entonces también 3216 será menor 
que el cuadrado de 60 y por consiguiente la raíz cuadrada 
que buscamos estará comprendida entre 50 y 60; luego su 
cifra de decenas, será 5. 

De aquí se deduce: quepara hallar la cifra de las dece­
nas de la raíz, basta extraer la raíz cuadrada entera de las 
centenas del número. 

Restando de 3216 el cuadrado de las decenas de la raíz, 
que es 2500, la diferencia, que es 716, contendrá: el duplo de 
las decenas de la raíz por las unidades, el cuadrado de las 
unidades, y si el número dado no es cuadrado perfecto, el 
resto de la raíz. Como el duplo de las decenas por las un i ­
dades de la raíz es un número exacto de decenas (núme­
ro 286) tiene que estar contenido en las 71 decenas de 716. 
Ahora, dividiendo 71 decenas por 10 decenas, que es el du­
plo de las decenas de la raíz, el cociente será la cifra de las 
unidades, ó un número mayor; porque en las 71 decenas de 
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716, puede haber decenas que hayan resultado del cuadra­
do de las unidades de la raíz y del resto, si le hay. El co-

32'16 
502...25 

71<6 
562...31l36 

56 

10 

80 

cíente de 71 entre 10 es 7, pero como 
puede ser mayor que la cifra de las 
unidades, es preciso comprobarle: pa­
ra esto se une á la cifra de las ¡decenas 
y se forma el número 57 si el cuadra­

do este de número se puede restar de 3216, la cifra 7 es bue­
na, y sinó será grande, y se repetirá la comprobación reba­
jándola una unidad. El cuadrado de 57 es 3249, que no se 
puede restar de 3216, entonces la cifra 7 es grande: el cua­
drado de 56 es 3136, y como este número es menor que 3216, 
la cifra 6 es buena; efectuando la sustracción, según está 
indicada al margen, el resto será 80. 

. El método de comprobación de la cifra de las unidades 
se puede simplificar, porque después de restar del n ú m e ­
ro propuesto el cuadrado de las decenas de su raíz, sólo 
nos falta restar de la diferencia obtenida el duplo de las de­
cenas por las unidades y el cuadrado de las unidades de la 
raíz; es decir, 2 . 50 x 6 + 62. Pero estos dos números se 
pueden restar de una vez, porque se tiene: 

2 . 50 x 6 -f 62 = (2 . 50 + 6)6 = (100 + 6)6 ~ 106 x 6 
Luego la cifra de las unidades se comprueba sumándo­

la con el duplo de las decenas de la raíz y multiplicando por 
32'16 
25 

71'6 
636 

80 

5 

106 
6 

ella, ó sea escribiéndola á la derecha del di­
visor 10 y multiplicando el resultado 106 por 
dicha cifra, según se indica al margen. 

Si el producto obtenido es grande, se re­
pite la comprobación rebajando, de una en una unidad, el 
cociente, ó sea la cifra de las unidades de la raíz. 

De lo expuesto se deduce que para, hallar la cifra de las 
unidades de la raíz (cuando ya se ha hallado la cifra de las 
decenas y se ha restado su cuadrado del número dado) se 
separa la cifra de la derecha del resto y lo que queda á la 
izquierda se divide por el duplo de la cifra de las decenas de 
la raíz; el cociente será la cifra de las unidades, o un nú­
mero mayor: para comprobarle se escribe á la derecha del 
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divisor y el número que se forma se multiplica por el co­
ciente y el producto se resta del dividendo y la cifra sepa­
rada; si la sustracción no es posible, la cifra comprobada 
es grande y habrá que rebajarla una, ó más unidades, 
hasta que el producto, formado según hemos dicho, se pue­
da restar del dividendo y la cifra separada. (*) 

Sea ya, extraer la raíz cuadrada de un número cual­
quiera mayor que 10000; por ejemplo, 41624378. 

Si suponernos la raíz cuadrada descompuesta en dece­
nas y unidades, las decenas se obtendrán extrayendo la 
raíz cuadrada de las 416.243 centenas del número propues­
to. Pero el número 416243 es mayor que 100; por tanto su 
raíz cuadrada se compondrá de decenas y unidades, luego 
por igual razón que anteriormente hallaremos las decenas 
extrayendo la raíz cuadrada de las 4162 centenas del n ú ­
mero 415243. 

Como el número 4162 es mayor que 100, pero menor 
que 10000, se hallará su raíz cuadrada como en el ejem­
plo anterior. 

La raíz cuadrada de 5162 es 64, 
por consiguiente las decenas de 
la raíz de 416243 son 64; la diferen­
cia entre el cuadrado de 64 dece­
nas y 416243 es 6643, dividiendo, 
pues, este número por el duplo 
de 64 decenas, que son 128 dece-

8 9 7 7 ñas , y procediendo como hemos 
explicado anteriormente, se halla la cifra 5, que unida á 
las dos anteriores, forma el número 645, que serán las de­
cenas de la raíz de 41624378: la diferencia entre este n ú m e -

41i6 2^ 3'7 8 
36 
5 6'2 
4 9 6 

6 6 4'3 
6 4 2 5 

2 1 8 7'8 
1 2 90 1 

6451 

124x4 

1285x5 

12901x1 

(*) Teniendo presento lo que hemos dicho en la división sobre el tanteo de la 
cifra del (•ocíente (num. 85) no necesitamos escribir la cifra de las unidades de la 
raíz hasta tener seguridad de que es buena; para esto basta suponer que el d iv i ­
dendo es la diferencia que resulta después de restar el cuadrado de las decenas 
de la ra íz , el divisor el duplo de las decenas sumado con la cifra de unidades que 
se va á comprobar y el cociente dicha cifra de unidades. Así, en el ejemplp del 
texto, para comprobar la cifra 7, el dividendo será 716, el divisor 107 y el cociente 

y podremos hacer mentalmente la comprobación diciendo: 71 entre 10, a 7 y 
sobra 1, que con el 6 son 16, pero 7 por 7 son 49; luego la cifra 7 es grande. La com­
probación de 6 se hace, siendo el dividendo el mismo 716, el divisor 106 y el co­
ciente 6. 

19 
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ro y el cuadrado de las 645 decenas de su raíz es 21878; por 
consiguiente, dividiendo es número por el duplo do 645 
decenas, que son 1290 decenas, y procediendo corno ante­
riormente se halla la cifra, 1, que unida á las anteriores 
forma el número 6451, que es la raíz cuadrada entera del 
número propuesto, con un error, por defecto, menor que 
una unidad, siendo 8977 el resto de la operación. 

Las operaciones se disponen como estén indicadas en 
el ejemplo del margen. 

De los razonamientos anteriores se deduce la siguiente: 
REGLA. Para extraer ¡a raíz cuadrada de un número 

entero con menos de una unidad de error, se le divide en 
secciones de dos cifras, comenzando por la derecha, de modo 
que la última sección, que es la primera de la izquierda, 
puede tener una, ó dos cifras. Se extrae la raiz cuadrada 
de la primera sección de la izquierda, y se tendrá la prime­
ra cifra de la raíz: el cuadrado de esta cifra se resta de esta, 
misma sección y á la derecha del resto se baja la sección si­
guiente: del número que se obtenga se separa la cifra de la 
derecha, y lo que queda á la izquierda se divide por el duplo 
de la raíz hallada; el cociente se escribe á la derecha del di­
visor y se multiplica todo por el cociente y el producto que 
resulte se resta del dividendo y la cifra separada; si la sus­
tracción no es posible, la cifra del cociente es grande, y se 
le rebaja, de unidad en unidad, hasta que la sustracción sea, 
posible y se obtenga el segundo resto: entonces la cifra en­
sayada será, Ih segunda de la. raíz y se escribirá á, la dere­
cha de la primera. A la derecha del segundo resto se baja 
la tercera sección, se separa la cifra de la derecha y lo que 
queda á la izquierda se divide por el duplo del número for­
mado por las dos cifras halladas de la raíz y el cociente será 
la tercera cifra de la raíz, ó un número mayor, y se compro­
bará como anteriormente. Se continuará del mismo modo 
hasta bajar la última sección, que dará la última cifra de 
la raíz, y el resto de la operación, si el número propuesto 
no es cuadrado perfecto. 

I 
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29Í Cuando un dividendo no contenga al divisor corres-

67'2 S'92'm 
3 2<8 

0 4 9'28'9 
08 0 

8203 pondiente, la cifra de la raíz es cero 
162x2 y se pasará á determinar la cifra si-
16403x3 guíente considerando este dividendo 

como un resto. 
La operación se simplifica efectuando, como en la d i ­

visión ordinaria, los productos y sustracciones s imul tá­
neamente, como en el ejemplo del margen. 

292. El número de cifras de la raíz es evidentemente 
iguai al número de secciones, luego será la mitad, ó la mi­
tad rnás una que Ins que tenga el número . 

293. No se puede conocer á primera vista si un número 
cualquiera tendrá raíz exacta; pero existen algunos carac­
teres, llamados de exclusión, por los cuales se conoce que 
un número dado no puede tener raíz exacta. 

De la inspección de la tabla de cuadrados de los n ú m e ­
ros dígitos se deduce: que ningún número terminado en 2, 
3, 7 ú 8 puede tener rais cuadrada exacta, porque ningún 
cuadrado termina en estas cifras. 

Los cuadrados de los números terminados en ceros 
terminan en doble número de ceros, es decir, siempre en 
un número par de ceros, luego ningún número terminado 
en ceros podrá tener raíz cuadrada exacta, si el número de 
ceros que le terminan es impar. 

Cuando se eleva al cuadrado un número terminado en 
5, el duplo de las decenas por las unidades que siempre es 
un número exacto de decenas (núm. 286), contiene en este 
caso el producto de 2 por 5; luego será un número exac­
to de centenas, y por consiguiente el cuadrado terminará 
en 25. 
Así: (c£. 10 + 5)=cP.100 + 2 . cZ. 10 . 5 + 52—rf2.10 + cU00 + 25 

Luego ningún número terminado en o puede tener raíz 
cuadrada exacta si la cifra de las decenas no es un 2. 

294. Si un número se descompone en factores primos y 
los exponentes de todos los factores son pares, tendrá raíz 
cuadrada exacta, y no la tendrá en el caso contrario (nú­
mero 167). 
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Cuando los exponentes de todos los factores son pares, 

la raíz cuadrada es el producto de los factores primos con 
exponentes mitades de los del número. 

Así: 1/24 , 32 . 5 ! = 22 . 3 . 5 . 
295. La prueba de la raíz cuadrada consiste en elevar al 

cuadrado la raíz y sumar el resultado con el resto, debien­
do obtenerse el número dado. 

También se debe tener presente que si por miedo á en­
sayar alguna cifra grande, se pone en la raíz una cifra me­
nor que la verdadera, el resto correspondiente será igual, ó 
mayor que el duplo de la raíz hallada m á s uno (núm. 288), 
y habrá que aumentar dicha cifra. 

Raíz cuadrada de un número con menor error de una 
unidad fracionaria dada. 

296. Hallar la rais cuadrada de un número entero, frac-
1 

clonarlo, ó incomensurable. con menos error de —es hallar 
n 

el mayor número de n-ésimos contenidos en su rais cua­
drada. 

Así, si designamos por N un número cualquiera (ente­
ro, fraccionario, ó incomensurable) y por x el mayor nú­
mero de n-ésimos contenidos en su raíz cuadrada se debe 
verificar. 

x x + 1 
• Ti ^ —TT" 

elevando al cuadrado los tres miembros 

n2 
multiplicando por f¿2 resul tará 

x2 . n? Z.{x + 1)2 
de donde se deduce que x? es el mayor cuadrado entero 
contenido en N . n?, y por consiguiente x, será la raíz cua­
drada entera, de la parte entera, del producto N . n2 (nú-
inero 284.) 
:\¿:%uego: para extraer la raíz cuadrada de un número 
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N entero, fraccionario, ó incomensurable con menor error 

de—, se extrae la raíz cuadrada entera de la parte entera n 
del producto N . n2 y se divide el resultado por n. 

Ejemplos: 
1. ° Hallar la raíz cuadrada de 23 con menos error 

deí5o-
Como el cuadrado de 100 es 10000, se hallará la raíz 

cuadrada entera de 230000 y se dividirá por 100. La raíz en­
tera de 230000 es 479; entonces la raíz de 23, con menos 

1 . 479 error de sera - - - - = 4'79. 

" ' ^ 3 i 
2. ° Hallar la raíz cuadrada de -— con menos de — de 

5 61 
error. 

El cuadrado de 61 es 3721, luego tendremos que hallar 
3 x 3721 11163 

la raíz entera de la parte entera de 5 
3 47 = 2232---. La raíz entera de 2232 es 47, luego es la raíz 5 & 61 

cuadrada de - con menos error de-^r 
5 61 

297. Conviene advertir que generalmente se piden las 
raíces aproximadas de los números con un error menor 

que j ^ - , ó sea con n cifras decimales exactas, y por consi­
guiente la regla anterior está reducida á multiplicar los nú 
meros por í02'1, extraer la raíz entera, de la parte entera, 
del producto y separar n cifras decimales en la raíz: 

La operación de multiplicar un número por 102'1 se 
hace: si el número es entero, añadiéndole 2n ceros; si es 
decimal de número limitado, ó ilimitado de cifras, corrien­
do la coma 2n lugares: y si es fracción ordinaria, añadien­
do al numerador 2n ceros y hallando el cociente entero ' i H p ^ ú j ^ , ^ 
resulta de dividir por el denominador. 

Ejemplos: / ^ ¿ ^ ¿ ¿ ? ¥ f 
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1. ° Hallar con menos error de 0,001 la raíz cuadrada del 

número incomensurable ^ = 3,14159265 
Corriendo la coma 6 lugares á la derecha resulta el nú ­

mero 3141592,65..;.. y extrayendo la raíz cuadrada de la par­
te entera se obtiene 1772; luego 1,772 será la raíz con menos 
error de 0,001. 

2. ° Hallar con menos error de 0,01 la raíz cuadrada de 
22 

y . Se multiplica 22 por 10000 y se halla raíz de la parte en-

920000 

tera del quebrado — =31428,5... La raíz de 31428 es 177; 

luego la raíz pedida será 1,77. 
Raíz cuadrada de las fracciones ordinarias y decimales. 

298. Cuando se trata de hallar la raíz cuadrada de una 
fracción ordinaria, ó decimal, con una aproximación de­
terminada, tenemos que aplicar las reglas de los números 
anteriores; por consiguiente sólo nos resta ocuparnos de 
las raíces de las fracciones, cuando no se marca el grado 
de la aproximación. 

299. L a raíz cuadrada de un quebrado es igual á la. rais 
cuadrada del numerador partida por la del denominador. 

a ^ a 

300. Para que un quebrado irreducible tenga raíz cua­
drada exacta se necesita que su numerador y denominador 
sean cuadrados perfectos {núva. 275). 

301. Cuando los términos de un quebrado irreducible 
no son cuadrados perfectos, conviene transformarle en 
otro equivalente cuyo denominador sea cuadrado perfec­
to, porque de este modo si se extrae la raíz entera del nu­
merador y se parte por la* exacta del denominador, se pue­
de apreciar el grado de la aproximación que se obtiene. 

Es un caso particular del teorema núm. 282. Así: 
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para transformar un quebrado en otro cuyo denominador 
sexc cuadrado perfecto, se multiplican ambos términos por 
el denominador del quebrado. Así tendremos: 

| M i a.b = \/ab Vab 
' '> ^ V i * ^ Ó 

liste resultado es el mismo que se obtendría si se tra-
: , , •' , , a: • ' • ' . i ' tase de hallar la raíz — con menos error de —, por la regla b b to 

del número 296. 
302. Podernos proponernos transformar el quebrado 

irreducible en otro cuyo denominador sea el menor cua­
drado perfecto posible: para esto se descompone el denomi­
nador en factores primos y se multiplican los dos términos 
del quebrado por los factores cuyos exponentes sean impa­
res. Porque entonces los exponentes de los factores en el 
denominador serán pares y tendrá raíz exacta (núm. 294) y 
es el menor denominador posible porque tiene que ser 
múltiplo del antiguo y no se le puede quitar ningún factor 
sin dejar de cumplir esta condición, ó la de ser cuadrado 
perfecto. 

í/35 
Ejemplo: Hallar la y— Descomponiendo 54 en fací o-

r 54 
35 35 . 2 . 3 210 

res primos resulta 54 = 2 . 3̂  luego = — = 92 ^ , 

. . 4 i/35 ^210 i/210 
por consiguiente /— — = 

to ' 54 2 . 32 18 
303. Para extraer la raíz cuadrada de una fracción de­

cimal, cuando el número de cifras decimales es par, se pres­
cinde de la coma, se extrae la raíz cuadrada como si fuese 
un número entero y se separan de la raíz tantas cifras de­
cimales como la mitad de las que tenga el número dado. Si 
el número de cifras decimales es impar se le agrega un cero 
y se aplica después la regla enunciada. 

Esta regla está comprendida en la del núm. 297. Hallar 
la raíz cuadrada de 2,146. Como el número de cifras deci­
males es impar añadi remos un cero y se hal lará la raíz 
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cuadrada de 3,7460 con menos error de 0,01. Para esto, se­
gún ya sabemos, se halla la raíz cuadrada de 37460yse di­
vide por 100, ó se separan dos cifras decimales. 

También se puede explicar esta operación por la trans­
formación del quebrado decimal en otro cuyo denomina­
dor es el mín imo cuadrado perfecto. Así: 

, , , . i/37460 V 37460 
/ 3 746 = 1/3 7460 = \ — • == 

' r. 10000 100 
De modo que siendo 193 la raíz cuadrada entera de 

37460, la raíz pedida será 1,93. 
304. De lo expuesto se deduce: que una, fracción decimal 

tiene rais exacta cuando el número de sus cifras decimales 
es par, y prescindiendo de la coma, es cuadrado perfecto: y 
no la tiene, sino se verifican ambas condiciones. Es decir, 
tiene raíz exacta cuando su numerador y denominador 
son cuadrados perfectos, como si se tratase de un quebra­
do irreducible. 

Til. La rais cúbica. 

Raíz cúbica de un número con menos error de una unidad. 

305. Rais cúbica de un número es otro número cuyo cubo 
es el propuesto. Así, 3 es la raíz cúbica de 27, porque el cubo 
de 3 es 27. Rais cúbica entera es la rais cúbica del mayor 
cubo entero contenido en un número. 

L a diferencia entre un número y el cubo de su rais cú­
bica entera se llama resto de la rais cúbica. 

306. L a rais cúbica entera de un número cualquiera (en 
tero, fraccionario, ó incomensurable) es la rais cúbica en­
tera de su parte entera. 

La misma demostración que en la raíz cuadrada. 
En virtud de este teorema sólo nos ocuparemos, por 

ahora, de las raíces cúbicas de los números enteros. 
307. E l cubo de la suma de dos números es igual al cubo 

del primero, más el triplo del cuadrado del primero por el 
segundo, más el triplo del primero por el cuadrado del se­
gundo, más el cubo del segundo. 
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Sean los números a y b, tendremos: 
{a + 6)3 = (a + ¿))2(a + 6) = («2 + 2a6 + {a + />) 

pero según reglas conocidas 
(a2 + 2aó + 62)( í í+ &)|'=o3+ 2a2¿> + a62 + a2¿) + 2r^2+ ó3) 
y por ser 2a2¿> + a26 = 3a2/; y a62 -f- 2a62 = 3a¿)2, tendre­
mos finalmente 

(a + ¿>)3 = a3 + 3a26 + 3a62+ ¿ 3 
Ejemplo: (4 + Sj3 = 43 + 3 . 42 x 8 + 3 . 4 x 82 + 83 

308. Si los sumandos expresan uno decenas y otro un i ­
dades se tendrá: E l cubo de la stima de decenas y unidades es 
igual al cubo de las decenas, mas el triplo del cuadrado de 
las decenas por las unidades, mas el triplo de las decenas 
por el cuadrado de las unidades, mas el cubo de unidades:. 

Así: 3473 ==(340 + I f =3403 + 3 . 3402 . 7 + 3 . 340 . 72 + 73 
En general, 
(cí. 10 + uf = d3 . 1000 + 3c¿2 . lOOw2 + 3d . 10a2 + M3 
El cubo de decenas tiene el factor 1000, y por consi­

guiente es un número exacto de millares y el triplo del cua­
drado de decenas por unidades es un número exacto de cen­
tenas. 

309. L a diferencia de los cubos de dos números consecu­
tivos es igual al triplo del cuadrado del menor, mas el triplo 
del menor, mas uno. 

Sean a y a + 1, los dos números consecutivos, ten­
dremos: * 

(a + l)3 = a3 + 3a2 . 1 + 3a . I2 + l3 = a3 + 3a2 + 3a + 1 
y restando a3 del primero y tercer miembro 

(a + l)3 — a3 = 3a2 + 3a + 1 
310. E l resto de la raíz cúbica entera de un número es 

menor que el triplo del cuadrado de la rais, más el triplo de 
la raíz, mas la unidad. 

Sea el número N, a su raíz cúbica entera y i? el resto, 
tendremos: 

iV = a3 -\- R 
pero siendo a3 el mayor cubo contenido en N, se tendrá 
NzL{a + l)3 y como (a + l)3 — a3 + 3a2 + 3a + 1, se debe 
verificar 
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a3 + /? ̂ - a3 + 3a2 + 3a + 1 

y restando a3 de los dos miembros 
R Z. 3a2 + 3a + 1 

Los números a y a - M son las raíces cúbicas por de­
fecto y por exceso de iV, con menor error cada una de ellas 
de una unidad. 

311. Los cubos de la unidad seguida de ceros son la uni­
dad seguida de triple número de ceros. 

Así: 103 = 1000; 1003 = 1000000; 10003 = 1000000000 
De esto se deduce que la raíz cúbica de un número me­

nor que 1000, será menor que 10, y por consiguiente ten­
drá una cifra; la de un número mayor que 1000 y menor 
que 1000000, será mayor que 10 y menor que 100, luego ten­
drá dos cifras, etc. 

En la extracción de la raíz cúbica entera considerare­
mos dos casos: 1.% que el número sea menor que 1000; 2.% 
que sea mayor que 1000. 

312. PRIMER CASO. Extraer la raíz cúbica, entera de un 
número menor que 1000. 

La tabla de los cubos de los 10 primeros números es 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 

Si se trata de hallar la raíz cúbica de un número con­
tenido en la segunda fila, el resultado será su correspon-

3 

diente en la primera. Así I/729 — 9- Si se trata de otro nú­
mero cualquiera, 814 por ejemplo, la raíz entera será 9, 
porque 729 es el mayor cubo contenido en 814. El resto será 
la diferencia entre 814 y 729, es decir, 85. 

313. SEGUNDO CASO. Extraer la raíz cúbica entera de 
un número mayor que 1000. 

Consideremos primero un número mayor que 1000 y 
menor que 1000000; su raíz cúbica tendrá dos cifras, por­
que estará comprendida entre 10 y 100. 

Sea, pues, el número 76423. Como la raíz de este nú­
mero se compone de decenas y unidades, si 76423 es cubo 
perfecto, se compondrá de las cuatro partes enunciadas 
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(núm. 308), y si no es cubo perfecto, contendrá además un 
resto, que será la diferencia entre dicho número y el cubo 
de su raíz cúbica entera. 

Para hallar la cifra de las decenas de la raíz, recorda­
remos que el cubo de las decenas es un número exacto de 
millares (num. 308), luego debe estar contenido en los m i ­
llares de 76423, ó sea en 76000: la raíz cúbica entera de 76 
es 4 (núm. 312), entonces el cubo de 4, que es 64, se puede 
restar de 76 y por tanto el cubo de 40, que es 64000, se pue­
de restar de 76000 y con más motivo del número 76423; lue-
go la raíz pedida es mayor que 40. Por otra parte, siendo 

'4 la raíz entera de 76, este número será menor que el cubo 
de 5, luego 76000 será menor que el cubo de 50 y la diferen­
cia será, cuando menos, un millar; entonces también el nú­
mero 76423 será menor que el cubo de 50, y por consiguien­
te la raíz cúbica que buscamos estará comprendida entre 
40 y 50, de donde se deduce que la cifra de las decenas de 
la raíz es 4. 

En virtud de esto: para hallar la cifra de laa decenas 
de la raíz cúbica, se extrae la rais cúbica entera de los mi­
llares del número. 

Restando de 76423 el cubo de las decenas de la raíz, que 
es 64000, la diferencia, que es 12423, contendrá: el triplo del 
cuadrado de las decenas por las'unidades de la raíz, el tri­
plo de las decenas por el cuadrado de las unidades, el cubo 
de las unidades y si el número no es cubo perfecto, el resto 
de la raíz. Como el triplo del cuadrádo de las decenas por 
las unidades, de la raíz es un número exacto de centenas 
(núm. 308) tiene que estar contenido en las 124 centenas de 
12423. Ahora dividiendo 124 centenas por 48 centenas; que 
es el triplo del cuadrado de las decenas de la raíz, el cocien­
te será la cifra de las unidades, ó un número mayor, por­
que en las 124 centenas de 12423 puede haber centenas, que 
hayan resultado del triplo de las decenas por el cuadrado 
de las unidades de la raíz, del cubo de unidades y del resto 
si le hay. Efectuando la división de 124 entre 64, el cociente 
es 2, y como puede ser mayor que la cifra de las unidades 



403 

42 a 

76<423 
64 
124'23 
740 88 
23 35 

42 

4800=3.40á 
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tenemos que comprobarle: para esto se une á la cifra de 
las decenas y se forma el número 42: si el cubo de este nú­

mero se puede restar de 76423, 
la cifra 2 es buena, sino será 
grande y se repetirá la com­
probación r e b a j á n d o l a una 
unidad. El cubo de 42 es 74088, 

y como este número es menor que 76423, la cifra 2 es bue­
na; efectuando la sustracción según se indica al margen, el 
resto será 2335. 

Pasemos ya á la extracción de la raíz cúbica de un nú -
mero mayor que 1000000, por ejemplo hallar la raíz cúbica 
de 386671608. 

Si suponemos la raíz cúbica descompuesta en decenas 
y unidades, las decenas se obtendrán extrayendo la raíz 
cúbica de los 386671 millares del número propuesto. Pero 
el número 386671 es mayor que 1000 y menor que 1000000, 
por tanto su raíz cúbica se compondrá de decenas y uni ­
dades que se determinarán como en el ejemplo anterior. 

La raíz cúbica de 386671 es 72, por consiguiente las de­
cenas de la raíz de 386671608 son 72: la diferencia entre el 
cubo de 72 decenas y el número 386671608 es 13423608; por 
consiguiente dividiendo este número por el triplo del cua­
drado de 72 decenas, que es 1555200, se obtendrá el cociente 
8, que se comprobará escribiéndole á la derecha de 72 for­
mando el número 728 y elevándole al cubo: como el resul­
tado es 385828352, número menor que el propuesto, la cifra 
8 es buena, la raíz entera por defecto es 728 y el resto 
es 843256. 

Las operaciones se disponen del modo siguiente: 
728 

386<6 71í6 08 
343 
43 6'71 

373 2 48 
13 4 23 6'08 

385 8 28 3 52 
8 43 2 56 

72 
72 
72 

728 

147=3 . 72 

15552=3 . 722 

144 
504 
5184 

72 
10368 

36288 
373248 

5824 
1456 

5096 
""529984 

728 
4239872 

1059968 ~ 
3709888 
385828352 
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De todo lo expuesto se deduce la siguiente: 
REGLA. Para extraer la raíz eúúica de un número en­

tero con menor error de una unidad, se le divide en seccio­
nes de tres cifras comenzando por la derecha, de suerte que 
la última sección, ó sea la primera de la izquierda, puede 
tener una, dos ó tres cifras. Se extrae la raíz cúbica de la 
primera sección de la izquierda y se tendrá, la primerea cifra 
de la raíz: el cubo de esta cifra se resta de dicha sección y á 
la derecha del resto se baja la sección siguiente; del número 
que se obtenga se separan las dos afras de la derecha, y lo 
que queda á la izquierda se divide por el triplo del cuadra­
do de la raíz hallada; el cociente se une á la primera cifra 
de la raíz y el n úmero que se forme se eleva al cubo, y si el 
resultado se puede restar del número formado por las dos 
primeras secciones de la izquierda, el cociente será la se­
gunda cifra de la raíz y se escribirá á la derecha de la pri­
mera; sí el cubo formado no se puede restar de las dos pri ­
meras secciones de la izquierda se rebaja el cociente, de uni­
dad en unidad, hasta que dicha sustracción sea posible. Des­
pués de restar el cubo del número formado por las dos p r i ­
meras cif ras de la raíz de las dos primeras secciones de la 
izquierda, á la derecha del resto se baja la sección siguien­
te, se separan las dos cifras de la derecha y lo que queda á 
izquierda se divide por el triplo del cuadrado del número 
formado por las dos cifras halladas de la raíz; el cociente 
será la tercera cifra de la raíz, ó un número mayor y se 
comprobará como anteriormente. Se continuará del mismo 
modo hasta bajar la última sección, que dará la última ci­
fra de la raíz y el resto de la operación si el número no es 
cubo perfecto. 

314. Cuando un dividendo no contenga al divisor co­
rrespondiente, la cifra de la raíz es cero y se pasará á de­
terminar la cifra siguiente considerando este dividendo 
como un resto. ' 

315. El número de cifras de la raíz es igual al número 
de secciones, luego será el tercio ó el tercio mas una, que 
las que tenga el número . 
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316. Si un número se descompone en factores primos, y 

lo¿ ex¡jonentes de dichos factores son todos múltiplos de S 
el número tendrá raíz cúbica exacta y no la tendrá en el 
caso contrario. 

Cuando los exponentes de los factores primos son múl­
tiplos de 3, la raíz cúbica es el producto de los factores con 
exponentes iguales á la tercera parte de los que tienen en 
el número. 

3 ' • ' ' 
Así: 1/23 . 36 . 53 = 2 . 32 . 5 

Raíz cúbica de un número con menor error de una unidad 
fraccionaria dada. 

317. Hallar la raíz cúbica de un número entero, fraccio-
. , " l " " • ' • 

nario, ó incomensurable, con menor error de — es hallar el 
n 

mayor número de n-ésimos contenidos en su raíz cúbica. 
Así, si designamos por un número cualquiera (en­

tero, fraccionario, ó incomensurable) y p o r t e l mayor nú­
mero de n-ésimos contenidos en su raíz cúbica, se debe ve­
rificar, 

n iV n 
elevando al cubo los tres miembros 

5* ^ ( X + l ) * 
rí* ~ n* 

multiplicando por n3 resultará 
x* Z . N . n¿ Z. (x + l)3 

de donde se.deduce que x'* es el mayor cubo entero conte­
nido en N . r¿3 y por consiguente x la raíz cúbica de la 
parte entera de N . n¿ (núm. 305). 

Luego: para extraer la raíz cúbica de un número N, en­
tero, fraccionario ó incomensurable, con menor error de 
1 

—, se extrae la raíz cúbica entera de la parte entera del 
producto N . ri3 y se divide el resultado por n. 

3 1 Ejemplo: Hallar la raíz cúbica de — con menos de 
5 12 

de error. 
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El cubo de 12 es 1728, luego tendremos que hallar la 

raíz cúbica entera de la parte entera de 
3 x 1728 5184 ^ 4 T . • . 

— — —̂— = 1036~.La raizcubica entera de 1036 es 10, 
5 t) o 

10 ' , ^ . • . 3 1 
luego —; es la raíz cubica de — con menos erro de —. 1¿ 5 12 

318. Si se pide la raíz cúbica con un error menor que 
1 

se tendrá que multiplicar el número por 10'il1, extraer 
10" 
la raíz cúbica entera, de la parte entera, del producto y se­
parar n cifras decimales en la raíz. 

Ejemplos: 
1. ° Hallar con menos de 0,001 de error la raíz cúbica del 

número incomensurable -=3,141592653589 
Corriendo la coma nueve lugares á la derecha resulta 

el número 3141592653,589 y extrayendo la raíz cúbica de 
la parte entera se obtiene 1464, luego 1,464 es la raíz cúbi­
ca pedida, con menos error de 0,001 

2. " Hallar la raíz cúbica de 2 con menos error de 0,0001. 
Se multiplica 2 por la unidad seguida de 12 ceros, se halla 
la raíz cúbica del producto y se separan 4 decimales. El re­
sultado es 1,2599. 

Raíz cúbica de las fracciones ordinarias y decimales. 
319. L a raíz cúbica de un quebrado es igual á la raíz cú­

bica del numerador partida por la raíz cúbica del denomi -
nadar. 

Es un caso particular del teorema núm. 282. Así, 
3 _ 3 

i / a _ 1/a 
* J — 1 

320. Para que un quebrado irreducible tenga raíz cúbi­
ca exacta, se necesita que su numerador y su denominador 
sean cubos perfectos (núm. 275). 

3 3 

Así: j/ 125 _ ^ 1/125 5 
512" 3 8 

1̂ 512 
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321. Cuando los términos de un quebrado no son cubos 

perfectos, se le puede transformar en otro cuyo denomina­
dor sea cubo perfecto: para esto basta multiplicar ambos 
términos por el cuadrado del denominador. Así tendremos: 

3 3 3 3 
^ _ l / ^ _ l7^8 _ 17 ab* 
~b ~ 1 "̂ P 3 ~ b 

V ¿3 

Este resultado es el mismo que se obtendría si se tra-
' • ' • . • a • ' , • , ' tase de hallar la raíz cúbica de --, con menos e r r o r de b 

• 1 • • ' ' - . -
—- por la regla del núm. 317. 

322. Si queremos transformar un quebrado irreducible 
en otro cuyo denominador sea el mínimo cubo perfecto, se 
descompone el denominador en sus factores primos y se 
multiplican los dos términos del quebrado por la primera, 
ó segunda potencia de los factores primos del denomina­
dor, cuyos exponentes no sean múltiplos de 3. 

3 ______ 

Ejemplo: Hallar 1 al/359 . Descomponiendo 270 en fac-
r 270 

lores primos resulta 270 = 22 . 34 . 5; luego 
359 359 359 . 2 . 3̂  . 52 16fó50 
1620 " 22 . 34 . 5 " 23 . 36 . 5̂  ~ ¥ 7 ¥ ~ 7 W 

3 3 _ _ _ _ _ 3 

y por consiguiente / 359 ^161550 \/l61tt0 
1620 2 . 32 . 5 90 

323. Para extraer la raíz cúbica de una fracción decimal 
cuando el número de cifras decimales es múltiplo de 3, se 
prescinde de la coma, se extrae la raíz cúbica como si fuese 
un número entero y se separan de la raíz tantas cifras de­
cimales como la tercera parte de las que tenga el número 
dado. Si el número de cifras decimales no es múltiplo de 3, 
se agregan uno, ó dos ceros para que lo sea, y se aplica des­
pués la regla enunciada. 

Esta regla no es más que una aplicación de la del nú­
mero 318. 
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Hallar la raíz cúbica de 0,026215. El número de cifras 

decimales es múltiplo de 3, luego hallaremos la raíz cúbi­
ca de 26215 y la dividiremos por 100, ó separaremos dos c i ­
fras decimales por ser dos el tercio de seis. 

Siendo 29 la raíz cúbica de 26215, la raíz pedida será 0,29 
324. Una fracción decimal tiene raíz cúbica exacta cuan­

do el número de sus cifras decimales es múltiplo de S y, 
prescindiendo'de la coma es cubo perfecto; y no la tiene si no 
se verifican ambas condiciones. Es decir, tiene raíz cúbica 
exacta cuando su numerador y denominador son cubos 
perfectos, como si se tratase de un quebrado irreducible. 



SECCIÓK SEGUHDA, 

C o m p a r a c i ó n a r i t m é t i c a . 

CAPÍTULO PRIMERO. 

Las razones geométricas. 

325. ha, comparación dedos números se puede hacer 
por diferencia,.por cociente y por raíz. 

Razón de dos números es el resultado de su comparación 
por diferencia, por cociente ó por raíz. Si los números son 

a b _ 
a y 6, la razón podrá ser: a — b, ó {/a 

La razón por diferencia recibe el nombre de aritméti­
ca, y la razón por cociente, de geométrica. 

Sólo nos ocuparemos de las razones geométricas por 
ser las únicas que tienen importancia por sus aplicaciones. 

326. La razón geométrica tiene la forma de un quebra­
do, ó cociente indicado, en que el numerador, ó dividendo 
SQ \\B.m.& antecedente, el denominador, ó divisor, conse­
cuente, y ambos juntos, términos de la razón. Se escribe 

a 

bajo una de las formas — ó a : ¿>, y se lee a es geométrica­

mente á b, ó simplemente, a es k b. 
Aunque las razones geométricas tienen la misma for­

ma que las fracciones, ó cocientes, son expresiones mu­
cho más generales, porque sus términos pueden ser ente­
ros, fraccionarios ó incomensurables. Por consiguiente 
aunque tienen las mismas propiedades que las fracciones, 
se necesita demostrar nuevamente, cuando menos las fun-
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damentales, porque los razonamientos que hacíamos en 
la teoría de los quebrados suponían que los términos de 
las fracciones eran enteros. 

327. Si designamos por q el valor de la razón — de la 
b 

a 
igualdad y = q, se deduce, según la definición de la ra­
zón, a—bq, es decir: el antecedente es igual al producto del 
consecuente por la razón. 

328. Una razón no varia si se multiplican, ó dividen sus 
dos términos por un número cualquiera. 

a 
Sea la razón r= ̂  de donde se deduce 

b 
a=bq 

Si multiplicamos por un número cualquiera, los dos 
miembros de esta igualdad, resulta 

an bnq 
y dividiendo ambos miembros por bn 

an a 
Si en vez de multiplicar, dividimos por n la igualdad 

a = bq, resul tará: 
a : n = ib : n) q 

de donde 
a : n a 
b : n q "" b 

En virtud de esto las razones geométricas se pueden 
simplificar y se pueden reducir al mismo consecuente (de­
nominador) como las fracciones. 

329. Cuando dos ó más razones tienen el mismo conse­
cuente se suman y restan como las fracciones. 

Sean las razones ^ = q; — — q', de donde 

a — bq y a'-—bq' 
sumando miembro á miembro 

r a -\-a' — b{q + q') 
y dividiendo ambos miembros por b 
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a + a' , , a a' 
~ - r - = q + q = T + T 

Del mismo modo se demuestra el teorema de la sus­
tracción. 

;-}80. E l producto de dos ó más razones es ig ual á la ra­
zón del producto de los antecedentes á los consecuentes. 

a a: a" ,. . , 
Sean las razones — r= c/, — —- y, — q , tendremos: 

a = bq, a' = b'q', a" = b"q" 
multiplicando miembro á miembro, resulta 

aa'a" = bb'b'/qq'q" 
y dividiendo por bb'b" 

aa'a" ' a a' a" — — — qq'q ' = z x — x 
bb b b b b . , , -

Del mismo modo se demostrar ía para mayor número; 
de razones. 

331. Dos razones son inversas cuando el antecedente de 
cada una es consecuente en la otra. Así ~ y — son dos ra-

b a 
zones inversas. 

E l producto de dos razones inversas es la unidad. 
r, , . a b ab 
En efecto; — x — = —— = 1. 

b a ba 
332. Para elevar una razón á una potencia, se elevan sus 

dos términos á dicha potencia. 
Es un caso particular del teorema núm. 330. Así: 

T i ~ b ñ ' 
333. Para dividir dos razones se multiplica la razón di­

videndo por la inversa del divisor, ó también se dividen tér­
mino á término. 

Si tenemos ~ — . q y ^ — q\ de donde 

a — bq y a' —. b'q' 
multiplicando el primer miembro de la primera igualdad 
por el segundo de la segunda, y el segundo de la primera 
por el primero de la segunda, resulta: 
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ab'q' — a'bq 

y dividiendo ambos miembros por a'bq' 
ab' _ (£ _ a . a' 
a'b ~ q' ~ ~b ' b'l 

También se tiene (núm. 328). 
otb' _ ab' : a'b' _ a: a' 
a'b ~~ a'b : a'b' ~~ b : b' 

o bien poi sei —- ~ — . — se tendrá — : — = 
ab b b' b b' b : b' 

334. Para extraer una raíz de una razón, §e extrae di­
cha raíz de sus dos términos. 

¡i •. -
Es decir que tendremos lA?. i / ' 

b n 
' • • • > . ,:, I / b 

porque las potencias de grado n de los dos miembros son 
iguales. 

CAPITULO I I . 

Las proporciones geométricas. 

335. Proporción geométrica es la igualdad de dos razo­
nes geométricas. 

La proporción geométrica se llama simplemente pro­
porción. 

1 Se escribe la proporción bajo una de las dos formas 

= o a : b :: c : d 
b d 

nosotros adoptaremos la primera por ser más cómoda (*). 
La proporción anterior se lee a partido por b igual á c par­
tido d, ó mejor a es á b como c es á d. 

El primero y el tercer término se llaman antecedentes; 
el segundo y cuarto, consecuentes, por serlo así en las ra­
zones que forman la proporción. El primero y último tér-

(*) Adoptarnos la forma de igualdad fraccionaria y conservamos el tecnicis­
mo de las proporciones porque es m á s cómodo; pero en loque insistimos nueva­
mente es en que los t é r m i n o s de una proporc ión pueden ser incomensurables y 
los de una igualdad fraccionaria no. 
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mino se llaman extremos, y el segundo y tercero medios. 
Uno cualquiera de los cuatro se llarna cuarta proporcio­
nal á los otros tres términos . 

336. TEOREMA FUNDAMENTAL.—toda proporción el 
producto de los extremos es igual al producto de los me­
dios. 

Sea la proporción 
a c 

reduciendo al mismo consecuente 
ad be 
bd bd 

y como las razones son iguales y sus consecuentes tam­
bién son iguales, se tiene que verificar • 

ad be 
En virtud de esta propiedad se puede hallar un térmi­

no cualquiera de una proporción cuando se conocen los 
otros tres. 

Dividiendo por a los dos miembros de la igualdad an-

terior, se tiene: d = — . Luego un extremo es igual al pro­

ducto de los medios partido por el otro extremo. 

Dividiendo por b los dos miembros de dicha igualdad, 

se tiene: c = — . Luego un medio es igual al producto de 

los extremos partido por el otro medió. 

Ejemplo: — — - - . 
2 \ x 5 

2 

Se tendrá x == —- = — = — 
4 20 10 

337. RECÍPROCO del teorema fundamental. Si el produc­
to de dos números es igual al producto de otros dos, con los 
cuatro se puede formar una proporción tomando por ex­
tremos los factores de uno de los productos y por medios los 
del otro. 
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Si tenemos 

ad = be 
dividiendo por bd (un factor de cada producto) los dos 
miembros de la igualdad, resulta 

ad, be 
bd bd 

y suprimiendo en cada razón el factor común á los dos tér­
minos 

a c 
~b """ 

338. En virtud de estas propiedades, una proporción se 
puede escribir de todos los modos que no alteren la igual­
dad de los productos de medios y extremos. Luego se pue­
de cambiar entre si los medios, ó los extremos y poner los 
medios por extremos y los extremos por medios. Resulta de 
esto que una proporción se puede escribir de los ocho mo­
dos siguientes: 

a c a 6 d c d _ b 
b d' c d' b ~ a ' Ü ~~ a ' 
b d b a c d c a 
a ~~~ c' d ~~ c' a b ' d ^ b' 

339. Sí dos proporciones tienen una razón común con las 
otras dos, se puede formar una proporción. 

Sean las proporciones 
a c a _ e 
b ^ d y T ) ' ~ f 

dos cosas iguales á una tercera son iguales entre sí, luego 
c e 
d ' ~ f 

340. Si dos proporciones tienen iguales antecedentes, ó 
iguales consecuentes, con los otro cuatro términos se puede 
formar proporción. 

Sean las proporciones 
a _ c , a __ c 
~t>~'d y e " f 

cambiando de lugar los medios (núm. 338) 
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a b a e 

de. donde (núm. 339) 
. . ' , ' ; b __ e - • • 

d ~ f 
341. E n toda proporción la suma, ó diferencia de los an­

tecedentes, es á la suma ó diferencia de los consecuentes, 
como un antecedente es á su consecuente. 

Sea la proporción 
a _ c 

^ ' . , ":' ^ = d ' : , , , 

Si llamamos q al valor de la razón, tendremos (núm. 327) 
a = bq y c = dq , 

sumando y restando ordenadamente 
a + c = (b + d) q y a — c = (6 — d) q 

dividiendo la primera por 6 + 6¿ y la segunda por b — d 
a + c _ a a — c a 
b + d ^ q ~~ 1)' b ~~d ' (/ ^ b 

de éstas resulta también 
a - f c a — c 
b d b — d 

y cambiando entre sí los medios 
a + c b -h d 
a — c b — d 

El enunciado de esta úl t ima proporción es: L a suma 
de los antecedentes es á su diferencia, como la suma de los 
consecuentes es á su diferencia. 

342. E n toda proporción la suma, ó diferencia de los 
términos de la primera razón, es á la suma, ó dijeren-
cia de los de la segunda, como un antecedente es á otro, ó 
como un consecuente es á otro. 

Sea la proporción 
a _ c • , 

T ~ ~d 
cambiando entre sí los medios, se tendrá: 

a _ ¿> 
. c d 
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y en virtud del teorema anterior 

a + b ^ ± b_ , a — 6 _ a _ b 
c + d c d * c ~ d~~ c ~d 

También se obtiene 
a + b c + d 
a — b c — d 

de donde: L a suma de los términos de ta primera razón, es 
á su diferencia, como la suma de los términos de la segun­
da razón, es á su diferencia. 

343. Si se multiplican término á término varias propor­
ciones, los productos forman una proporción. 

Sean las proporciones 
a _ c a' _ c' á" c" 

~b ~ "d' V = V ^ d7. 
Multiplicando miembro á miembro resulta 

a C' a a c 
b' b" d d' 

y efectuando según la regla (núm. 330) 
a a' a" c c' c" 

d' 

b b' b" d d' d" 
344. Si los cuatro términos de una proporción se ele­

van á una misma potencia, los resultados forman propor­
ción. 

Sea la proporción j 

n a/' cn 
de donde (núm. 332) — == — 

Elevando los dos miembros á la potencia n 
a V1 _ / c 

T j ~ \ d 
345. Si se dividen término á término dos proporciones, 

los cocientes forman proporción. 
Sean las proporciones 

a c a1 (f_ 
b ~ cV b' d'' 

Dividiendo miembro á miembro resulta 
a c _ a' , C ,' 
b ' d b' ' d' 

y efectuando según la regla (núm. 333) 
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c a' 

b : d b' : d' 
846. Si de los cuatro términos de una proporción se ex­

trae la misma raíz, los resultados forman proporción. 
a c 

Sea la proporción — • 

Extrayendo de los dos miembros la raíz del grado n 

| / ^ = l /4 
b d 

y efectuando según la regla (núm. 334) 
n 

c 
n n 
V T Vd; 

347 Se llama proporción continua la que tiene los té r ­
minos medios iguales. Así: 

a b 
b c 

es una proporción continua. 
El teorema fundamental (núm. 336) en la proporción 

continua es: el cuadrado del término medio es igual al pro­
ducto de los extremos. Puesto que el producto de los me­
dios es un cuadrado, tendremos, pues, 

b2 = ac 
y extrayendo la raíz cuadrada 

b \/ac 
luego, el término medio es igual á la raíz cuadrada del pro­
ducto de los extremos. 

Los términos desiguales a ó c se llaman terceras pro­
porcionales entre 6 y c ó a, y el término b, media proporcio­
nal entre a y c. 

348. Por extensión se llama media proporcional, ó me­
dia geométrica entre n cantidades, ó números , la raíz n-ési-
ma de su producto. 

Se llama media diferencial, ó media aritmética, entre 
n cantidades, ó números , la n-ésima parte de su suma. 
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Así, la medía diferencial entre los números 7,4, 12,05, 

8,04, 6,12, es 
7,4 + 12,05 + 8,04 + 6,12 33,61 

j -1 — ~ -4— — 8,4025 
4 1 

Las medias ari tméticas tienen muchas aplicaciones 

en las ciencias físicas y sociales. 

Series de razones iguales. 

349- Se llama serie de razones iguales Vd expresión de la 
igualdad de tres ó más razones. 
^ ' . , • a a' ' a" • • • 

Asi: _ = = 
b b b , 

Razón de la serie es el valor común dé todas las,ra­
zones. 

350. En toda serie de razones iguales: la suma de los an­
tecedentes es á la. de los consecuentes, como un antecedente 
es á su consecuente. 

Sea la serie de razones iguales 
a a' a" 
¿T ̂  ¿7 " b7' 

y sea q el valor de la razón, tendremos: 
a = bq, a' = b'q a" — b"q 

sumando miembro á miembro 
a + a' + a" + ={b + b' + b" + )q 

y dividiendo por ó + />' + b" + los dos miembros 
a + a' + a" + _ _ ___ 
6 + 6' + b" +....• ^ f; " 6 ~ 6' ~" b" 

351. PROBLEMA. Dividir un número, K, en partes pro­
porcionales á otros números dados, a, b ^ c. 

Sean, x, y, s, las tres partes desconocidas en que se ha 
de dividir el número A. 

Por ser proporcionales á a, 6y c, se debe tener 
x y z_ 

\ • ^ - a h e . • ^ 
de donde (núm. 350) 

x __y _ £ _ + í/ + ^ 
a 6 ~ c ~ a + o + c 
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y por ser x + // + ^ -= .4 

x y s A 
a b c a + t> + c 

De las proporciones formadas por la úl t ima razón y 
cada una de las otras, se deduce (núm. 336) 

A » A A 
x = a x , y = o >< ——, ¿ — e x a + 6+c' _ (1+0+^ a + b+c' 

Estos resultados se pueden enunciar en la siguiente: 
REGLA. Para dividir un número A en partes propor­

cionales á otros varios, a, b, c . . . se divide el número A por 
la suma de los números a, b, c . . . á los cuales han de ser 
proporcionales las partes de A // el cociente obtenido se muí • 
tiplica por cada uno de dichos números. Los productos son 
las partes del número A, que nos proponemos hallar, i*) 

* Debe observarse que este método no exige m á s que una división y si á las 
partes a?, y, 3 les d iésemos la forma ac=A x y ~ A x ~ — . 

a_j_í>-|_c' a_|_^_j_c— 
la regla r e su l t a r í a de m á s fácil enunciado, pero de m á s difícil aplicación; porque 
las divisiones ser ían tantas como partes debe contener el n ú m e r o A. 



SEGUNDA PARTE. 
ARITMÉTICA DE L O S NÚMEROS C O N C R E T O S . 

CAPÍTULO PRIMERO. 

Numeración y propiedades de los concretos. 

352. Hemos dicho (núm. 3) que número concreto es el que. 
expresa la naturaleza de la unidad generatriz. Así. 3 árbo­
les, 7 libros,- etc., son números concretos. 

Los concretos son homogéneos cuando expresan unida­
des de la misma naturaleza; por ejemplo: 6 varas, 12 va­
ras, 9 pulgadas, etc.; son heterogéneos cuando expresan 
unidades de distinta naturaleza; por ejemplo: 4 pesetas, 3 
arrobas, 2 tinteros, etc. 

La unidad se impone en los números concretos cuan­
do están formados por una pluralidad de objetos iguales 
(núm. 5); pero en general la unidad es arbitraria y se debe 
elegir de modo que no resulten números muy grandes, ni 
excesivamente pequeños, porque en uno y otro caso es d i ­
fícil formarse una idea exacta de la cantidad medida, y 
además las operaciones del cálculo serán bastante com­
plicadas. 

Las principales cantidades que se consideran en la 
Aritmética son de los géneros siguientes: de longitud, de 
superficie, delvolumen, de peso, de tiempo y de dinero. 

E l conjunto ordenado de unidades relatíoas á estos gé­
neros de cantidades se llama sistema de medidas, pesas y 
monedas. 

El sistema legal en España es el llamado Sistema mé­
trico decimal; pero todavía se usa, aunque menos cada dia, 
el sistema llamado de Castilla. 
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353. Las unidades de cada género en el sistema métrico 

decimal se derivan de la unidad principal, multiplicándola 
y dividiéndola por las potencias sucesivas de diez. Los 
nombres de los múltiplos de la unidad principal en cada 
género de unidades se forman anteponiendo al nombre de 
dicha unidad principal las palabras griegas, deca, hecto, 
kilo y miria, que significan diez, ciento, mil y dies mil, y se 
designan abreviadamente por las letras D, H, K y M: los 
nombres de los submúlt iplos de la unidad principal se for­
man anteponiendo las palabras latinas deci,. centi y mili, 
que significan décima, centésima y milésima parte, y se de­
signan abreviadamente por las letras d, c, m. 

354. La unidad fundamental del sistema métrico se lla­
ma metro, y es la diez-millonésima parte del cuadrante de 
meridiano terrestre al nivel del mar. Se designa abreviada­
mente por la letra m. 

El sistema de unidades de longitud es: 

i: 
Miriámetro {Mm) — 10000 m = 10 Km 

^ Kilómetro {Km) — 1000 m = 1 0 Hm Múltiplos < • ; 
* Hectómetro {Hm) = 100 m -= 10 Dm 

Decámetro (Dm) = 10 m = 10 m 
Unidad principal 1 m e t r o s I m —10 dm 

( 1 decímetro {dm) = 0,1 m = 10 cm 
Divisores^ 1 centímetro (cm) = 0,01 m = 10 mm 

[ 1 milímetro {mm)-- 0,001 m 
Además de estas unidades de longitud han adoptado 

los físicos el Megámetro {Meg.m.) -—. 1000000 rn, y el micró-
metro (i7m)=^0,000001 m. 

355. La unidad principal de las medidas superficiales es 
el metro cuadrado, ó sea un cuadrado cuyo lado es un me­
tro: se designa abreviadamente por m9. 

Si se dividen los lados de un metro cuadrado en decí­
metros y se unen los puntos de división de dos lados opues­
tos, queda dividido el metro cuadrado en diez fajas rectan­
gulares de un metro de largas por un decímetro de anchas: 
si después se unen los puntos de división de los otros dos 
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lados opuestos del metro cuadrado, cada faja rectangular . 
queda dividida en diez decímetros cuadrados, ó sea en diez 
cuadrados cuyo lado es un decímetro; de suerte que el me­
tro cuadrado tiene cien decímetros cuadrados. Del propio 
modo se verifica que cualquiera unidad superficial tiene 
cien unidades del orden inmediato inferior. 

El sistema de unidades superficiales es: 
(\ Miriámetro cuadrado (Mm^lüOOOOOOO m2 =400 /^2 

M-itinlncJ1 Kilónietr0 cuadrado (A'm2) 1000000 m2 —luOi/mS 
Mumiuua.j Hectómetro cuadrado ( f /m2)=: 10000 m2 ==100i)m2 

( l Decámetro cuadrado (Z)m2)= 100 m2 =100 m2 
Unidad principal 1 metro cuadrado == 1 =100 dm? 

(1 decímetro cuadrado (dm2) = 0,01 m2 =100 em2 
Divisores < 1 centímetro cuadrado (cm2) = 0,0001 m2=100 m.m2 

\ i milímetro cuadrado (mm2) = 0,(00001 m2 
El decámetro cuadrado también se llama área y se de­

signa por la letra a: el hectómetro cuadrado se llama en­
tonces /¿ectórea (Ha), y el metro cuadrado centiárea f ea). 

Estas unidades se emplean en la medición de las su­
perficies de las propiedades rústicas, por lo cual se llaman 
agrarias. 

356. La unidad principal de las medidas de volumen es 
el metro cúbico, ó sea un cubo, cuyo lado es un metro: se 
designa abreviadamente por mr>. (*) 

Si se divide la altura de un metro cúbico en diez par­
tes que serán iguales á un decímetro y por los puntos de 
división se trazan planos paralelos á la base, queda div i ­
dido el metro cúbico en diez capas iguales de un metro 
cuadrado de base y un decímetro de altura. Si cada una de 
las bases se divide en cien decímetros cuadrados y por las 
rectas de división se trazan dos sistemas de planos para­
lelos á las otras caras del cubo, quedará cada una de las 
capas anteriores dividida en cien decímetros cúbicos, ó sea 
en cien cubos cuyo lado es un decímetro; de modo que el 
metro cúbico quedará dividido en mil decímetros cúbicos. 
Igualmente cualquiera unidad cúbica tiene mi l unidades 
del orden inmediato inferior. 

C) Cubo es el espacio oerrado por seis cuadrados iguales que se llaman caras. 
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El sistema de unidades cúbicas es: 

Íl Mir iámetro cúbico( M m¿ ) = 1000000000.000 m¿ -1000 K m 

l K i lómet ro cúbico ( A' m3 ) = 1000000000 m3 = 1000 //m3 

11 H e c t ó m t r o cúbico( / / m6 ) = 1000000 ' / r = 1000 Dm¿ 

11 Decámetro cúbico( D n ? ) = 1000 m3 = 1000 m3 

Unidad principal 1 metro cúbico = 1 m3 = 1000 dm3 

f 1 dec íme t ro cúbico ( d m3 ) = 0,00 1 m3 = 1000 cm3 

Divisores.<| 1 c e n t í m e t r o cúbico( c m3 ) — 0,000001 m3 = 1000 mn$ 

11 Mil ímetro cúbico ( m m3 ) - 0,000000001 TO3 

357. Las medidas de volumen no se aplican bien á la 
medición de áridos y líquidos porque, ó son muy grandes, 
ó demasiado pequeñas y ha sido necesario formar otras 
medidas llamadas de capacidad que se derivan de las an­
teriores. 

La unidad principal de las medidas de capacidad se l la­
ma litro y se designa por la letra /; es la capacidad de un 
decímetro cúbico; pero se le da la forma cilindrica. 

El sistema de unidades de capacidad es 
r 1 Kilol i tro iKl) ~ 1000 / = 10 Hl 1 m3 

Múltiplos \ 1 Hectolitro {Hl) = 100 / = 10 DI 
Y 1 Decalitro {DI) = 10 1 —XOl 

Unidad principal 1 litro — 11 -—10 di —1 dmd 
( 1 decilitro {di) = 0,1 = 10 el 

Divisorea < 1 centilitro (c/) = 0,01 = 1 0 m / 
[ 1 mi l i l i t ro {mi) — 0,001 — i cm3 

358. La unidad principal de las medidas ponderales, ó 
de peso, es el gramo, que se designa por* la letra g. El gra­
mo es el peso de un centímetro cúbico de agua destilada á 
4o centígrados en el vacío, ai nivel del mar y á la latitud O. 

El sistema de unidades ponderales es: 
(1 Tonelada métrica ( T m ) = í m i K g = 1000000 g =10 Qm 

1 Quintal métrico (Qm)= 100 K ^ = 1U)000 # =10 Mg 
Mnltinlos ^ MiriaSramo { M g ) = 10 K g = 10000 ^ =10 Kg 
MUltipl0S-U Kilogramo { K g ) = 1 K J = 1000 a - 1 0 ^ 

1 Hectogramo {Hg) — 100^ =10 Dg 
{í Decagramo {Dg) = 10 g =10 g 

Unidad principal 1 gramo = 1 g = 1 0 dg 
H decigramo { d g ) — o,lg = 1 0 eg 

Divisores.<: 1 centigramo { c g ) — 0,01g=-10mg yl miligramo {mg) 0,001g 
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De la tabla anterior so deduce que la tonelada métrica 

es el peso de un metro cúbico, el kilogramo el de un decí­
metro cúbico y el miligramo el de un milimetro cúbico de 
agua destilada á 4o centígrados, en el vacío, al nivel del mar 
y á la latitud 0. 

La unidad de peso más usual es el kilogramo. (*) 
359. La unidad principal del sistema monetario es la 

peseta. 
Las monedas son de tres clases: de oro, de plata y de 

cobre. (*) 
Monedas de oro . Monedas de plata. 

Doblón de 100 pts. 31 piezas en K{. 
Doblón (!•'! 50 » 62 » » 
Doblón de 20 » 155 » » 
Doblillade 10 » 810 » » 
Escuditode 5 » 020 » » 

Duro 5 
Doble peseta 2 
Peseta 1 
Media peseta, 0,50 
Doble décima 0,20 

40 piezas en KÍ 
100 » » 
200 » » 
100 » » 

1000 » » 

Monedas de cobre. 

8G0. 

Décima 0,10 pesetas 100 piezas en Kg 
Media décima 0,05 » 200 » » 
Doblo cén t imo 0,02 » 500 » » 
Cént imo 0,01 » 1000 » » 

Las unidades de tiempo son: 
El siglo, que vale 
El lustro 
El año bisiesto 
El año común 
El mes 
El día 
La hora 
El minuto 

100 años . 
5 años, 

días ó 12 meses. 
805 días ó 12 meses. 
28, ó 29, ó 30, ó 31 días. 
24 horas. 
00 minutos. 
00 segundos. 

(*) Los alumnos que deseen adquirir algunos conocimientos sobre la historia 
de la adopción del sistema mét r ico , forma y t a m a ñ o legal de ias medidas, e t c„ 
pueden consultar la Carti l la mét r i cade l ilustrado profesor del Ins t i tu to de Vi to­
ria. D. Félix Eseverri. 

) Se lian acuñado monedas de 100 pesetas del Gobierno provisional, en 187(5 
! ü . Amadeo I . No se han acuñado monedas de oro de 50, y. en 1871, con el. busto de - -

ni de 20, ni de 5 pesetas. Por Real orden de marzo de 1871 se han acunado mono 
das do oro de 25 pesetas de 121 pieza en Kg . con el busto de I). Amadeo I . Pero ni 
estas ni las de 100 pesetas han circulado apenas. En varias épocas se han acunado 
monedas do 25 v de 10 pesetas con el busto de D. Alfonso X I I . un la época del Go­
bierno provisional se acuñó el sistema completo de monedas de plata y de cobre. 
En la época de. D. Amadeo I . no se a c u ñ ó moneda de cobre y de las de plata sola­
mente el duro. En la época de D. Alfonso X I I se han acuñado todas las monedas 
de plata excepto la de 20 cén t imos y de las de cobre las de 10 y 5 cén t imos . Actual­
mente se acuna muy poco oro v nada de cobre. 

22 
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Los meses de 31 días son enero, marzo, mayo, julio, 

agosto, octubre y diciembre, los de 30 días, abril, junio, 
septiembre y noviembre. Febrero tiene 28 dias los años 
comunes, y 29 los bisiestos. 

Además de estas unidades hay la semana, que es un 
período de siete dias. (*) 

361. En el sistemade Castilla, las principales medidas 
pesas y monedas son: 

2 
Unidades de longitud. La legua = GGGO ~ varas, la cara 

= 3 pies, el pie = 12 pulgadas, la pulgada = 12 líneas y la 
línea = 12 puntos. 

La legua marina = 3 millas, la milla = 9 cables, el 

cable = 120 brazas, la brasa — 6 pies, el codo de ribera = 
2 pies y 9 l íneas. 

(*) Las unidades de tiempo, ó c r o n o m é t r i c a s no es tán comprendidas en el 
sistema métr ico decimal, pero son las usuales en casi todos los pueblos. 

El patrón ó unidad principal de longitud es la vara de 
Burgos. 

Unidades superficiales. Son cuadrados que tienen por 
lados las unidades lineales: por consiguiente, la razón de 
dos unidades superficiales de distinto orden es la de los 
cuadrados de las unidades lineales correspondientes. Así 
una vara cuadrada tiene 9 pies cuadrados, una pulgada 
cuadrada 144 líneas cuadradas, etc. Además existen las si­
guientes unidades llamadas agrarias. 

La fanega de tierra — 576 estadales cuadrados. La 
aransada = 400 estadales cuadrados. El estadal cuadrado 
es un cuadrado cuyo lado es 4 varas, por consiguiente, tie­
ne 10 varas cuadradas, ó 144 pies cuadrados. 

Unidades de volumen. Son cubos cuyos lados son las 
unidades lineales: por consiguiente, la razón de dos unida­
des de volumen de distinto orden es la de los cubos de las 
unidades lineales correspondientes. Así, una vara cúbica 
tiene 27 pies cúbicos, un pie cúbico 1728 pulgadas cúbi­
cas etc. 
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Además se emplean distintas medidas cúbicas llama­

das de capacidad para áridos, para líquidos y para aceite. 
Medidas de capacidad para áridos. El cahíz = 12 fane­

gas; VA fanega = 12 celemines, el celemín = 4 cuartillos. 
La unidad principal es la media fanega ele Ávila. 
Medidas de capacidad para líquidos. El moyo = 16 cán­

taras, la cántara = 8 azumbres, la azumbre = 4 cuartillos, 
el cuartillo = 4 copas. 

La unidad principal es la cántara de Toledo. 
Medidas de capacidad para el aceite. La arroba = 25 l i ­

bras, la libra —A panillas. 
Pesas. La tonelada de peso = 20 quintales, Q\ quin­

tal = 4 arrobas, la arroba ~- 25 libras, la libra = 16 on-
zas.la onza = 16 adarmes, el adarme = 3 tomines, el to­
mín = 12 granos. 

La unidad principal es el marco (media libra) del Con­
sejo de Castilla. 

Monedas del sistema antiguo. (*) 
De oro. La onza = 320 reales, la media onza = 160 rea­

les, el doblón = 80 reales, la doblilla = 40 reales, el escudi-
to = 20 reales, el doblón de á ciento = 100 reales. 

De plata. El duro == 20 reales, el medio duro = 10 reales, 
la peseta = 4 reales, la media peseta = 2 reales, el real, que 
era la unidad principal. 

De cobre. Pieza de dos cuartos = 8 maravedises, pieza 
de un cuarto = 4 maravedises, pieza de un ochavo = 2 ma­
ravedises. Posteriormente. Pieza de medio real = 0,50 de 
real, pieza de cuartillo = 0,25 de real, décima de real = 0,10 
de real, y media décima = 0,05 de real. 

362. Los números concretos del sistema métrico deci­
mal se expresan por las iniciales de sus nombres, según 
hemos indicado en los números 353 y siguientes. Los con­
cretos del sistema antiguo de Castilla se expresan, ó con 
las iniciales, colocadas á continuación de los números, ó 

(*) Hoy no circulfi ninguna de las monedas de cobre de este sistema, porq ue 
las lia recogido el Gobierno; tampoco « imalan los duros, por la misma razón . En 
c u a n t o á las monedas de oro, tampoco circulan, porque el oro tiene por relación a 
'a plata mayor valor que el monetario legal. 
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con abreviaturas del nombre do las unidades que se quiere 
expresar. 

Los concretos se clasifican en números incomplejos y 
complejos. 

Número incomplejo es el que consta de unidades de un 
solo orden, por ejemplo: 4 Km., 8 DI., 3 (á). 

Número complejo es el que consta de unidades de distin­
tos órdenes, pero del mismo género; por ejemplo: 4 Kg., 
6 Dg., 7-, 5 dgv 8 varas, 2 pies, 9 pulgadas, 4 líneas. 

Transformaciones de los números concretos. 

En los números complejos, las unidades de cada orden 
deben ser menos que las que se necesitan para componer 
una unidad del orden inmediato superior. 

363. Los números concretos pueden transformarse en 
otros equivalentes, ya sea del mismo sistema, ya sea de 
otro sistema. Las transformaciones en cada sistema com­
prenden los tres casos principales siguientes: convertir 
un número incomplejo en otro incomplejo; 2.a, converlir un 
complejo en un incomplejo; S.a, convertir un incomplejo en 
un complejo. 

364. PRIMER CASO. (Jonoertir un número incomplejo en 
otro incomplejo de distinto orden: 

Si a es un incomplejo y b otro incomplejo de distinto 
orden, equivalente á. a, y m el, número de veces que la uni­
dad del orden superior contiene á la del inferior, se tendrá: 

a . m = b, de donde a == -
m 

De la primera igualdad se deduce la siguiente: 
REGLA 1.a Para convertir un número incomplejo en otro 

incomplejo de orden inferior, se multiplica, el número dado 
por el número de veces que la unidad superior contiene á la 
inferior. 

Ejemplos. 1." Reducir 16 fanegas á celemines. Se mult i ­
plica el número 16 por 12, que son los celemines que tie­
ne una fanega, y el producto 192 expresa los celemines que 
contienen 16 fanegas. 
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2." Reducir 17 Hg. á gramos. Se multiplica 17 por 100, 

que son los gramos que vale 1 Hg., el producto 1700 expre­
sa los gramos equivalentes á 17 Hg. 

De la segunda de las igualdades se deduce la s i ­
guiente: 

REGLA 2." Para convertir un número incomplejo en otro 
incomplejo de orden superior, se divide el número dado por 
el número de veces que la unidad inferior está contenida en 
la superior. 

Ejemplos. 1." Convertir 268 adarmes en libras. Se divide 
268 por 256, que es el número de adarmes que tiene la libra, 
y el cociente será el número de libras que se pide. 

238 a d . = | | u b . J l f s , i b . = 1 l u b . 

2." Convertir 26152 m en K m . Dividiendo por 1000, que 
son los metros que tiene un K m , ó sea separando tres de­
cimales, tendremos: 

26152 m. = 26,152 Km. 
365. 2.c CASO. Convertir un complejo en incomplejo. 

Como un número complejo se compone de varios i n ­
complejos de distintos órdenes, cuya suma es el complejo, 
es evidente que este problema tiene su fundamento en el 
problema del número anterior, cuya resolución habrá que 
repetir varias veces. De estas consideraciones se deducen 
las siguientes: 

REGLA 1.a Para convertir un complejo en un incom­
plejo de su orden inferior, se convierten las unidades de 
orden superior en las del orden inmediato inferior, al re­
sultado se la añaden las unidades que de este orden tenga 
el número complejo: se reduce esta suma al orden inmedia­
to inferior, se agregan al resultado las unidades que haga 
de este orden y se continúa del mismo modo hasta haber 
operado con las unidades de orden inferior. 

Ejemplo 1.° Convertir 12 días, 16 hs.'y 9 m. en minu ­
tos. Se tendrá: 

12 d + 16 h = (12 x 24 + 16) h = 304 h. 
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804 h + 9 m = (304 x 60 + 9) m — 18249 m. 
2." Convertir 24 Ha, 78 a y 35 ca en centiáreas. Se 

tendrá: 
24 Ha + 78 a = (24 x 100 + 78) a = 2478 a. 
2478 a + 35 ca = (2478 x 100 + 35) ca = 247835 ca 
Observación. Cuando el número complejo es métrico 

decimal, no se necesita efectuar multiplicaciones. Si el 
número métrico es un complejo ele unidades ele longitud, 
de capacidad ó de peso, se colocan las unidades de dijeren-
tes órdenes, unas á continuación de otras, poniendo un ce­
ro en el lugar de cada orden intermedio que falte. Si el nú­
mero métrico complejo expresa unidades de superficie ó 
volumen, se procederá del mismo modo, pero teniendo pre­
sente que cada orden de unidades superjíciales debe ocupar 
dos lugares, la Jaita de unidades de algún orden se debe 
suplir con dos ceros, y la carencia de decenas con uno; y 
cada orden de unidades de volumen debe ocupar tres luga­
res, la falta de unidades de algún orden se debe suplir con 
tres ceros, y la carencia de centenas, ó centenas y decenas 
de algún orden, con uno, ó dos ceros. 

REGLA 2.a Para convertir un complejo en incomplejo 
de cualquier orden distinto del inferior, se convierte pri­
mero en el inferior, y el resultado se convierte en incomple­
jo del orden que se desea por la regla del problema, anterior 
(núm. 364, regla 2.i,) 

Si el número es métrico, la conversión del incomplejo 
de orden inferior á otro orden está reducida á colocar la 
coma a la derecha de las unidades del orden pedido. 

Ejemplos. 1." Convertir 8 cánts., 6 azbs. v 3 cuts. en 
cántaras . Se tendrá: 

8 cánts. + 6 azbs. = ( 8 x 8 + 6) azbs. = 70 azbs. 
70 azbs. + 3 cuts. =r (70 x 4 + 3) cuts. = 283 cuts. 

y como la cántara tiene 32 cuartillos 
283 97 

283 cuts. = —— cánts. = 8 ~ cánts. 
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2." Convertir 16 K l , 7 ÍI1 y 9 L en Hectolitros. Se 

tendrá: 
16 K l 7 Hl 9 1 = 16709 1 = 167,09 Hl 

366. TERCER, CASO. Convertir un incomplejo en un 
complejo. 

Cuando un incomplejo, de un orden que no es el su­
perior á todos, contiene m á s unidades que las necesarias 
para formar una del orden inmediato superior, se puede 
transformar en complejo de órdenes superiores. Para ha­
llar las unidades del orden inmediato superior, se divide el 
incomplejo dado por el número de veces que la unidad in­
ferior está contenida en la superior (núm. 364) y el resto 
expresará unidades del orden dado, y el cociente, unida­
des del orden inmediato superior. Con el cociente entero 
se procede como con el número dado, y así se cont inúa 
con los cocientes enteros sucesivos hasta llegar á un co­
ciente del orden superior á todos, ó á un cociente que no 
contenga ninguna unidad del orden inmediato superior. 
De todo esto se deduce la siguiente: 

REGLA. Para convertir un incomplejo en complejo de 
órdenes superiores, se reduce d su orden inmediato supe­
rior {n\im. 364. Regla 2.aj: el cociente entero al inmediato 
superior y asi sucesivamente hasta llegar á las unidades su­
periores, ó á un cociente que no contenga ninguna unidad 
superior: el último cociente y los restos de las divisiones 
Jorman el complejo pedido, 

Observación. Sí el incomplejo es métrico decimal de 
longitud, capacidad ó peso, se separan sus cifras, de una 
en una, y se da á cada una la denominación que le corres­
ponda. Si el incomplejo métrico decimal expresa unidades 
superficiales, ó de volumen, se separan sus cifras, de dos 
en dos, ó de tres.en tres, á derecha é izquierda de la coma, 
si el número no es entero, y se da á cada grupo de dos ó 
tres cifras la denominación que le corresponda. Antes de 
hacer la transformación en las medidas superficiales, se 
añade un cero á la parte decimal, si el número de cifras 
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no es par, y en las de volumen, uno ó dos ceros, si el nú­
mero de cifras decimales no es múltiplo de tres.. 

Ejemplos. I.0 Convertir en complejo el incomplejo 847 
líneas. La operación se dispone del modo siguiente: 

847 l íneas 
07 » 

12 
70 pulgadas 
10 » 

12 
5 pies 
2 » 1 varas 

luego, 847 líneas i vara 2 pies, 10 pulgadas, 7 líneas. 
2.° Convertir en complejo 2636441,12 m3. El número de 

cifras decimales debe ser múltiplo de tres, por tratarse de 
unidades de volumen, luego escribiremos 2636441,120 rn3 y 
aplicando la regla 2636441,120 m8 —2 Hm3 636 Dm3 441 m» 
120 dmH. 

Si se trata de reducir un incomplejo á complejo de ór­
denes inferiores, el incomplejo deberá ser una fracción y 
la operación se llama valuar una fracción. De lo dicho en 
los casos anteriores se deduce la siguiente: 

REGLA. Para reducir un incomplejo á complejo de 
órdenes inferiores, ó para valuar una fracción, se divide el 
numerador por el denominador y el cociente entero es el 
número de unidades del orden del incomplejo: se reduce el 
resto al orden inmediato inferior, el resultado se divide por 
el mismo denominador y el cociente entero expresará 
unidades del orden de su dividendo; con él resto se procede 
como con el anterior y así se continúa hasta llegar al úl­
timo orden, ó al que se haya marcado, si antes no se obtie­
ne el resto cero. 

9 

Ejemplo. Reducir á complejo ~~ de libra. La operación 

se dispone del modo siguiente: 2 libras 
32 onzas 
2 

32 adrnes. 
2 
6 tomns. 
1 

12 grns. 

6 onzs. 0 admes. 1 t o m í n , 2 - g m o s . 
Ibrs. —(Jonzs. Cadms.l tom. 2-^grns. 

r* 
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367. La transformación de concretos de un sistema á 

otro se efectúa con el auxilio de igualdades, ó equivalen­
cias, entre las unidades de ambos sistemas, y se funda en el 
siguiente: 

TEOREMA. Sl se multiplican varias equivalencias tales 
que el segundo miembro de cada una sea homogéneo y del 
mismp orden que el primer miembro de la siguiente, el pro­
ducto es una, equivalencia cuyo primer miembro es homogé­
neo y del mismo orden que el primer miembro de la prime­
ra, y cuyo segundo miembro es homogéneo y del mismo or­
den que el segundo miembro de la última. 

Supongamos primero que las equivalencias son dos y 
que los subíndices 

km = B/r m, n,p, marquen la especie de unidades 
C/Í = Cp á que se refieren los números A, B, C. 

Multiplicando la primera equivalencia por C y la segunda 
por B, se tendrá 

ít * S'" Z !!> ' S" ! de donde se deduce (A . C)m = (B . D)p 
( o . b j n — \ D . U j p J 

Sea ahora cualquier número de equivalencias. Mul t i -
Am = B/i pilcando como hemos dicho antes las dos 
Cn == Dp primeras, la equivalencia obtenida por la 
Ep = Yq tercera, lo que resulte por la cuarta y así 
G¡q = Hr sucesivamente hasta la última, Jlegare-

mos á la equivalencia: 
(A . C E . G)m = (B . D . F . H)r 

conforme se quer ía demostrar. 
Si A fuese un número desconocido, dividiendo los dos 

miembros de la equivalencia anterior por C . E . G ten­
dríamos: 

_ / B • D • F • H> 

de cuya igualdad se deduce la siguiente: 
REGLA. Para transformar un concreto en otro equiva­

lente de distinto sistema cuando ambos sistemas están liga­
dos por equivalencias'intermedias, se disponen éstas de 
modo que el primer miembro dé la primera sea el número 

24 
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que se busca, que designaremos por x y el segundo el con­
creto conocido equivalente con él, y debajo de esta equiva­
lencia las demás equivalencias dadas, dispuestas de modo 
que el primer miembro de cada una sea homogéneo y del 
mismo orden que el segundo miembro de la anterior, (*) se 
multiplican miembro á miembro, el producto de los segun­
dos miembros se divide por el producto de todos los facto­
res del primero á excepción de x, y el cociente obtenido será 
el número desconocido que se busca. (**) 

Cuando sólo se trata de pasar del sistema antiguo de 
Castilla al métrico aecimal ó viceversa, el problema es 
muy sencillo, porque para resolverle bastan dos equiva­
lencias. 

Las principales equivalencias entre los dos sistemas 
son: 
1 legua 
1 vara 
1 vara2 
1 fanega 
1 vara3 
1 cuartillo 
1 fanega 
1 libra 
1 arroba 

5,572705 K m 
0,835905 m 
0,698737 m2 
0,643956 Ha 
0,584078 m3 
0,50416 1 
0,55501 111* 
0,460093 Kg 

11,502325 Kg 

1 K m = 0,179446 leguas 
1 m = 1,196307 varas 
1 m2 ~ 1,431153 varas2 
1 Ha =r 1,552901 fanegas 
1 ms = 1,712100 varas3 
1 1 1,983512 cuartillos 
1 111 = 1,801769 fanegas 
1 Kg =r 2,173474 libras 
1 Kg — 0,086939 arrobas 

También se suelen utilizar las siguientes equivalen­
cias aunque son menos aproximadas. 

51 m = 6 1 varas; 39Krn= 7 leguas; 
7 m2 == 10 varas2; 9 Ha = 14 fanegas 
7 m3 = 12 varas3; 601 = 119 cuartillos; 
5 111= 9fangs.;46Kl = 4 arrobas 

Ejemplos. 1." Convertir 165 varas en metros. 
De las primeras equivalencias se deduce: 

x m =165 varas \ , , 
1 vr =o 835905 r n / donde x ra=165x0,835905 m=137,924 m 

(*) E l segundo miembro de la ú l t ima r e s u l t a r á l iomogéneo y del mismo orden 
que el primero de la primera. 

(**) Esta regla se l lama conjunta; y si tiene por objeto la convers ión de monedas 
o valores comerciales se llama regla de cambio ó de arbitraje. 
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Empleando las segundas equivalencias 

x m =165 vr . \ , - . 165x51 
61 v r . = 51 m /de d0nde X m = ~ 6 r ~ m = 137'95 m-
2.° Convertir 787 Kg. en arrobas y libras. 

tZ~lm£s® }X » x 0 ' 0 8 6 9 3 9 * - 68 # 10 Ib, 8 onzs. 
Empleando las segundas equivalencias: 
.^=787 K g . \ ^ 787x4^ 

46 ¿ . = 4 f * — 1 ^ ® ^ ® 10 lb-13 

CAPÍTULO I I . 

Las operaciones con los números concretos. 

368. La definición general de la adición (núm. 211) es 
aplicable á los números concretos. De dicha definición se 
deduce que los sumandos deben ser homogéneos. 

Para sumar números concretos se pueden reducir á in­
complejos del mismo orden, sumarlos como abstractos y 
dar á la suma la denominación de los sumandos. 

Ejemplos. l.p Sumar 6 Ha 12 a y 45 ca, con 9 Ha 7 a y 2 ca 
6 Ha 12 a 45 ca —. 61245 ca 
9 » 7 » 2 » = 90702 »_ 

151947 ca ~ 15 Ha 19 a 47 ca. 
2.° Sumar 4 días 16 h 28 m con 9 dias 21 h 19 m. 

4 días 16 h 28 m = 6748 m. 
9 » 21 » 19 » —14239 » 

20987 m. ~ 14 días 13 h 47 m. 
Los números complejos se pueden sumar también sin 

reducirlos á incomplejos, por la siguiente: 
REGLA. Para sumar números complejos se escriben 

unos debajo de otros de modo que se correspondan las uni­
dades de todos los órdenes, se suman separadamente las 
unidades de cada orden, comenzando por las de orden itife-
rior, y se deduce de cada suma parcial las unidades que 
contenga del orden inmediato superior para agregarlas á 
la suma de este orden. 
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Ejemplo. Sumar los números siguientes: 

8 cántaras 6 azumbres 2 cuartillos 
3 » 4 » 3 » 
2 » » » 1 » • 

14 cán ta ras 3 azumbres 2 cuartillos 
369. La definición general de sustracción (núm. 317) es 

aplicable á los números concretos, y supone que el mi­
nuendo y el sustraendo son homogéneos. 

Para restar números concretos se puede reducirlos á 
incomplejos del mismo orden, restarlos como los abstrac­
tos y dar á la diferencia la denominación común á minuen­
do y sustraendo. 

Ejemplos. l.c Restar de 86 Kg 4 Hg y 5 g; 29 Kg 6 PIg 
4 Dg y 8g. 
86 Kg 4 Hg 0 Dg 5g = 86405 
29 6 4 8 = 29648 

56757 g = 56 Kg 7 Hg 5 Dg 7 g 
2.° Restar de 2 (á) 16 libs. y 2 onzs; 1 (a) 4 libs73 onz 

2 (a) 16 libs, 9 onzs. = 1065 onzs. 
1 4 13 = 477 

588 o n z = l (a) 11 libs 12 onz 
Los números complejos se pueden restar sin reducir­

los á incomplejos por la siguiente: 
REGLA. Para restar números complejos se escribe el 

sustraendo debajo del minuendo de modo que se correspon­
dan las unidades de todos los órdenes: se resta de las uni­
dades de cada orden del minuendo las correspondientes del 
sustraendo, comenzando por las de orden inferior; si algún 
minuendo es menor que el sustraendo correspondiente, se le 
añade una unidad del orden inmediato superior descom­
puesta en unidades de su orden, y en la sustracción parcial 
siguiente se añade al sustraendo una unidad para compen­
sar la que se añadió al minuendo. 
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Ejemplo. Restar los números siguientes: 

8 fanegas 6 celemines 2 cuartillos 
5 » 8 » 3 » 

2 fanegas 9 celemines 3 cuartillos 
370. La regla de las equivalencias, explicada en el n ú ­

mero 367, nos proporciona medios de resolver multitud de 
cuestiones sencillas que se conocen con los nombres de 
multiplicación y división de concretos. 

Las cuestiones á que nos referimos se reducen á tres 
problemas. 

371. PROBLEMA 1." Dado el valor de una unidad concre­
ta por su, equivalencia con un número concreto, expresado 
por otras unidades, homogéneas, ó heterogéneas con aqué­
llas, hallar un número concreto homogéneo con estas últi­
mas unidades, conociendo su equivalencia en unidades ho­
mogéneas con la primera. (*) 

Se pueden expresar de un modo general las equivalen­
cias que resuelven este problema, con arreglo á lo dicho 
en el núm. 367, del modo siguiente: 

Li = bm 
\ de donde xm — (—,—-) =(at>), 

\ 1 fin 

Ejemplos: 
1.° Sabiendo que un escudito de oro, de premio, vale 21 

reales y cuartillo ¿cuánto valdrán 79 escuditos? 
x reales - 79 escudts.l rs ^ d x 21 Vi rs> = 1678,75 reales. 
1 escudo== 21—reales. í 4 

2.6 Si una fanega de trigo pesa 3 (aD y 21 libras ¿cuánto 
pesarán 7 fanegas 2 celemines y 3 cuartillos. 

345, 

x libras =7 fanegs. 2 celemns. y 3 cuartlls. = -^- fanegas 

1 fanega-3 (§) 21 libras = 96 libras 
345 

de donde ^ iibs. = - - rx96 libs. = 690 libs.=27(a)15 libs. 
48 (*) Este problema es el llamado mult ipl icación de n ú m e r o s concretos. 
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3.° Un hectolitro de trigo cuesta 19 pesetas y 45 cénti­

mos, ¿cuánto costarán 65 Hl y 7 DI? 
x pesetas =65,7 hectolitros 
1 hectolitro ~ 19,45 pesetas 

de donde x pts. — 65,7 x 19,45 pts. ~ 1277,865 pts. 
Observación. El segundo miembro de la primera equi­

valencia está generalmente compuesto de cierto número 
de unidades y partes al ícuotas de la unidad expresada en 
el primer miembro de la segunda equivalencia, pero para 
multiplicar las equivalencias es necesario que exprese 
unidades homogéneas y del mismo orden que el primer 
miembro de la segunda (núm. 367), luego debemos redu­
cirle á incomplejo de dicho orden: la misma observación 
hacemos respecto del primer miembro de la primera equi 
valencia y el segundo de la segunda. Esto da lugar, en 
muchos casos, cuando los números no son métricos deci­
males, á multiplicaciones complicadas que se pueden evi­
tar por un procedimiento que se llama método de las par­
tes alícuotas. 

Está reducido este método á sumar los oalores de los 
múltiplos y partes alícuotas de la unidad que componen el 
segundo miembro de la primera equivalencia. 

Así: en el ejemplo 2.° tendremos el peso de 7 fanegas, 
multiplicando por 7 el peso de una fanega; el de 2 celemi­
nes, hallando el peso de la 6.a parte de una fanega, y el de 
2 cuartillos, hallando el de la 4.a parte de 1 celemín, ó *el de 
la 8.a parte de 2 celemines, de donde. 

7 fanegs. pesan 21 (a) y 147 libs. ó 26 (a) 22 libs. 
2 celms. » » 16 
2 cuars. » » 2 

7 fanegs. 2 celms. y 2 cuars.pesan 27 f) 15 libs. 
Este modo de operar va perdiendo importancia á me­

dida que se populariza el sistema métrico decimal, porque 
en este sistema, no es necesario. 

372. PROBLEMA 2.° Dado el valor de una unidad con­
creta por su equivalencia con un número concreto, expre-
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sado por otras unidades homogéneas, ó heterogéneas con 
ella, hallar un número concreto homogéneo con la prime­
ra unidad, conociendo su equioalencia en unidades homo­
géneas con las segundas. (*) 

Se expresan de un modo general las equivalencias que 
resuelven este problema del modo siguiente (núm. 367): 

X m = ftn 1 , , , ( a . 1 \ ( a \ de donde xm — ——- — •-o,i — \ b j m \ b 

EJEMPLOS. 

I.0 ¿Cuántas acciones de una mina se podrán comprar 
con 8290 pesetas, costando una acción 165 pesetas? 

x acciones = 8290 pesetas. 
165 pesetas = 1 acción. 

, , i • 8 2 9 0 • 4 0 
de donde x acciones = acciones = 50 acciones. 

165 165 
luego se podrán comprar 50 acciones y una participación 

40 
^ 165 eri 0^ra accrán' ^ reservarse el sobrante de 40 pese­
tas en metálico. 

2.° Una fuente arroja 1 metro cúbico de agua en 48 m i ­
nutos ¿cuánta agua arrojará en 9 horas y 37 minutos? ¿c m3 = 9 horas 37 muís . 1 , , . a? m3 = 577 mins. > o bien . . . . 48 mins. = 1 m> ( 48 mms. = 1 m3 

577 
de donde x m3 — —ni* = 11,020833 m.3 

48 
373. PROBLEMA 3.° Dado el valor de un número concre­

to por su equivalencia con otro concreto homogéneo ú hete­
rogéneo con él, hallar en unidades homogéneas con uno de 
los dos concretos el valor de una unidad homogénea con el 
otro. {**) 

Se expresan de un modo general las equivalencias que 
resuelven este problema del modo siguiente (núm. 367): 

(') Este problema es el que se considera como una división de concretos 
homogéneos . 

(**) Este problema es el que se considera como división de concretos hetero­
géneos. 
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^m=lnj ( t . b \ ( b 

Ide donde ^m = — kle donde x,n == . 
Cln = b m \ \ a /tn \ 

Ejemplos. I.0 Si por un solar de 2722 pies cuadrados se 
han pagado 3745 pesetas, ¿cuál es el valor del pie cua­
drado? 

x pesetas = 1 pie2 

2722 pies2 = 3745 pesetas. 

de donde x pesetas = pesetas = 1,38 pesetas, con me­

nor error de '/» céntimo, por exceso. 
2. ° Si un coche ha recorrido 21 leguas y 2840 pies en 9 

horas y 45 minutos, ¿cuánto habrá recorrido por hora? 
x leguas =~ 1 hora 

9 horas 45 minutos = 21 legss y 2840 pies 
ó bien, reduciendo á incomplejos de horas y leguas 

x leguas = 1 hora 
585 , 422840 , 
"60- h0ra = 20000 legUaS 

, , , i 422840 585 , n , nnn„ . de donde x leguas = : - legs. = 2 legs. y 3368 pies. ¿OUOO oO 
3. ° Si por 2437 pesetas se cambian 2365 francos ¿cuán­

tos francos se cambian por una peseta? 
x francos — 1 peseta. 

2487 pesetas. — 2365 francos. 
2365 

de donde x francos = francos = 0,97 francos. 
4. ° Si por 5249 pesetas se han comprado 125 Hl 4 DI y 

31 de vino ¿á cómo cuesta el hectolitro? 
x pesetas = 1 Hl 
125,48 Hl = 5249 pesetas. 

5249 
de donde x pesetas ~ T ^ n ^ = 41,88 pesetas. 
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CAPÍTULO I I L 

COMPARACIÓN DE LOS NÚMEROS CONCRETOS. 

/ . La proporcionalidad de los números concretos 
en general. 

374. La relación de dos cantidades homogéneas es igual 
á la relación de los números que las miden, con una unidad 
arbitraria, homoyénea con las cantidades. 

Sean A y A' las cantidades; Z71a unidad adoptada, y a, a' 
los números que las miden con dicha unidad. Tendremos: 

' A . " . A' . / ' ' 

de donde A =•- Ua, A'-j=Ua: 
dividiendo miembro y suprimiendo el factor común ¿7 re­
sulta 

A a 
A' a' 

375. Dos magnitudes variables pueden depender una 
de otra de tal modo que á cada valor de una de ellas co­
rresponda, un valor y sólo una de la otra. 

Dos magnitudes, así enlazadas, son directamente pro­
porcionales cuando la razón de dos valores de la primera 
es igual á la razón de los valores correspondientes de la se­
gunda. 

Si A y £ son dos magnitudes directamente proporcio­
nales y A, A2 y 7J, dos pares de valores correspondien­
tes, se tendrá por definición 

, Al Bi ; / / • -
A2 B2 

si se miden las magnitudes A y B con unidades arbitra­
rias, pero homogéneas con ellas, y designamos por «b y 
h , 02, los números que miden los valores correspondientes 
de la proporción anterior, se tendrá (núm. 374) 

ai _ bi 
(te 02 

(1) 
25 

X 
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cambiando de lugar los medios en la proporción (1) 

ai az , 

376. De la proporción (2) se deduce: que la relación de 
dos valores correspondientes, ó de los números que los mi­
den, en dos can tidades directamente proporcionales es cons­
tante. (*) 

Como consecuencia de esta propiedad si multiplicamos 
un valor a por un número cualquiera, el correspondiente 
b, quedará multiplicado por el mismo número. 

Porque si la razón 7 - h a de permanecer constante, 
01 

cuando se multiplique el antecedente a\ por un número m 
el consecuente se debe multiplicar por el mismo número 
para que la razón no varíe. Así: 

a\ a\m 
bi 61 m 

277. RECÍPROCAMENTE. Si multiplicando un valor ai, 
por un número cualquiera, m, el correspondiente b, queda 
multiplicado por el mismo número m, las cantidades son 
directamente proporcionales. (**) 

Supongamos que ai m = at, y designemos por 62 el 
valor correspondiente á « 2 ; tendremos, en virtud de la h i ­
pótesis b\ m = b% y dividiendo ordenadamente las dos 
igualdades 

a\ m «2 . a\ _a2 
b\ m 62 bi 62 

y cambiando de lugar los medios 
« i _ 61 

«2 ~ 02 
378. La demostración de la proporcional ¡dad de las mag­

nitudes pertenece á la Ciencia en que se las estudia y no 
á la Aritmética; pero en muchos casos el sentido común 

(*) En lo sucesivo llamaremos proporcionales á las cantidades directamen­
te proporcionales. 

(•*) En la practica el multiplicador m siempre es entero y aun suele ser el nú­
mero 2. Se puede demostrar que si el teorema es cierto cuando m es entero^ tam­
bién loes, cuando es fraccionario, ó incomensurable. 
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nos indica esta proporcionalidad ayudándonos de la regla 
que contiene el teorema del núm. 377. 

Así. El camino recorrido por un cuerpo que se mueve 
con una velocidad constante es proporcional al tiempo que 
dura el movimiento. El valor de una partida de trigo es 
proporcional á la cantidad de trigo, etc. 

379. Dos magnitudes son inversamente proporcionales 
cuando la razón de dos calores de la primera magnitud es 
igual á la razón inversa, de los valores correspondientes de 
la segunda. 

Si Ai , A2 son dos valores de la primera magnitud y 
Bi, B2 los correspondientes de la segunda, se tendrá: 

A i ^ B s 
A2 " B i 

ó bien entre los números que las miden (núm. 374) 

^ b ± (3) 
«2 0\ 

de donde se deduce 
ai h\ = «2 62 (4) 

380. De la igualdad (4) se deduce: que el producto de dos 
valores correspondientes ó de los números que los miden, 
en ''dos cantidades inversamente proporcionales, es cons­
tante. (*) 

Como consecuencia de esta propiedad: Si multiplica­
mos un valor ai por un número cualquiera, el correspon­
diente bi quedará multiplicado por el mismo número. 

En efecto; si el producto ai bi ha de ser constante cuan­
do ai se multiplique por m, el factor bi habrá que dividirle 
por el mismo número para que el producto no varíe. Así: 

* V • ' ^ bi ai bi = (ai m) — J m 
381. RECÍPROCAMENTE. Si multiplicando un valor ai 

(*) Entre las cantidades se tiene la igualdad A1 L31 - A2 B2 y midiéndolas 

con unidades U y V se t e n d r á A l ^1 — --V.2 ; ó bien a. b. a2 b2 
U • V U * V 1 1 
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por un número cualquiera m, el correspondiente queda di­
sidido por el mismo número m, las cantidades son inversa­
mente proporcionales. (*) 

Supongamos que m = «2 y sea 62 el valor corres­

pondiente á ai tendremos — =•- '02 y multiplicando orde­

nadamente las dos igualdades 
b ai m - -— = «2 62 ó ai bi = « 2 62 m 

382. La proposición anterior se utiliza muchas veces 
para averiguar si dos magnitudes son inversamente pro­
porcionales. 

Así: el tiempo empleado, por un cuerpo que se mueve 
uniformemente, en recorrer una distancia dada, es inver­
samente proporcional á su velocidad. El tiempo necesario 
para que varios operarios concluyan una obra es inversa­
mente proporcional al número de operarios, etc. 

383. Cuando una magnitud, M, depende de otras varias, 
A, B, C, D, para saber con cuales es directa y con cuales 
inversamente proporcional, se supone que varía una de las 
magnitudes A, B, C, D y que las demás permanecen cons­
tantes. A y M serán directamente proporcionales si varian­
do sólo A, la razón de dos valores suyos es igual á la de 
sus correspondientes de M; y serían inversamente propor­
cionales si la razón de dos valores de A es igual á la razón 
inversa de los correspondientes de M. 

384. Sea M una magnitud directamente proporcional 
con A, B, ó inversamente proporcional con C y D, y sean 

mi ai b\ c\ d\ 
mz «2 b2 C2 dz 

dos series de valores correspondientes. (**) 
Designemos por m', m", m'", los valores que toma ni 

(*) En la practica el multiplicador m suele ser el n ú m e r o 2. Pero se puede de­
mostrar que si el teorema es cierto cuando m es entero, t ambién lo es cuando m 
es fraccionario ó incomcnsurable. 

(-**) Podemos desde luego suponer que son valores numér i cos , pero la propie­
dad que vamos a demostrar tiene lugar t ambién entre las magnitudes sin refe­
r i r á unidad alguna. 
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cuando A, B, C, pasan sucesivamente de los valores 
au b\ c\, á los valores ctz, bz ,6%, tendremos entre los valores 
correspondientes (núms. 375 y 379). 

mi 

m 

m 

m 

ai 

« 2 

h 

b\ 

bz 

ci 

Cl 

d\ 

d i 

d i 

di 

rm dt bz c-z dz 

m i 
m ' 
m ' 
m " 
m " 
771"' 

m ' " 
m i 

ai 
Clz 
bi 
bz 

Cl 
(h 
d i 

y multiplicando ordenadamente y simplificando el primer 
miembro 

mi ai bi cz dz 
mz az bz ci d i 

Esta igualdad manifiesta: que la razón de dos valores 
de una magnitud que depende de otras varias, es igual al 
producto de las razones directas de los valores correspon­
dientes de las magnitudes con las que es directamente pro­
porcional, multiplicado por el producto de las razones in­
versas de los valores correspondientes de las magnitudes 
con las que es inversamente proporcional. 

11. Reglas de tres simple y compuesta. 

Regla de tres simple. 

385. El problema de la reía de tres simple se puede 
enunciar del,modo siguiente: 

Conocidos dos valores correspondientes de dos cantida­
des directa ó inversamente proporcionales, hallar el valor 
de una de ellas, correspondiente d un nuevo valor dado á 
la otra. 

La regla de tres simple es directa cuando las cantida­
des á que se refiere la cuestión son directamente propor­
cionales, ó inversa cuando son inversamente proporcio­
nales. 

386. REGLA DE TRES DIRECTA. Si A y B son dos canti-
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dades proporcionales y ai , 61 dos valores correspondien­
tes; nos proponemos hallar el valora? de A, correspondien­
te al valor bz de B. Se tendrá (núm. 375) 

— — ~ de donde x = ai x j -
ai bi 01 

Luego: en la regla de tres simple directa, el valor de la 
incógnita x se obtiene multiplicando el valor conocido del 
mismo género por la razón directa del nuevo valor de la 
otra cantidad al que antes tenia. 

Ejemplo. Si un cuerpo, que se mueve uniformemen­
te, recorre en 48 minutos 17 kilómetros ¿cuánto recorrerá 
en 2 horas y 26 minutos suponiendo que lleva la misma 
velocidad? 

En doble tiempo recorrerá doble espacio, luego el es­
pacio recorrido y el tiempo tardado en recorrerle son d i ­
rectamente proporcionales, (núm. 375), entonces tendre­
mos, reduciendo á minutos las 2 horas y 26 minutos. 

xKm = 17 isTm x ^ = 51,708" Km 
48 

387. REGLA DE TRES INVERSA. Si A y B son dos canti­
dades inversamente proporcionales y ai, bi, dos valores 
correspondientes, nos proponemos hallar el valor x de A 
correspondiente al valor 62 de B. Se tendrá (núm. 379) 

— r= —- de donde x = ai x ~ ai b2 b2 

Luego: en la regla de tres simple inversa el valor de la 
incógnita x se obtiene multiplicando el valor conocido del 
mismo género por la razón inversa del nuevo valor de la 
otra cantidad al que tenia antes. 

Ejemplo. Si un tren con la velocidad de 36 Km por hora 
ha tardado en recorrer cierta distancia, 27 minutos, ¿cuán­
to tardará en recorrer la misma distancia cuando su ve­
locidad sea 53 Km por hora? 

A doble velocidad corresponde la mitad del tiempo para 
recorrer la misma distancia, luego el tiempo y la velocidad 
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son inversamente proporcionales (núm. 381), entonces 
tendremos: 

36 
x minutos = 27 mints. x — = 18 mints. 14,7 5. 

Regla de tres compuesta. 

386. El problema de la regla de tres compuesta se pue­
de enunciar del modo siguiente: Si una cantidad M depen­
de de otras varias A, B, C, D y conocemos un valor mi de la 
primera, correspondiente á los valores ai, bi, ci, di, de las 
otras, hallar un nuevo valor x, de M, que corresponda á 
los valores az, 1)2, cz, dz, de las otras cantidades. 

Supongamos que la cantidad M es directamente pro­
porcional con A y B é inversamente proporcional con C y D, 
tendremos (núm. 384) 

x _ a2 bz ci di 
mi " ai bi cz efe 

de donde 
az b2 ci di 

x •= mi x — x -— x — x — 
«i bi cz d2 

Luego: en la regla de tres compuesta el valor de la in­
cógnita x se obtiene multiplicando el valor conocido del 
mismo género, por las rasones directas de los nuevos va­
lores á los antiguos, para las cantidades directamente pro-
proporcionales con la del mismo género que la incógnita y 
por las rasones inversas de los valores nuevos á los anti­
guos, para las cantidades inversamente proporcionales con 
la del mismo género que la incógnita. 

Ejemplo. Si en 124 horas, 65 obreros han abierto una 
zanja de 845 metros de larga, 2m de ancha, 0,75m de pro­
funda, en un terreno cuya resistencia está representada 
por 4, siendo 3 el número que representa la fuerza de cada 
obrero, ¿cuántas horas tardarán 82 obreros en abrir otra 
zanja de lOOOm de larga, 2,50m de ancha, ím de profunda, 
siendo 3 la resistencia del terreno y 3,5 la fuerza de cada 
obrero? 
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Díspondremos el ejemplo del modo siguiente: 

i d d d d i 
Horas Obreros Largo Ancho Profundo Resistencia Fuerza 

124 65 845 2 0,75 4 3 
x 82 1000 2,50 1 3 3,5 

Comparando con las horas cada una de las demás can­
tidades, se ve que el número de horas necesarias para 
abrir la zanja es inversamente proporcional al número de 
obreros y á la fuerza de cada uno y directamente propor­
cional al largo, ancho y profundidad de la zanja y á la re­
sistencia que opone el terreno; luego 

^ 65 1000 2,50 1 3 3 _ . oo . x l ioras:=124><—><-^><^—><-—^-x— =124 hors. 38 rnin. 82 845 2 0,75 4 3,5 
con un error menor de medio minuto por exceso. 

Al hacer las operaciones se deben suprimir los facto­
res comunes del numerador y denominador para simplifi­
car todo lo posible el cálculo. 

Reglas de interés y descuento. 

Regla de in te rés simple. 

387. Cuando se presta un capital durante cierto tiempo, 
el prestamista se indemniza recibiendo, además del capi­
tal prestado, una cierta cantidad que se llama interés ó 
renta. 

El interés se regula por comparación con un capital 
de 100 pesetas que se supone prestado durante un año en 
las mismas condiciones que el capilar que se considera. 
El interés de 100 pesetas en un año se llama rédito ó tanto 
por ciento. E l interés es proporcional al capital prestado. 

Se puede admitir que el interés es proporcional al tiem­
po que dura el préstamo, ó sea que el capital es invariable 
durante este tiempo, y entonces se llama interés simple; ó 
que por intervalos iguales (generalmente de un año) se 
acumulan al capital para producir á su vez otro interés, y 
en este caso se llama interés compuesto. 

En los casos de interés simple, generalmente, el pres-
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tatario paga por intervalos iguales (de un año, de un se­
mestre, etc.) el interés del capital que ha recibido, y al ter­
minar el tiempo estipulado devuelve también el capital. 

Por ahora sólo nos ocuparemos de cuestiones de inte­
rés simple, 

388. Designemos por c el capital que se presta; por t el 
tiempo que dura el préstamo; por i el interés que produce, 
y por r la renta, ó tanto por 100, que es, como hemos dicho 
el interés del capital 100 en un año. 

Por ser el Interés proporcional al capital u al tiempo, 
tendremos que resolver un problema de regla de tres com­
puesta, que dispondremos del modo siguiente: 

r 1 100 \ , . ^ , , ^ . t c 
} de donde (num. 386) t == r x - x — -

i t c j 1 100 
ó bien 

• " . c t r 
5-Too" (1) • • 

Wd fórmula. (*) se ha obtenido en la hipótesis de que la 
unidad de tiempo es un año, por consiguiente si el tiempo 
t se expresa en meses, se tendrá presente que cada mes es 
1 P — de año, y por tanto si í = p meses, sera t ~ —, luego la 

fórmula se convertirá en 

P c . — . r 
. _ 12 _ cp r 
1 — 100 ~~ 1200 

Y si ¿ so expresa en días, sera--^, o según que se ad-

mita, como se hace muchas veces en el comercio, que el 
año tiene 360 días, ó 365, de donde 

c p r . . _ c p r 
1 ^ 36000 0 1 ~ 36500 

Ejemplo. Hallar el interés de un capital de 3428 pese­
tas al 6 por % (se loe al 6 por 100) en 7 meses. 

O Formulaos una expres ión donde es tán indicadas las operaciones que se 
deben efectuar para resolver un problema. 



100 i = c t t 
100 i 

c t r 
100 / 
c r 

100 i 
c t 
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Haremos c = 3428; t = ~- y r = 6, de donde 

= 3428^<6 ^ 8 ^ 
1200 

389. De la formula (1) se deduce multiplicando por 100 
los dos miembros: 

y dividiendo sucesivamente por tr, cr y ct, 
se hallan otras tres fórmulas que sirven 
para resolver las cuestiones en que se trate 
de hallar el capital c, ó el tiempo t, ó el ré ­
dito r. El numerador 100/, se cambiará en 
1200/, si el tiempo está expresado en meses; 
y en 36000/, ó en 36500/, si está expresado 
en días. 

Ejemplos. 1." ¿Qué capital se habrá prestado al 5 por % 
para producir 340 pesetas en 80 días? 

36000 x340 c — —— — 30600 pesetas. 80 x 5 
2.° ¿Cuánto tiempo habrá estado prestado un capital de 

3000 pesetas para producir al 6 V/, por % un interés de 85 
pesetas? 

100 x 85 _ 100 x 85 x 4 34 , 

4 
Si se supone el año de 360 días, esta fracción de año 

será 163 días aproximadamente, y si se supone el año de 
365 días, será 165 días también aproximadamente. 

390. Cuando el tiempo que dura el préstamo es un año, 
la fórmula (1) es más sencilla porque se hace t = l , y se 
tendrá 

• c r 100/ 100/ 
de donde c — y r -. 100 - - v „ c 

En este caso es cuando el interés suele tomar el nom­
bre de renta, sobre todo si se recibe, ó paga anualmente 
hasta la devolución del capital prestado. 



— 203 — 

Regla de descuento. 
391. Pagaré es un documento de crédito por el cual una 

personase obliga á pagar á otra cierta cantidad en una 
fecha designada en el documento, que se llama su venci­
miento. 

Letra de cambio es un documento de crédito por el cual 
una persona manda á otra que se sirva pagar á su orden, ó 
á una tercera persona, cierta cantidad en un plazo, ó fecha 
designado en el documento. 

Valor nominal de una letra, ó pagaré, es el valor que 
está consignado en el documento. Valor actual ó efectivo 
es un valor variable que tiene antes de su vencimiento. 

El valor actual es menor que el valor nominal, y la di­
ferencia entre ambos valores se llama descuento. 

Si el tenedor de un pagaré ó de una letra quiere cobrar­
la antes de su vencimiento, tiene que pagar al que la toma 
el interés del valor nominal, ó del valor efectivo del do­
cumento. En el primer caso, el interés se llama descuento 
comercial, en el segundo, descuento matemático ó racio­
nal. (*) 

Si designamos por d el descuento y Ü el valor nomi­
nal, siendo r el tanto por ciento y ^ el tiempo que falta 
para el vencimiento, tendremos, según la fórmula (1) (nú­
mero 388) 

ü t r 

Generalmente el tiempo se expresa en días, y supo­
niendo que sea igual á p y el año de 360 días 

/ _ vp r 
36000 

Ejemplo. ¿Qué descuento tiene una letra de 1247,60 pe­
setas que vence dentro de 35 días al 6 por 7,,? 

1247,60 x 35 x 6 , 
d — ' =: 7,28 pesetas. 

36000 
{*) No explicamos m á s que el descuento comercial, porque es el único que 

está en uso, excepto cuando sl plazo del vencimiento es mas de un ano, en cuyo 
caso se descuenta á Ínteres compuesto el valor efectivo. 
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Luego el tenedor de la letra deberá recibir 1240,32 pe­

setas. 

IV. Regla de compañía. 

392. L a regla de compañía es el procedimiento que se si­
gue para repartir entre varios socios la ganancia ó pérdida 
de una, sociedad que han fundado con un Jin industrial, ó 
mercantil cualquiera. 

Las ganancias ó pérdidas sociales se reparten entre los 
socios proporcionalmente á los capitales que aportan á la 
sociedad y proporcionalmente también ó. los tiempos que 
están impuestos. 

Si dos socios aportan los capitales c y c', durante los 
tiempos t y t', designando por g y g' las ganancias, ó pér­
didas que les corresponden, tendremos 

::- • ' ' g, c, t \ \ : ' \ Cl c t , 
± MQ donde (num. 384)-- = — x — 9, c, t'\ g' c t' 

. . . g ct o bien — ~ — 
g' c't' 

Luego las ganancias ó pérdidas de cada socio son pro­
porcionales á los productos de los capitales por los tiempos. 

393, Designando por G la ganancia, ó pérdida social, 
por g, g', g" las ganancias ó pérdidas de los socios, por c, 
c', c", los capitales y por t, t', t", los tiempos que están im­
puestos, tendremos que dividir G en partes proporciona­
les á los productos ct, c't', c"t", (núm. 392). El problema de 
dividir un número en partes proporcionales á otros núme­
ros dados, le resolvimos en el núm. 351, y aplicando al caso 
actual la regla que hallamos entonces tendremos 

G • G ^ G 
g=ctx——— • ^ „, g c t x-— 7-7 -—-, g =c t x cf-\-c't' + c',t",:/ ct+ct' + c"t"' ' " ct+c't' + c'L' 

Si los tiempos, ó los capitales son iguales, las fórmulas 
se simplifican por la supresión de un factor común; pero 
se podrían obtener directamente en virtud d é l o dicho en 
el número anterior. 

Ejemplo. Tres personas se asocian para una empre-
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sa; la primera con un capital de 6000 pesetas durante 2 
años; la segunda, 5000 pesetas durante 16 meses, y la terce­
ra, con un capital de 7000 pesetas durante 9 meses. ¿Qué 
ganancia corresponde á cada socio siendo la ganancia total 
8000 pesetas? 

8000 
1." g=— Tp. QX6000X 2 =4013,94 pts. 

6000x2 + 5000xi~+7000xÍ-
. , 8000 16 

x5000x—=2229,96 
6000 x 2 + 5000x^+7000x-12 12 

, 8000 ' 9 3.» g" = -x7000x-=1756,10 
6000x24-5000x^+7000x4 12 12 

Y. Regla de aligación. 

394. REGLA DE ALIGACIÓN es el procedimiento que se 
sigue para resolver los dos problemas siguientes: 

1. ° Dadas las cantidades de varias sustancias que se mez­
clan y los precios de sus unidades, hallar la cantidad y 
precio de la mezcla. 

2. ü Dados los precios de la unidad de la mezcla y los pre­
cios de las unidades de las sustancias que se han de mezclar, 
hallar las cantidades que se han de mezclar. 

El primer problema se llama regla de aligación directa 
y el segundo regla de aligación inversa. 

En uno y otro caso se supone que las sustancias 
que se mezclan no pierden su valor ni sus propiedades 
al mezclarse. 

395. REGLA DE ALIGACIÓN DIRECTA. Si designamos por c, 
C, c" las cantidades que se mezclan y porp, p', p" los precios 
desús unidades. La cantidad total de mezcla será, desig­
nándola por C 

C = c 4- C + c" 
y el valor de la mezcla total será 

cp + c'p' + c"p" 
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puesto que cp, c'p', c"p" son evidentemente los valores de 
las cantidades de las sustancias mezcladas. 

Para obtener el precio de la mezcla, ó sea el valor de 
una unidad, bastará dividir el valor total de la mezcla por 
su cantidad, de suerte que si designamos por P dicho pre­
cio, se tendrá 

P — + c'P' + 
c + c' + c" 

De aquí se deduce la siguiente: 
REGLA. Para hallar el precio de la mezcla, se multiplica 

cada una de las cantidades mezcladas por su precio y se su­
man los productos y esta suma se divide por la de las can­
tidades mezcladas. 

Ejemplo. Se mezclan 7 Kg. de café moka de 5,50 pe­
setas el Kg. con 10 de café de Puerto Rico de 5 pesetas y 
con 8 de café caracolillo de 4,75 pesetas el Kg., se desea sa­
ber el precio de la mezcla. 

Según la regia anterior se tendrá 
7 x 5,50 + 10 x 5 + 8 x 4,75 ' J, 

P = T T I O T S - 5 , 0 * pesetas. 
396. REGLA DE ALIGACIÓN INVERSA. Supongamos en pri­

mer lugar que son dos las sustancias que se mezclan 
siendo p y p' sus precios y P el precio de la mezcla. Si el 
problema ha de ser posible, el precio de la mezcla ha de ser 
intermedio entre los precios de las sustancias que se mez­
clan, luego si p X p', se debe tener p S. P \ p ' . 

Esto supuesto, si designamos por c y c' las cantidades 
que se han de mezclar en cada unidad de la sustancia 
cuyo precio es p se perderáp — P, luego en c unidades se 
perderá c {p — P); en cada unidad de la sustancia cuyo 
precio esp' se ganará P — p', luego en c' unidades se gana­
rá c'(P — p'): igualando ahora loque se pierde en una 
sustancia con lo que se gana en la otra, se tendrá: 

C r ^ - P ) = : C ' ( P - p ' ) 
de donde podremos formar la proporción (núm. 337} 

c V — p' 
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luego: las cantidades que se han de mezclar son inversa­
mente proporcionales á las diferencias entre sus precios 
respectivos y el precio medio, ó de la mésela. 

El problema de aligación inversa es indeterminado, 
puesto que no se halla más que la relación de las canti­
dades que se han de mezclar, por tanto se puede fijar arbi­
trariamente una de las cantidades ó su suma. Podemos, 
por ejemplo, suponer que la suma de las cantidades c y c' 
es la unidad, y de la proporción anterior deduciremos 
(núm. 342) 

e + c' c c' ' , 
p — p' ~ P—p' ~ /> — P 

ó bien por ser c + c' — 1 

C 1 A A ^ V — p' 
de donde c = P — p' p — p p —p' 

c' 1 ' p — P 
c -p — V p - p 1 P — P ' . 

Ejemplo. Se desean mezclar dos vinos, uno de 75 y 
otro de 60 pesetas el ///. ¿Qué cantidad de cada uno debe 
entrar en un Hl, para que el precio de la mezcla sea 72 
pesetas? 

Según se deduce de las fórmulas anteriores, se tendrá: 
72—60 
'5—60 m = o,8o m =z so / 
7F; 79 

C ^ ^ ' Hl =•. 0,20 Hl=z20l 
75—60 

Luego en cada Hl de mezcla deben entrar 80 litros del 
vino de 75 pesetas y 20 litros del de 60 pesetas. 

397. Si las sustancias que se han de mezclar son más 
de dos, aumenta rá la indeterminación del problema (su­
poniendo siempre que el precio de la mezcla es interme­
dio entre el precio de la más cara y de la más barata de las 
sustancias mezcladas, pues en el caso conirario es impo­
sible); pero para hallar una solución: se opera primero con 
dos sustancias cuyo precio comprende el de la mezcla, des­
pués con otras dos, y asi sucesivamente, pudiendo operar 
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con una misma sustancia dos ó más veces. L a suma de las 
cantidades de cada mezcla será la cantidad total de 
mezcla. 

Ejemplo. Se desean mezclar trigos de 22, 21 y 16 pese­
tas el Hi ¿Qué cantidad se debe mezclar de cada uno para 
que el precio de la mezcla sea 20 pesetas el Htt 

Operando primero con los trigos de 22 y de 16 pesetas, 
en cada Hl de mezcla entrarán las cantidades (núm. 395) 

20— 16 2 
c = —: Hl = ~- Hl = 67 / aproximadamente 

22—16 3 
22 20 1 

c — . - •—- Hl=:.-~- Hlz=i'¿3 i aproximadamente 
22-16 3 

Operando ahora con los trigos de 21 y de 16 pesetas, en 
cada Hl de mezcla entrarán las cantidades 

„ 20-16 ^ 4 m Qn , 
21— 16 5 
21—20 H , } _ H , m j 
21-16 ¿ ~ 5 ¿ U 

Luego en dos Hl de mezcla entrarán 67 litros del trigo 
de 22 pesetas, 80 / del de 21 pesetas y (33+20) ¿ = 5 3 litros 
del de 16 pesetas. 

FIN D E LA ARITMÉTICA. 



ÁLGEBRA, 





P R E L I M I K A R E S . 

1. Para representar las cantidades ó números conocidos 
pero cuya relación con la unidad sea indeterminada em­
plearemos las primeras letras de nuestras alfabeto: cuan­
do sea necesario las afectaremos de acentos ó índices. Por 
ejemplo: a!, a", a'",... a\, a%, a^..., que se leen a prima, ase­
gunda, a tercera... a sub uno, a sub dos... Para designar 
cantidades y números desconocidos usaremos general­
mente las úl t imas letras del alfabeto. Algunas veces u t i l i ­
zaremos también las letras del alfabeto griego. Conserva­
remos los signos de operaciones, igualdades y desigualda­
des que se han empleado en la Aritmética. Por consiguien­
te ni el sistema de notación, ni la manera de estudiar la 
cantidad serán completamente nuevos para los alumnos. 

2. Las cantidades que en una expresión cualquiera es­
tán precedidas del signo -f-, ó no llevan signo, se dicen po-
sitívas ó aritméticas', las que están precedidas del signo — 
negativas. 

La formación é interpretación de las cantidades posi­
tivas ha sido suficientemente explicada en la Aritmética. 
Ahora sólo nos ocuparemos de lá formación é interpreta­
ción de las cantidades negativas. 

3. Supongamos que se quiera efectuar la sustracción 
a — b; mientras el valor de a sea mayor que el de b la ope­
ración no ofrecerá dificultad alguna, pero si a <b, por 
ejemplo, si a = 5, 6 = 8, la sustracción no puede efectuar­
se. Sin embargo, teniendo presente que para restar de un 
número 8 unidades se pueden restar primero 5 y después 
3, la diferencia 5 — 8, será equivalente á 5 — 5 — 3, que se 
reduce á —3. Este número 3 precedido del signo — es lo 
que llamaremos un número negativo. Más generalmente, 
si en la diferencia a — b, hacemos b = a + c, para restar 
b, restaremos sucesivamente a y c y se tendrá 
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a — h — a - a-— c, 

que es igual á — c, es decir una cantidad negativa. 
4. A partir de cero y por adición de cantidades ó n ú m e ­

ro positivos, se forman series de cantidades ó números po­
sitivos, cada vez mayores y que podrán llegar a ser mayo­
res que cualquier cantidad, ó número dados: es decir que 
podrán crecer sin limites. 

Si á partir de cero restamos cantidades, ó números ca­
da vez mayores, también las cantidades ó números que se 
forman, crecerán sin límites pero negatioamente. 

Así: 
0, — 1, — 2, — 3, - 4, — 5 

será la serie natural de números negativos. 
El cero es origen y limite común de las cantidades y 

números positivos y negativos, que se forman y desarro­
llan en dos sentidos opuestos, por lo cual unas por rela­
ción á otras se designan con el nombre de cantidades 
opuestas. 

* Representando por el símbolo ce el infinito ó la caren­
cia de límites la serie positiva y negativa d é l o s números 
naturales será: 

— so — n,... — 4, — 3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, 4... n... ce 
5. Se llama módulo, ó valor absoluto de una cantidad, el 

valor que tiene considerándola como positiva. 
Dos cantidades son iguales cuando tienen el mismo valor 

'absoluto y el mismo signo. Si tienen el mismo valor absoluto 
y signos contrarios, se dicen iguales y de signo contrario. 

6. Evidentemente toda cantidad ó número positivo es 
mayor que cero y de dos cantidades positivas es mayor la 
que tiene mayor valor absoluto. Ahora bien, como el cero 
es el límite común de las cantidades positivas y negativas, 
dista menos (núm. 4) de una cantidad positiva, que cual­
quiera cantidad negativa, por tanto toda cantidad negativa 
es menor que cero. {*) Cómo toda cantidad negativa dista de 

(*) De aqu í surge una rtisiincion, admitida por todos entre el cero absoluto, s ím­
bolo de la nada, inferior por tanto a toda cantidad y el cero límite de n ue se habla 
en el texto, 
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las positivas tanto más cuanto mayor es su valor absolu­
to, se deduce que de dos cantidades negatíoas es m,aijop la 
que tiene menor valor absoluto. 

7. Algunas cantidades concretas pueden ser suscepti­
bles de afectar dos sentidos opuestos, en este caso si se 
considera como positivas las que afectan un sentido, sus 
opuestas serán las negativas. 

Como ejemplo pueden citarse las distancias contadas 
en una línea recta. Si admitimos que, á partir de un punto 
en un cierto sentido son positicas, en el sentido opuesto se­
rán negativas. En general basta que una distancia sea re­
corrida en el sentido positivo para ser positivas: si una dis­
tancia es recorrida en el sentido negativo será negativa. 

Si un acontecimiento cualquiera se considera como 
origen de los tiempos, á partir de él se podrá contar hacia 
el pasado, ó hacia el porvenir y serán opuestas. 

Son también cantidades opuestas: haberes y deudas; 
ganancias y pérdidas; avances y retrocesos; dilataciones y 
contracciones; temperaturas superiores é inferiores al cero 
de una escala termométrica; etc. 

Si las cantidades concretas que se considere no son 
susceptibles de afectar dos sentidos opuestos, las negativas 
no tienen interpretación y se consideran como absurdas. 

8. Se llama valor algebráico de una cantidad á su valor 
absoluto, precedido del signo que le corresponda. 

Se llama cantidad algebráica la cantidad considerada 
bajo su doble aspecto de magnitud y signo. 

9. Con las cantidades algebraicas se efectúan operacio­
nes análogas á las del cálculo ari tmético, el conjunto de 
estas operaciones recibe el nombre de cálculo algebráico. 

10. Álgebra es la ciencia fundamental de la cantidad, 
que estudia el sistema de operaciones que deben efectuarse 
con cantidades dadas, para deducir por medio de ellas otras 
cantidades, desconocidas, é investiga además las propieda -
des de la cantidad. 

Difiere esencialmente de la Aritmética porque estudia 
'a cantidad bajo su doble aspecto de magnitud y signo: 
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pero no están tan claramente deslindados los dominios de 
ambas ciencias que no tengan alguna parte común. (*) 

11. Fórmula es una relación constante que enlaza va­
rias cantidades. 

Estudiaremos dos clases de fórmulas: unas queindican 
el procedimiento que se debe seguir en la resolución de 
un problema y otras que si bien se podrán considerar 
como el resultado de resolver un problema, expresarán 
generalmente una propiedad de la cantidad. 

La fórmula d — que sirve para hallar el cuarto 

término de una proporción conocidos los otros tres, perte­
nece á las primeras. La fórmula {a + b)"1 — a- + 2ab + b-
que sirve para hallar el cuadrado de una suma, es una 
identidad que expresa una propiedad de las cantidades y 
de los números . 

Traducir una fórmula al lenguage vulgar es deducir 
de ella un teorema ó regla para resolver todas las cuestio­
nes análogas á la que dá origen á la fórmula. 

Así la primera de las fórmulas anteriores dice: E n toda 
proporción un extremo es igual al producto de los medios 
dividido por el otro extremo. 

Definiciones de las operaciones a lgebráicas . 

12. Suma algebraica de dos cantidades del mismo signo 
es la suma de sus valores absolutos precedida del signo co­
mún. Suma algebráica de dos cantidades de signo contrario 
es la diferencia de sus valores absolutos procedido del signo 
de la mayor. 

Adición algebráica es una operación que tiene por obje­
to efectuar la suma algebráica de dos ó más cantidades. 
Las cantidades se llaman sumandos, el resultado suma; el 
signo d é l a adición es el mismo que en la Aritmética y 
como allí se coloca entre cada dos sumandos, pero cada 

(•) Muchos ostudian las progresiones, logaritmos, cuestiones de intereses, 
fracciones continuas, etc., en la Ar i tmét ica . Tampoco se puede deslindar donde 
t e r m i n a d Algebra y comienza el Cálculo infinitesimal, pues en una vj'otra cien­
cia se estudian la variación de las funciones, derivadas, m á x i m o s y mín imos etc.. 
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una de éstos se encierra en un paréntesis con el signo que 
tenga. 

La adición de dos cantidades afectará pues la forma 
general: 

( + « ) + ( + / ; ) 
combinando los signos de a y 5 de todas las maneras po­
sibles tendremos: 

( + « ) + ( + 6 ) = a - f 6 (—CÜ) + ( + 6 ) = - a + 6 
( + a ) + ( - 6 ) = a —6 {—a)-\-{—b) — — a ~ b 

Si los sumandos son más de dos, se suman los dos 
primeros, al resultado se le suma el tercero y así sucesi­
vamente hasta el úl t imo. 

Ejemplo: . ( + 5)+(—9)+( + ll)=(5—9)+( + ll)=5—9+11=7 
13. Comprende la adición algebráica las dos operacio­

nes inversas adición y sustracción ari tméticas: por tanto 
el resultado puede ser positivo^ó negativo: en general: el 
valor absoluto de la suma eŝ fnenor que la suma de los va­
lores absolutos de los sumandos y en algunos casos es cero. 

( + 3 ) + ( - 7 ) + ( + 2 ) = r : 3 - 7 + 2 = - 3 
Ejemplos. ( + ^ + ( „ 5) + (+2 ) = 3 _ 5 + 2 ̂  0 

14. Para dar mas generalidad á las fórmulas, se acos­
tumbra á representar cada cantidad (positiva ó negativa) 
por una letra precedida del signo + ó sin signo. Y solamente 
cuando se deben hacer todas las hipótesis posibles sobre 
los valores de las cantidades, ó cuando reciben valores 
particulares, se les afecta de los signos correspondientes. 
Las ventajas de este convenio se irán notando á medida 
que se avance en el estudio Por ahora sólo diremos que 
para indicar que se deben sumar los valores, positivos ó 
negativos, de las cantidades a, b, c bastará escribir 
a + 6 + c 

15. De las propiedades de la adición ari tmética se con -
servan en la algebráica las siguientes. 

1. a La suma de varias igualdades es una igualdad. 
2. a Una suma no se altera aunque se altere el orden de 

los sumandos. 
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3. a L a suma indicada de dos ó más sumandos se puede 

sustituir por su suma efectuada. 
4. a B l resultado de sumar con cero cualquiera cantidad 

es la misma cantidad. 
COROLARIO. Si se cambia el signo de todos los sumandos 

de una suma, la suma cambia de signo. 
Si A es la suma de los sumandos positivos y B la de 

los negativos, la suma algebraica será A — B, que tendrá 
el signo de la mayor de las cantidades A y B: pero si cam­
biamos el signo á todos los sumandos, la suma algebráica 
será - A + B, que evidentemente tiene el mismo valor ab­
soluto y signo contrario que A — B. 

16. Sustracción algebráica es una operación que tiene 
por objeto dados una suma de dos sumandos y uno de ellos 
hallar el otro. Las cantidades se llaman, como en Aritmé­
tica minuendo la suma dada, sustráendo el sumando dado 
y resto el sumando desconocido: el signo ele la sustracción 
es el mismo que en Aritmética y se coloca entre el m i ­
nuendo y el sustráendo, que se deben escribir cada uno en 
un paréntisis con su signo propio. 

La sustracción de dos cantidades afectará pues la for­
ma general: 

{ ± a ) — { ± b ) 
17. Para restar algebráicamente dos cantidades, se su­

man el minuendo, con su signo propio y el sustráendo con 
signo contrario. 

Supongamos que sea + a el minuendo y — 6 el sus­
tráendo, decimos que 

(+ a) - {—b) = a + b 
Porque la suma de — ó con a + 6 es igual al minuendo 

a, como debe ser según la definición de sustracción. 
18. Combinando de todos los modos posibles los signos 

de los datos en la sustracción se tiene. 
{+a )— {+b) = a — b {—a) — {+b) = —a—b 
(+a)— b) = a + b a) — {—b) =. — a + b 

Estas igualdades manifiestan que el valor absoluto del 
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resto no es siempre igual á la diferencia de los valores ab­
solutos del minuendo y sustraendo y aun puede ser igual 
á su suma. 

Ejemplo: ( + 8 ) — (—7) = 8 + 7 — 15 
19. De las propiedades de la sustracción algebraica u t i ­

lizaremos muchas veces la siguiente: La diferencia de dos 
igualdades es una igualdad. 

20. Multiplicación algebraica es una operación que tiene 
por objeto, dadas dos cantidades (positivas, ó negativas, ó 
una positiva y otra negativa) hallar una tercera cantidad 
que sea en magnitud y en signo, respecto de la primera, lo 
que la segunda es respecto de la unidad positiva. Las canti­
dades que se multiplican reciben, como en la Aritmética, 
los nombres de multiplicando y multiplicador, y ambas 
juntas factores del producto, que es el nombre de la terce­
ra. Se indica la multiplicación con el mismo signo que en 
Aritmética colocado entre los factores; pero en muchos ca­
sos se pueden suprimir los paréntesis de los factores y casi 
nunca se escribe el signo de multiplicar. 

Así el producto ( + a) x ( + 6) se escribe ab. 
21. De la definición d é l a multiplicación se deduce la 

regla que se debe seguir para hallar el signo del producto. 
En efecto; si el multiplicador es positivo, tendrá el mismo 
signo que la unidad positiva y por tanto el producto deberá 
tener el mismo signo que e\ multiplicador; si el mul t ip l i ­
cador es negativo, tendrá signo contrario al de la unidad 
positiva y, por consiguiente, el producto deberá tener signo 
contrario al del multiplicando. 

Combinando los signos de todas las maneras posibles, 
tendremos: 

{ + a ) x ( + b )-= + ab + x + d a + 
( + a ) x { — b)=- — ab ó bien + x — da — 
( tt ) x ( + ¿ j ^ _ a¿> _ x -I- da — 
{ — a ) x { — b ) = + ab _ x — da - f 

que se enuncia brevemente diciendo: signos iguales dan 
+ en el producto y signos contrarios —. 

22. Si cambiamos el signo á uno de ios factores de un 
28 
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producto, cambia de signo el producto; porque si los sig­
nos eran iguales se convertirán en contrarios, y si eran 
contrarios, en iguales. Si cambiamos el signo á los dos 
factores, el producto no cambia de signo, pues si eran igua­
les, iguales quedarán después del cambio, y contrarios sí 
eran contrarios. 

23. Un producto de varios factores se efectúa mul t ip l i ­
cando el primero por el segundo, lo que resulte por el ter­
cero y así sucesivamente. E l producto Jinal será positivo ó 
negativo, según que el número de factores negativo, sea par 
ó impar. Porque al formar el producto obtendremos el sig­
no — cuando hayamos multiplicado por el primer factor 
negativo; el signo + cuando hayamos multiplicado por el 
segundo, y estos pares de cambios se repetirán hasta m u l ­
tiplicar por el último de los factores negativos, que dará el 
signo final y será + ó —, según que abra ó cierre uno de 
los cambios, es decir, según que el número de factores ne­
gativos sea par ó impar. 

24. Las propiedades de la multiplicación aritmética que 
se conservan en la multiplicación algebráica son: 

1. a E l producto de varias igualdades es una igualdad. 
2. » Un producto no varia aunque se altere el orden de 

sus factores. 
3. * E l producto indicado de dos, ó más factores, se pue­

de sustituir por su producto efectuado. 
^ E l producto de una cantidad por cero es cero. 
5.a E l producto es igual á uno de los factores cuando el 

otro es la unidad. 
En Aritmética se ha demostrado la generalidad de es­

tas propiedades para los números positivos, y ahora es fá­
cil convencerse que son ciertas también algebraicamente. 
En efecto; si se verifica, por ejemplo, que los valores ab­
solutos de los productos abe, cab, cba son iguales, co­
mo sus signos también son iguales (núm. 23), se tendrá al­
gebraicamente. 

abe — cab = cba =• 
De estas propiedades resultan, como en Aritmética, las 
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consecuencias siguientes: Para multiplicar una cantidad 
por un producto, se la multiplica sucesivamente por cada 
uno de los factores del producto. Para multiplicar un pro­
ducto por una cantidad se multiplica uno de los factores 
por dicha cantidad. Para multiplicar dos productos se for­
ma un producto compuesto de todos los factores de ambos 
en el orden que se quiera. 

25. División es una operación que tiene por objeto, da­
dos un producto y uno de los factores hallar, el otro. El 
producto conocido se llama dividendo, e] factor conocido 
divisor y el factor desconocido cociente. El dividendo y d i ­
visor juntos se llaman términos de la división. Se indica la 
operación con el mismo signo que en la Aritmética, ó bien 
poniendo el cociente bajo forma fraccionaria, siendo el nu­
merador el dividendo y el denominador el divisor. 

26. El signo del cociente se halla observando que si el 
dividendo es positivo, como es el producto del divisor por el 
cociente, los factores deberán tener signos iguales (núme­
ro 21); luego si el divisor es positivo, el cociente será posi­
tivo, y si el divisor es negativo, el cociente será negativo. Si 
el dividendo es negativo el divisor y el cociente tendrán 
signos contrarios (núm. 21). 

Estos resultados se suelen expresar en la siguiente 
regla: 

+ : + da + — : + da — 
+ : — da — — : — da + 

ó más brevemente, signos iguales dan + en el cociente y 
signos contrarios dan —. 

27. El cociente cambia evidentemente de signo si cam­
bia uno de sus términos (dividendo ó divisor) y conserva 
el signo cuando cambian los de ambos términos. 

28. Las propiedades de la división algebráica son: 
1. " Si se dividen miembro á miembro dos igualdades, los 

cocientes forman una igualdad. 
2. » .S7 el dividendo se multiplica, ó divide por una canti­

dad, el cocien te queda multiplicado, ó dividido por la misma 
cantidad. 
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8.a Sí el divisor se multiplica, ó divide por una cantidad, 

el cociente queda dividido, ó multiplicado por la misma 
cantidad. 

4." Si el dividendo ij el divisor se multiplican ó dividen 
por una cantidad el cociente no varia. 

La generalidad de estas propiedades se ha demostrado 
en Aritmética para los números positivos. Para conven­
cerse que son ciertas algebraicamente, consideremos una 
cualquiera, la primera, por ejemplo. Si se tiene a = 
b = b', los signos de a y a' serán iguales y lo mismo los de 

a a' 
b y b', luego y >' tendrán los mismos signos (núm. 26), 
y como por Aritmética se sabe que sus valores absolutos 
son iguales, tendremos: 

a a' 

29. Si el dividendo es igual á cero, el cociente es también 
igual á cero. 

Porque si el cociente fuese distinto de cero, mul t ip l i ­
cado por el divisor, no podría ser cero el producto; es decir, 
no podría ser el producto igual al dividendo, lo cual es con­
tra la definición dada en el núm. 25. 

30. Si el divisor tiende es cero, el cociente es infinito. 

En efecto, sea si damos á ^ los valores 0,1;0.01; 

0, 001; 0, 0001; cada vez menores y que disminuyan in­
definidamente, el cociente c será sucesivamente 10a; 100a, 
1000 a; 10000 a; pero los valores absolutos de estas can­
tidades son cada vez mayores y crecerán sin límites cuan­
do disminuya indefinidamente; luego suponiendo que a 
puede ser positiva, ó negativa, tendremos: 

a —a 
o=oc y i r = - 0 0 

31. Si el dividendo y el divisor se anulan, el cociente será 
en general indeterminado. 

En efecto; como el producto de cero por cualquiera 
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cantidad positiva, ó negativa, es cero, el cociente — se po­
drá igualar á cualquiera cantidad. 

El símbolo ^ nos servirá generalmente para expresar 

la indeterminación de una cantidad; pero en muchos casos 
se puede hallar el verdadero valor de las expresiones, que 

se presentan bajo la forma ~ , pues depende la determina­
ción de la ley, según la cual decrecen los términos que se 
anulan: ahora nos concretaremos á advertir que si se tiene 

un cociente de la forma —— y hacemos m = 0, afecta la 
bm 

forma —, pero si antes de hacer m = 0 suprimimos dicho 
d 

factor, se reduce el cociente á que es una cantidad de­
terminada cuando a y b no son ceros. 

32. Escolio. Hemos visto que si a— « , & = í/, se tiene 
ab — a'b'; pero si a y ¿> crecen sin l ímites, la igualdad 
ab — a'b'. carece de sentido, porque la propiedad del pro­
ducto se refiere á cantidades ñnitas. Lo mismo advertimos 

a a' 
de la igualdad ~ : ~ , -cuando las cantidades crecen sin 

b o' 
límites ó 6 y 6' se anulan. 

33. Dividiremos el Álgebra en dos partes, la primera es 
una continuación de la Aritmética, aunque se distingue 
de esta ciencia en que estudia la cantidad numérica de­
jando indeterminada la unidad, por lo cual no se pueden 
terminar completamente las operaciones, y en los resul­
tados finales se encuentra indicado todo el cálculo que se 
debe efectuar para obtenerlos. Esto constituye una venta­
ja inestimable sobre la Aritmética; pero además ofrece el 
Álgebra otra ventaja, que es estudiar la cantidad y el n ú ­
mero bajo su doble aspecto de magnitud y signo. La se­
gunda parte del Álgebra tiene por objeto capital la resolu­
ción de ecuaciones, pero sólo estudiaremos los casos más 
elementales. 
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La primera parte se puede dividir en dos secciones, 

cálculo algebraico y comparación algebraica; pero no es­
tudiaremos la segunda sección hasta después de la segun­
da parte del Algebra, porque su conveniente desarrollo exi­
ge algunos conocimientos de la teoría de ecuaciones, y por 
consiguiente la primera parte sólo comprenderá el cálculo 
algebraico. 



PRIMERA PARTE. 
C Á L C U L O A L G E B R A I C O . 

L I B R O P R I M E R O . 
LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES. 

CAPÍTULO PRIMERO 

DEFINICIONES. 

34. Expresión algebráica es un conjunto de cantidades 
enlazadas por los signos + y —, por ejemplo Aab — &cd + 
Zac. Se llama término á cada parte separada de las otras 
por los signos + y —. 

Así, los términos de la expresión anterior son ±ab, 
— 5cc¿, 3«c. 

La expresión que consta de un sólo término se llama 
monomio; si consta de dos, binomio; si de tres, trinomio, y 
en general cuando consta de cualquier número de térmi­
nos, polinomio. 

Coeficiente es un factor numérico colocado en cada 
término delante de la parte literal: cuando es la unidad, no 
se suele escribir. 

El coeficiente de Aab es 4 y como en este ejemplo es un 
número entero, indica que ab está repetida 4 veces por su­
mando; así, Aab = ab + ab + ab + ab. 

La cantidad ab, que no lleva coeficiente, es igual á lab. 
Exponente es un número que indica las veces que una 

cantidad se toma por factor. Se escribe á la derecha y á la 
parte superior de la cantidad: cuando el ex ponente es la 
unidad, se suele suprimir. 
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En la expresión 3a2x, el exponente de a es 2 y el de 

x es 1, por lo cual se ha suprimido. 
35. La idea de coeficiente se puede generalizar consi­

derando como coeficiente de una cantidad al monomio, ó po­
linomio que la multiplica. 

En la expresión 3a2¿c, el coeficiente de a2x es 3, y el de 
x es 3a2. En (2a2 + b )x, el coeficiente de x es 2a2 + b. 

36. Se llaman términos semejantes los que tienen la mis­
ma parte literal, es decir, las mismas letras con los mismos 
exponentes. 

Así: 2a2b, — la2b, + 5a2b, 
son términos semejantes, porque tienen la misma parte 
literal a2b. Los términos semejantes sólo pueden diferir en 
los coeficientes y en los signos, por consiguiente, cuando 
los coeficientes son literales, ciertos términos pueden ser 
semejantes por relación á una letra y no serlo por relación 
á todas las letras. 

En la expresión a2cXs — 2ahx + b2xi, no hay términos 
semejantes por relación á todas las letras, pero sí son se­
mejantes por relación á x, considerando como coeficientes, 
a2, — 2ab, b2. 

Por ahora sólo nos ocuparemos de los términos seme­
jantes por relación á todas sus letras. 

37. Como cada monomio es el producto de sus facto­
res en los términos semejantes, se puede sacar en factor 
común la parte literal, que multiplicará á la suma alge­
braica de los coeficientes. 

Así: 3aó2 — lab2 - 2ab2 + 4ab2 — (3 — 7 — 2 + 4)a¿/2 
Efectuando la suma algebráica 3 — 7 — 2 + 4 (núme -

ro 13) de los coeficientes, se tendrá 3 — 7 — 2 + 4 = — 2, de 
donde 

Sal/ — 7ab̂  - 2a//2 + 4ab2 •= — 2ab* 
Luego: para reducir varios términos semejantes á uno 

solo, se suman algebráicamente sus coeficientes y el resulta­
do se escribe como coeficiente de la parte literal común ó. 
todos ellos. 

Para verificar la adición algebráica de los coeficientes. 



se suman separadamente (os que tienen el signo + y los que 
tienen, el signo —, afectando cada suma del signo de los su­
mandos, se restan después ambas sumas y se afecta el re­
sultado del signo de la mayor de las dos. 

Así: 3a/.>2 - 7a62 — 2a62 + 4a62 = 7a¿>2 — <)a/>2 = — 2a& 
38. Valor numérico de un polimonio es el resultado que 

se obtiene efectuando todas las operaciones indicadas, cuan­
do se sustituye cada letra por un valor numérico. 

Si en la expresión dAb — abe + 2a2c + UA — rác3, hace­
mos a = 2, 6 = — 8, c = - 1, se tendrá: 
23 (_3) _2 ( -3) (—1) + 2 . 22 (—1) + {-Áf ~ 2 (—1)3 = - 55 

39. Un polinomio es entero, por relación á una. letra, 
cuando esta letra no entra en ningún denominador, ni ba­
jo el signo radical. 

2\/c Los polinomios 3¿c2 + §ác •7; 7—orá o x — 5,son 
enteros por relación á ve; pero el segundo tiene el coeíi-

ciente fraccionario n , v el radical 2^/c u " 
El polinomio 2x% — V>xy + 3//2 + 4 ;̂ — 5// + 9 es en­

tero por relación á sus dos letras x é y. 
Grado de un monomio entero, por relación á una. letra, 

es el. exponente de esta letra. Grado de un monomio entero, 
por relación ú todas sus letras, es la suma de los exponen-
tes de todas ellas. 

El monomio 3a2kr2 es de segundo grado por relación 
á x, y de quinto grado por relación á todas sus letras. 

Un polinomio es homogéneo cuando todos sus términos 
son del mismo grado. 

3a2¿c2 + 5to?2 + f),-/'2, es homogéneo y de segundo grado 
por relación á x. 

a2 + 2ab + / / es homogéneo y de segundo grado por 
relación á a y b. 

Grado de un polinomio cualquiera es el grado del tér­
mino más elevado. 

El polinomio oaH)2c — lalb + 12a4 es heterogéneo y de 
sexto grado. 

29 m 
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Un polinomio está ordenado con relación á una le­

tra, que se llama ordenatriz, cuando los exponentes de di­
cha letra van aumentando ó disminuyendo gradualmente 
á partir del primer término. 

Ejemplos: 1.° 7 — 5¿c + 3¿e2 — 2 ^ + 
2.» x* — {a + b^* + {a + b fx + (a + 6 )3 

Un polinomio es completo cuando tiene todos los ex­
ponentes de la letra ordenatriz y un término en que no 
entra dicha letra: incompleto, en el caso contrario. 

El polinomio a?4 — 2¿c2 + 6a?, es incompleto, pues fal­
tan el término en ¿c3 y uno que no contenga x. 

40. Un polinomio es fraccionario por relación á una le­
tra, cuando esta entra como denominador en algún térmi­
no, pero no bajo el signo radical. 

3 
El polimonio 4x2 + 5 es fraccionario. 

x 
41. Un polinomio es irracional por relación á una letra 

cuando ésta entra bajo el signo radical en algún término. 
El polinomio 3 [/¡¿r — 2a? -f- 7 es irracional por rela­

ción á x. 

CAPÍTULO I I . 

LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES. 

/ . L a adición y la sustracción. 

42. En el núm. 12 hemos definido la adición algebrai­
ca y ahora sólo nos falta considerar el caso en que los su­
mandos son monomios y polimonios. Pero el valor nu­
mérico de la suma debe ser igual á la suma algebráica de 
los valores numéricos de los sumandos; luego la suma de 
dos ó más polimonios, será el polinomio que se obtenga 
escribiendo unos á continuación de otros todos los suman­

dos con los signos que tengan. 
Así: la suma de los polimonios, a + b — c, d — e f , 

g + h será: 
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{a + b-c)+{d— e—f) +{g+)h=:a + h~c + d—e—f + g + h 

43. Si los sumandos contienen términos semejantes, 
conviene escribirlos de modo que se correspondan dichos 
términos para facilitar su reducción. 

Ejemplo. Sumar los polinomios, 4a3 -5a26+7a62 + 363,N| 
—2a3 + 3a26 + 3a62 - - 563, — ab* — UK 

La operación se dispondrá del modo siguiente: 
4a3 — 5 ^ 5 + 7 ^ 2 _|_ 353 

— %a? + 3a26 + 3a62—.553 
— q62 — ¿3 

2a? — 2a2b - f 9ab2 — 363 
44. En el número 16 hemos definido la sustracción al­

gebraica y hemos visto que para efectuar la operación se 
escribe el minuento y á continuación el sustraendo cam­
biándole el signo. 

Ahora, si el sustraendo es un polinomio,/Jara cam­
biarle el signo se cambian de signo todos sus términos. 

Así: para restar los polinomios a + £>—c,cí—e—/ + g + h 
escribiremos 
{a + b--c)--{d—e—f + g + í i ) = a + b—c — d + e+f—g—h. 

45. Si los polinomios tienen términos semejantes con­
viene escribir el sustraendo con los signos cambiados, de­
bajo del minuendo, de modo que se correspondan dichos 
términos. 

Ejemplo. Restar los polinomios, 3a3 — 6a2b + 4a62 —363 
y 3a3 — la2b — 463. 

Se escribirá el sustraendo, con los signos cambiados, 
debajo del minuendo, del modo siguiente: 

Sâ  — 6a2b + 4ab2 — 3¿>3 
— 3a3 + 7a26 + 463 

a2b + 4(ró2 + ó3 
Los términos 3a3 y — 3a3 de coeficientes iguales y de 

signo contrario se destruyen. 

/ / . L a multiplicación. 

46. En los números 24 y siguientes hemos dado la defl-
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nición y propiedades de la multiplicación algebraica y la 
regia para bailar el signo del producto, y ahora nos ocupa­
remos de los casos que ocurren en la multiplicación de 
cantidades enteras, que son: 1.° Multiplicar dos monomios. 
2." Multiplicar un polinomio por un monomio. 3." Multipli­
car dos polinomios. 

47. 1." MULTIPLICAR DOS MONOMIOS.—/Í7 producto de 
dos monomios es un monomio cuyo signo es + o' —, según, 
que los factores tengan signos iguales ó contrarios, cuyo 
coeficiente es el producto de los coejicientes y cuya parte li­
teral contiene las letras comunes con exponente igual á la 
suma, de los que tienen en los factores, y las no comunes 
con el mismo exponente que tienen en el factor en que 
entren. 

Sean los dos monomios—4a262ce y f)a2¿»¿¿2e2. Su pro­
ducto indicado será 

— 4a2¿>2ee x fia26d2e2 
y cambiando el orden de los factores (núm. 24) 

— 4 . 6a2a2/926ct¿2ee2 
sustituyendo el producto indicado — 4 . 6 , por — 24 (nú­
mero 21) y a-a-, Irb, ee-, por sus productos efectuados 

• 2 -4- 2 2 _|_ 1 1 J_ 2 

a =• a.'1, h = IP y e =eA (Arit. 74), tendremos 
— 4a2lf~ce x (]a2bd2e2 =. — ZAaWcdW 

conforme habíamos enunciado. 
48. Si los monomios son más de dos, se formará el 

producto de los dos primeros, lo que resulte se mult ipl i ­
cará por el tercero y así sucesivamente hasta el último. 

Ejemplo: 
3o62c x — 4a^}2 x Sed» = — 12amc. x 5e# — 60a464c2rf3 

Es fácil ver que el producto tiene el signo + si el nú­
mero de factores negativos es par (núm. 23) y el signo — 
si es impar: que el coeficiente es el producto de los coefi­
cientes: que los exponentes de las letras comunes á dos, ó 
más factores, son las sumas de. los que tienen en los factores 
y que las letras no comunes entran en el producto como en 
los factores. 
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49. 2.° MULTIPLICAR UN POLINOMIO POR UN MONOMIO. 

Para multiplicar un polinomio por un monomio se multipli­
can todos los términos del polinomio por el monomio y se 
suman algebraicamente los productos parciales. 

Sea el polimonio a + b- c y me] monomio por el cual 
queremos multiplicarle, decimos que 

{a + b — c) m = am - f bm — crn. 
Si el polinomio y el monomio son positivos, el teore­

ma se ha demostrado (Aritmética 57, 58, 247, 248, 268 y 269), 
luego sólo tenemos que considerar los casos en que el po­
linomio, el monomio, ó arabos son negativos. 

Si el polinomio es negativo, cambiándole de signo se 
convertirá en positivo y cambiará de signo el producto 
(núm. 22) pero conservará su valor absoluto; luego vol­
viendo á cambiar de signo el resultado de la multiplica­
ción tendremos el producto pedido. 

Siendo a + b — c negativos, — a — b + c, será positivo 
y por consiguiente 

(—a — 6 + c) m = — am - bm - f cm 
y como este producto es de signo contrario al pedido, cam­
biando nuevamente se tendrá 

(a + b — c) m — am + bm — cm. 
De un modo análogo se demuestra el teorema cuando 

el monomio;' ó el monomio y el polinomio son negativos. 
50. Conviene observar que como se puede invertir el 

orden de los factores (núm. 24), la misma regla se sigue 
para multiplicar un polinomio por un monomio, que un 
monomio por un polinomio. 

51. S.9 MULTIPLICAR DOS POLINOMIOS. Para multiplicar 
dos polimonios se multiplican todos los términos del mul­
tiplicando por cada uno de los del multiplicador y se su­
man algebráicamente los productos parciales. 

Sean los polinomios a + f' — c y m — n. Si efectuamos 
las operaciones indicadas en el primero y llamamos A al 
resultado, tendremos 

{a + b — c) (m — n) — A (m — n) 
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pero Mm — n)es igual (núrn. 50) á A/n — An, luego po­
niendo en vez de A otra vez su valor, resultará: 

(a + ó — c) (m — n) = {a + h — c) m + (a + b — c) (— n) 
lo cual demuestra el teorema. 

Efectuando todas las. operaciones indicadas, se tiene 
también 

(a + b — c) (m — n) — am + bm — cm — — bfl + en 
cuya igualdad manifiesta: que el producto está formado por 
los productos que se obtienen al multiplicar cada término 
del multiplicador por cada término del multiplicando, afec­
tando los productos del signo que les corresponda según la 
regla conocida. 

52. La regla de la multiplicación de un polinomio por 
un monomio nos enseña también á sacar un factor común 
á varios términos de un polinomio. 

Así, los términos del polinomio a2x — 2abx -\-b2x, tie­
nen el factor común x y se podrá escribir 

a2x — 2ab x + b2x = (a2 — 2ab + b2)x. 
En algunos casos la operación se efectúa en grupos de 

términos que resultan después con un factor polinomio 
común, que permite repetir la operación. 

En el polinomio a/y — bc+ad — cd los dos primeros 
términos tienen el factor común b y los dos últ imos d, lue­
go será igual á (a — c) 6 + (a — c)d, en el cual b y d tienen 
el factor común a — c y por consiguiente será igual á 
(a — c) {b + d). 

Producto de dos polinomios ordenados. 

53. Cuando se han de multiplicar dos polinomios ente­
ros conviene ordenarlos del mismo modo por relación á 
\& misma letra, escribir el multiplicador debajo del. mul t i -
plicando^ colocar los productos parciales de cada término 
(¿el multiplicador por todo el multiplicando, en illas hori-
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fontales, cuidando además de que los términos semejan­
tes se correspondan en columnas verticales. 

Ejemplo: < 
3a'¿ — 5a*b + áab* — 7/>3 
2a2 + 3ab — 562 

6a5 — lOaW + 8a3 62 — Í4a2b'¿ 
+ 9a*b — 15a362 + 12a2b* ~2la(A 

— 15a3¿>2 + 25a2¿>3 — 20a64 + 3565 

Ga5 — — 22a*b2 + 23a263 — 41a¿)4 + 3565 
Cada término contiene una potencia de la letra orde-

natríz, cuyo exponente es la suma de los exponentes de 
sus factores. De aquí resulta: 

1. ° Que el producto es un polinomio ordenado del mismo 
m,odo que los factores. 

2. ' Que el grado de cada término es la suma de los gra­
dos de sus factores y por consiguiente el grado del polinomio 
producto es la suma de los grados del multiplicando y mul­
tiplicador. 

3. ° Que si los factores son homogéneos el producto tam­
bién lo será. 

4. n Que el primero y el último término del producto son 
sin reducción los productos de los dos primeros y de los dos 
últimos términos de los factores, puesto que si los facto­
res están ordenados por relación á las potencias descen­
dentes de la letra ordenatríz, el primer término del pro­
ducto contendrá el producto de las dos potencias más ele­
vadas de dicha letra y el últ imo el de las dos menos eleva 
das; luego ni uno ni otro podrán tener semejantes: lo mis­
mo se demuestra si los factores están ordenados por rela­
ción á las potencias descendentes de la letra ordenatríz. 

54. El producto de dos polinomios tiene, cuando me­
nos, dos términos, según lo que acabamos de decir, y ten­
drá sólo dos cuando se destruyan los intermedios, como 
en el ejemplo siguiente. 
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xA + ax* + a2x2 + a'¿x + a 
x — a 

xs> + axK + cfix? + a3^2 + rtx 
— ax^ — a2^ — a3x2 — a4.r — a5 

55. Corno ejemplos notables de multiplicación podemos 
considerar los siguientes: 

l.8 (a + b f = (a + b) {a + b)=:a2 + 2ab + b2 
2. » {a + b)'* ~ { a + b)2 { a + b) = á¿ + 3a2b + 3a/j2 + ^ 
3. « ( « _ 6 )2 ~ ( a — 6 ) ( a - 6 ) — a2 — 2a6 + b2 
4.0 (a — 6 )a — ( a — 6 )2 ( a — 6) = a3 — 3a2b + 3a/j2 — 63 
5." { a + b ) { a —b)=^a2 — b2 

Cada uno de los ejemplos anteriores es una fórmu­
la que se puede traducir al lenguaje vulgar. La prime­
ra y la tercera expresan que: el cuadrado de un binomio 
es igual á la suma algebraica del cuadrado del primer 
término, el doble del producto del primero pór el segundo y 
el euadrado del segundo. La segunda y cuarta expresan 
que: el cubo de un binomio es igual á la suma algebraica 
del cubo del primer término, el triplo del cuadrado del pri­
mero por el segundo, el triplo del primero por el cuadrado 
del segundo y el cubo del segundo. La quinta fórmula ex­
presa que: el producto de la suma de dos cantidades por su 
diferencia es igual á la dijerencia de los cuadrados de di­
chas cantidades. 

I I I . La di cisión. 

56. En los números 26 y siguientes se han dado la defi­
nición, regla de los signos y las propiedades de la división 
algebraica; pero antes de aplicarlas á la división de canti­
dades enteras hallaremos el cociente de dos potencias de 
una misma cantidad en los diversos casos que pueden 
ocurrir. 

57. E l cociente de dos potencias de una cantidad es otra 
potencia de la misma cantidad, cuyo exponente es la. dife­
rencia de los exponentes. 
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Si m \> « se tendrá, como en la Aritmética (núm. 102). 

a in - n >< a n = a m donde a'n : an = am - n 
Si m=n, la regla anterior conduce á la forma a'n~n ^[a0 
Pero sabemos que a'» : a'n = 1, luego debemos admitir 

a0 = 1 
Es decir-: 'foda cantidad con exponente cero es igual á 

la unidad. 
Si m \ n, por ejemplo n = m + p, siguiendo la regla 

anterior tendremos: 

am : am+p=^ a - P 
por otra parte sabemos que el dividendo y el divisor se 
pueden dividir por una misma cantidad (núm. 28. 't.*), lue­
go dividiéndolos por am se tendrá 

lo cual nos conduce á admitir la igualdad 
: ' . v i • '• 

a - P = — 

Luego: ¿fcxia cantidad con exponente negativo es igual á 
la unidad partida por la misma cantidad con el exponente 
hecho positivo. 

58. Los casos que ocurren en la división de cantidades 
enteras son: L" Dividir dos monomios. 2." Dividir un poli­
nomio por un monomio, 3." Dividir dos polinomios. 

59. I.0 DIVIDIR DOS MONOMIOS. El cociente de dos mo­
nomios es un monomio, puesto que si fuere un polino­
mio, multiplicándole por el divisor el producto sería un 
polinomio y no podría ser igual al dividendo, que en la h i ­
pótesis actual es un monomio. El signo del cociente se 
halla por la regla (núm. 26) aplicable á cantidades alge­
braicas cualesquiera y por consiguiente á los monomios. 

Ahora bien, si siendo A el dividendo y B el divisor, hay 
un monomio entero que multiplicado por B de por pro­
ducto A, este monomio será el cociente y tendremos, de­
signándole por C. 

A = B x C. 
Pero en este caso el coeficiente del dividendo debe ser 

30 
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igual al producto de los coeficientes del divisor y del co­
ciente, luego recíprocamente, el coeficiertip del cociente de­
be obtenerse dividiendo los coeficientes de dividendo y d i ­
visor. El exponente de cada letra debe ser en el dividendo 
igual á la suma de los exponentes de la misma letra en di­
visor y cociente, por consiguiente el exponente de una le­
tra, común á dividendo y divisor, debe ser en el cociente 
igual á la diferencia de los exponentes de dicha letra en el 
dividendo y el divisor y las letras que contenga el dividen­
do y el divisor no, deberán entrar en el cociente con el 
mismo exponente que en el dividendo. 

De estos razonamientos se deduce que para que el co­
ciente de dos monomios sea un monom io entero (*), se ne­
cesita que el dividendo contenga todas las letras del divi­
sor con un exponente cuando menos igual al que tengan 
en el divisor. 

Suponiendo que se cumplan estas condiciones: E l co­
ciente de dos monomios es un monomio cuyo signo es + , tí 
—, según que el dividendo y el dioisor tengan signos iguales 
ó contrarios, cuyo coeficiente se obtiene dividiendo los coe- / 
ficientes del dividendo y el divisor y cuya parte literal conf 
tiene las letras comunes á ambos términos, con un exponen-
te igual á la diferencia entre el exponente del dividendo: y 
el del divisor y las letras que sólo entran en el dividendo, , 
con el mismo exponente que en este termino. 

Ejemplos. I.» — 12a*bWdW : 4 a 6 W ~=. —)abd2. 
7. 

2.° — la^b'kle2 : —5a'cíe -4 ab*e 
- 5 . 

60. La división de dos monomios no da cociente entero 
ó, como se suele decir, no es exacta, cuando en el divisor 
hay alguna letra que no entra en el dividendo ó entra con 
menor exponente. En este caso se pueden suprimir los 
factores comunes á dividendo y divisor (num. 28. 4.'"; 

Ejemplo. - h a W f r'lSa^ce2 — a3rf2/: Ŝ ce2. 
61. 2.9 DIVIDIR UN POLINOMIO POR UN MONOMIO. Elco-

•(,) Suponemos que el coeficiente de un monomio entero puede no ser entero. 
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cíente de un polinomio por un monomio es un polinomio, 
porque si fuera un monomio su producto por el divisor 
sería otro monomio y no podría ser igual al dividendo. 
Ahora si se multiplica el polinomio cociente por el mono­
mio divisor, el producto será igual al polinomio dividen­
do; pero esta multiplicación se efectúa multiplicando por 
el divisor los diferentes términos del cociente (núm. 49) y 
los productos serán iguales á los términos del divfdendo, 
luego deduciremos la siguiente: 

REGLA: Para dividir un polinomio por un monomio se 
dividen todos los términos del polinomio por el monomio, y 
se suman algebraicamente los cocientes obtenidos. 

Ejemplo: 
(27a364e3— 12a.W + 15a465cd2) : 3a262—-9a62c3—46c¿+5a263cc¿2 

Es evidente que el cociente será un polinomio entero, 
ó como suele decirse, la división será exacta, si todos los 
términos del dividendo son divisibles por el divisor y no lo 
será en el caso contrario. 

62. 3.' DIVIDIR DOS . POLINOMIOS. El cociente de dos 
polinomios enteros no siempre es un polinomio entero, 
del mismo modo que no es siempre entero, el cociente de 
dos números enteros. Cuando el cociente de dos polino­
mios es entero, la división es exacta y el dividendo es divi­
sible por el divisor. 

Representemos por A el polinomio dividendo, por B el 
polinomio divisor y por C el cociente, suponiéndola divi­
sión exacta, tendremos, por definición 

A = B. C 
Hagamos, para fijar ideas 

A =r 6.x>5 — — 22x* + 23x2 — 41x + 35 
B = 3¿c3 — 5¿í?2 + 4o5? - 7 

que son dos polinomios enteros y ordenados por relación 
á x y supondremos que el cociente desconocido es también 
un polinomio entero en x. 

Ahora bien, el primer término del producto de dos po­
linomios es, sin reducción, el producto de los dos prime­
ros términos del multiplicando y multiplicador, (núm. 53) 
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luego el primer término del dividendo es, sin reducción, 
el producto de los dos primeros términos del divisor y del 
cociente y por tanto si se divide el primer término del d i ­
videndo por el primero del divisor, se obtendrá el primer 
término del cociente. En nuestro ejemplo será el término 
más elevado porque los polinomios A y B están ordenados 
por relación á las potencias descendentes de x. Dividiendo, 
pues, 6cr5 por 3¿c3, el cociente, 2£c2, será el primer término 
del cociente. 

Multipliquémosle por todo el divisor, y restemos del 
dividendo el producto que se obtiene, que es, 6cZj5 — 10.x"1 
+ 8^3 — 14x2, nos resul tará un resto, que designaremos 
por Ri, y que será 
Rt =9¿c5—¿c4 —22^ + 23^2-4 l¿c +35—(6^5- + 8.xj3—14^2) 
y efectuando la reducción de términos semejantes. 
Ri = 9¿e4 — 3(te3 + 37ÍÍ?2 — 41^ + 35 

El resto Ri debe contener el producto del divisor por 
todos los términos del cociente excepto el primero, luego 
su primer término será, sin reducción el producto del p r i ­
mer término del divisor, por el segundo término del co­
ciente (el más elevado después del primero) y por consi­
guiente se obtendrá dividiendo 9a:4 por 3,X'3: luego el segun­
do término del cociente será 3.x. 

Multiplicaremos este término por todo el divisor y el 
producto, que es, 9x4 — 15.x3 + 12.x2—21¿r ie restaremos 
de Ri y obtendremos el segundo resto, que designaremos 
por R2, y que será 
R2=9.x4 —3(te3 + 37¿c2 —41.x + 35 — (9¿c4 — 15^3 + 12.x2 — \2x) 
y reduciendo términos semejantes 

R2 = — I5¿e3 + 25.x2 — 20.x + 35 
que contendrá el producto del divisor por todos los tér­
minos del cociente excepto los dos primeros. Dividiendo 
— 15¿c3, primer término de R2, por 3¿c3 obtendremos — 5 que 
será el tercer término del cociente. Procediendo con él co­
mo con los dos anteriores se hallará un tercer resto 
R3= —15¿c3 + 25^2 - 20x4-35— (—I5(x3+25.x2— 20¿c+35)= o 
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Como este resto es cero la operación estará terminada 

y el cociente será 

C ~ 2x2 + 3x — 5 

El cuadro do las operaciones se dispone así: 

A. • • 
- B . 2x2 

Ri . . . 
— B. 3a?. 

R2 • 

6.r •r'— x* - 22^ + 23xZ—41x + 35 
- (kt* + 10xl — Hx* + 14x'¿ Q--:2^2+3^-^5 
. . . . ar i-30.7 H37.r~ -41.2;+, 35 
. . • — íte4 +15^ — I2¿e2 + 21x. 

. '. —15^ +25ar2 — 20^ + 35 
-B. — 5 15^ — 25^+20^—35 
Rs . o 

En la práctica de la división se efectúan á un tiempo 
la multiplicación de cada término del cociente por el divi ­
sor y la sustracción, para lo cual basta cambiar el signo á 
cada producto parcial que se obtenga, y se escribe debajo 
de su semejante para que la reducción sea más fácil. El 
producto del primer término del divisor por cada uno de 
los términos del cociente se destruye con el primer té rmi­
no del dividendo correspondiente por lo cual es inútil es­
cribirle. 

Ejemplo: 
6aí>—a4b—22a*b*+2Sa?b*—4íabi+dbbf> 

+ 10a4/>— Sâ b̂  + Ua2^ 
9a46—30aa62 + 37a263—41«/;4+46//' 

+ 15â 2—12a263 + 21abi 
—15^b24 25a~V/:i 20ab1 + 35/̂  

—25^+20a¿>4—3565 

Sat — âZb + iabZ—lb* 
2a2 + '3ab —bb2 

0 
63. Cuando el cociente de dos cantidades enteras (mo­

nomios, ó polinomios) es entero, su grado es igual á la di­
ferencia de los grados del dividendo y divisor. Puesto que 
por ser el dividendo el producto del divisor por el cociente 
su grado será igual á la suma de los grados de sus facto­
res (núm. 52. 2.°) 

Si dos factores son homogéneos su producto es homo­
géneo, (núm.53. 3.°) luego cuando la división es exacta, si el 
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dividendo y divisor son polinomios homogéneos también lo 
será el cociente. (*) 

64. Cuando el dividendo y el divisor están ordenados por 
relación á las potencias descendentes de una letra, el expo­
nente de dicha letra en el primer término de cada resto es 
inferior, cuando menos en una unidad, al que tiene en el 
primer término del resto, ó dividendo anterior. Porque el 
primer término de un dividendo cualquiera, que es el más 
elevado, se destruye necesariamente con el producto del pri­
mer término del divisor por el término que se considera, 
del cociente, 

65. El cociente de dos polinomios es entero cuando el 
primer término del dividendo y los de cada uno de los res­
tos sucesivos son divisibles por el primero del divisor y al 
cabo de cierto número de divisiones se llega al resto cero. 
Luego debe verificarse además que: el último término del 
dividendo sea exactamente divisible por el último término 
del divisor. 

66. Cuando el divisor tenga una letra que no entre en el 
dividendo, no se necesita intentar la operación para con­
vencerse de su imposibilidad, si el cociente ha de ser en­
tero. 

Cuando no se conozca á primera vista si el cociente 
será entero, se podrá intentar la operación, y para fijar 
ideas supondremos que se trate dedos polinomios ordena­
dos según las potencias descendentes de una letra. (**) 

En este caso los grados de los restos y de los términos 
del cociente van disminuyendo por relación á dicha letra, 
luego si llegamos á un resto menos elevado que el divisor 
y distinto de cero, podremos afirmar que la división no se -

(*) El teorema es cierto aunque la división no sea exacta, poro lademos-
t rac ión no es propia de esta obra. 

{'*) Si -los polinomios es tán ordenados por relación á las potencias ascen­
dentes de una letra, los grados de los t é r m i n o s del cociente v de los primeros t é r ­
minos de los restos irán creciendo y podría prolongarse indelidamente la opera­
ción. Sin embargo, para que la división sea exacta se necesita que el ú l t imo té r -
minodel cociente sea el mismo que se ob tendr ía dividiendo los dos ú l t imos té r ­
minos del dividendo y del divisor (núm. 65) luego si llegamos á un t é r m i n o del 
cociente, cuyo exponente sea la diferencia entre los de los dos ú l t imos t é r m i n o s 
citados sin que el resto correspondiente sea cero, podemos a í l r m a r que la di ­
visión no es exacta. 
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rá exacta, porque ya el primer término del resto no es di­
visible por el primero del divisior. 

Ejemplo: 
X' + 8^ +18«5 + 13x* + Zx* + a?2 + 3ÍC + 2! a?'' + 3^5 + 2a4 

—3^'— 2.5 t '\x +5 1 
5a?6 +16a?5 +13a?4 + 2a?3+Í/?2 + 3« + 21 

15¿c5 —10a?4 
c-Z"r'+ 3a'4 + 2cT3 + cX25 + 3¿c + 2 . 

El primer término de este últ imo resto no es divisible 
por x̂  porque es menos elevado, luego la división no es 
exacta. 

67. Cuando la división no es exacta, pero el primer 
término del dividendo es divisible por el primero del divi­
sor, se puede efectuar la división hasta hallar el término 
del cociente cuyo grado sea la diferencia de los grados de 
los úl t imos términos del dividendo y divisor; á dicho tér­
mino le llamaremos últ imo término del cociente entero. 
Esto supuesto demostraremos el teorema siguiente: 

68. E l cociente completo de una división se compone del 
cociente entero más ana fracción cayo numerador es el 
resto y el denominador el divisor. 

En efecto, si designarnos por A el dividendo B el divi­
sor C el cociente y R el resto, es evidente que el resto pro­
viene de restar del dividendo el producto del divisor por 
todos los té rminos obtenidos del cociente, luego se tendrá 

A — B . C = R 
añadiendo B . C á los dos miembros 

A = B . C + R 
y dividiendo por B se tendrá 

A - C4- * B B 
cuya igualdad demuestra el teorema 

En el ejemplo del núm. 06 tendremos. 
+.&*?«+I8a?5+1 + + « 2 + 3 á ? +"2 x* + 3c9?4 + 2x1 + x~+3;/?+2 

.v-S I ! , / - ! 2/ ¡ W 3 ^ + 2.r4' 
69. De lo expuesto en los párrafos anteriores se dedu­

ce la siguiente: 
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REGLA. Para dividir dos polinomios ordenados del 

mismo modo por relación á una letra, se divide el primer 
término del dividendo por el primero del divisor ij se ten­
drá el primer término del cociente; se multiplica este por 
todo el divisor y el producto se resta, del dividendo: el pri ­
mer término del resto ordenado se divide por el primero 
del divisor y se tendrá el segundo término del cociente, que 
se multiplica por todo el divisor: el producto se resta del 
primer resto y se obtendrá, el segundo resto: con este resto 
se procede como con el primero y se continúa la operación 
hasta obtener el último término del cociente. 

Si el resto correspondiente al último término del co­
ciente es cero, la división es exacta: en el caso contrario 
ya hemos dicho, en el núm. anterior, como se puede com­
pletar el cociente. 

Consecuencias de la división. 

70. , TEOREMA. Cuando se divide un polinomio entero en 
x y ordenado por relación á las potencias descendentes de 
x, por el binomio x — a, el resto de la división es el mismo 
polinomio sustituyendo en vez de x, a. 

Sea el polinomio propuesto 
koxm + A i ^ ' - l + A ^ ' " - 2 + + Am-lX' + Am. (*) 

Como el divisor x — a es de primer grado, la división 
se hará hasta llegar á un resto que no contenga x: luego, 
sí este resto existe es independiente de x. Designemos por 
C el cociente y por R el resto de la división y tendremos 
(núm. 68). 
Ao A i ^ - i + A 2 ^ " i - 2 + . . . +K,n-ix+km={x - a ) C + R 

Esta igualdad se verifica para todos los valores que se 
atribuya á x y por consiguiente si hacemos x — a ten­
dremos: 

Aoa'" 4- Aia'»-1+Aga'"-2 + + Am-ia+A,n=(a—a)C+R 
pero («—a)C—O, luego el primer miembro es el polinomio 
propuesto sustituyendo en vez de x al valor a, y el segun­
do miembro el resto R, conforme quer íamos demostrar. 

(*) Los puntos indican los t é r m i n o s intermedios entre el tercero y el penúl t imo. 
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Si la susti tución de x por a, anula el polinomio el res­

to será cero y por consiguiente la división será exacta. 
Recíprocamente si la división es exacta el resto R=0 , 

luego sustituyendo x por a el polinomio se anulará . 
De esto se deduce que: la condición necesaria y sufi­

ciente paro, que un polinomio entero, y ordenado en x, sea 
divisible por x—a, es que el polinomio se anule haciendo 
x=a. 

71. E l binomio xm—am es divisible por x—a. 
En efecto, el resto es el resultado de hacer en el divi­

dendo x = a (núm. 70) luego el resto será a"1 — am = 0. 
Hallemos el cociente de x'n—a'n por x ~ a . 

x'n —am 
Primer resto a Xni~l—a1n 
Segundo resto a2X'n~ 2—am 

x—a 
xm~i 4. axm-2+a?xm-*+... + am-2x+«^- i 

penúl t imo resto arn~lX—a"1 

úl t imo resto ain —am=0 
E l cociente es del grado m — 1; sus términos son todos 

positivos; los exponentes de x van disminuyendo y les de a 
aumentando, de unidad en unidad, hasta el último término, 
que es am~ 1 y el último resto es cero; luego la división es 
exacta. Tendremos pues 
xm — am _ 

x—a 
x̂ —â  

-1+ax>n~2+a2¿cm-3 am~2x+a™-1 (1) 

Ejemplo: •xh+ax4+a2^ + aÁx2+a^x+a5 
x—a 

72. E l binomio xm + am no es divisible por x—a 
En efecto, el resto es (núm. 70) am+am=^2am. En cuan­

to al cociente entero es el mismo de la división anterior, 
como lo prueba la identidad 
xxn+am xm—am , 2o,'" 

a x—a x—a 
luego se tendrá 
x'n+a," 

x—a 

x—a 
•je'"-* + axm-2+a2xm~* + ...+a.m-2x+a' 

9r/m 
-1 + - ^ - (2) 

x—a 
31 
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Eiemplo: =xi + aae* + «2«2 + a* x + a4 
^ ^—a 

73. E i binomio xm — am es divisible por x + a si m es 
par, y no lo es si m es impar, dejando por resto en este ca­
so —2a™. 

En efecto, x + a — x - - (— a), luego el cociente se ob­
tendrá sustituyendo en la igualdad (1) en vez de a, — a y el 
resto será el resultado de sustituir (— a) en vez de x en el 
binomio xm~ am; luego el resto será (— ayn — am. 

Pero si rn es par, el número de factores negativos de 
(—ayn es par y el resultado será positivo (núm. 23), es decir, 
(— a)m = am, luego en este caso el resto será cero: y si m es 
impar (— a)m será negativo (núm. 23) é igual á — am; lue­
go el resto será — a'n — am — —2am. Tendremos, pues 

x + a x-\-a 
Los términos que contienen potencias pares de a son 

positivos, los que contienen potencias impares negativos, 
luego son alternativamente positivos y negativos. 

Ejemplos. 1 / = ¿c5 — ax^ + a2a;3 — â x2 + a4£t? - a5 
¿c + a 

0 c-c5 — a5 , . , , 0 0 , . 2a5 
2.' - — • = .x'4 — ax¿ + a2x2 —a^x + ai 

x + a x+a 
74. E l binomio xm + am es divisible por x + a, si m es 

impar, y no lo es cuando m es par, dejando en este caso por 
resto 2a'n. 

Del mismo modo que en el caso anterior se deduce 
X m + am „ , C a ) m A - a m 
^ + a x + a 1 
Ejemplos. T.0 - — - ^ - — ^ — ax* + a2 x2 — efix + a4 x + a 

a?4 + a 4 ' 2 a 4 
2- ^ , ̂  = x * — ^ + - ^ + 
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LAS FRACCIONES ALGEBRAICAS. 

CAPÍTULO PRIMERO 

C Á L C U L O DE LAS F R A C C I O N E S . 

/ . División y propiedades de las fracciones. 

75. Fracción algebraica es el cociente indicado de dos 
cantidades. E l dioidendo se llama numerador, el divisor 
denominador y ambos juntos términos de la fracción. 

Las fracciones algebraicas se escriben como las arit­
méticas, pero son expresiones mucho más generales, por­
que sus términos pueden ser enteros, fraccionarios, ó i n -
comensurables, y en todos estos casos positivos ó nega­
tivos. 

Las propiedades de las fracciones ar i tméticas son ex­
tensivas á las fracciones algebraicas, porque son las mis­
mas de los cocientes que ya se demostraron (núm. 28) y 
ahora no tendremos más que cambiar las palabras divi­
dendo, divisor y cociente, en numerador, denominador y 
fracción. 

Por otra parte, si quis iéramos demostrarlas nueva­
mente, no tendr íamos más que repetir lo dicho al tratar 
de las razones geométricas (Arit., 328). 

76. Como los dos términos de una fracción se pueden 
dividir por una misma cantidad, se podrán suprimir los 
factores comunes á numerador y denominador cuando los 
haya. 

6a2¿) 3a a2 — 2a6 + fr2 _ (a—fr) (a—¿0 = Q—fr 
jemp0S- 4 ^ ~ ~ 2 ? a2-¿>2 ~ {a -b){a+b) « + 6 

en el primer ejemplo el factor común suprimido es el mo­
nomio 2ab, en el segundo el binomio a — b. 
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E l método general para simplificar una fracción alge­

braica es hallar el máximo común divisor de sus dos tér­
minos y dividir por él. Cuando los términos son mono­
mios, el m. c. d se halla como si se tratase de núme­
ros descompuestos en factores primos (Arit., 170); pero 
si los términos son polinomios, la operación de hallar el 
m. c. d. no es del dominio de estos elementos y sólo se ha­
lla en algunos casos particulares, análogos al segundo 
de los ejemplos anteriores. 

77. Los términos de una fracción se pueden multiplicar 
por una misma cantidad sin que la fracción se altere, por 
consiguiente varias fracciones se podrán reducir á un co­
mún denominador por los mismos procedimientos que en 
Aritmética. 

Según esto, habrá un método que consistirá en sim­
plificar las fracciones, si es posible, y multiplicar los dos 
términos de cada una por el producto de los denominado­
res de las demás. (Arit. 193) 

Ejemplo. Reducir á un común denominador las frac­
ciones 

a a' a" 
1)' T" JP' 

Multiplicando los dos términos de la primera por b'b", 
los de la segunda por bb" y los de la tercera por bb' resul­
tará 

a ab'b" a: a'bb" a" _ a"bb' 
'I ~~ bb'!)"' b' ~ bb'b'" 1? ~ bb'b" 

El segundo método consistirá en simplificar las frac­
ciones, hallar el mínimo común múltiplo de los denomina­
dores y multiplicar los dos términos de cada fracción por 
el cociente de dividir, dicho mínimo cómún múltiplo, por su 
denominador. 

Este método general no le podemos aplicar sino en los 
casos en que los términos de las fracciones se puedan des­
componer en factores primos. 

Ejemplo. Reducir á un común denominador las 
fracciones 
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n P 
3c2d{a + b) 6c2 {a — b) 4de{a? — b2) 

El mínimo común múltiplo de los denominadores es 
12c'¿de{a2 — b2). Los cocientes de dividirle por los denomi­
nadores de las fracciones son 4e(a —6), 2de (a + b), Se2, 
luego tendremos: 

m __ áem {a — b) n 2den (a + b) 
de2d {a + b) 12c2de(a2 -

P 
4de (a2 — b2) 

b2) 6c2 (a — b) 
— 3c2/? 

12c2de{a2 — b2) 

Í2c2de {a2 — b2) 

I I . Las operaciones con las fracciones. 

78. Para sumar ó restar fracciones de igual denomina­
dor se suman ó restan los numeradores y se parte el resul­
tado por el denominador común: si no tienen igual denomi­
nador se reducen previamente á un común denominador. 

Se demuestra como en la Aritmética (núm. 329). 
Ejemplos. I.0 Sumar las fracciones 

m n p 
dc2d{a + b) fie2 (a — b)' 4de (a2 - b2)' 

Reduciendo á un común denominador (núm. 77) ten­
dremos: 

m n p 
3c2d {a + b) 

4em (a — b) 
+ 6c2 [a—b) + \de (ja2 — b2) 

2clen{a + b) . Sc2p 
+ 12c2de {a2 — b2) ' 12c2de (a2—b2) 

4em (a + 6) + 2den (a + b) + 3c2p 

+ 12c2de {a2 -b2) 

•J o 

12e2de {a2 — b2) 
Restar las fracciones m 

3c2c¿(a + ó) ' Qc2{a — b) 
Reduciendo á un común denominador 
m n 2(a — b)m d{a + b)n 

'Sc2d (a + b) 6c2{a~b) 6c2d {a2 — b2) 6c2d {a2 
2(a- - b)m — d(a + b)n 

b2) 

. — 6c2d {a2 - b2) 
Si el sustraendo es un polinomio, se cambian los sig­

nos á todos sus términos. 
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79. Para multiplicar dos ó más fracciones se Jorm,a el 

producto de los numeradores y se parte por el producto de 
los denominadores. 

Se demuestra como en la Aritmética (núm. 330). 
a —b {a + bf 

Ejemplo. Multiplicar las fracciones a + 6' «2 + 62 
a ~ b { a + b)2 (a — 6) (a + bf 

x a + b a2+b2 ~'{a + b){a2 + b2) 
y simplificando 

a — b ja + b)2 (a-b) ia+b) 
a + b ^ a2 + W ~ a2 + b2 

80. Para dividir dos fracciones, se multiplica el dividen­
do por la fracción divisor invertida. 

Se demuestra como en la Aritmética (núm. 333). 
. a + b (a + b)2 

Ejemplo. Dividir as Iracciones y ŷ -
i 1 a — b J a2 + b2 

a + b . (a + b)2 _ {a + b) {a2 + b2) 
a — b ' a2 + b2 "~" {a — b) (a + b)2 

y simplificando 
a + b . (a + b)2 _ a2 + b2 
a — b ' "a2 + b2̂  ~ at^b2 

CAPÍTULO I I . 

C Á L C U L O DE L A S C A N T I D A D E S CON E X P O N E N T E S N E G A T I V O S . 

81. E l producto de dos potencias, de expolíente negativo 
ambas, ó una de exponente positivo y otra negativo, de una 
cantidad, es otra potencia de la misma cantidad, cuyo ex­
ponente es la suma algebraica de los exponentes de los fac­
tores. 

Sean las cantidades a-m y a-n tendremos (núm. 57) 
' • 1 1 : ' • ' • -a - m ~ _ y a - n - _ 

a'n J a-n 
multiplicando ordenadamente estas igualdades 

a-m x a~n — x — 
am an 
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aplicando al segundo miembro la regla de multiplicar dos 

fracciones, será igual á — -— y poniendo esta últ ima ba-
a m + n 

jo la forma de cantidad entera con exponente negativo, 
será a-m-p; luego 

a-m x a-n = a~m~n 
Si una de las cantidades tiene exponente positivo, 

tendremos: 
1 an a-m x an = — x an = — • a,n am 

y aplicando á la úl t ima la regla de la división de dos po­
tencias de exponente positivo (núm. 57), será igual á a«-m 
ó bien a—m+" de donde 

a~m x a n = a-m+n 
Del mismo modo am x a—n = am—n 

82. E l cociente de dos potencias, de exponente negativo 
ambas, ó una de exponente positivo y otra negativo, de una 
cantidad, es otra potencia de la misma cantidad, cuyo ex­
ponente es la diferencia algebraica entre los exponentes del 
dividendo y del divisor. 

1 1 Dividiendo las igualdades a—m — -—, a—11 = — tendre-am an 
mos: 

, _ n _ 1 . 1 „ a t l 
a ' a '~a7n' 0* ~~ am' 

Qll 
pero — = an~m, ó bien igual áft-m+'1, luego resultara 

dm 
a-~m : a-'1 == a-m+n 

conforme á la regla, enunciada puesto que para restar el 
exponente — n hay que cambiarle el signo. 

Del mismo modo se obtiene por sucesivas transforma­
ciones 

1 1 
a - m : a» an = « m am+n 

1 am-\-n 
a m : a-n ^ am : = ——• = am+n 

an 1 
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83. Cuando se efectúa la división dedos polinomios 

ordenados por relación á las potencias descendentes de la 
letra ordenatríz y el cociente no es exacto, se da por ter­
minada la operación cuando se llega á un resto menos 
elevado que el divisor; pero haciendo uso de los exponen­
tes negativos se puede continuar la operación y en muchos 
casos se llega al resto cero. 

Ejemplo; a"+8a6+18a5+13a4-f2a3+a2+3a+2 
—3a6— 2 a5 

5o«+16a5 + 13a4+2a3 + a2+3a+2 
-15a5—10a4 

Resto del cociente entero a5+ 3a4 + 2a3 + a2+3a+2 
— 3a4 -2a¿ 

a6+3a5+2a4 
a + 5+a~i + a-4 

a2+3a+2 
—3a—2 

Conviene advertir que el úl t imo término del cociente 
es el cociente de los dos úl t imos términos del dividiendo y 
divisor, así a-4 = 2 : 2 a4. Por consiguiente si cuando se 
llegue á un término en que la letra ordenatríz tenga por 
exponente la diferencia entre los exponentes de los últimos 
términos del dividendo y divisor no se obtiene el resto cero, 
la operación se prolongará indefinidamente. 

Ejemplo: a 
+ b 

a—b 
1 + a-̂ b + a-262+a-363+, 

+a~46 
+ a-W 

+ .•• 

Desde el segundo término del cociente los exponentes 
de a son negativos y van creciendo, negativamente, de uni­
dad en unidad, mientras que los de b son positivos y crecen 
de unidad en unidad; pero es evidente que la operación no 
se te rminará nunca. Este resultado debíamos preverle, 
porque siendo el dividendo un monomio, el cociente no 
puede ser ni un monomio ni un polinomio. 



L I B R O n i . 
LAS POTENCIAS Y RAÍCES DE LAS CANTIDADES 

ALGEBRAICAS. 

CAPÍTULO PRIMERO. 

POTENCIAS Y RAÍCES DE LOS MONOMIOS. 

/. Potencias de los monomios. 

84. Potencia de una cantidad es, corno en Aritmética, el 
¡iroducto que resulta de tomarla varias veces por factor. El 
número de veces que se la toma por factor se llama ex-
ponentey se escribe á la derecha y á la parte superior de 
la cantidad. Así la m-ésima potencia de a es am. 

85. Las potencias de grado par, de cualquiera cantidad, 
son positivas, las de grado impar, del signo de la cantidad. 

Es una consecuencia de la regla de los signos (núme­
ro 23). (*) 

Así, ( ± a)2"1 + « 2 ' » ; ( + af"1 + i = ± a2'" + 1 
86. La potencia de un producto es igual al producto de 

las potencias del mismo grado de sus factores. 
La misma demostración que en la Aritmética (núm. 7G) 
Así, iabc)'1 =.{abc) iahc)... = acta... bbb... ccc... = a" bn cn 

87. La potencia de un cociente es igual al cociente de las 
potencias del mismo grado de sus términos. 

Arit . 232. 
, / a V'1 a a a _ aaa... am 

Asi, — h. -— — bm 
Este teorema se suele enunciar as í : paĵ a elevar una 

fracción á una potencia se elevan, numerador y denomi na-
dor á dicha potencia 

(*) La forma 3m exprosa cualquier n ú m e r o par, puesto que 2ni es múl t ip lo de 
2, y la forma 2tn + 1 es un n ú m e r o impar cualquiera. 

á2 
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88. La potencia de una potencia es otra potencia, de la 

misma cantidad, cuyo exponente es el producto de los ex­
ponentes. 

Arit . 75. 
Así, {an )m = ananan = an+n +« — an'n 
Del mismo modo se demuestra en general 

( a M ) N ) P - — aMNP--

89. Todos estos teoremas son ciertos cuando los expo­
nentes son negativos, y se demuestran reduciendo á la for­
ma fraccionaria. 

Así (an')-~m— — = —̂ — =- a~nrn 
j - { a n ) m anrn 

1 1 (n—n )m — — — CL—nm 
v , {an)m a»m 

I 1\~m 1 1 ia—n)—m~\—• = — — = anm 

a111 a.nm 
90 Para elevar un monomio á una ¡n tencia se pone el 

signo +, si la potencia es de grado par, y el signo de la cán* 
tidad si es de grado impar; se eleva el coeficiente á dicha 
potencia y se multiplican los exponen tes de sus letras por el 
de la potencia. 

Es una consecuencia inmediata de la regla de los sig­
nos (núm. 85) y de los teoremas (núms. 86 y 88). 

Así, (— 'áotbcWf — — 33(a2)363(c3j3(c¿4-3 ... TiaH^d>1 
Si el monomio es fraccionario se aplicarán los teore­

mas (núms. 87 ó 89). 
- 4 ^ \2 1664 , . 0 

— + o bien ( — ia-U)2c-~2)2 = + 16a-2¿>4c-4 ac2 ) a2c'¿ ' 

II.—Raices de los monomios.—Cálculo de radicales. 

91. Se llama raíz m-ésirna de una cantidad á otra can ­
tidad que elevada á la m-ésima potencia reproduce la pri­
mera. 

La raíz m-ésima, ó del grado m, recibe el nombre de 
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cantidad radical y se indica, como ya sabemos, por [/— 

en la cual el número m se llama índice de la raíz, ó del 
radical. 

92. L a cantidad a2™ tiene dos raices del grado m, una 
positiva y otra negativa. 

En efecto, tenemos (num. 38) 
{±a)2m = a2"1 

de donde, según la definición de raíz, resultará: 
^a2^ = ± a 

L a cantidad ± a2'n + i tiene una raiz del grado 2m + l , 
que será del mismo signo que la cantidad a2m + K 

En efecto, se tiene 
(±a)2ni+i-~ ± a2'«+i 

luego en virtud de la definición de raíz 

2 ni +1 

1/ ^ m + i _ - + a 

Las raices de grado par de una cantidad negativa no 
son ni positivas ni negativas. 

Porque una cantidad positiva ó negativa elevada á una 
potencia de grado par da un resultado positivo. Las canti­
dades positivas y negativas se llaman cantidades reales. 
Por oposición á éstas, las raíces de grado par de las canti­
dades negativas se llaman imaginarias; hoy se designan 
también con el nombre de cantidades comp/e/as. (*) 

93. En lo que va á seguir supondremos que las canti­
dades subradicales son positivas y sólo nos ocuparemos 
de los valores positivos de los radicales, á ios cuales se de­
signa con el nombre de radicales aritméticos. Por consi­
guiente como cada cantidad positiva tiene una sola raíz 

aritmética, si suponemos que = a, es la raíz ari tméti-

• : (, 
casos t L 
demuest 
grado 
casos 
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ca, razonaremos como si el primer miembro de esta igual­
dad tuviese un solo valor. 

94. Si la cantidad subradical tiene un exponente múlti­
plo del Índice de la raíz, se extrae la raíz dioidendo el ex­
ponente de la cantidad subradical por el índice de la raíz. 

Decimos que 
m 

Va'1™ — an 
En efecto, se tiene (a")'n~am" (núm. 88), pero como 

m 
admitimos que l/a'"" tiene un solo valor y su potencia del 

m 
grado m es por definición a'"", las dos cantidades Vanm y 
a" serán iguales, por tener la misma potencia de grado m. 

Ejemplos: Vam — a, 1/^"' ~ a2, Vcfi = a2. 
95. ADICIÓN Y SUSTRACCIÓN DE RADICALES. La adición y 

sustracción de radicales están sometidas á las mismas 
reglas que la adición y sustracción ordinarias. En cuanto 
á las simplificaciones que pueden hacerse en los resulta­
dos, casi siempre dependen de las operaciones que vamos 
á estudiar. 

96. MULTIPLICACIÓN DE RADICALES DEL MISMO ÍNDICE. 
Para multiplicar radicales del mismo indícese multiplican 
las cantidades subradicales y el producto se escribe bajo el 
índice común. 

Decimos que 
ni . ra m m • ' 

V'a x V i , ' x Ve — '/"abe. (1) 
En efecto, hemos demostrado (núm. 86) que la poten­

cia de un producto es igual al producto de las potencias 
del mismo grado de sus factores, luego 

;n ni rn m in m m ni m m 
[Va x Vh x Ve') = : { V a ) (Vb ) ( V r i 

m rn m •,111. m rn 

pero, por definición, { Va ) =z a, (Vb ^ = b, (Va ) =zc 
entonces tendremos 

m m rn ni ' 
i V a ' x y'b x Ve") —abe 
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Como tratamos sólo de los valores aritméticos y por 

consiguiente cada cantidad tiene una sola raíz, puesto que 
la potencia del grado m del primer miembro de la igualdad 
(1) es abe y la del segundo miembro también es abe, laVe-
ferida igualdad (1) será cierta. 

97. La igualdad (1) prueba también el teorema recíproco 
de la multiplicación de radicales: dicho teorema, que es 
muy importante, se enuncia así: La raiz de un producto es 
igual al producto de las raices del mismo grado desús fac­
tores. 

Cuando la cantidad subradical se puede descomponer 
en dos factores, uno dé los cuales es potencia exacta del 
grado marcado por el índice, dicho factor se puede sacar 
fuera del radical, extrayendo la raíz indicada. 

En efecto, tenemos (núm. 96) 
m rn m 

\/'aÁmb — Va^'n X ^¿T 
m. 

pero, i/a3"1 — a3 (núm. 94) 
luego sustituyendo este valor en la igualdad anterior 

m ra 

Vaimb — aiVb (2) 
Cuando, al contrario, se quiere introducir un factor 

bajo el signo radical se le eleva á la potencia indicada por 
el índice. 

Lo prueba la igualdad (2) 
Ejemplos: lalM'Zacd — V^aW.Zacd — VmotiPcd 

3 _ 3 

iab + c) \/Mcl — V'üab + cfad 
98. El teorema del número anterior se aplica inmedia­

tamente á la extracción de raíces de los monomios, porque 
estos son productos de varios factores. Por consiguiente si 
los exponentes de sus letras son múltiplos del índice de la 
raíz, tendremos la siguiente: 

REGLA. Para extraer una raíz de un monomio, se ex­
trae dicha raíz del coeficiente ij se afecta cada letra de un 
exponente igual al cociente de dividir, el que tiene bajo el 
signo radical, por el índice de la raiz. 
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m 

Ejeniplos: ^"^' ' 'c2' '1--a/Aj2 
'á -
ysatotct = 2abé 

Si el monomio tiene letras cuyos exponentes no son 
múltiplos del índice de la raíz, se dividen todavía por el ín­
dice de la raíz; los cocientes son los exponentes del factor 
cinc sale faera del radical y los restos los exponentes en el 
factor que queda bajo el radical. 

Porque esta operación equivale á descomponer el ra­
dical en dos factores (núm. 97), uno de los cuales tiene raíz 
exacta y se extrae aplicando la regla anterior. 

.3 ' W -a 3 y 
Ejemplo: ^24aW? ~ i / g a W e . 2c2cl^2acd2 V<¡>cH 

/72rt3/;5f;i — 6«62c2 Vial). 
99. DIVISIÓN DE RADICALES DEL MISMO ÍNDICE. Para di­

vidir dos radicales del mismo índice se dividen las cantida­
des subradicales y el cociente se escribe bajo el índice 
común. 

En efecto, tenemos la identidad 
a • . . . • - • • . a = ~- x b 

y extrayendo de ambos miembros la raíz m 

a 
x V a - y b :< Vb 

y dividendo ambos miembros por V]j 
m 

a 
b m ~ 

Vi, 
100. Del teorema anterior se deduce que: la raíz de un 

cociente es el cociente de las raíces del mismo grado de sus 
términos, ó bien la siguiente: 

REGLA. Para extraer una raíz de un grado cualquiera 
de unajracción, se eaitrae la raíz del mismo grado del nu­
merador y se parte por la del denominador. 
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5a¿>2 

V 1 2 a c t f b W V'vzaW 

'Me V2de2 
101. ELEVACIÓN Á POTENCIAS DE LOS RADICALES.—Pam 

eleoar un radical á una potencia, se eleva á dicha potencia 
la cantidad subradical. 

En efecto; se tiene en virtud de lo dicho (núm. 96) 

^ a . ) ==V^.x V a ' x Va = Va'> 
102. EXTRACCIÓN DE RAÍCES DE LOS RADICALES.—Para 

extraer una raíz de un radical, se multiplican los índices, 
dejando la misma cantidad subradical. 

Según el enunciado, debemos demostrar que 

En efecto; si elevarnos el primer miembro á la poten­
cia m y después á la n, lo cual equivale á elevar de una vez 
á la potencia mn (núm. 88), tendremos: 

— \ z=z a 

pero la potencia del grado mn de [/a es igual á a, luego la 

igualdad (3) será verdadera. 
En virtud de este teorema se tendrá también 

puesto que ambas cantidades son iguales á [/a 
103. Se puede inversamente descomponer el índice de 

un radical en sus factores simples, lo cual se aplica á la 
extracción de raíces de grado superiores cuando el índice 
no tiene más factores primos que 2 y 3. 

Ejemplo: 
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6 V » ' 

^15625 - = 1 / |/15625 - ^125 5 
104. ¿7/2 radical no se altera cuando se multiplica su ín­

dice por un número, si al mismo tiempo se eleva la cantidad 
subradical á la potencia indicada por este número.. 

En efecto, tenemos la igualdad 
/ n \ n n _ 

dP = ó bien aP — VanP 
y extrayendo la raíz del grado m de los dos miembros de la 
úl t ima igualdad se tendrá (núm. 102) 

m mn , 

VaP = \/a"p (4)v 
105. Un radical no se altera si su índice se divide por 

uno de sus factores y de la cantidad subradical se extrae 
la raís del grado que marca dicho índice. 

Lo demuestra la misma igualdad (4) pasando del se­
gundo miembro al primero. 

106. SIMPLIFICACIÓN DE RADICALES. Simplificar un ra­
dicales una operación que consiste en suprimir todos los 
factores comunes al índice y al exponente de la cantidad 
subradical. 

Esta operación no altera el valor del radical, porque 
suprimir un factor en el exponente de la cantidad subra­
dical equivale á extraer la raíz del grado indicado por di ­
cho factor. 

Ejemplos: 12 4 _ 6 3 

107. REDUCCIÓN DE RADICALES Á UN ÍNDICE COMÚN. Paro-
reducir radicales á un índice común, se simplifican si se 
puede, se forma el mínimo común múltiplo de los índices, 
que será el índice común, y cada cantidad subradical se ele­
va á la potencia cuyo exponente es el cociente de dividir el 
índice común pjor el índice correspondiente. (*) 

Por el enunciado se comprende que ningún radical se 
habrá alterado (núm. 104), puesto que el factor, por el cual 

(*) Estos enunciados se pueden deducir de los correspondientes en la sii 
pliñcación y reducción de quebrados á un común denominador, cambiando I 

nu­
las 

palabras numerador, en exponente de la cantidad subradical y denominador, en 
índice de la ra íz . 
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se multiplica el índice, es el mismo que multiplica ál ex-
ponente de la cantidad subradical. 

Ejemplo. Reducir á un índice común los radicales 
12 _ 8 _ 
V a \ Va, Vc$ 

Los radicales propuestos no se pueden simplificar: el 
mínimo común múltiplo de los índices es 24, luego este 
número será el índice común y habrá que elevarlas canti­
dades subradicales á las potencias 2, 12, 3, que son los co 
cientes de dividir 24 por los índices respectivos 12, 2, 8. Por 
consiguiente 

12 12.2 24 _ 12.2 24 
V W — V t f * — VaV, Va V^ñ — Vayi, 

8 8.3 3 1 _ 
V'ai = Va** ~ Va* 

108. MULTIPLICACIÓN Y DIVISIÓN DE RADICALES DE DIS­
TINTO ÍNDICE.—Pam multiplicar ó dividir radicales de dis­
tinto índice, se reducen á un índice común y se efectúa la 
operación según la regla correspondiente al caso en que los 
índices son iguales. 

Ejemplos: 
12 8 24 24 _ 24 _ 24 . 
l/a? . Va . Va* = V^U . | / a i 2 . 1/^9 — [ / a3^ 

15 45 _ 
/ a n _ Va.™ 45 

L/a l i / a20 

109. Dos radicales, del mismo índice, son semejantes, 
cuando tienen la misma cantidad subradical, ó se pueden 
transformar de modo que la tengan. 

Val), 5V'ah, 2aVali, IbVab, son radicales semejantes. 
Los factores 3, 5, 2a, 7/;, de los radicales, se consideran 
como coeficientes. 

a 8 _ _ it 
Vah, VialA, se pueden trans-Los radicales 2 Va^b. 

b V i 
3 

formaren los siguientes 2a l / r tó ,—^«6, 6i/7 ' ' ^ ab, que 
son también semejantes, siendo sus coeficientes 2a, — 1 , 
- 3 _ ''• " 

61/7. 
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110. APLICACIONES. 

(a + 1/6) + (a — l/ft) = 2a 
• (a + ^6) — (a — 1/6) =r 2Í/6 
(a + l/fe) (« — 1/6) =0,* — b 
(a + l/^j2 ̂  a2 + 6 + 2al/6 
a + 1/6 (a + 1/6) (a + 1/6) = a2 + 6 + 2Q; -
a _ l / ^ ~ (a _ 1/̂ ) (a + i/6) ~ a2 - ¿> «2 - ^ 

CAPÍTULO I I . 

Cálculo de las cantidades con exponentes fraccionarios. 

111 Hemos dicho (núm. 98) que para extraer la raíz de 
un monomio se divide el exponente de cada una de sus le­
tras por el índice de la raíz y que los cocientes son los ex­
ponentes de las letras, fuera de la radical, y los restos los 
exponentes de las mismas, dentro del radical. Si ahora 
convenimos en dejar indicada la división, cuando el expo­
nente no sea múltiplo del índice de la raíz, podremos dar 
á un radical la forma de una cantidad entera con exponen-
te fraccionario, del modo siguiente: 

m n 

Va/1 — a™ 
De suerte que: toda cantidad con exponente fracciona­

rio es una raíz, de la misma cantidad, siendo su índice el 
denominador y su exponente el numerador del exponente 
fraccionario. 

112. Para multiplicar dos potencias de ex'ponente frac­
cionario de una cantidad se sigue la. misma regla que si los 
exponentes fuesen enteros, es decir, se suman los expo­
nentes. 

En efecto, se tiene 

am = Van 
q_ p 

ap — Vai 
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multiplicando ordenadamente 

n_ q m P 

am x aP ~ . Vap x VQ/T 
pero reduciendo á un índice c o m ú n los radicales del se­
gundo miembro y mul t ip l i cándolos d e s p u é s ( n ú m . 96) ten­
dremos, por transformaciones sucesivas 

m p mp mp mp 

y dando á la ú l t ima la forma de cantidad entera con expo-
np ~{~m(7 n , ^ 

nente fraccionario será a mp , ó bien, a'™ P, de donde 
n q n _ l q 

am X QP =z ojñ P 
113. Para dividir dos potencias de exponente fracciona­

rio de una cantidad, se restan los exponentes. 
Dividiendo las dos igualdades del n ú m e r o anterior 

tendremos: 
n q m p 

a/ñ-.aP ~ ; 
reduciendo á un índice c o m ú n y dividiendo después ( n ú ­
mero 99) resultará 

m p mp mp mp 

VaP : Vav = \/añp : \/amci —- \/aNP-m(i 
y volviendo á los exponentes fraccionarios, la ú l t ima será 

n p—mq n q 

a MP ó biena'n~ P de donde 
n q n q 

a m ; a p — am ~ P 

114. Para elevar una potencia á otra potencia se multi­
plican los exponentes, aunque uno ó los dos exponentes 
sean fraccionarios. 

E n efecto, tenemos 
p 

/ n\<1 (m \q { / C 1 1 \q 
[a^jp — \yan]p = v y/a*1) 

mp 
pero la ú l t ima expres ión es igual á ^anci (núm. 102) 

nq 
luego volviendo á los exponentes fraccionarios será aMP F ó 

n q 
bien, am' ^ , de donde 
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n\(i_ n_ ti 

amjP — am ' P 
115. ESCOLTO. Si los exponentes son Jraccivnaríos ne­

gativos, todavía se aplican las mismas reglas. 
Para demostrarlas basta recordar la significación del 

exponente negativo. 

1 
Así, a m — - , y el procedimiento de la demostra-

am 

ción es el mismo que seguimos en los números 81 y 82. 

CAPÍTULO I I I . 
CÁLCULOS DE LAS CANTIDADES IMAGINARIAS Ó COMPLEJAS. 

116. En el núm. 92 hemos dicho que las raíces degrado 
pardo las cantidades negativas no son ni positivas, ni ne­
gativas, y que han recibido el nombre de cantidades ima-
í/i/íar/acS por oposición al de reales, que reciben las p r i ­
meras. 

Como el nombre de imaginarias parece indicar que son 
un producto de la imaginación y que j amás tienen exis­
tencia real, se ha adoptado modernamente el nombre de 
cantidades complejas, porque en muchos casos tienen i n ­
terpretación, aunque nosotros no podemos ocuparnos de 
estudiarla. 

Toda cantidad compleja de segundo grado, V— A, se 

puede escribir así 1 A x —1 = ^ A x v — 1 , y si los va­
lores de KA son ± a, se tendrá: I7 — A —- ± a '/—-1 

En Álgebra superior se demuestra que toda cantidad 
2m 

compleja 1/— A, tiene 2m valores de la forma a + b ^ — l , 
por lo cual sólo nos proponernos ocuparnos de las canti­
dades de esta forma. 

117. Para abreviar haremos [/—{~ l y tendremos por 
definición Í2 = — 1, de donde se deducen las potencias de i 



— 261 — 

l¿ = ¿2 x ¿ ~ — ¿ 

En general 

¿4n + l _ ¿4» x ¡ — i 

¿4n + 3 = ¿4/1 x ¿3 = p 

De lo cual resulta que para hallar una potencia de cual­
quier grado de i, ó sea de se divide el exponente de la 
potencia por 4 y la potencia pedida será igual á la que tenga 
por exponente el resto de la división. 

118. Dos cantidades a - f 6¿, a — bi, que tienen la misma 
parte real é iguales y de signo contrario los coeficientes de 
i se llaman imaginarias, ó complejas conjugadas. El valor 
aritmético del radical l/a2+¿»2, se llama módulo de las ex­
presiones ± a i bi. 

De esta definición se deduce que el módulo de la can­
tidad real ± a es a, porque siendo ¿) —0, se reduce al valor 
aritmético del radical que es a. 

119. La suma de dos binomios complejos conjugados es 
un monomio real. 

En efecto, es evidente que 
ia + bi) + {a — bi) = 2a 

120. La diferencia de dos binomios complejos conjugados 
es un monomio imaginario. 

{a + bi) — {a — bi) ~ a + bi — a + bi=-2 bi 
121. E l producto de dos binomios complejos conjugados 

es un binomio real. 
Teniendo presente que¿'2 —— 1, y ap l icándola regla 

de la multiplicación de dos polinomios, tendremos: 
{a + bi) {a — bi) = a2 + abi — abi — b2i2 = a2 +b2 

122. E l cuadrado de un binomio complejo es otro binomio 
de la misma Jorma. 

Tendremos; 
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(a + bif = (a + bi) (a + bi) = a2 + abi + a6¿ + ¿>2i2 

reduciendo y teniendo presente que ¿2 = -—-1 
(a + 5¿)2 _ (a2 _ ¿2) + 2ab¿ 

Del mismo modo se halla 
(a — bif = (a2 - b2) - 2abi 

De esta igualdad y la anterior se deduce que: los cua­
drados de dos binomios complejos conjugados son otros dos 
binomios complejos conjugados. 

123. B l cociente de dos binomios complejos conjugados es 
un binomio complejo. 

Multiplicando los dos términos del cociente por el b i ­
nomio conjugado del divisor, tendremos (*) 

a + bi __{a + bi) (a 4- bi) _ a2 — b2 + 2abi 
a — bi (a — bi) {a — bi) a2 + b2 

y separando en el últ imo miembro la parte real de la ima­
ginaria. 

a + bi a 2 ~ b2 2ab . 
+ a — bi a2 + b2 a2 + b2 

CAPÍTULO IV. 

POTENCIAS Y RAÍCES DE LOS POLINOMIOS. 

/ . Nociones de combinatoria. 

124. Varios objetos, ó entidades, á que llamaremos ele­
mentos, pueden estar enlazados entre sí según una ley 
cualquiera y formar grupos independientes del valor cuan­
titativo y cualitativo de los elementos que los constituyen, 
pero dependientes del número, ó colocación de los elemen­
tos en cada grupo. 

La doctrina de la formación de los grupos que han de 
estar relacionados según leyes dadas, constituye una cien­
cia llamada combinatoria, de la cual algunos teoremas tie-

(•) Si se multiplican los dos t é r m i n o s de una fracción A por una cantidad cual-

quiera M, la fracción no var ía , aunque A, B y M sean cantidades complejas. Se 
demuestra absolutamente lo mismo que el teorema n ú m . 328 de la Ar i tmét ica . 



- 2 6 3 -
nen inmediata aplicación á muchas teorías ari tméticas y 
algebraicas. Nosotros nos concretaremos á los más indis­
pensables para hallar elementaImente la potencia del gra­
do m de un binomio, siendo m un número entero y posi­
tivo. 

125. Representaremos por las letras de nuestro alfabeto 
los diversos elementos que entran en la formación de cada 
grupo, y aun diremos letras en vez de elementos; pero sin 
olvidar que no representan las letras cantidades, supon­
dremos también que todos los elementos ó letras son 
distintos, y que ninguno entra más de una vez en cada 
grupo. 

126. Coordinaciones, ó arreglos de m letras son los dife­
rentes grupos que se pueden formar con las m letras, to­
mándolas de una en una, ó de dos en dos, ó en general de n 
en n, de todas las maneras posibles. 

Grado de una coordinación es el número de letras que 
la componen. Las coordinaciones de primer grado se l la­
man uñarlas; las de segundo, binarias; las de tercero, ter­
narias, etc. 

De la definición se deduce que las coordinaciones de 
cualquier grado difieren unas de otras, ó por alguna letra 
ó por el orden de su colocación. 

Por ejemplo, con las tres letras a, b, c, se pueden for­
mar las siguientes coordinaciones binarias. 

ab, ac, ba, be, ca, cb 
las ab y ba difieren por el orden de las letras, las ab y ac 
difieren por una letra. 

En lo que va á seguir supondremos que las m le­
tras son 

a, b, c, d, i 
y representaremos el número de coordinaciones del grado 
n, por la notación A ' \ 

127. Las coordinaciones uñarlas de m letras, son las m 
letras, tomadas una á una, luego su número será my ten­
dremos: 

A1 = m 
m 
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ab, ac, ad, al, Las coordinaciones binarias se forman 
ba, be, bd, bh colocando al lado de cada una de las m 
ca, cb, cd el, letras, las m—1, letras restantes, una á 

una, según se indica en el adjunto cua-
la, Ib, le, Ik, dro: luego el número de coordinaciones 
binarias se obtendrá multiplicando por m —1 el número 
de coordinaciones linarias y será 

9 
A = m (m—1) 

abe, 'abd, abl. Las coordinaciones ternarias se for-
abe, acd, acl, marán agregando al lado de cada una de 

las coordinaciones binarias las m—2 le-
bae, bad, bal, tras restantes una á una, como se mani-

fiesta al margen; según esto el número 
Ika, Ikb, Ikh, de coordinaciones ternarias se obten­
drá multiplicando por m — 2 el número de las binarias, de 
donde 

= m (m — 1) (m — 2) 
Continuando del mismo modo formar íamos las coor­

dinaciones cuaternarias, y así sucesivamente. De suerte, 
que si hubiéramos formado ya las coordinaciones del gra­
do n — 1, formaríamos las del grado n, agregando, al lado 
de cada una de las del grado n — 1, las letras que no entran 
en ella una á una; pero en cada coordinación del grado 
n — 1 dejan de entrar m — [n — 1) letras, ó sea, efectuan­
do la sustracción, m — n + 1; luego el número de las coor­
dinaciones del grado n, se obtendrá multiplicando por 
m -— « + 1 el de las del grado n — 1, y tendremos: 

A^ = m (m - 1) (m — 2) (m — n + 1) (1) 

Ejemplos: AJ 5 

A* = 5 (5 — 1) = 5 x 4 = 20 

A¡* = 5(5 - l ) (& — 2) r= 5 . 4 . 3 = 60 
128. Permutaciones de n letras son las diferentes coor­

dinaciones que se pueden formar con las n letras entrando 
todas las letras en cada coordinación. O lo que es lo mis-
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mo, permutaciones de n letras son la<% coordinaciones del 
grado n de las n letras. 

De esta definición se deduce que las permutaciones de 
n letras sólo difieren unas de otras por el orden de colo­
cación de las letras. 

129. Representaremos por el número de permutacio­
nes del grado n y obtendremos su valor haciendo n = m en 
la fórmula (1) del núm. 127, de donde 

Pn = n{n — 1) O — 2) [n — n + 1) (2) 
ó invirtiendo el orden de factores 

Pn = 1 . 2 . 3 n 
el producto 1 . 2 . 3 n se suele llamar factorial n-ési-
ma y se representa por la notación ni 

Ejemplos: P4 1 . 2 . 3 . 4 = 24 
P, = 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 = . 40320 

130. Combinaciones del grado n, de m letras, son las 
coordinaciones que difieren unas de otras, no por el orden 
de colocación, sino por una ó más letras (*) 

De la definición de combinaciones se deduce que si su­
ponemos formadas todas las combinaciones del grado n y 
cada una la permutamos de todas las maneras posibles, 
se formarán todas las coordinaciones. Según esto, desig­
nando por Cni el número de combinaciones de m letras n á 

n tendremos: 
O x P = A/l 

m n m 
de donde se deduce, dividiendo por Pn 

nn — _ ^ 
m Pn 

y poniendo en vez de A« y Pn sus valores (1) y (2) 
m (m — 1) (m — 2)..... (m - - ^ + 1) 

1 . 2 . 3 . 4 n 
abreviadamente también se escribe 

/m^ 

(3) 

C) Las combinaciones se sueien l lamar t a m b i é n , aunque impropiamente, 
productos diferentes. „ . 

34 
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E j e m p l o s : C | ^ ^ | - 6 c j = ^ | ^ | - 1 5 

131. E l número de combinaciones del grado n, de m le­
tras, es igual al número de combinaciones del grado m — n 
de las mismas letras. 

En efecto, si de las m letras se separan n para formar 
una combinación, quedarán m — n, que formarán otra 
combinación del grado m — ny recíprocamente. Entonces 
tendremos 

Qyi = Qin—n 

11. Potencia de un binomio. 

132. Si elevamos al cuadrado, cubo, cuarta potencia... el 
binomio x + a, hallaremos 
{x + a)2 = x2 + 2ax + a2 
(x + af = x'¿ + Sax2 + 3a2x + a3 
(x - f a)4 = x / í +4ax* + 6a2x2 + 4.aáx + a4 
(x + a )5 = xh + 5a«4 + 10a2x'¿ + lOcî x2 + ba4x + a5 

que son polinomios homogéneos de 2.°, 3.*, 4.% 5.* grado, 
ordenados y completos en x y en a, cuyo primer término 
tiene por coeficiente la unidad, cuyo segundo término tie­
ne por coeficiente el exponente de la potencia. También se 
advierte que los coeficientes de los términos equidistantes 
de los extremos son iguales; pero en los ejemplos particu­
lares no se ve la ley que siguen en su formación. Con ob­
jeto de hallarla, formaremos el producto de m binomios 
que tengan igual el primer término y distinto el segundo. 

138. Sean los m factores binomios x -i- a, x -i- b... x + l, 
decirnos que se tendrá 

(x + a)(x + b){x + c) {x + k) (x + l)= 
'xm-2 + abe xm-'¿ + + abe... kl (*) 

+ abd (1) 
+ acd 

xxn + a 
+ b 
+ e 
+ 

+ l 

+ ab 
+ ac 
+ be 
+ 
+ kl -h hkl 

(•) Las potencias de x escritas á la derecha de las lineas rerticales mul t ip l i ­
can á los polinomios escritos inmediatamente á la izquierda de las l íneas. 
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Ante todo debemos observar que el producto de dos 

polinomios contiene los productos de cada/uno de los tér­
minos del multiplicando por cada uno de los del m u l t i ­
plicador; que si multiplicamos el producto total por un 
tercer polinomio, el resultado contendrá los productos de 
cada uno de los términos, por cada uno de los del nuevo 
factor, ó sea la suma de los productos que se obtienen to­
mando, de todas las maneras posibles, un término en ca­
da uno de los polinomios; y lo que decimos de tres se apli­
ca, por igual razonamiento, á cualquier número de poli­
nomios. 

Según esto, si se toma el primer término en todos los 
factores binomios, se tendrá el primer término xm, del pro­
ducto. 

Si en el primer binomio se toma el término a y en to­
dos los demás x, el producto será ax™-'*-; si en el segundo 
binomio se toma el término 6 y en todos los demás x, el 
producto será 6^™--!; y del mismo modo se obtendrán los 
términos cxm~^ lxrn~i, luego el coeficiente de x™—1 es la 
suma de las combinaciones uñar las de los segundos tér­
minos de los binomios. Estos términos, reunidos, son el 
segundo del desarrollo arrterior. 

Si ahora tomamos los segundos términos en dos fac­
tores binomios y los primeros en todos los demás, los pro­
ductos serán abxm~2, acxm~2, bcxm-~ y se podrán for­
mar tantos como combinaciones binarias con los segun­
dos términos de los binomios: reunidos todos, forman el 
tercer término del anterior desarrollo. 

Si tomamos los segundos términos en tres factores b i ­
nomios y los primeros en los demás, los productos serán 
abcxm~*, abdxm-*, acclx111-*..... siendo el número de estos 
términos igual al de combinaciones ternarias dé lo s se­
gundos términos de los binomios. Juntos forman el cuar­
to término del desarrollo. 

Si en general se toma en n binomios los segundos tér­
minos y los primeros en los m — n binomios restantes, se 
formarán productos que tendrán el factor y en que 
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los coeficientes de x serán todas las combinaciones de 
grado n de las m letras. 

Por últ imo, habrá un término que contendrá el produc­
to de todos los segundos términos de los factores bino­
mios, ó sea la única combinación del grado m de las m 
letras a, b, c,.... kl. 

134. Suponiendo ahora a = b = c =. . . .= I, el producto 
de los m binomios del primer miembro de la fórmula (1) 
será igual á {x-\-á)m\ el coeficiente a + 6 + c + l del se­
gundo término será ma, ó sea a repetida tantas veces como 
combinaciones uñar las se pueden formar con m letras: el 

, m(m~í ) n , „ 
coeficiente ab + ac be sera —-—^— a2, o sea a2 repe­
tido tantas veces como combinaciones binarias se pueden 
formar con m letras. Del mismo modo el coeficiente del 

. . . , m(m—1) (m—2) 
cuarto termino sera ~— o sea a3 repetido tan-

1 . 2 . 3 
tas veces como combinaciones ternarias se pueden for­
mar con n letras. 

El coeficiente del término que ocupa el lugar n + 1, 
, m(m—l)(m—2)...(m—/z + 1) 

sera —: —L. 0 a11, o sea a» repetido tantas 
1 . 2 . 3...n • 1 

veces como combinaciones del grado n se pueden formar 
con m letras? y por último, el término abc .k l se convierte 
en a"1 

Tendremos, pues, la siguiente importante fórmula, lla­
mada del binomio de Newton, que sirve para hallar el des­
arrollo de una potencia de un binomio. 

{os + a)m = xm + y axm-i + m^m~l j a2xm-2 
, m(m—l)(m- 2) 

+ -t 2 3 — - a ^ - 3 - | - am (2) 
El término general que ocupa el lugar « + 1 es 

m{m—l) (m—2) (m—n+í) 
.v- —•.. r/n^m—ri 

1 . 2 . 3 n 
135. En la fórmula (2) los exponentes de x van dismi­

nuyendo y los de a aumentando de unidad en unidad á 
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partir del primer término, de suerte que, por relación á 
ambas letras, el polinomio es homogéneo. 

El número de términos es m + l, porque los exponen­
tes de x son los m primeros números y el cero, es decir 
m, m - í , m — 2 1, 0. 

136. Los coeficientes de los términos equidistantes de 
los extremos son iguales. 

En efecto, si se escribe la fórmula poniendo en vez de 
dichos coeficientes los símbolos que marcan él número de 
las combinaciones correspondientes, tendremos: 

{x + a)'n = xm + C1 axm-i + C2 a2xm-2 + 
+C^-2 am-2x2 + Q™~Wn-Kx + am 

El primero y el úl t imo término tienen por coeficiente 
la unidad: los términos que ocupan los lugares n + 1, con­
tando desde el primero y desde el últ imo, son C* anxm~n: y 
£ m - n a r n - v x n luego sus coeficientes Cn v Cm-'1 se rán igua -

les en virtud de lo demostrado en el núm. 131. En particu­
lar se tendrá, Cl = C"2-1; C2 = Cm-2, etc. Es decir que los 
coeficientes del segundo y penúltimo término son iguales; 
los de los terceros términos, á partir de los extremos, tam­
bién, y así sucesivamente. 

137. Si se multiplica el coeficiente de un término cual­
quiera por el exponente que lleta x en dicho término y se di­
vide por el número que indica el lugar que ocupa, se forma 
el coeficiente del término siguiente: 

En efecto, si del término 
m { m - \ ) l ( m - ^ + 1) an n 

1,2 n 
queremos pasar al siguiente, el coeficiente será el número 
de combinaciones de m letras « + 1 á n + 1, es decir, 

{ m - n + l ) { m - n ) ^ multiplica el 
1.2 n{n + l) 

coeficiente del término dado por m —n, que es el expo­
nente de x y se divide por n + 1, que es el lugar que ocupa 
el primero. 
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138. Si en la fórmula del binomio cambiamos a en—a, 

tendremos: 
m m(m — 1) 0 g 

(x - a)m = xm — y ax"1-1 H ^—g—-a2xm~2— ±am (3) 

Los términos de esta fórmula son alternativamente 
positivos y negativos, según "que el exponente de a es par 
ó impar. 

139. APLICACIONES.—Teniendo presénte lo dicho en los 
párrafos anteriores sobre la formación y propiedades de 
los coeficientes, se podrán hallar fácilmente las potencias 
particulares del binomio s + a 

Ejemplos: 
1.* {x + af—x«+6ax5+'15a2xi+20alx3 + íbaKx2+eaJKx+aP 

El desarrollo es un polinomio homogéneo de sexto gra­
do; los exponentes de x disminuyen desde 6 hasta 0 y los 
de a aumentan desde 0 hasta 6. Los coeficientes se forman 
según la ley enunciada en el núm. 137; así, el del segundo 

• . 1 x 6 , , , . 6 x 5 . . , . . 
termino sera —-— = 6 ; el del tercero—^——Ib^ldelcuar-

IS x 4 20 x 3 
to — - — =20 ; el del quinto —~—- — 15, etc. El número de 

términos del desarrollo es 7, y como los coeficientes de los 
términos equidistantes de los extremos son iguales (nú­
mero 136), el quinto tendrá igual coeficiente que el tercero, 
el sexto igual que el segundo y el séptimo igual que el pri ­
mero: el cuarto será igual á sí mismo porque equidista de 
ambos extremos. 

De suerte que en nuestro ejemplo hay que formar la m i ­
tad más uno de los coeficientes, los demás se forman por la 
ley de s imetr ía arriba anunciada. Si el número de tér­
minos fuese par, bastar ía formar la mitad. 

2." (^-a)7=c7?7—7a^6+21a2^5„35a3^4 + 35a4^3_2ia5^+7a6«—a7 

En este ejemplo se ha tenido presente, además de lo 
dicho en el anterior, la ley de los signos que se enuncia en 
el núm. 138. 
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3.» (3aá¿> + 2c)5 ~ (3a26)5 + 5(3a26)42c + I0(3a26)3(2c)2 

+ 10(3a26)2(2c)3 + 5(3a2¿))(2c)4+i2c)5 
—243^°^+SlOaWc+1080a6¿>3c+720a462e3 

+240a26c4 + 32c5 
En este ejemplo se verifica la ley de los coeficientes; 

pero cuando se efectúan todos los desarrollos, los coefi­
cientes finales resultan de multiplicar los coeficientes b i -
nómicos por los de las potencias de los términos. También 
los exponentes de a son dobles, porque en el primer tér­
mino del binomio entra el factor a2. 

/ / / . Potencias de los polinomios. 

140. Tratemos ahora de elevar á la potencia m un poli­
nomio a + 6 + c + <i; si consideramos como un sólo tér­
mino la suma de todos, excepto el primero, tendremos, 
según la fórmula (2) (núm. 134) 

TYt TYli TYl 1 ) 

(a+b + c+d)m=r.am+—am-\ 6 + c + <i)+-~~-^-~am-2(¿>+c -f d)2 
mim—l){m—2) 

+ — " 1 2 3 a {b + e + d)S + 

los términos de esta fórmula se desarrollan del mismo 
modo, é igualmente los que resulten en las siguientes; y 
efectuando todas las operaciones, tendremos la potencia de 
grado m del polinomio (*) 

Ejemplos: 
1. ° (« + />-!- c -f d f - o2+2a(6 + c+d )+(6+c + df 

=a2+2a{b+c+d) + b*+26(c+rf)+(c + df 
~a2+2ab+2ac-\-2ad+b2+2bc+2bd + cl+2cd+d* 

2. ° {a+/; + cf = a3 + M\b + c) + M{b+cf+(¿> + c)3 
=a3+3a2(6 + e)+3a(62+26c+c2)+63+3 62c + +c3 
_ a3 + ^3 -|. C3+3^2^ + 3a2c+3aó2+362c)+3ac2 + 3 Wc 

4-6a6c 

C) No exponemos el mé todo para hallar la f ó r m u l a general porque es impro­
pio de esta obra, destinada á la segunda enseñanza . 
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IV. Raices de los polinomios. 

141. Un polinomio, que representaremos por P, tiene 
por raíz del grado m otro polinomio, que representaremos 
por Q, cuando se verifica la igualdad 

Pr=rQ"< 
Supongamos, pues, que el polinomio P es potencia 

exacta de Q, que ambos estén ordenados según las poten­
cias descendentes de x, y representemos por a + b i - c +•.,.. 
la raíz ordenada que tratamos de hallar. 

Si consideramos b + c + como un solo término, 
tendremos: 

yyiifYl 1) 
p=(a4-6+c+..)m=am + mam-1(6+c+..)H—-—^—Vn~2(6-}-c + ..)2-f. 

El término más elevado es am, luego será igual al pr i ­
mer término de P y por tanto el primer término de la raíz 
se debe obtener extrayendo la raíz del grado rn del primer 
término del polimonio, lo cual nos hará conocer la expre­
sión de a. Si del polinomio P restamos am, potencia m de a, 
obtendremos un primer resto Ri, que ordenado tendrá por 
expresión 

tíi. i m, 1 ^ 
Ri=ma™--K¿>+c+....) + ; . V » - 2 . . . . ( H c4-....)2 

En el segundo miembro el término más elevado es 
mam-^b, luego éste será el primer término de Ri, por tanto 
si le dividimos por mam-^, que es ya una expresión cono­
cida, se obtendrá el término b, que es el segundo de la 
raíz. 

Conocidos los dos primeros términos « y 6, de la raíz, 
si se los considera como uno solo y c + d + . . . . como otro, 
se tendrá 
p — (a + b)m + m (a + 1 (c + + ) 

+ m(im~1) (a + ¿>)m-2 {c + d + )2 + 

y restando {a - f b)m el resto, R2, será 
E2=m(a+í))'»-1^+<¿+....) i m( m—l)(a + b)m~\c JrdJr....f. + 

El término más elevado de este resto es mam-lc, luego 
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dividiéndole por mam-1 se obtendrá por cociente c, que es 
el tercer término de la raíz. Se resta después del polimonio 
p la potencia (a + b + c)m, el primer término del resto se 
divide por rna m~1 y se obtendrá el cuarto término de la 
raíz, con el cual se procede como con los anteriores, con­
tinuando así la operación hasta llegar al resto cero. 

142. Si el polinomio no tiene raíz exacta, se dará por 
terminada la operación cuando sé llegue á un resto de 
grado inferior á la raíz. E n este caso el polinomio queda 
descompuesto en dos partes; una, potencia exacta del gra­
do m, y otra de grado inferior á la raíz. 

ASÍ, P = Q'n + Rn 
Cuando el exponente del primer término del polino­

mio es múl t ip lo de m, la raíz es de grado m veces menor 
que dicho polinomio; porque para obtener el primer tér­
mino, que es el m á s elevado, hay que dividir por m el ex­
ponente del primer término del polinomio. 

142 bis. Lo expuesto en los n ú m e r o s anteriores se apl i ­
ca á las ra íces de todos los grados, y por consiguiente á la 
raíz cuadrada. 

Sea P el polinomio cuya raíz cuadrada ordenada en x 
representaremos p o r a -f 6 + c +. . . . , tendremos: 

P=r(a + 6+c + ....)2=:a2 + 2a(6-fe+ ....) 4- (6+c+....)2 
Extrayendo la raíz cuadrada de a2, t érmino m á s eleva­

do de P, tendremos el primer término , a, de la raíz: e l eván­
dole al cuadrado y restándole del polinomio P, tendremos: 

^ = 2a{b + c + ) + (6 + c + )2 
Dividiendo por 2a el t érmino 2ab, que es el primer 

término (el m á s elevado del resto) el cociente b, será el se­
gundo término de la raíz. 

Conocidos a y b, el segundo resto se halla restando de 
P el cuadrado áe a + b y resul tará 

P — (a + ¿>)2 = R2 

ó sea 
R2 - 2{a + b){c + d + ) + {c + d + )2 

E l término 2ac es el m á s elevado de este resto; luego 
dividiéndole por 2a se obtendrá por cociente c, que será el 

1 35 
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tercer término de la raíz. Restando del polinomio P el cua­
drado (a + 6 + c)2 se obtendrá el tercer resto, cuyo primer 
término se divide por 2a y el cociente será el cuarto tér­
mino de la raíz, con el cual se procede como con los ante­
riores hasta llegar al resto cero. 

El procedimiento indicado se puede abreviar en la ex­
tracción de la raíz cuadrada. En efecto, para restar del po­
linomio P, (a + bf, después de haber restado a2, sólo falta 
restar 2a¿) + 62, ó sea (2a + 6)6; luego el segundo resto, 
R2, se puede obtener restando del primero, Ri, el duplo del 
primer término de la raíz por el segundo, mas el cuadrado 
del segundo, ó sea el producto que resulta de multiplicar 
por el segundo la suma del doble del primero con el se­
gundo. Bel mismo modo, para restar del polinomio P, 
{a + b + c)2, después de haber restado (a + b)2, sólo falta 
restar del segundo resto, R2, la cantidad 2ac -f 26c + c2, ó 
sea (2a + 26 + c) c; luego el tercer resto se obtiene restando 
del segundo el producto que resulta de multiplicar el tercer 
término de la raíz, por la suma de los duplos de los dos pri ­
meros con el tercero, etc. 

143. Si el polinomio no tione raíz exacta, se dará por 
terminada la operación cuando se llegue á un resto de 
grado inferior á la raíz. Designando por RM este resto, se 
tendrá 

P = Q2 + Rn 
Para que en la raíz cuadrada de un polinomio no haya 

radicales se necesita que su primer término sea de grado 
par; y como para extraer la raíz cuadrada se divide por 2 
el exponente, resultará que: el grado de la raíz cuadrada 
de un polinomio de grado par, es igual á la mitad del gra­
do del polinomio. 

Ejemplo. Hallar la raíz cuadrada del polinomio. 
" 9^fi + 12a?5 — 26ír4 — 8sc'¿ + 3Sx2 — 20x + 4. 

dispondremos la operación del modo siguiente: 



- 275 — 

—9^6 

Ri 12^5 ~26xi—8x'á+Sdx2—20x+4 
—12^—4^4 

R2 

R3 

—SOxt—Sx*+33x2—20x+4 
+30xi+20x*—25x2 

12x^8x2—20x+4 
-12^—8(x2+20¿c—4 

3x*+2xz—5x+2 

{6xz+2x2)2xz 

(6x3+4x2—bx) {—bx) 

(6^+4x2—10^+2)2 

0 
Se ha extraído la raíz cuadrada del primer término, 

9¿c6, y se ha obtenido el primer término, 3.a?3, de la raíz: el 
cuadrado de este término se ha restado del polinomio 
propuesto y ha destruido su primer término; después he­
mos dividido 12¿c5, primer término del resto, por 6¿c3, du­
plo del primero de la raíz, y el cociente, 2x2, segundo tér­
mino de la raíz, le hemos sumado con 6x'¿; hemos mul t i ­
plicado el binomio obtenido por 2x2 y hemos restado el 
producto del primer resto. Con el segundo resto se ha pro­
cedido como con el primero y así hemos continuado hasta 
obtener el últ imo término de la raíz. 

Como desde el segundo término en adelante se obtie­
nen los términos de la raíz por medio de divisiones, se 
pueden hacer en los cálculos simplificaciones análogas á 
las citadas en aquella operación (núm. 62). 





SEGUNDA PARTE. 
APLICACIÓN DEL CÁLCULO ALGEBRAICO Á LA 

RESOLUCIÓN DE ECUACIONES. 

L I B R O P R I M E R O . 
LAS ECUACIONES DE PRIMER GRADO. 

CAPiTULO PRIMERO. 

T R A N S F O R M A C I O N E S D E L A S E C U A C I O N E S . 

/ . Definiciones. 

144. Una cantidad cuyo valor no depende de otra y que 
puede variar, al menos entre ciertos limites, se llama varia­
ble independiente, ó simplemente variable. Para designar 
las variables, generalmente se emplean las úl t imas letras 
del alfabeto. 

Una cantidad cuyo valor depende de otra, ó de otras 
cantidades, se llama función. 

Por ejemplo: un polinomio es función de sus letras. (*) 
La función es entera, fraccionaria ó irracional, según que 
el polinomio correspondiente sea entero, fraccionario ó 
irracional. 

Función lineal es un polinomio de primer grado con 
respecto á cada una de sus variables. 

La forma de la función lineal es 
ax + by + c¿ + k 

en la cual x, y, 2 son las variables, a, b, c k, son coe­
ficientes constantes. 

*) El polinomio puede contener cantidades constantes y variables,, su valo?-
depende de todas á la vez. 
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145. Se Wamu, identidad ó ecuación idéntica una igual­

dad que contiene cantidades indeterminadas y se verifica 
para todos los valores que se quiera atribuir á las inde­
terminadas. 

Tales son las igualdades propias de las operaciones al­
gebraicas. 

Así, (a2 + aó + 62) (a — b)= a3 — 63 
es una identidad que tiene lugar para todos los valores 
que se atribuj^an k a j b. 

Se llama ecuación problemática, ó simplemente ecua­
ción, una igualdad que contiene una ó muchas cantidades 
desconocidas y que generalmente sólo se verifica para cier­
tos valores de las cantidades desconocidas. 

Las cantidades desconocidas de una ecuación se lla­
man incógnitas. Para representarlas emplearemos, según 
se dijo al principio del Álgebra, las ú l t imas letras del alfa­
beto. Las cantidades conocidas de una ecuación se llaman 
datos; los datos se consideran como coeficientes de las i n ­
cógnitas. 

Cuando todos los coeficientes de una ecuación son n ú ­
meros determinados, la ecuación se llama numérica: 
cuando hay algún coeficiente indeterminado, se llama li­
teral. 

Las ecuaciones' en que las incógnitas no están combi­
nadas entre sí y con los datos más que por las operaciones 
del cálculo algebráico se llaman algebráicas; en todos los 
demás casos se llaman trascendentes. 

Las ecuaciones algebráicas son racionales cuando nin-
guda incógnita está bajo el signo [/' ni tiene exponente 
fraccionario. Las ecuaciones racionales son enteras cuan­
do ninguna incógnita figura como denominador ni tiene 
exponente negativo; y son fraccionarias en el caso con­
trario. 

Se llama grado de una ecuación entera con una incóg­
nita el mayor exponente de dicha incógnita. 

Así, la ecuación 
3¿Í?2 — 5¿t? + 7 ~ 0 

es de segundo grado. 
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Grado de una ecuación con varias incógnitas es la 

suma de los exponentes de las incógnitas en el término en 
que esta suma sea mayor. 

3cX% — 2x2 + hXy-A _ 2,y2 + 4 ^ + 9 ̂  0 

es una ecuación de cuarto grado. 
146. Resolver una ecuación es determinar los calores que 

sustituidos en ves de las incógnitas la convierten en una 
igualdad. 

Los valores de las incógnitas se llaman soluciones ó 
raíces de la ecuación. 

Una ecuación es determinada cuando tiene un n ú m e ­
ro limitado de soluciones, ó raíces; es indeterminada cuan­
do tiene un número ilimitado de soluciones, y es absurda 
cuanuo no tiene ninguna solución. 

Dos ecuaciones son equivalentes cuando admiten las 
mismas soluciones. 

I I . Preparación de las ecuaciones. 

147. Si á los dos miembros de una ecuación se suma ó 
resta una misma cantidad, la ecuación que resulta es equi­
valente con la primera. 

Sea la ecuación 
A =r B (1) 

se trata de demostrar que siendo m una cantidad 
cualquiera, la ecuación 

A + m = B + m (2) 

tiene las mismas soluciones que la (1) 
Siendo A y B funciones de las incógnitas, si en vez dé 

éstas sus t i tu ímos en A y B ciertos valores que formen so­
lución de la ecuación (1), la convertirán en una igualdad; 
pero á los dos miembros de una igualdad se puede sumar 
ó restar una misma cantidad; luego tendremos la igual­
dad A ± m = B + m. 

Por otra parte, esta úl t ima se puede considerar como 
el resultado de sustituir en la ecuación (2) los valores de 
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las incógnitas que han sido soluciones en la ecuación (1); 
luego toda solución de la ecuación (1) satisface á la (2). 

Recíprocamente: si en la ecuación (2) sus t i tu ímos una 
solución cualquiera, la convertirá en una igualdad, y si 
después sumamos ó restamos de los dos miembros la 
cantidad —m, tendremos la igualdad A = B, que es preci­
samente el resultado de sustituir en la ecuación (1) los 
valores que forman solución de la ecuación (2); luego toda 
solución de la ecuación (2) satisface á la (1). 

Del teorema directo y del recíproco se deduce, enton­
ces, la equivalencia de las ecuaciones (1) y (2). 

Esta demostración supone que m es una cantidad fini­
ta, pues si se hiciera infinida deja de ser cantidad. 

148. El teorema anterior tiene una aplicación impor­
tante que consiste en pasar ciertos té rminos de un miem­
bro á otro en una ecuación. 

Sea la ecuación 
ax -\- b = esc + ccl. 

en la cual queremos pasar los términos que contienen la 
incógnita al primer miembro y los que no la contienen al 
segundo. Para conseguirlo sumemos con los dos miem­
bros la cantidad — ex — 0 y tendremos: 

ax + b — ex — b =• ex -\- d — ex — b 
en el primer miembro se destruyen las cantidades + b 
y — /> y en el segundo las + ex y — ex; luego resultará 

ax + ex — d — b 
La operación de pasar los términos de un miembro á 

otro se llama transposición, y de lo que acabamos de de­
mostrar se deduce la siguiente 

REGLA. Para efectuar la transposición, ó sea para pa­
sar un término de un miembro á otro se le cambia de 
signo. 

Ejemplo: 7.a? — 12 = Qx + 15 

pasando Qx al primer miembro y — 12 al segundo resulta 
7x — 63? = 15 + 12, ó bien = 27 

149. Si los dos miembros de una ecuación, se multi-
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plican ó dividen por una misma cantidad, la ecuación que 
resulta es equivalente con la primera. 

I.0 Sea la ecuación 
A = B (1) 

decimos que la ecuación 
A x m = B x m (3) 

tiene las mismas soluciones que la (1) 
En electo, si en la ecuación (1) se sustituyen en vez de 

las incógnitas valores que formen solución, la convertirán 
en una igualdad, y como los dos miembros de una igual­
dad se pueden multiplicar por una misma cantidad, los 
productos Am y Bm serán. iguales, lo cual prueba que las 
soluciones de lo ecuación (1) satisfacen á la (3). 

Recíprocamente; si sus t i tu ímos en la ecuación (3) una 
solución, se convertirá en una igualdad, y como los dos 
miembros de una igualdad se pueden dividir por una mis­
ma cantidad, los cocientes A y B serán iguales, y por tanto 
las soluciones de la ecuación (3) satisfarán á la (1) 

2.° Sea la ecuación 
A = B (1) 

decimos que la ecuación 

A l ! (4) 

es equivalente con la (1) 
Esto es evidente, porque dividir por m equivale á mul -

1 
tiplicar por — m 

150. ESCOLIO. Si m=0, la ecuación (3) es idéntica, por­
que A x m y B x m son iguales á cero; luego son iguales 
entre sí, aunque A y B no sean iguales; por consiguiente, 
en este caso las ecuaciones (1) y (3) no son equivalentes. 

Igual observación, si m = oo, porque las expresiones 
A x co y B x oo dejan de ser definidas algebraicamente. 

Por las mismas razones no son equivalentes las ecua­
ciones (1) y (4) cuando m = 0, ó m = oc. 

151 Los teoremas precedentes se utilizan para trans-
36 



formar las ecuaciones que tengan té rminos fraccionarios 
en otras equivalentes cuyos té rminos sean enteros. 

Sea la ecuación 

IT "1" 10 " 7~ 35 
Si multiplicamos todos los términos de la ecuación por 

70, que es el mínimo común múltiplo de los denominado­
res, la ecuación que resulta será equivalente con la pro­
puesta (núm. 149); luego tendremos: 

4 .flOx 3 .10 2 .lOx ^ . 70 , 0 _ 
4- : — + A . íU 

5 ^ 10 7 35 ^ 
y efectuando las operaciones indicadas en cada término 

b6x + 21 = 20 x — 18 + 140 
pasando todos los términos que tienen incógnita al primer 
miembro y los que no la tienen al segundo, resulta (nú­
mero 148) 

56^ — 20x = — 21 - 18 + 140 
ó reduciendo términos semejantes 

36.r = 101 
Como hemos multiplicado toda la ecuación por el mí ­

nimo común múltiplo de los denominadores, esta opera­
ción se puede explicar por la siguiente: 

REGLA. Para quitar denominadores en una ecuación, se 
multiplica el numerador de cada término fraccionario por 
el cocien te de dividir por su denominador dicho mínimo co­
mún múltiplo, suprimiendo después el denominador: en 
cuanto á los términos enteros, se los puede considerar como 
fracciones cuyo denominador es la unidad, por lo cual basta 
multiplicarlos por el mínimo común múltiplo de los deno­
minadores. 

Cuando no se quiera ó no se pueda formar el mínimo 
común múltiplo de los denominadores, se aplica la s i ­
guiente: 

REGLA. Para quitar denominadores en una ecuación, 
se multiplican los numeradores de cada fracción por el pro­
ducto de los denominadores de las demás y se suprime el 
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1 denominador; y los términos enteros se multiplican por el 
producto de todos los denominadores. 

152. Cuando todos los términos de una ecuación tienen 
un factor común, la ecuación se puede simplificar dividién­
dola por dicho factor. 

No es más qué una consecuencia de lo dicho en el nú­
mero 149. 

Sea la ecuación 
(a — b)x - f (a2 — b^ — a - b 

dividiendo por a — b, factor común á todos los términos, 
resulta 

x + a + b = 1 
y pasando a + b 'd\ segundo miembro 

x = 1 — a — b 
153. Debemos advertir que el factor común que se su­

prima no ha de contener incógnitas, porque se pueden per­
der soluciones. 

En efecto, sea la ecuación 
(x — 2)^ + (a? — 2) (x + 2) — (a? — 2) = 0 

sacando x — 2 en factor común, resulta 
' {x — 2){x + x + 2 — l) = 0 

para que el producto indicado en el primer miembro sea 
cero, se necesita que uno de los factores se anule; pero si 
igualamos á cero separadamente cada uno de los dos, se 
tendrán las dos ecuaciones 

a? — 2 = 0, y x + x + 2 — 1 = 0 
la primera queda resuelta pasando el 2 al segundo miem­
bro, pues se tendrá 

^ = 2 
pero si sust i tuímos este valor en la otra, se tiene 

24-2 + 2 — 1 = 0 " 
cuyo resultado es absurdo; luego el valor x = 2, no es solu­
ción de la ecuación a? + a? + 2 — 1 = 0. Ahora bien; si en 
la ecuación primitiva se sustituye en ve¿ de x el número 2, 
resulta 

(2 _ 2)2 + (2 - 2) (2 + 2) - (2 - 2) = 0 
igualdad verdadera, porque todos los términos del primer 
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miembro son nulos; luego el valor = 2 era una solución 
de la ecuación propuesta, que se habría perdido si no igua-, 
lasemos á cero el factor ^ — 2. (*) 

154. Las soluciones de una ecuación no se alteran cuan­
do se cambia el signo á todos los términos. 

Sea la ecuación 
— A = — B 

multiplicando ambos miembros por — 1 (núm. 149), re­
sulta 

A - - B 
155. Las transformaciones y aplicaciones que acaba­

mos de exponer reciben el nombre genérico de preparación 
de las ecuaciones. Se pueden reducir á las siguientes: 1.a 
Quitar denominadores, para que los términos de las ecua­
ciones sean enteros. 2.a La simplificación; consiste en supri­
mir los factores comunes á todos los términos, siempre que 
sean independientes de las incógnitas. 3.a La transposición; 
consiste en pasar al primer miembro todos los términos que 
contengan incógnitas, y al segundo los que no las contengan. 
4.* L a reducción; consiste en reducir los términos que sean 
semejantes por relación á las incógnitas. (**) 

La preparación de las ecuaciones se hace del mismo 
modo cualesquiera quesean sus grados y el número de 
las incógnitas; pero la resolución ofrece muy distintas di­
ficultades, según los casos: nosotros sólo estudiaremos los 
más fáciles. 

CAPÍTULO 11. 

RESOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE PRIMER GRADO CON 
UNA INCÓGNITA. 

156. La ecuación de primer grado con una incógnita. 

(*) Todavía se considera como una solución perdida se =. 2, aunque satisficieseá 
la ecuación a? - j ~ a? - j - 2 — l = 0, si no s e i g ü a l a s e á cero el factor ¿c — 2; porque 
entonces el valor w = 2 ser ía una ra íz doble. El teorema general es que si se mul­
tiplican dos ecuaciones A — 0, B = 0, la ecuación AB = 0 tiene todas las raíces de 
las propuestas. 

(••) Hay otras transformaciones menos elementales, de q ue no nos ocupamos 
en esta obra, como quitar radicales, por ejemplo. 
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después de preparada, presenta en general dos clases de 
términos: en el primer miembro, términos que contienen 
la incógnita; en el segundo, términos que no la contienen. 
Representaremos el conjunto de los primeros por AÍ)? y el 
de los segundos por B; siendo A y B números, ó monomios 
ó polinomios independientes de x 

Según esto, la forma general de la ecuación de primer 
grado después de reducida será 

Ax - B (1) 
Diviendo por A los dos miembros, tendremos: 

¿c = ? (2) 
* A 

pero esta ecuación es equivalente á la (1) y puede ser 

satisfecha únicamente por el valor x = ^ , luego la ecua­

ción de primer grado tiene esta misma solución, ó raíz. 
157. La fórmula (2) traducida al lenguaje, dice así: 

para resolver una ecuación de primer grado con una incóg­
nita, después de preparada, se divide el segundo miembro 
por el coeficiente de la incógnita, 

Ejemplos: JL" Resolver la ecuación 
3¿c 7 Zx 2 0 , „ 
5 - 8 " 2 0 ^ 1 5 - ^ + í 

quitando denominadores resulta 
72.zj—105 + 18̂ ? = 16 — 360<r + 840 

haciendo la transposición y reduciendo 
, , 961 

450¿c = 961 de donde x = — -
450 

2.° Resolver la ecuación 
x l x + 1 

a—b a2 -b9~ a + b 
quitando denominadores se tendrá 

(a + b) x — l ~ { a - b ) x + a2 — b2 
efectuando la transposición 

(a + b)x — ia — b)x = a2 —b2 + 1 
efectuando operaciones y reduciendo 
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a2 _62 + 1 

2bx z=a2 — b2 + l de donde x = — 
158. DISCUSIÓN DE LA FÓRMULA. Volviendo á tomar la 

ecuación Ax — B de la cual se obtiene 

^ = f (2) 
advertimos que x puede ser un valor positivo ó negativo, 
según que A y B sean del mismo signo ó de signos contra­
rios: en uno y otro caso x puede ser entera, ó fracciona­
ria, según que B sea ó no divisible por A; pero x no puede 
ser incomensurable si no lo son A ó B, ó ambas cantida­
des. • 

Mientras A y B son cantidades finitas y distintas de 
cero, la ecuación de primer grado tiene siempre una solu­
ción y sólo tiene una. 

Examinemos ahora los casos en que A, ó B, ó ambas 
cantidades son nulas. 

I.0 B=0, A ^ 0, x = 
X A 

2. ° B ^ O , A = 0 , x = B á = q o 

El valor de x se hace infinito (núm. 30), porque el de­
nominador se anula: este resultado nos indica que no hay 
ninguna cantidad que pueda ser raíz de la ecuación, luego 
ésta debe ser absurda. Así es en efecto, puesto que hacien­
do en la ecuación la hipótesis A = 0, resulta 

0 . ^ = B 
y como no hay ninguna cantidad que multiplicada por 
cero, dé un producto distinto de cero, la ecuación anterior 
será absurda ó imposible. 

3. ° B = 0, A = 0 , x - ^ 

El valor de x es indeterminado (núm. 31), luego la 
ecuación será indeterminada, es decir, tendrá infinidad de 
soluciones. Al mismo resultado se llega haciendo directa­
mente en la ecuación las hipótesis A = 0, B — 0, porque 
entonces será 
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O . x = 0 

y como el producto de cualquiera cantidad por cero es ce­
ro, se puede dar á x infinidad de valores. 

Ejemplo de ecuación absurda 

X = 2 + 3 + 6 + 2 

quitando denominadores y efectuando todas las demás 
operaciones de la preparación, resulta 

2 0 . x de donde x 0 
Ejemplo de ecuación indeterminada 

x 
X = r - + + 

X 

6 
preparándola resulta 

0 . ^ — 0, de donde x =•- 0 
159. ESCOLIO. Cuando las cantidades A y B tienen un 

factor común que se anula por alguna hipótesis particu­
lar, se debe suprimir el factor común antes de hacer esta 
hipótesis, pues de lo contrario aparecería como indetermi­
nado el valor de x sin serlo realmente. 

Ejemplos. 1.° (a2 — b2) = a3 - 63 
a3 _ 63 

de donde 62 
si hacemos a = 6, se anulan el numerador y denominador; 
pero advirtiendo que uno y otro son divisibles por a — b 
(núm. 71), tendremos, suprimiendo el factor común 

a2 + ft¿ + ¿>2 
x 

y haciendo a = h x = 

a + b 
3a2 _ 3a 

(a — bf ae doide 

0 
2.° (a2 - b*)x 

haciendo a 
hacer esta hipóteses el factor común a 

Xz 
{a — tíf 

: a2 — 62 

b, resulta x = - ; pero suprimiendo antes de 

b, resulta 
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_ a — h 
" a + b 

y haciendo ahora a—b, x — 0 

a2 — Z>2 
3.' (a — b^x = a2 — b2 de donde x — j ^ — — ~ -

haciendo a = b, resulta x = ^; pero si antes de hacer esta 

hipótesis suprimimos el factor común, será 
a + b 

x a 
2a 

y haciendo a = b, x = — = oc 

CAPÍTULO I I I . 

DEFINICIONES Y TEOREMAS SOBRE LOS SISTEMAS DE 
ECUACIONES. 

160. Se llama sistema un conjunto de ecuaciones que de­
ben ser satisfechas por los mismos valores de las incóg­
nitas. 

Solución de un sistema de ecuaciones es un conjunto de 
valores de las incógnitas, capaz de satisfacer á todas las 
ecuaciones. 

Un sistema de ecuaciones es determinado cuando tie­
ne una solución ó un número limitado de soluciones: es in­
determinado cuando tiene un número ilimitado de solucio­
nes: es incompatible cuando no tiene ninguna solución. 

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando 
tienen las mismas soluciones. 

161. Despejar una incógnita, en una ecuación que tiene 
varias, es resolverla por relación á dicha incógnita, como si 
las demás fuesen conocidas. 

Así, si tenemos la ecuación 
ax + by + cz = k 

despejarles resolverla como si z é y fuesen cantidades 
conocidas, de donde 
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k — by — c¿ 

a 
esta fórmula nos prueba al mismo tiempo que si a t r ibuí­
mos á £ é </ valores arbitrarios, se obtendrán otros corres­
pondientes para x :por consiguiente, una ecuación con ta ­
pias incógnitas es indeterminada. 

162. Si en un sistema de ecuaciones se despeja una i n ­
cógnita en una de las ecuaciones y se sustituye su calor en 
las demás, las ecuaciones resultantes, juntas con la ecua­
ción en que se despejó la incógnita, forman un sistema equi­
valente con el primero. 

Sea, para fijar ideas, el sistema 
ax -h by =r.k \ 
a'x b'y—k' j y ) • 

despejando x en la primera y sustituyendo en la otra, re­
sulta 

x = ü - b y 
• « • • v 

k — by ,, , , ( (2) 
a' + b'y - />,' 1 

a 
si x = a, y = S, es una solución del sistema (1), se tendrán 
las igualdades 

a* + b& = k ^ , 
a'a + b'Z = k ' F { ) 

k — b& , de la primera se deduce a = — - — , y como sustituyendo 
en la otra, los resultados seguirán siendo iguales, se 
tendrá 

k — 66 

a ( (4) 
k — bZ , , , 

a 
este sistema de igualdades manifiesta que toda solución 
del sistema (1) satisface al (2) 

Recíprocamente, si = «, Í/ = 6, forman una solución 
del sistema (2), se tendrá el sistema de igualdades (4); pero 
de la primera se deduce la primera igualdad del sistema 

* 37 
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(3) y sustituyendo en la segunda igualdad (4) en vez de 

— ^ — su igual «, se obtiene la segunda igualdad (3); lo 

cual prueba que toda solución del sistema (2) satisface 
al (1). 

Luego los sistemas (1) y (2) son equivalentes. 
Los razonamientos que hemos hecho para demostrar 

este teorema cuando el sistema consta de dos ecuaciones 
son aplicables á cualquier sistema, porque toda la demos­
tración estriba en que se despeje una incógnita en una 
de las ecuaciones y se sustituya su valor en todas las 
demás. 

163. Si las ecuaciones de un sistema se multiplican, cada 
una, por una cantidad arbitraria pero constante y distinta 
de cero, el sistema de ecuaciones formado por una de ellas 
y las que resulten de sumarla, ó restarla con las demás, es 
equivalente al propuesto. 

Supondremos que en cada ecuación todos los términos 
se han pasado al primer miembro; entonces los segundos 
miembros serán iguales á cero, y un sistema de m ecua­
ciones se podrá representar por 

Ai = 0N 
A2=: 0 
A3 = 0 

Am= 0 

(5) 

Si designamos por «i, az, â , am, los multiplica­
dores, formaremos el sistema 

AiCüi = 0\ 
Ma2 ± Agai = 0 
Alas ± Asai = 0 

Aiám ± AmCíi = 0 

(6) 

Ahora bien; toda solución del sistema de ecuaciones (5) 
satisface al sistema (6), porque los términos 
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Aiai, Aia2....... kiam, K^ax, K ^ , Kma, se anulan; luego 
sus sumas ó diferencias también se anulan. 

Recíprocamente, decimos que toda solución del sistema 
(6) satisface al (5). En efecto, la primera ecuación del siste­
ma (6) es Aiai =0; pero el multiplicador ai es distinto de ce­
ro; luego se debe tener Ai = 0; entonces los primeros tér­
minos de las demás ecuaciones (6) se anulan, y por consi­
guiente se tendrá ± kzcti = 0, + A-m = 0 + Kma\ = 0, 
de donde As = 0, A3 = 0 A ^ = 0, y como también te­
n íamos Ai = 0, el sistema de ecuaciones (5) será satisfecho 
por la solución del sistema (6); luego ambos sistemas se­
rán equivalentes. 

CAPÍTULO IV. 

RESOLUCIÓN DE UN SISTEMA DE ECUACIONES CON IGUAL 
NÚMERO DE INCÓGNITAS. 

164. Eliminar una incógnita en un sistema de ecuacio­
nes es deducir de éste un segundo sistema que no contenga 
dicha incógnita y en el cual las demás tengan los mismos 
valores que en el primitivo. 

Cuando esto se verifica, el sistema derivado unido á 
una de las ecuaciones del sistema primitivo (que contenga 
la incógnita eliminada) formará un sistema equivalente 
con él. 

Expondremos los métodos de eliminación más elemen­
tales que se emplean en las ecuaciones de primer grado, 
suponiendo, por ahora, que el número de ecuaciones y el 
de incógnitas son iguales. 

/ . Método de eliminación por sustitución. 

Caso de dos ecuaciones. 

165. E l método de eliminación por sustitución, entre dos 
ecuaciones con dos incógnitas, consiste en despejar una in ­
cógnita en una ecuación y sustituir su valor en la otra. 
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a 

k bu ( (2) 
a* — + b'y = k' 

a 
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que después de esta operación sólo tendrá una incógnita. 

Sean las ecuaciones 
ax + b'y = k ^ 
a'x + b'y = k' j ^ 

despejando x en la primera y sustituyendo en la segunda, 
resulta 

k — by | 

J 

Los sistemas (1) y (2) son equivalentes (núm. 162). 
La segunda ecuación del sistema (2) no tiene más in­

cógnita que la y; luego podremos resolverla preparándola 
antes según los métodos expuestos en el capítulo I I . Qui­
tando el denominador y efectuando la transposición y re­
ducción, resulta 

{ab' — ba')y = ak' — ka' 
de donde 

ak' — ka' ^ 
"~ ab' — ba' j ^ ) 

sustituyendo este valor en la primera ecuación (2), se 
tendrá 

ak' — ka' 
'•• U 

X — : — 
a 

y multiplicando los dos términos de la fracción por ab'—ba' 
y simplificando 

kb' — bk' x — •— (4) ab' — ba' 
Las fórmulas (3) y (4) forman un sistema equivalente 

con el propuesto (núm. 162); luego un sistema de dos ecua­
ciones con dos incógnitas tiene una solución y sólo tiene una 
en el caso general de que no se anulen el denominador, ó el 
denominador y los numeradores de las fórmulas . (*) 

C) No estudiamos la discusión general de las formulas (3) y (-i) por no 4iacer 
demasiado extensa esta obra. 



— 293 — 
Ejemplos: i.0 Bx — 2// = 2 

l x + 6y = 58 
De la primera se deduce 

2 + 2u 
x — -

3 
y sustituyendo en la segunda 

^ 2 + 2Í/ N 
7- 3 'v +6 | /=r58 

resolviéndola, se obtiene </ = 5, y sustituyendo en el valor 
de x, resulta x — \ . 

Luego ^ = 4, ^ =: 5 es la solución pedida. 
2.° hx — 4// = 11 

15¿c — 12¿/ = 20 
despejando x en la primera 

11 + 4Í/ 
= ~ 

5 
sustituyendo en la segunda 

15 11 + 4.y _ = ^ 
5 

en vez de hacer la multiplicación indicada podremos divi­
dir 15 por 5, y resul tará 

3(11 + 4¿/) — VZy = 20 
efectuando la multiplicación y la transposición 

12y — 12Í/ = 20 — 33 ó bien 0 . ^ = — 13 
de donde 

— 13 
y = - ^ - = _oc 

como el valor de y se hace infinito, sustituyéndole en el de 
x, también x se hace infinito; luego el sistema propuesto 
es absurdo. 

Es fácil convencerse de la incompatibilidad de las ecua­
ciones, porque si multiplicamos la primera por 3, resulta 
15x - I 2 y = 33, que tiene el mismo primer miembro que la 
segunda y distinto segundo miembro; luego es imposible 
que las dos ecuaciones se satisfagan por la misma solu­
ción. 
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3." 6^ + 2|/ = 13 

12^ + 4?/ == 26 
despejando x en la primera 

_ 13 — 2^ 
X ~ 6 

sustituyendo en la segunda 

12 . 13 ~ 2 ¿ / + 4|/ = 26 ó 2(13 - 2Í/) + 4?/ = 26 
o 

efectuando y reduciendo 
0 

0 . ?/ = 0, de donde |/ = -
0 

como el valor de ¿/ es indeterminado (núm. 31), el valor 
— 13 ~ ^ también será indeterminado, porque á cada 

6 
valor de y corresponde otro valor de x; luego el sistema 
propuesto es indeterminado. 

Es fácil convencerse de la indeterminación, porque si 
multiplicamos la primera ecuación por 2, resul tará 
12 - f 4|/ =r 26, que es la segunda del sistema; entonces 
las dos ecuaciones son equivalentes y en vez de un sistema 
no teníamos, realmente, más que una ecuación con dos i n ­
cógnitas, la cual es indeterminada (núm. 161). 

Caso de un sistema cualquiera. 

166. El método de eliminación por sust i tución es apli­
cable á cualquier sistema de ecuaciones con igual número 
de incógnitas. 

Para esto se despeja una incógnita en una ecuación y 
se sustituye su valor en las demás y se formará un siste­
ma con una ecuación y una incógnita menos, que unido á 
la ecuación en que se despejó la incógnita, formará un sis­
tema equivalente con el primitivo (núm. 162). 

En el sistema que contiene una ecuación y una incóg­
nita menos, se despeja otra incógnita en una de las ecua­
ciones y se sustituye en las demás y se formará un siste­
ma con dos ecuaciones y dos incógnitas menos que el p r i ­
mero, que unido á las dos ecuaciones en que se ha despe-
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jado incógnita, formará un sistema equivalente con el p r i ­
mitivo. 

Continuando de este modo se llegará á formar un sis­
tema, W&m&áo resolvente, que es equivalente con el pro­
puesto y consta del mismo número de ecuaciones, pero de 
tal modo que la úl t ima sólo tiene una incógnita y las de­
más son los valores de las incógnitas despejadas. 

Para resoloer este sistema se halla el valor de la incóg­
nita en la última ecuación, que sólo tiene una incógnita; se 
sustituye en la penúltima y se obtendrá el valor de una se­
gunda incógnita; se sustituyen ambas en la anterior y se ob­
tendrá el valor de una tercera incógnita; continuando asi 
estas operaciones hasta obtener el valor de la última incóg­
nita, que es la primera que se despejó. 

Aplicaremos al siguiente ejemplo de tres ecuaciones 
con tres incógnitas 

2¿c — 3|/ + 5̂  = 6 
3a? + 4|/ — 3̂  = 18 
4^ — 7Í/ — 2^ = — 42 

despejando ^ en la primera y sustituyendo en las otras 
dos, resulta, después de quitar denominadores 

— 6 + 3?/ — 5̂  x — 2 

l l y — 21^ = 18 
+ 12^ = 54 

sistema equivalente al propuesto y cuyas dos ú l t imas 
ecuaciones sólo tienen dos incógnitas. Despejando y en la 
tercera y sustituyendo en la segunda, resulta, después de 
hechas las reducciones 

— 6 + 3^ — 5^ 
x — 2 

y = 5 i ~ 1 2 s 
225^ = 900 

sistema equivalente con el anterior y por lo tanto con el 
propuesto. 

De la úl t ima se deduce ^ = 4; sustituyendo en la ante-
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rior, resulta Í/ = 6; y sustituyendo ambas en la prime-
ra, 3c 2. 

Luego la solución es ¿c = 2, = 6, ^ — 4. 

/ / . Método de eliminación por reducción. 

Caso de dos ecuaciones. 

167. El método de eliminación por reducción, entre dos 
ecuaciones con dos incógnitas, consiste en multiplicar las 
ecuaciones por factores convenientes para que los coeficien­
tes de una misma incógnita resulten iguales en ambas ecua­
ciones; sumar los resultados si los coeficientes tienen signos 
contrarios, ó restarlos si tienen signos iguales. La ecuación 
resultante no contendrá la incógnita cuyos coeficientes se 
han hecho iguales. 

Sean las dos ecuaciones 
ax -\- by = k Y 
a'x + b'y = A?' J W 

multiplicando la primera por a' y la segunda por a, que­
dan igualados los coeficientes de x: restando en seguiaa la 
primera, resultará la siguiente ecuación que no contie­
ne la x . 

{ab' — ba')y = ak' — ka' (5) 
esta ecuación, unida á una de las del sistema (1), forma 
otro sistema equivalente con él (núm. 163). Pero resolvien­
do la ecuación (5) tenemos: 

ak' — ka' 
y ~ 'aJy~^rba; (6) 

sustituyendo este valor en una de las ecuaciones (1) se po­
drá obtener el valor de x. Así: 

, .ak' — ka' 
ax + b-~ = k 

ab — ba 
multiplicando por el denominador ab' - ba', y efectuando 
el producto indicado en el numerador del segundo término, 
se tiene 

a{ab' - ba')x + abk' — bka' = akb' — bka' 

4 
4. 
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haciendo la transposición y reducción y suprimiendo el 
factor a, que resulta en todos los términos 

{ab' — ba')x ~ kb' — bk' 
Como la ecuación (7) no es más que una transforma­

ción de la primera de las ecuaciones (1), el sistema (5) y (7) 
es equivalente al (1); pero de la (7) se deduce 

j _ — bk1 
ab' — ba (8) 

luego las fórmulas (6) y (8) resuelven las ecuaciones (1) 
Debemos observar que siendo Igualmente legítimos 

los dos métodos de eliminación que llevamos expuestos, 
las fórmulas á que conducen al resolver el sistema (1) de­
ben ser las mismas, como puede comprobarse comparan­
do las (3) y (4) con las (6) y (8). 

Ejemplo: §x + Ay = 31 
7¿c — Sy-- 22 

multiplicando la primera por 7, la segunda por 5 y restan­
do d é l a primera la segunda, se destruyen los términos en 
x y resultará 

107 
43// = 107 de donde y 43 

sustituyendo este valor de y en una de las ecuaciones pro­
puestas, en la primera por ejemplo, da 

5x + 4 . 107 
43 

y resolviéndola se obtiene x 

dida es 

= 31 

181 
43 luego la solución pe-

x 
107 ,181 

'43 ' y ~ 43 
168. Se puede resolver directamente por medio de las 

fórmulas (3) y (4) un sistema de dos ecuaciones con dos i n -
a b . , 

cógnitas; para esto se escribe el cuadro ^ b, de los 
coeficientes y se restan los productos en cruz; el resultado 
ab' — ba' es el denominador común. En cuanto á los nu­
meradores, se forma el de cada incógnita sustituyendo sus 

38 
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coeficientes por los términos independientes: así, el nume­

rador de x será k b 
k' b' 

—kb' — bk' y el de y a k 
a' k' •ak'~ka' 

Aplicando el ejemplo anterior 
5a? + 4Í/ = 31 
7x — 3^ = 22 

tendremos 
131 
22 31 3 —4 . 22 93 — 88 

y = 

4 
-3 
31 

4 . 7 — 15 28 43 

31.7 110 — 217 
3 — 4 . 7 —15 — 28 

107 
~43~ 

Caso de un sistema cualquiera. 

169. Sea un sistema cualquiera de m ecuaciones con m 
incógnitas. 

Ai ~ 0 
A2 = 0 
A3 = 0V (9) 

Am= 0 
Si ai, «2, « 3 , am son los coeficientes de x, se podrá 

eliminar esta incógnita entre la primera, ecuación y cada 
una de las demás, como se ha hecho en el caso anterior, y 
resultará el siguiente sistema, que es equivalente con el (9) 
(núm. 163). 

Ai = 0 
Aea i + Aiífó = 0 
Asai ± Aias ~ - 0 \ (10) 

AmOti ± AiCtm = . 0 
- ,•• .- • ". •. • • '., S 

las m — 1 úl t imas ecuaciones no contienen la incógnita x, 
de suerte que forman un sistema con una ecuación y una 
incógnita menos que el propuesto. 
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Representemos por B2, Bg, Bm los primeros miem­

bros de las m — 1 úl t imas ecuaciones del sistema (10) y 
tendremos 

A, = 0' 
Bs == 0 

B5 ^ 0 > (10) 

Bm = 0 
J 

suponiendo ahora que los coeficientes de y en las m 
ecuaciones son 62, l \ bm formaremos el sistema 

A , = 0̂  
B , = 0 

B A — B«¿>x = 0 > ^ 

(12) 

Bm&2 — B26m = 0 
que será equivalente con el (10) y cuyas m - 2 úl t imas 
ecuaciones no contienen las incógnitas x é y. Eliminando 
entre éstas una tercera incógnita z, y continuando de este 
modo las eliminaciones, se llegará por fin al sistema re­
solvente 

A i = 0> 
B2 = 0 
C3=^0 

Lm—1 = 0 
Mm = 0 

J 
en el cual la últ ima ecuación sólo tiene una incógnita, la 
anterior dos, y así sucesivamente hasta la primera, que tie­
ne todas las incógnitas. 

Por el procedimiento que hemos seguido para formar 
los sistemas de ecuaciones hasta el (12), cada uno es equi­
valente con el que le sigue; luego el últ imo será equiva­
lente con el primero. 

El sistema (12) se resuelve como se indicó en el méto­
do por sustitución. La última ecuación sirve para hallar 
una incógnita: su oalor se sustituye en la penúltima y se ha­
llará el valor de otra incógnita; ambas se sustituyen en la 
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anterior y se hallará una tercera incógnita; continuando 
del mismo modo hasta llegar á la primera ecuación, que 
sirve para hallar la última incógnita, ó sea la que primero 
se eliminó. 

Aplicaremos al ejemplo siguiente, que ya resolvimos 
en el núm. 166. 

2x — 3y + 5$ = 6 
3x + 4¿/ — 3s — 18 
4¿e — l y — 2 z ~ — 42 

Si multiplicamos la primera por 3, la segunda por 2 y 
restamos, resulta 

l l y — 125 = 18 
multiplicando la primera por 2 y restando del producto la 
tercera, se obtiene 

y + 21% = 54 
Entonces el sistema 

2x — dy + b 2 = 6 
l l y — 21^ = 8 

y + 123 — 54 
será equivalente al propuesto y sus dos úl t imas ecuacio­
nes tienen dos incógnitas. Para eliminar y, multiplicare­
mos la tercera por 17 y restando del producto la segunda, 
resul tará 

2255 = 900 
luego el sistema resolvente es 

2x + 3y + 55 = 6 
y + 125 = 54 

2255 — 900 
La úl t ima da el valor 5 = 4, sustituyendo en la ante­

rior se obtiene y ~ 6 y sustituyendo en la primera x = 2, 
que es la misma solución que obtuvimos arriba. 

170. En la práctica no se acostumbra á escribir las ecua­
ciones repetidas que sólo tienen objeto en la demostración 
de los teoremas sobre la equivalencia de los sistemas que 
se van formando por la eliminación de las incógnitas. 

Además se aprovechan todas las circunstancias parti­
culares que permitan simplificar los cálculos. 
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Ejemplo: x + yj rS__u===__1 

x + y — z + u = l§ 
£ ~ y + s + u 

— x + y + 3 + u = 5 
sumando la primera con cada una de las demás y divi ­
diendo por 2 los resultados, se obtiene 

x + y = 4 
X + s = — 3 
y + s - — 1 

restando de la primera la segunda, resulta 
y — s = 1 

y sumando ésta con la tercera, se obtiene 
2y = 6 de donde = 3 

y por sustituciones sucesivas en las anteriores 
* = — 4, x = í , u = 1 

CAPÍTULO IV. 

RESOLUCIÓN DE UN SISTEMA CON MÁS Ó MENOS ECUACIONES 
QUE INCÓGNITAS. 

171. Si el número de ecuaciones es mayor que el de i n ­
cógnitas, el sistema es incompatible, en general. 

En efecto, si el número de ecuaciones es m + « y el de 
incógnitas m, resolveremos un sistema formado por m de 
las ecuaciones con m incógnitas y sustituiremos los valo­
res que se determinan en las n ecuaciones restantes: para 
que formen solución deberían ser satisfechas por ellos; 
pero en general no sucederá esto porque serán n relacio­
nes entre los coeficientes. 

Ejemplo: 3¿c — 2y = 2 
Qx + %y = 39 
5¿c - 4|/ = 11 

si resolvemos las dos primeras, resulta x = 4, y —5. 
Sustituyendo estos valores en la tercera, el primer 

miembro es 5 . 4 - 4 . 5, que es igual á cero; luego no pue­
de ser igual á 11, como debería ser para que el sistema 
fuese compatible. 
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172. S¿ el número de ecuaciones es inferior al de incóg­

nitas, el sistema es, en general, indeterminado. 
En efecto, si el número de ecuaciones es m y el de in­

cógnitas m + n, eliminando m — 1 incógnitas, nos queda­
rá una ecuación con n + 1 incógnitas. Resolviéndola por 
relación á una de ellas, podrán darse valores arbitrarios á 
las demás,*y cada sistema de valores que se obtenga se 
sust i tuirá en las m — 1 ecuaciones que han servido para 
la eliminación y se obtendrán otros tantos sistemaste va­
lores correspondientes de las incógnitas eliminadas. 

Si el número de incógnitas excede en una unidad al de 
ecuaciones, la ecuación final será de la forma 

• , , , V k — ax ax + by = k de donde y — — - - — 

á cada valor arbitrario de corresponde uno de y: el siste­
ma presenta lo que se llama indeterminación de primer 
género,- ó es simplemente indeterminado. 

Si la ecuación final es de la forma 
, , k — ax -~ by 

ax + by + cz — k de donde z = — 

dando á x un valor arbitrario se pueden atribuir á y infi­
nidad de valores, arbitrarios también, que darán para z 
infinidad de valores: el sistema presenta entonces una in ­
determinación de segundo género, etc. 

C A P Í T U L O V. 

PROBLEMAS. 

/ . Preliminares sobre la resolución de problemas. 

173. Una de las aplicaciones más útiles de la teoría de 
las ecuaciones es la resolución de problemas, que general­
mente tienen por objeto determinar una ó muchas cantida­
des desconocidas, ó incógnitas, por medio de otras conoci­
das, ó datos, enlazándolas entre si por las condiciones que 
deben expresarse en el enunciado. 

Resolver un problema es determinar las incógnitas. 
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La primera operación para resolver un problema es 

plantearle, esto es, traducir al lenguaje algebráico las con­
diciones expresadas en el enunciado. El planteo exige en 
muchos casos el conocimiento de la ciencia á que pertene­
ce el problema: en otros basta una explicación sucinta 
acerca de las relaciones entre las cantidades que figuran en 
el enunciado; y en otros es una cuestión puramente nu­
mérica y basta el sentido común para desentrañarla. 

Para plantear un problema se examina con cuidado 
cuales son las cantidades de cuya determinación depende 
el conocimiento de todas las incógnitas; se forma la expre­
sión de dichas cantidades en función de los datos y las i n ­
cógnitas, representando cada incógnita por una letra dis­
tinta, y esto nos conducirá á escribir una ó muchas ecua­
ciones en las cuales datos é incógnitas es tarán enlazados 
.por las mismas operaciones que se deberían efectuar para 
comprobar los resultados, ó valores de las incógnitas, si 
fuesen ya conocidos. 

La segunda parte de la resolución de un problema es 
puramente algebráica, pues consiste en resolver las ecua­
ciones obtenidas al plantearle. 

Se debe observar que si las ecuaciones han de dar to­
das las soluciones del problema y no han de dar ninguna 
solución extraña, es absolutamente necesario que expre­
sen solamente las condiciones del problema y que las expre-
sen todas. 

Si las ecuaciones no expresan todas las condiciones 
del enunciado, pueden dar soluciones ex t r añas y aun ser 
indeterminadas, sin serlo el problema: si expresan alguna 
condición que no esté en el enunciado, se pueden perder-
soluciones ylhasta ser incompatibles, sin ser absurdo el pro • 
blema. 

Pero hay casos en que las ecuaciones no pueden ex­
presar exactamente el enunciado del problema por la gran 
generalidad que tienen los símbolos algebraicos. 

Esto sucederá cuando se hallen valores negativos ó 
fraccionarios, para cantidades que por su naturaleza de-
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ban ser positivas ó enteras; ó cuando la índole del proble­
ma exija que estén comprendidas entre ciertos límites. 

77. Problemas que originan ecuaciones de primer grado. 

174. Para aclaración de los razonamientos anteriores 
presentaremos algunos ejemplos. 

PROBLEMA 1/ Sabiendo que el minutero y el horario de 
un reloj se superponen á las doce, hallar á qué horas volve­
rán á superponerse. 

Es evidente, dada la marcha de las agujas, que el pr i ­
mer encuentro ó superposición tendrá lugar después de la 
una y cinco minutos, el segundo después de las dos y diez 
minutos y así sucesivamente. Además hasta que transcu­
rran doce horas, ó vuelvan á ser las doce, deben superpo­
nerse once veces; luego si tomamos por unidad la hora y 
designamos por x el tiempo que debe transcurrir entre dos 
superposiciones sucesivas, la ecuación del problema será 

12 l l x = 12 de donde x — —-11 
como la unidad es la hora, podremos reducir el quebrado 
1¿ 

^ á complejo de horas, minutos y segundos, y ten­

dremos: 
11 3 • x — —ráe hora — 1 / i 5 m 21~-s 12 11 

la superposición de agujas tendrá, pues, lugar á las 
3 P ^ 

I h 5m 27—s, 2h lOm 54 —s, Sh 16m 21—s » 11 11 ' 11 
PROBLEMA. 2.° Dadas la suma y diferencia de dos canti­

dades, hallarlas. 
Designemos por x é y las cantidades desconocidas y 

por s, su suma, y evidentemente una de las ecuaciones del 
problema será x + y = s: designando por d la diferencia de 
ambas cantidades, la otra ecuación del problema será 
x — y = d. Luego tenemos que resolver el sistema 
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, X + y = $ -

x — y = d 
sumanao y restando estas ecuaciones se halla inmediata­
mente 

2oc =1 s + d, 2(/ = s - d 
de donde 

cS d ' s d 
2 + 2 Í / = Z * ~ 2 

Estas fórmulas son tan importantes que se deben tra­
ducir al lenguaje vulgar y se obtendrá la siguiente regla 
para resolver este problema. 

175. Dadas la suma y la diferencia de dos cantidades, la 
mayar es igual á la mitad, de la suma, más la mitad de la. d i ­
ferencia, y la. menor igual á la mitad de la suma menos la 
mitad de la diferencia. 

Ejemplo. Si la suma de dos números es 28 y su dife­
rencia 12, los números serán 

28 12 28 12 . 0 
X = ~ + y = 20 // = - - = 8 

176. Las soluciones negativas en las ecuaciones no i n ­
dican ningún absurdo; pero en los problemas sobre canti­
dades concretas suelen indicar que el problema, tal como 
está enunciado, no tiene solución. En unos casos las solu­
ciones negativas indican la imposibilidad, y en otros se 
pueden interpretar por un cambio ó generalización del 
enunciado. 

PROBLEMA 3.° Un padre tiene 60 años, su hijo Si, ¿cuán­
do la edad del padre será, doble de la del híjof 

Sea x el tiempo que debe transcurrir para que la edad 
del padre sea doble que la del hijo: al cabo de este tiempo 
su edad será 60 + x y la del hijo 34 + x; pero según el 
enunciado, la primera debe ser doble de la segunda; luego 
tendremos 

60 + x = 2(34 + x) 
resolviendo esta ecuación se halla <a? = — 8. 

Este valor negativo indica que el problema, tal como 
39 
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so ha enunciado, no tiene solución; es decir, que nunca ia 
edad del padre será doble de la del hijo 

Pero, si convenimos en contar las fechas anteriores al 
momento actual como negativas, el resultado á que hemos 
llegado indicará que hace ocho años la edad del padre fué 
doblé que la del hijo. 

Por tanto podremos enunciar así el problema. La edad 
de un püdre es 60 años, la de su hijo 34, ¿cuánto tiempo 
hace que la edad del padre fué doble de la de su hijof 

Designando por x ' el tiempo que ha transcurrido desde 
entonces, la edad del padre era 60 —- x' y la del hijo 34 — x'; 
luego la ecuación del problema será 

\ 60 — x ' ^ 2(34 — x1) 
Resolviéndola se obtiene x ' = 8; es decir, ,que hace ocho 

años la edad del padre fué doble que la del hijo. 
Comparando la ecuación correspondiente al último 

enunciado con la del primero, vemos que se puede obtener 
haciendo en la primera x ~ — x ' ; de donde se deduce x =—8, 
que fué la solución hallada antes. 

Hay un medio de generalizar el problema de modo 
que tan aceptable sea la solución positiva como la negati­
va: para esto basta suponer que el valor de x puede res­
ponder lo mismo á un tiempo pasado que á un tiempo fu­
turo. 

Si x representa un tiempo futuro, deberá ser positiva, 
y por tanto se sumará aritméticamente con la edad de las 
personas: si representa un tiempo pasado, será negativa, y 
por tanto se restará, aritméticamente. El enunciado gene­
ralizado se podrá hacer en los siguientes términos. 

Un padre tiene 60 años, su hijo 34, ¿cuándo será, ó cuan­
do ha sido la edad del padre doble que la, de 'su hijo? 

60 + ^ = 2(34 + x) x = — 8 
luego x representa un tiempo pasado, y por tanto hace 
odio años se verificó. 

Contaban entonces 52 y 26 años respectivamente. 
177. Cuando las fórmulas de las incógnitas de urt pro­

blema tienen la forma fraccionaria v el denominador es 



— 307 -
cero, ó se anula para ciertos valores de los datos sin anu­
larse el numerador, es decir, cuando se presentan bajo la 

forma hay en general imposibilidad, puesto que las in­
cógnitas toman valores mayores que toda cantidad asig­
nable. 

PROBLEMA 4.u Hallar un número igual á su mitad, más 
su tercera, más su sexta parte, más uno. 

Designando por x el número, su mitad, tercera y sexta 

parte serán ^ , - , -r; luego la ecuación del problema és 

X X X 

resolviéndola; resulta x , que indica la imposibilidad. 

178. Cuando las fórmulas que dan las soluciones de un 
problema se presentan bajo formas fraccionarias y se 
anulan el numerador y el denominador, ó se anulan, al 
menos para ciertos valores de los dafos, el problema es en 
general indeterminado para dichos valores. 

PROBLEMA 5.° Hallar un número igual á su mitad, más 
su tercera, más su sexta parte. 

Sea x el número pedido, la ecuación del problema 
será ' 

X X . X 
x '= — I — + -2 8 6 

resolviéndola se halla x -= 

Es fácil convencerse de que el problema es realmente 
indeterminado, porque las condiciones del enunciado las 
cumplen todos los números . 

179. Para recapitular lo dicho en los problemas ante­
riores nos serviremos de un ejemplo, llamado problema de 
los móDiles, que ofrece todos los casos que pueden ocurrir 
en la resolución de problemas de primer grado. 

PROBI EMA 6." Dos móviles cuyas velocidades son \ y \ ' 
caminan con movimiento uniforme sobre la recta XY, par-
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tiendo en un mismo instante, respectioamente, de los pun­
tos A // B, cuya distancia es d: se quiere determinar el tiem­
po que t a r d a r á n en encontrarse a las distancias del punto 
de encuentro á los puntos A y B. 

M A B M 
X • l — • 1 i — , i : Y 

ü V i 
Para resolver este problema se debe saber que en el 

movimiento uniforme los espacios ó distancias recorridos 
en tiempos iguales son iguales, y que en un tiempo doble, 
triple, etc. de otro, el espacio recorrido será doble, t r i ­
ple, etc. del otro. 

Velocidad es el espacio recorrido en la unidad de tiem­
po; por consiguiente, designando por r la velocidad, los es­
pacios recorridos en una, dos, tres unidades de tiempo 
serán D, 2L\ '¿O y en general en t unidades de tiempo, el 
espacio recorrido será ct. 

Desde luego se comprende que, sobre el sentido del mo­
vimiento, se pueden hacer varias hipótesis, pues los móvi­
les se pueden dirigir ambos hacia la derecha, ambos hacia 
la izquierda, ó uno hacia la derecha y otro hacia la iz­
quierda. Para nuestro objeto es suficiente ei primer caso, 
es decir, que supondremos que los móviles se dirigen en el 
sentido XY. 

Por las condiciones del enunciado se comprende que 
el punto de encuentro estará situado á la derecha del pun­
to B, en M, por ejemplo. 

Designemos por ss la distancia AM y por ^ el tiempo 
que tarda en recorrerla el primer móvil, cuya velocidades 
o; tendremos, según lo dicho arriba, ^ = ot. Del mismo 
modo, si se designa por // la distancia BM, como el segun­
do móvil, cuya velocidad es v', debe recorrerla en el tiem­
po t, se tendrá y v't. 

Además la diferencia AM —- BM AB; luego x — y = d. 
Entonces las ecuaciones que resuelven el problema son 

x = ot 
y = v't 

, « — // — d \ . 
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sustituyendo los valores de é y tomados de las dos p r i ­
meras ecuaciones en la tercera, se tendrá 

vt — v't ^ d 
de donde 

. d t — 
v — v' ^ ¡ 

y por consiguiente 
vd v'd 

• X ~ —^ y 
ü — ü v — V 

Discusión de las fórmulas.—Podemos hacer sobre los 
valores de Ü y v' las siguientes hipótesis: 

1.a ü ^ v ' , 2.* Ü = Ü ' , - 3.a v Z . o ' 
PRIMER CASO, r N. v'. En este caso v — o' X 0; luego 
¿c; é// son positivas, lo cual significa que el encuentro 

tendrá lugar en un punto situado á la derecha de A y de B. 
Este resultado está conforme con el enunciado, porque 

siendo 'mayor la velocidad del móvil que parte de A que la 
del que parte de B, tenía que llegar á alcanzarle en un pun­
to tal como el M, al pabo de cierto tiempo después del mo­
mento de la partida. 

SEGUNDO CASO , v ~ v'. De esta hipótesis se deduce 
v — (?' = 0, y por consiguiente 

d vd v'd 
¿ = 0 - = oo ^ = - - = 0 0 y = - ^ - = 00 

El problema es imposible, como debíamos presumir 
antes de resolverle, pues siendo las velocidades iguales y 
marchando un móvil delante del otro en la misma direc­
ción, es imposible que se encuentren. 

Si además de v — V suponemos d ~ 0 , en cuyo caso 
los puntos A y B se confunden, se tendrá: 

, 0 0 0 
í = 0 ^ ^ 0 ^ 0 

l 
lo cual significa que si los móviles parten de un primo 
punto, en una misma dirección, con iguales velocidades, 
todos los momentos y todos los puntos de la recta X Y son 
de encuentro, lo cual es cierto, porque en las concUciones 
indicadas van siempre juntos. 
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TERCER CASO, v Z. v'. De aquí se deduce /; — v' Z.0; lue­

go t, x é y son negativos. 
Tal como se ha enunciado el problema, esta solución 

no es admisible, porque indica que los móviles se encuen­
tran antes de su salida de los puntos A y B y en un punto 
situado á la izquierda de B y de A. Pero el problema se hace 
posible y la solución á que hemos llegado admisible, su­
poniendo que el movimiento comenzó desde hace un t iem­
po indefinido y que los móviles pasan al mismo tiempo 
por los puntos A y B. Entonces el valor ¿ ¿10 indica que el 
encuentro ha tenido lugar antes c/e pasar los móviles por 
A y B: ios valores x 0, y / 0, indican que el punto de en­
cuentro será tal corno M', situado á la izquierda de B y 
de A. 

Este resultado está conforme con el úl t imo enunciado 
del problema, pues siendo mayor la velocidad del móvil 
que va delante, es imposible que el encuentro tenga lugar 
en un tiempo venidero, pero puede haber tenido lugar 
en un punto tal como M', situado á la izquierda de B y A, 
de tal modo'que las distancias.TM'A y M'B sean recorridas 
por los móviles en tiempos iguales. 



LIBRO lí 

LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 
t 

CAPITULO PRIMERO 

RESOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO CON 
UNA INCÓGNITA 

180. Las transformaciones de las ecuaciones explicadas 
en los números 147 á 155 son aplicables á las ecuaciones 
de todos los grados; pero la resolución dé la ecuación de 
segundo grado exige que estudiemos una transformación 
que consiste en extraer la raíz cuadrada de los dos miem­
bros de una ecuación. 

181. Si. de les dos miembros de una ecuación se extrae la 
raíz cuadrada, se obtienen todas las soluciones dando á los 
resultados el doble signo ± 

Sea la ecuación 
A = B • («) 

decimos que es equivalente á 
I /AT— ± (* ) 

ó sea al sistema 

i / A = - n r / ' 
En efecto, las ecuaciones («) y (S) se pueden escribir así 
A - B = o. KA - K F = o, Í / A + KB7^ O • 

y como el producto de la suma de dos cantidades por su 
diferencia es igual á la diferencia de los cuadrados de d i ­
chas cantidades, se tendrá 

C) Ks iniUil escribir i -1/A = ±1/K"( p o r q u e - 1/Á - ^ ± [ / R , se obtiene 
cambiando los signos á los dos miembros de | / A = + 1/B y por consiguiente 
será equivalente con ella (núm. 154). 
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(I/A - / B ) (I/A + Í/B) - A - B 

donde el primero y el segundo miembro deben ser nulos. 
Pero el primer miembro se puede anular siendo ^A = i^B 
ó [/A. = — I^B; es decir, con las soluciones de las ecuacio­
nes (gj y el segundo siendo A — B, es decir, con las solu­
ciones de la ecuación (a). 

Luego la ecuación (a) se satisface con todas las solu­
ciones de las.ecuaciones (S), y recíprocamente las ecuacio-
nes (S) son todas las soluciones de la ecuación (a). 

182. Una ecuación de segundo grado con una incógnita 
puede tener tres clases de términos, á saber: con el cua ­
drado, con la primera potencia é independientes de la i n ­
cógnita; luego después de preparada y pasando todos los 
términos al primer miembro, tendrá la forma 

• • • nx2 + l)£ + c ~ 0 . (1) 
en la cual n, b, c, son números , ó monomios, ó polino­
mios, pudiéndo ser nulos b y c; pero a tiene que ser distin­
to de cero, sin lo 'cual la ecuación no sería de segundo 
grado. 

Para resolver la ecuación (1) pasaremos c al segundo 
miembro y multiplicaremos por 4a, tendremos: 

4:a2sc2 + 4«6a? =r — 4ac 
el primer miembro de esta ecuación está formado por los 
dos primeros términos del cuadrado del binomio 2cw + b; 
luego sumando á los dos miembros la cantidad b2, cua­
drado de dicho segundo término, resul tará 

4a2ít?2 + 4ate + b2 = b2 — 4ac 
ó bien 

(2ax + b)2 — 62 - 4ac 
extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros y dando 
al segundo el signo ± , para obtener todas las soluciones 
(núm. 181), se tendrá 

2asc + b==.± v.b2 — Aac (2) 
pasando b al segundo miembro y dividiendo por 2a 

- b ± y ^ ^ I J a c (3) 



-313 — 
Esta fórmula, traducida al lenguaje vulgar, dice: En la 

ecuación general de segundo grado, la incógnita es igual al 
coeficiente del segundo término con signo contrario, más y 
menos la raíz cuadrada del cuadrado de dicho coeficiente, 
menos el cuadruplo del producto del término independiente 
por el coeficiente del primer término, dividido todo por el 
duplo de este coejiciente. 

183. Separando en la fórmula (3) los dos valores corres­
pondientes á los signos 4- y — del radical y designándose 
por x ' y x", se tendrá: 

— ¿> + Vtf^Aofc — b — ^b* — 4ac 
X ' = : X ==• (4) 2a 2a v 

de modo que la ecuación de segundo grado tiene dos solu­
ciones ó raíces, y sólo tiene dos, puesto que la fórmula (3) 
se ha deducido resolviendo las dos ecuaciones de primer 
grado comprendidas en la (2), que es equivalente á la 
ecuación propuesta (núm. 181). 

184. Sumando las fórmulas (4) quedan los valores de las 
raíces resulta 

, — 2b ' b 
x ' + x" = —— = 

2a a 
multiplicándolas, para lo cual se tiene presente que la su­
ma de dos cantidades por su diferencia es la diferencia de 
los cuadrados de las mismas cantidades, se obtiene 

i( ¿r - (6'2 —4ac) 4ac c 
4a2 Aa1 a 

De donde se deduce que: en toda ecuación de segundo 
grado, la suma de las raíces es igual al coeñciente del se­
gundo término cambiado de signo y dividido por el coeñcien­
te del primero; y el producto de las raíces es igual al tercer 
término dividido por el coeficiente del primero. 

185. APLICACIONES. 
1.a Resolver la ecuación 

x2 — 4^ + 3 = 0 
haciendo a = 1, & = — 4, c = 3, en la fórmula (3), resulta 

40 
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y separando las raices 

x ' = 2 + 1 = 3, x" — 2 — 1 = 1 
En este ejemplo las raíces son positivas y enteras. 

2. a Resolver la ecuación 
lx2 — 12^ — 4 = 0 

haciendo a = 1, b = — 12, c = — 4, se tendrá 
12 ^ ^14^+112 _ ^ ± 1 6 

x ~ 14 ' ^ 14 
y separando las raíces 

12 + 16 n „ 12 - 16 2 
^ = — - - - = 2, ^ _ _ í r _ - = - _ 

las raíces son comensurables, una entera y otra fracciona­
ria, y una positiva y otra negativa. 

3. " Resolver la ecuación 
3¿c2 + 15^ + 14 = 0 

haciendo a = 3, 6 = 15, c — 14, resulta 

— 15 ± 1/225^168 — 15 ± t 7 ^ 
x 

x = 

6 6 
15 + 1/57 ' , — 15 — 1/57 

6 ' 6 
las raíces son incomensurables y ambas negativas. 

4.* Resolver la ecuación 
x* + 8x + 25 = 0 

de donde 

— 8 + ^64-^100 —8 + 1 /^36 
^ ~ 2 ~ 2 ~ • • • 

hemos visto (núm. 116) q u e , — 36—^36 . i / — 1 zrzQV^i, 
ó bien 6Í; luego 

- 8 + 6¿ 
X ~ ^ — _ 4 ± 3/ 

y separando las raíces 
4 + 3Í, x" = — A — 3¿ 

las raíces son ahora dos cantidades imaginarias conjuga­
das (núm. 118). 

En todos los ejemplos podemos sumar y multiplicar 
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las raíces, y veremos comprobadas las propiedades (Amos­
tradas en el núm. 184. 

S." Resolver la ecuación 
4^2 _ -i- 9 = o 

haciendo a—. A, b = — 12, c = 9, resulta 

_ 12 ± -- 144 _ 1 2 + 0 _ 3 

á primera vista parece que la ecuación tiene una sola raíz, 
pero consiste en que como el radical se anula, las dos ra í ­
ces se hacen iguales, como veremos más abajo en la discu­
sión de la fórmula general. De todos modos, ahora pode­
mos comprobar las propiedades de las raíces (núm. 184), 

• • 3: 
porque haciendo x ' = x" = —, se tendrá 

. . . 6 / - 12\ , „ 9 , 
X = — = — — - — X X = - r 2 \ 4 / 4 

6/ Resolver la ecuación 

J L + _ _JL = o 
X—tn —n —p 

quitando denominadores se tendrá 
(x — n) (x — p) + {x - m) {x — p) — (x — m){x ~ n) = 0 
efectuando las multiplicaciones indicadas y reduciendo los 
términos semejantes, resulta 

x2 — 2px + mp + np — mn — 0 
haciendo ahora a = l , b = — 2ptc — mp - i - np — mn, en la 
fórmula (3) se obtendrá 

2p ±_\/4imp + n p — mn) 
x _ 

sacando el factor 4 del radical y dividiendo ambos térmi­
nos por 2 
x' ~ p + Vmp -f np — mn x" —p — ^mp + ttp ~ mn 

186. Discusión de la fórmula.—Sea, ]& ecuación general 
de segundo grado 

ax2A+ bx -t c-== Q (1) 
de la cual hemos deducido las raíces 
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— 6 + l / V — 4ac „ — ó — ^ P ^ i o T ? 

i r - = w 
Podemos suponer a^O, porque si fuese negativa, cam­

biar íamos de signo toda la ecuación. En cuanto á la canti­
dad ¿>2 — 4ac puede ser positiva, nula ó negativa, por lo 
cual distinguiremos tres casos principales en la discusión. 

PRIMER CASO. & — 4ac \ . 0 
Las raíces serán reales, porque la cantidad subradical 

es positiva: si b2 — 4ac tiene raíz exacta, serán comensu-
rables, y no lo serán en el caso contrario. 

Para hallar los signos de las raíces tenemos que hacer 
todas las hipótesis posibles sobre los signos de 6 y c, que 
dan lugar á las cuatro combinaciones 

ó X O y c X O , ¿? \ . 0 y c 0, 
¿> ^ 0 y c X 0, b Z .0 y c 

En la primera hipótesis — b será una cantidad negati-
va, a la cual hay que sumar y restar el radical — 4ac; 
pero por ser c positiva, 52 — 4ac ¿1 y en consecuencia 
1/̂ 2 —iac Z- b; luego los signos de los. numeradores de las 
raíces los da la cantidad — b, y puesto que el denominador 
2a es positivo, los signos de los valores de las raíces los 
dan los numeradores; entonces en la hipótesis actual, las 
dos raíces son negativas. 

Razonando en las demás hipótesis como en ésta, ob­
tendremos los siguientes resultados: 

6 \ . 0, cXO, b* — AacZ. b2 Vb-i —\acZ. b x ' ¿LO, x"ZL0 
b Z 0 , cAO, 62 — 4ac Z.b2 l / W - ^ a c Z . b x' X 0, x " ^ 
b \ o , cZO, b2 — 4ac ^b2 \/b2 —Aac\ b x ' \ 0, x"Z-0 
bZ .0 , cZS), b2 — 4ac A/52 V b ^ i a c \>b x 'AO, x"ZS) 

Luego cuando b2 — 4ac A 0, las raíces son reales y des­
iguales, ambas positivas ó ambas negativas, ó una positiva 
y otra negativa. 

SEGUNDO CASO, b2 — Aac = 0 
Las fórmulas de las raíces dan ahora 
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' — * - J l 

por consiguiente las raíces son reales é iguales; positivas 
si 6 ̂ 1 0, y negativas si 6 X 0 

TERCER CASO. bt — AacZ.® 
Puesto que 62 — 4ac es una cantidad negativa, las r a í ­

ces no pueden ser reales, porque contienen un término 
imaginario. 

Si convenimos en hacer 62 — Aac — — k?, tendremos 

— b ± VZZfcz 
x = - — -

2 a 

y como IZ—k* = ^k2 (— 1) = / ¿ l / Z ^ T - k i 

• x _ —b + ^ . 
2a ~ 2a , 

b ' k y haciendo — r~ = «, — = ^ 

y separando las raíces 
= a - f gí, ¿c" = a — 6í 

luego en este caso las raíces son dos cantidades imaginarias, 
ó complejas conjugadas. 

187. ESCOLIO. La ecuación de segundo grado 
ax* + ¿ia?'+ = c = 0, multiplicada por 4a es 

AcCix2 + Aabx + 4ac = 0 
sumando y restando b2, resulta 

4:a2x2 + labx + ¿>2 + 4ac — b2 =--0 
pero los tres primeros términos forman el cuadrado del b i ­
nomio 2ax + b; luego tendremos 

{2ax + b)2 + (4ac — b2) = 0 
El primer término es un cuadrado; luego no puede ser 

nunca negativo: si b2 — 4ac X 0, 4ac — ó2 ̂  0; entonces la 
ecuación anterior puede ser satisfecha: si b2 — 4ac = 0, el 
término (2ax + b)2 se debe anular para satisfacerla: si 
1)2 _ 4ac ^ o, entonces 4ac — b2 \ 0 , y el primer miembro 
se compondrá de dos cantidades positivas; luego es impo-
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sible que haya valores reales de que satisfagan la ecua­
ción. 

188. CASOS PARTICULARES. 
l.« b — 0. La fórmula general se reduce á 

= ± J / ^ = r ' _ 4 ^ = ( / ' — 1 
2a 4a2 a J 

que da dos raíces reales ó imaginarias, pero iguales y de 
signo contrario. 

La resolución de la ecuación general no exige que b sea 
distinto de cero, porque nunca se multiplica ni divide por 
0; luego la fórmula debe ser aplicable á este caso. Así es, 
en efecto, porque haciendo ¿> = 0, en la ecuación general 
tendremos 

qa?2 + c _ o 
pasando c al segundo miembro, dividiendo por a, y extra­
yendo la raíz cuadrada, resulta 

x = ± (5) a 
conforme hallamos antes. 

nula ̂  
- b ± t / p 

2/ c =-0. La fórmula general da 

2a 2a 
ó separando las raíces 

— b + b rt „ —b—b b — 0, se" = 
2a 2a a 

Por las mismas razones que antes debemos presumir 
que la fórmula general es aplicable á este caso, y en efecto, 
haciendo tí = 0 en la ecuación general se tiene. 

aar2 + ^ _ o 

sacando x en factor común 
(ax + b)x = 0 

y como para hallar todas las soluciones debemos igualar 
á cero sucesivamente los dos factores del primer miem­
bro, tendremos: 

ax + b — 0 de donde x== — ~ (6) 
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.r — O (7) 

que son las raíces obtenidas por la fórmula general. 
3.° a = 0. La fórmula general de 

— b ± 1/62 —b + b 
0 0 

ó separando las raíces 
- — — b + b _ 0 

' 0 ' 
— b 2b 

0 0 0 ' 0 
Pero la resolución de la ecuación de segundo grado 

exige que a sea distinta de cero; luego se debe presumir 
que la fórmula general no es aplicable á este caso; y en 
efecto, si llevamos á la ecuación la hipótesis a = 0 ten­
dremos: 

bx + c = 0, de donde x = —— 
b 

Para poder aplicar la fórmula general á este caso, va­
mos á prepararla de modo que en el numerador y deno­
minador resulte el factor a, y le suprimiremos. 

Tomemos la primera raíz, tendremos: 
- b + l / p " 4ac 

2a 
multiplicando los dos términos por — 6 - l/¿>2 —4acse 
tendrá sucesivamente 

Vb* — 4ac) (— b — V W — 4ac)__ 62 _ ^ + 4ote 
2tt (__ ^ _ 1/̂ 2 

2c 
4ac) 2a(—6—W2—4ac) 

— 6 - 1/̂ 2 _ 4ac 
y si hacemos « = 0, en la úl t ima expresión 

% (8) x = 

que es el valor obtenido directamente por la ecuación 
6a? + c == 0. 

Tomando la segunda raíz 
_ 6 —1/62 — 4ac 

a?// ? 2a 
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multiplicando ambos términos por —/> + ¡/¿2 — 4ac, se 
tendrá de un modo análogo al dé la primera raíz 

— b + ^h2 •-4ac 
y haciendo a == 0, resulta 

2c 
x" = = + oo (9) 

luego en este caso una raíz es — y la otra se hace infi­

nita. 
4. a 6=^0, c = 0 . Lo mismo por la fórmula que por la 

ecuación general se obtiene 
x' = 0, x" = 0 

5. ° a = 0, c = 0, las fórmulas (8) y (9) dan 
, 0 

3G — \J y 3C ^ 
Sólo satisface la primera, puesto que la ecuación es 

6a? = 0 
6. ° a = 0, 6 = 0. Las fórmulas (8) y (9) dan 

c , 2c _ 
X z= -f- 00 a? = : - — = : -4- 00 

0 ~ 0 ^ 

7. ° OÍ = 0, 6 = 0, c = 0. Lo mismo las fórmulas que la 

ecuación dan x = como debe ser, puesto que realmen­

te no existe la ecuación. 
C A P Í T U L O I I . 

RESOLUCIÓN DE ALGUNOS SISTEMAS DE ECUACIONES 
DE SEGUNDO GRADO. 

*189. La ecuación completa de segundo grado con dos 
incógnitas tiene la forma 

ax2 + bxy + cy2 + dx -h ey + / = 0 
La resolución de un sistema de dos ecuaciones com­

pletas de segundo grado con dos incógnitas, no es propia 
del Álgebra elemental, porque eliminando una de las incóg-
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nitas, resulta una ecuación de cuarto grado: por lo tanto, 
sólo nos proponemos resolver algunos sistemas sencillos 
de ecuaciones incompletas, siendo en muchos casos una 
de ellas de primer grado. 

Ejemplos: 1." Resolver el sistema 
x + y = s 

xy =zp 
de la primera se deduce 

y ~ s — x 
y sustituyendo en la segunda 

x{§ — x) = p 
efectuando operaciones y cambiando designo 

X2 — s x + p = o 
de donde 

x = — 2 

Los valores d e x é í / s o n las dos raices, poro de tal 
modo que si se toma para valor de x la primera, el valor 
de // es la segunda y al contrario. 

El sistema de ecuaciones que hemos resuelto, respon­
de al problema de ha l l a r dos n ú m e r o s cuando se conocen la 
suma y el producto de dichos n ú m e r o s . 

Este problema se puede resolver directamente forman­
do una ecuación de segundo grado en que el coeficiente del 
segundo término sea la suma dada cambiada de signo, el 
tercer término el producto dado y el coeficiente del primer 
término la unidad. Basta para esto recordar las propieda­
des de las raíces de la ecuación de segundo grado (nú­
mero. 184.) 

2.° Resolver el sistema de ecuaciones 

V - x + [ / y = \ / a + Vb 

. V x - V - y ^ a - V b 

siendo, a y b, cantidades racionales y 1̂ 6 irracional. 
Elevando al cuadrado la primera resulta 

¿c + w + 2 V ' ^ = a + 
41 
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antes de seguir adelante debemos demostrar que si se tie­
ne a' + VW = a + l/¿) siendo racionales 6 y b\ é i r ra -
cionales Vb y Vb', se debe tener a = a', 6 = 6', en efecto 
de la igualdad a '+ Vb,—a+ Vb se deduce l / ^ ' — ( a — 1 / 6 , 
y elevado al cuadrado 

&'—(« — +• ¿, + 2 (a - a') l/ó 
de donde 

2(a — o') i/¿> — (a - a')3 + (6 — 6') 
como el segundo miembro es racional, el primero también 
tiene que serlo, lo cual es imposible si no se tiene a = a'; 
pero entonces, puesto que el primer miembro se anula, el 
segundo también se tiene que anular, luego b = b'. 
] Esto supuesto, de la ecuación (1) se deduce , 

b 

x -{• y = a, x y — — 

luego x é y son las raíces de la ecuación (núm. 184) 
.2 _ b 

+ - r 
de donde 

+ 1/Q2 _ ¿) l/a2— b 

y extrayendo la raíz cuadrada 

de donde 

(2) 

Estas fórmulas son muy importantes en muchas apli­
caciones de la Geometría y Trigonometría porque sirven 
para transformar radicales dobles en radicales simples, 
cuando a2 — b es cuadrado perfecto. 

Así, \ / 1 8 + 6 ^5 =1 /15 ± 1/3 
Para llegar á este resultado basta hacer en las fórmulas 
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a = 18, b = 180 de donde az — b = 144, 1/a2 — b = 12 

3.° Resolver el sistema 
x + y =z.2a 

x2 + y2 = 462 
Elevando al cuadrado la primera ecuación y restando del 

resultado la segunda se tiene 
4a?y — 4(a2 — 62) ó bien xy = a2 — b2 

luego esta ecuación y la primera nos dan lasumay el pro­
ducto de dos números , entonces (Ejemplo 1.°) 

x = a ± 1/262 — a2, y ~ a + V^b2 — a2 
é." Resolver el sistema 

xy =± a2 
x2 + y2 = b2 . 

elevando al cuadrado la primera se tiene 
x2y2 — ^ 

de donde (Ejemplo 1.°) 
ó2 + I/64 — 4a4 „ 62 x 1/6* — 4a4 

2 — , ^ = - ^ 
y por consiguiente 

I / 62 ± \ /W— Aa\ I / 6 2 + l / V — l o ^ 

Por las fórmulas(2)del ejemplo 2.° esta solución se trans­
forma en 

x = U ± ^ 6 2 + 2 ^ + 1 / 6 2 - 2 ^ ; l/6^+2a2+ ^ ó ^ o 2 ) 

5.° Resolver la ecuación llamada bicuadrada 
«ÍC4 + 6^2 + c = o 

haciendo x2 = y, de donde x = ± ^ / y , se tiene 
ai/2 + 6^ + c = o 

que es una ecuación de segundo grado de cual resulta 

2a 2a ' 
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CAPÍTULO I I I . 

PROBLEMAS QUE CONDUCEN Á ECUACIONES DE 
SEGUNDO GRADO 

190. PROBLEMA l . " Un padre al morir deja, una suma 
de 46800 pesetas, que se han de repartir por partes iguales 
entre sus hijos; antes de repartirlas mueren dos de sus hi­
jos y á causa de esto los otros reciben cada uno 1950pesetas 
más. ¿Cuántos eran los hijos? 

Designemos por x el número de hijos, la parte que 
• • , • • 4 6 8 0 0 ^ 

cada uno recibiría no muriendo ninguno sena — — y la 

que recibe efectivamente á causa de la muerte de dos de 

ellos es ———! pero esta ultima es 1950 pesetas mas que 

lo primera, luego la ecuación del problema es 
46800 46800 , (fv^ — h 1950 x —2 x 

antes de quitar denominadores podemos dividir todos los 
términos de la ecuación por 1950 y resul tará 

24 24 + 1 x — 2 x 
quitando denominadores y simplificando 

x2 — 2x — 48 = o 
de donde 

2 :K t/4~+ " l92 2 ± 14 
X ~ 2 ~ 2 

y separando las raíces 
x ' 8, x" 6 

La segunda raíz no es admisible en el problema actual, 
que por su naturaleza debe tener solución entera y posi­
tiva, luego no podemos aceptar más que x = 8. Que satis­
face al problema, como se puede comprobar. 

192. PROBLEMA 2.° Colocando en los puntos A y B dos 
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focos luminosos, hallar qué puntos de la recta AB reciben 
iguales cantidades de luz de ambos focos. 

A I M B M' 
X 1 1 1 — I - ! • Y 

En la Física se aprende que las intensidades de la luz 
emitida por un foco luminoso á dos punios distintos, es­
tán en razón inversa de los cuadrados de las distancias del 
foco á los puntos. 

Esto supuesto, sea AB = d, la distancia conocida de 
los focos luminosos: sean a2 y b2, las intensidades respec­
tivas de las luces de ambos focos á la unidad de distancia 
y sea M, un punto igualmente iluminado por las dos luces. 
Hagamos MA = se, y tendremos MB = d — x. 

Designando por i2 la intensidad de la luz que recibe el 
punto M, del foco colocado en A, tendremos, en virtud de 
la ley citada 

- T ñ — -r de donde L¿ = ^ i2 1 x2 • 
La intensidad de la luz que recibe el punto [M, del foco 

colocado en B, es también Í2, según la hipótesis, luego 
tendremos: 

b2 { d - x)2 A A A -o & de donde i2 -
i2 1 - — - (rf _ 

iguaalndo estas dos expresiónes de i2, tendremos la ecua­
ción del problema que no tendrá mas incógnita que x 

a2 b2 
x2 ~~ id — x)2 

Se puede preparar esta ecuación quitando denominado­
res y resolviendo por el método general, pero es más sen­
cillo extraer de ambos miembros la raíz cuadrada, dando á 
uno de ellos el doble signo ± para no perder soluciones. 

a , > b 

quitando denominadores y resolviendo 

(1) 

x = d.. —^—7- (2) a ~r b 
de donde 
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, a • í .„ , x ~ c¿. -, o? — a. 

a + ¿>' a — o 

DISCUSIÓN DE LAS RAÍCES 
PRIMER CASO, a2 X 62, de donde a ^ 6 

En este caso el denominador a + ¿>, es mayor que a y 

menor que 2a, luego la fracción - -qr r^ será menor qué ~^ 

y mayor que entonces tendremos 

a + ¿> 2 
de donde multiplicando por 6¿ 

a - f ¿> 2 
luego la primera raíz, ó sea el valor de x ' está compren-

d* 
dido entre d, y -: por tanto existe un punto M, igualmente 
iluminado por ambas luces, colocado entre A y B, á una 
distancia de A (luz más intensa) mayor que de B (luz me­
nos intensa) como se manifiesta en la figura, porque I es-
el punto medio de AB. 

ce 
El denominador a — 6 es menor que a, luego • -7- ^ 1 

1 a — b 
y multiplicando por d, 

d. — C l ~ r X d a — b 
luego la segunda raíz, ó sea el valor de x" es mayor que d'. 
por consiguiente existe otro punto M', igualmente i lumi ­
nado por ambas luces, colocado á la derecha de A, por ser 

X o, y á la derecha de B, por ser x" \ d. 
SEGUNDO CASO, a2 — b*, de donde a = b. 

Ahora tenemos 
, a d x — d . = — 2a 2 

luego el punto I medio de la recta AB está igualmente i l u ­
minado por ambas luees 
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327 — 
a d 

a — a o 
luego no existe un segundo punto igualmente iluminado 
por ambas luces. 

Si en la hipótesis a = b, hacemos d = o1 la raíces serán 
• ,;' o 

X = o, x — — o 
luego cualquier punto de la recta X y estará igualmente 
iluminado por las dos luces. 

TERCER CASO, a2 b2, de donde a ¿L h 
N ' A N I B 

x : 1 1 1—r- 1 Y 
En este caso el denominador a + 6 es mayor que 2a, 

. a , a 
luego - — r sera menor que y como evidentemente 

a + b 2a 
X o, tendremos 

4 ^ « 
2 a + ó 

y multiplicando por d 
d \ ^ a \ 

- X oí. — — X o » 
2 a + b 

luego el valor x ' es positivo, pero menor que ^ : por con­
siguiente existe un punto Ñ, igualmente iluminado por 
ambas luces, colocado entre A y B, á una distancia de A, 
menor que de B; como manifiesta la figura porque I es el 
punto medio de AB. 

El denominador a - b, es negativo luego x" Z. o, por 
tanto existe á la izquierda de A, un punto N' igualmente 
iluminado, por las dos luces. 

193. PROBLEMA 3.° Hallar un número de tres cifras 
tal que la una de los cuadrados de las tres cifras sea 104 
que el cuadrado de la cifra de las decenas sea igual al duplo 
de la de las centenas por las unidades más 4, y que restan­
do de él, el número formado por las mismas cifras inoif-
tiendo su orden la diferencia sea 594. (Ritt) 
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Designando por x la cifra de las centenas por y la de 

las decenas y por s la de las unidades, la expresión del nú­
mero en el sistema decimal será W x + 10?/ + z. Sentado 
esto es fácil ver que las condiciones dadas en el enun­
ciado son 

x2 + y% + ^ = 104 
y2 — Zxs + 4 
100^ + 10// -\- z — (100.2 + 10^ + x ) ~ . 594 

Sustituyendo en la primera el valor de Í/2, tomado de 
la segunda, resulta 

x2 + 2xz + ¿?2 = 104 — 4, ó bien {x + z f = 100 
y extrayendo la raíz cuadrada 

x + z = 10 
desechamos la solución negativa x + z = — 10, porque 
las cifras del número tienen que tener valores positivos. 

De la tercera ecuación se deduce inmediatamente 
99x — 99^ = 594 

y dividiendo ambos miembros por 99 
X — ,2 = 6 

de esta y á e \ o x + z = 10, se deduce, x = S, z =• 2, Susti­
tuyendo en la y2 = 2xz + 4, tendremos y2 -= 36, de donde 
y = 6, pues la solución y = — 6, no es aceptable. 

El número pedido será, pues, 862. 



TERCERA PARTE. 
P R O G R E S I O N E S Y L O G A R I T M O S . 

LIBRO PRIMERO. 

L A S P R O G R E S I O N E S 

CAPITULO PRIMERO. 

Las progresioties ari tméticas. 

194. Se Hama progresión aritmética, ó por diferencia, á 
una serie de términos tales que restando de cada uno el an­
terior dan siempre una misma diferencia, que se llama ra­
zón de la progresión. 

De esta definición se deduce que cada término es igual 
al anterior sumado con la razón. 

Para indicar una progresión se escribe delante de sus 
términos el signo ~ y entre cada dos de ellos se coloca un 
punto 

Ejemplos: - ^ - 1 . 3 . 5 . 7 . 9 . 1 1 . . . . . . . 
-r- 20 . 14 . 8 . 2 . 4 

Si la razón espositioa, como en el primer ejemplo, los 
términos aumenta rán á partir del primero: en este caso la 
progresión es creciente. Si la razón es negativa, como en 
el segundo ejemplo, la progresión será decreciente. 

Dada la naturaleza.de la progresión se comprende que 
se puede prolongar indefinidamente: pero para estudiar 
sus propiedades, supondremos que tiene un número l i m i ­
tado de términos . 

42 
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195. Cualquier término de una progresión ari tmética és 

igual al primero más tantas veces la razón, como términos 
le preceden. 

En efecto, sea la progresión general 
-~- a . b . c . d h . k . I 

Designemos por r la razón y tendremos por definición 
b = a + r, c = b + r, d = c + r 

sustituyendo en la segunda el valor que tiene b, en la p r i ­
mera; en la tercera el valor que resulta para e y así suce­
sivamente, se tendrá 

b = a + r, c = a + 2r, d — a + 3r 
lo que prueba que el teorema es cierto para los primeros 
términos . 

Vamos á demostrar que si es cierto para un término 
cualquiera, lo será para el siguiente, en cuyo caso como 
se verifica hasta el cuarto término, también se verificará 
para el quinto; verificándose para el quinto, también para 
el sexto y así sucesivamente, luego será general. 

Sea, pues, t un término que ocupa el lugar m + 1, ó al 
cual preceden m; t el término siguiente y admitamos que 
el teorema tiene lugar para el término t, tendremos: 

t =-- a + mr . 
y como por definición • , 

t' — t + r 
tendremos • 

t' = a + (m + 1) r 
igualdad que demuestra el teorema. 

Siendo n e\ número de términos de la progresión y l 
su úl t imo término, se tendrá. 

.l = a + {n — 1) r (1) 
19G. Un término cualquiera de una progresión ar i tmét i ­

ca es igual al último, menos tantas veces la razón como 
términos le siguen. 

Despejando a en la fórmula (1) tendremos: 
. a =z'l — O — l ) r (2) 

que demuestra el .teorema, pues siendo cierto para el p r i ­
mer término, para otro término cualquiera se puede supo-
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ner que.la progresión comienza en dicho término y ter­
mina en /. 

197. S¿ una progresión ari tmética creciente se continúa 
indefinidamente, sus términos llegarán d ser mayores que 
cualquiera cantidad dada por grande que esta sea. 

Sea A la cantidad dada, decimos que si n es suficiente­
mente grande se podrá satisfacer siempre la relación 

a + {n — 1) r X A 
En efecto, pasando a al segundo miembro resulta 

{n — 1) r \> A ~ a 
y como ambos miembros son positivos y r también es po­
sitiva se deducirá por una propiedad puramente aritmética 

A . A—a •. , . v. A — a n — 1\> o bien n \ 1 
r - • V: r - •" 

luego cuando el número de términos sea mayor que el se­
gundo miembro de la desigualdad anterior habremos con­
seguido formar un término mayor que A. 

198. Interpolar n — 2 medios aritméticos, entre dos nú­
meros dados es formar una progresión aritmética en la 
cual los números dados sean los extremos y que por consi­
guiente tendrá n términos. 

S¡ conociésemos la razón podríamos formar la progre­
sión considerando como primer término el menor, si la 
razón es positiva y el mayor, si es negativa. 

Ahora bien, designando por a y / los números dados y 
por r la razón desconocida tendremos (núm. 195) 

l — a + {n — 1) r 
y despejando r 

l — a 
r --= ~ (3 

n — 1 
y como n — 1 es el número de términos que se interpolan 
mas uno, podremos enunciar la siguiente: 

REGLA. Para interpolar medios aritméticos en t redós 
números dados, se halla la razón de la progresión dicidien-
do la diferencia de los números dados por el número de 
términos que se lian de interpolar mas uno. 

Ejemplo: Interpolar entre 1 y 29, veinte medios arit­
méticos. 
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De la fórmula (3) se deduce 

29 — 1 __ 28 ^ 
V ~^ 20 + 1 ~ 21 ~ 3 

luego la progresión pedida será 
- f 1 . 2 } . 3|- . 5 . 6-~ . 1 - . 9 29 

199. S¿ entre cada dos términos de una progresión ari t ­
mética se interpolan p — 1, medios aritméticos, se forma 
otra progresión cuya razón es el cociente de la razón de la 
primera progresión por el número p de medios interpolados 
mas uno. 

Sea la progresión 
a . b . c . d.... h . k . I 

cuya razón es r. 
Si se interpolan entre, a y b, entre b y c, etc., p ~ í me­

dios ari tméticos los valores de las respectivas razones se­
rán (núm. 198) 

b — a c — b d — c l — k 
p ' p ' p " ' p 

pero todos los numeradores son iguales á r, luego todas 

tendrán por expresión ~~y en consecuencia resultará una 

. . . . . r progresión única cuya razón sera —~. 

200. ESCOLIO. Cuando el número de términos que se 

interpola crece indefinidamente, la razón 1 - u por consi-
P 

guíente la diferencia entre dos términos consecutivos de la 
progresión tiene por límite cero. 

201. La suma de dos términos equidistantes de los extre­
mos (primero y último términos) es igual á la suma de los 
extremos. 

Sean t y t ' dos términos precedido y seguido de m tér­
minos respectivamente, tendremos: 

t ~ a + mr} 
+, , > y sumando miembro á miembro t ~ l — r n r í 

í + ¿' — a + ¿ 
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202. La suma de los términos de una progresión a r i tmé­

tica es igual á la mitad del producto de la sama de los ex­
tremos, por el número de términos. 

Sea siempre la progresión 
- a . b . c . d h . k . I 

Designando por S la suma de sus términos tendremos: 
S = a + 6 + c + + / i + A; -f ¿ 

invirtiendo el orden 
S — ¿ + ^ + + 4-c + ¿ + a 

y sumando ordenadamente 
2S = (a + /) + {b + k) + (c + /i) + {h + c) + {k+b) + ( í + a ) 
pero siendo n el número de términos de la progresión, en 
el segundo miembro hay n paréntesis iguales todos á 
(a + 0 puesto que son, ó sumas de los extremos, ó de tér­
minos equidistantes de los extremos: por tanto 

2S = (a + /) n 
de donde 

A veces conviene sustituir en vez de / su valor (nú­
mero 195) y tendremos 

203. Como casos particulares notables conviene estu­
diar las siguientes sumas. 

1. a Suma de los n primeros números enteros. 
Es una progresión cuya razón es la unidad y cuyo nú­

mero de términos es igual al últ imo término, luego ten­
dremos a = 1, r = 1, / = n, en la fórmula (4) del número 
anterior, y se tendrá 

Q _ + ^ 

2. a Suma de los n primeros números impares. 

(*) Entre las cantidades a, l , r, n. S, existen dos relaciones distintas, 
l ^ a _|_ _ i) r, s = ^ ^ n por lo cual, se necesita conocer tres de estas canti­
dades para hallar las otras dos. Combinando los datos de todas las maneras po­
sibles se pueden resolver 10 problemas. 
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Es una progresión cuya razón es 2 y cuyo primer tér­

mino es 1, luego la fórmula (5) del número anterior dará, 
haciendo a = 1, r = 2 

(2 + {n ~ í)2)n. _ ^ 
2 

Luego: la suma de cualquier número de impares conse-
cuticos á part i r de 1, es un cuadrado perfecto igual al cua­
drado del número de términos. 

CAPÍTULO I I 

Las progresiones geométricas. 

.204. Se llama progresión geométrica ó por cociente una 
serie de términos tales que, dividiendo cada uno por el an­
terior, dan siempre un mismo cociente que se llama razón 
de la progresión. 

De aquí se deduce inmediatamente que cada término 
es igual al anterior multiplicado por la razón. 

Para indicar una progresión geométrica se escribe de­
lante de sus términos el signo -f-f y entre cada dos de ellos 
se colocan dos puntos. 

Ejemplos: 2 : 4 : 8 : 16 : 32 : 
-H-100 : 50 : 25 :12,5 : 6,25 : 3,125 : 

Si la razón es mayor que la unidad, los términos irán 
aumentando y la progresión se dice creciente; el primer 
ejemplo es una progresión creciente cuya razón es 2. Si la 
razón es menor que la unidad, los términos irán disminu­
yendo y la progresión será decreciente; el segundo ejem­
plo es una progresión decreciente cuya razón es ~ (*) 

La progresión geométrica es por su naturaleza indefi­
nida; pero para estudiar sus propiedades supondremos 
que tiene un número limitado de términos . 

205. Cualquier término de una progresión geométrica es 

(*) Suponemos la r azón positiva, porque si fuese negativa, no habría, pro­
gres ión , sino una justa posición dedos progresiones; una de t é r m i n o s positivos 
y otra de t é r m i n o s negativos, siendo la r a z ó n positiva é igual en ambas, pero 
comenzando una con t é r m i n o positivo y la otra con negativo. Toda la teor ía del 
texto se refieren progresiones positivas. 
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igual al primero multiplicado por una potencia de la razón 
GWJO exponente sea igual ai número de términos que le pre­
ceden. 

En efecto, sea la progresión 
-̂ rr a : b : c d : h : k : l 

designemos por q la razón y tendremos por definición 
b — aq, c = bq, d ~ cq. 

sustituyendo en la segunda el valor de b dado por la p r i ­
mera; en la tercera el valor que resulte por c, y así sucesi­
vamente, se obtiene 

b ~ aq, c — aq*-, el ~ aq7, 
que prueban que el teorema es cierto para los primeros 
términos. 

Vamos á demostrar que si es cierto para un término 
cualquiera, lo será para el siguiente, en cuyo caso como 
se verifica hasta el cuarto término, también se verificará 
para el quinto; verificándose para el quinto, también para 
el sexto y así sucesivamente, luego será general. 

Sea, pues, t un término al cual preceden otros m; t' el 
término siguiente y admitamos que el teorema tiene l u ­
gar para el término t, tendremos: 

t — aqm 
y como por definición 

t — qt 
tendremos 

t = aqm +1 
igualdad que demuestra el teorema. 

Siendo n el número de términos y l el último, se 
tendrá: 

l-^zaq'1-*1 (1) 
206. Cualquier término de una progresión geométrica es 

igual al último dividido por una potencia de la razón, cago 
exponente sea igual al número de términos que le siguen. 

Despejando a en la fórmula (1), tendremos 

' : ' •'• „«'•-,• , ; . . „ • . • . , . ; , 
que demuestra elteorema para el primer término; para 
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aplicarle á otro cualquiera, basta suponer que la progre­
sión comienza en dicho término y termina en 

207. Si una progresión geométrica creciente se continúa 
indefinidamente, sus términos llegarán á ser mayores qiie 
cualquiera cantidad dada, por grande que sea. 

En efecto, sea la progresión 
i r a : aq < aqa- : aq7' : aqn 

en la cual q ^ . 1 , podremos, pues, hacer q = l -f a, y la pro­
gresión anterior será 

;; a : a (1+a ) : a (l+a)2: a (l+a)3 a ..... 
pero por la fórmula del binomio de Newton (núm. 134) se 
tiene; ' ̂  . • < ' - • > 

n n(n—l) „ . n(n—l)(n—2) . . 
, ( 1 + a)n ~ 1 + y a + 1 2 *2 + ^ 2 3 A3 + 
de donde se deduce 

(1 + a)^ X 1 + ,?2 a 
y por tanto los términos de la progresión anterior serán, á 
partir del tercer término, mayores quelos de la progresión 
ari tmética. 

a . a (1 + a) . a (1 -}- 2a). a ( i + 3 a) a (1 + n a) 
cuya razón a* es positiva y que por consiguiente crecerán 
indefinidamente (núm. 197) luego esta propiedad subsist irá 
á fo r t io r i en la progresión geométrica, como quer íamos 
demostrar. 

De este teorema se deduce como corolario importante 
que: las potencias de los números mayores que la unidad, 
son mayores que la-unidad, crecen con el exponente y pue ­
den llegar á ser mayores que cualquiera cantidad dada. 

Porque todo número mayor que la unidad se puede 
poner bajo la forma 1 + a, y tendremos 

1 / 1 + a Z : (1+ a)'2 Z (1 + a)5 Z. Z. (1 + a)« 
y por ser los términos anteriores los de una progresión 
geométrica cuya razón es 1 + tendrán las propiedades 
enunciadas. 

208. Si una progresión geométrica decreciente se conti­
núa indefinidamente, sus términos llegarán á ser menores 
que toda cantidad dada por pequeña que sea. 
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Siendo q ¿L l , se puede hacer q 

gresión será 
1 + a 

luego la pro-

1 + a (1 + a ) 2 f 1 + a)n 
pero los denominadores aumentan con el exponente y pue­
den llegar á ser mayores que toda cantidad dada, luego 
evidentemente las fracciones disminuirán y llegarán á ser 
menores que toda cantidad dada por pequeña sea. 

De este teorema se deduce el siguiente importante co­
rolario: las potencias de los números positivos menores que 
la unidad son menores que la unidad, disminuyen con el 
exponente y tienen por limite cero cuando el exponente ere-
ce indefinidamente. 

Porque todo número menor que la unidad se puede 
1 

poner bajo la forma • y tendremos 

1 \ . 

1 + a 
1 

1 + a " (1 + a ) ~ (1 + a)2 (1 + a ^ 

y por ser los términos anteriores los de una progresión 

geométrica cuya razón es , tendrán Jas propiedades 

enunciadas. 
209. Interpolar n ~ 2 medios proporcionales ó geomé~ 

trieos entre dos números dados es formar una progresión 
geométrica de n términos y en que los números dados sean 
los extremos. 

Si conociéramos la razón podríamos formarla consi­
derando como primer término el menor, si la razón es ma­
yor que la unidad, y el mayor si es menor que la unidad. 

Sean, pues, a y l los números dados, q la razón que 
queremos hallar, y tendremos (núm. 205.) 

/ = aq'1 - 1 
de la cual se deduce 

1 a 
y extrayendo la raíz del grado n — 1 
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n — 1 

como n — 1 es el número de términos que se interpolan 
más 1, tendremos la siguiente: 

REGLA. Para interpolar medios geométricos entre dos 
números dados, se halla la razón de la progresión, d iv i ­
diendo los números dados y extrayendo, del cociente, la 
raíz cuyo índice es el número de medios que se han de in ­
terpolar mas uno. 

Ejemplo. Interpolar 8 medios geométricos entre los 

números ^ y 4. La razón de la progresión será 
64 

9 _ 3 _ 

1/256 = ^ 8 = 2 ; luego la progresión que re-

resuelve el problema será 
1 1 1 1 1 1 
64 ' 32 ' 16 ' 8 ' 4 ' 2 ' ' * 

210. Si entre cada dos términos de una progresión se i n ­
terpolan p — 1, medios geométricos, todas las progresiones 
resultantes forman una sola, cuya razón es la raíz del gra­
do p (número de términos interpolados mas uno) de la ra­
zón de la primera progresión. 

Sea la progresión cuya razón designaremos por q 
^ a . b . c . d h . k . I 

Interpolando jp — 1, medios geométricos, entre a y b, 
entre b y c, etc., las razones respectivas serán, según el 
teorema anterior. 

p _ / > _ p _ p _ 

V W \ V \ \ / \ 

pero las cantidades subradicales son iguales á q por deflni-
^_ 

ción, luego todas tienen por expresión v q , luego ésta será 
la razón de la progresión única resultante. 

211. Las raíces de los números mayores que la unidad 
son mayores que la unidad, decrecen cuando crece el índice 
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// tienen per limite inferior la unidad cuando el índice crece 
indefinidamente. 

En efecto; sea q un número mayor que 1, tendremos 
p p _ 

\ í , porque si i /q fuese igual ó menor que 1, elevan­
do á la potencia de grado p se tendría q menor ó igual 
que 1 (núm. 208.) 

P _ P+L 
En segundo lugar decimos que X \/q 
Reduciendo á un índice común ambos radicales (nú­

mero 107) se tendrá 

^ ^ . ^ r 1 ' ^ donde 

\ / q — V q P 

puesto que qp+i X qP (núm. 207) 
En tercer lugar, si suponemos que d es una cantidad 

que tiene por límite cero, se puede hacer 
p _ 
Vq Z . 1 

en efecto; elevando á la potencia p se tendrá 
q Z . { l + S)p 

esta desigualdad y la anterior se verifican, afor t ior i , si de­
terminamos p de modo que se tenga 

q Z . l + p Z 

pero de esta se deduce p \ . ^ ¿ 1, luego 

p _ 
lírn. 1 / ^ = 1 

212. Las raices de los númerospositioos menores que la 
unidad son menores que la unidad, crecen con el índice y 
tienen por limite superior la unidad cuando el índice au­
menta indefinidamente. 

\ 
Si hacemos g — — , siendo q! ^ 1, se tendrá 
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P 1 
p 
V'c q 

igualdad que demuestra el teorema en todas sus partes, 
porque el denominador del segundo miembro es mayor 
que la unidad, disminuye cuando crece el índicep y tiene 
por límite la unidad cuando p crece indefinidamente (nú­
mero 211.) 

213. Cuando el número de medios geométricos que se in­
terpolan entre cada dos términos de una progresión geomé­
trica crece indefinidamente, la diferencia entre dos conse­
cutivos tiene por limite cero. 

Sea q la razón de la progresión y p — 1 el número de 
medios que se interpolan. Si se designa por A un término 
cualquiera en la progresión resultante, el siguiente será 

p _ 
A V q y la diferencia entre ambos 

A Vq — A = A \ y q — \ ) 
El segundo miembro es un producto que tiene por lí-

p _ 

mite cero, porque uno de los factores Vq — \ tiene por l í­
mite cero cuando p crece indefinidamente (211 y 212)(*)y el 
otro factor A no se hace infinito, puesto que está compren­
dido entre los extremos de la progresión; luego la diferen-

v _ ' 
cia entre A y A V q tiene por límite cero. 

214. E l producto de dos términos equidistantes de los ex­
tremos en una progresión geométrica es igual al producto 
de los extremos. 

Sea t un término precedido de otros, m y t', uno segui­
do de otros, m, se tendrá 

t — aqm\ 

^ — _ L ( y multiplicando tt' = al 
qr-

p _ 
(•) S i q - ^ l , I/Q — l se rá positiva, y si g ^ 1, será negativa; pero en uno y 

Otro caso tiene por l imite cero cuando p crece indefinidamente. 
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215. E l producto de los términos de una progresión geo­

métrica es igual á la raíz cuadrada del producto de los ex­
tremos elevado á la potencia que indique el número de tér­
minos. 

Sea la progresión 
ü a: b : c : d : : h : k : l 

Designando por P el producto se tendrán las dos expre­
siones 

p — abe hkl 
p — ikh cba 

y multiplicando una por otra 
p2 = (al) (bk) {ch) {he) (kb) {la) 

pero siendo n el número de términos de la progresión, en 
el segundo miembro hay n paréntesis iguales todos á (al) 
puesto que son, ó productos de los extremos, ó de térmi­
nos equidistantes de los extremos, y por consiguiente 

p2 = (al)"- de donde P = l/(a¿f"" (4) 
216. La suma de los términos de una progresión geomé­

trica es igual al producto del último término por la razón 
menos el primer término, dioidido todo por la razón menos 
la unidad. 

Siendo la progresión la del número anterior, designa­
remos por S la suma de sus términos y se tendrá 

S = a + ó + c + h + k + L 
y multiplicando ambos miembros por la razón q 

Sg = ó + c + cZ + k + l + lq 
restando de la segunda la primera 

Sq — Ü = lq — a ó bien S{q — 1) — Iq — a 
de donde se deduce 

• s ^ 

Si la progresión es decreciente, se prefiere invertir los 
términos de la sustracción anterior y se tendrá 

(6) 
1 — q 
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idéntica con la (5) y fácil de enunciar en el lenguaje ordi­
nario. (*) 

Si en las fórmulas (5) y (6) se sustituye en lugar de l su 
igual aq71—1 se obtiene 

s = « ( | ^ i ) (7) S = 2ii5f> (8) 

217. La suma de los términos de una progresión geomé­
trica decreciente, continuada indefinidamente, tiene por 
límite el primer término dividido por la unidad menos la 
rosón. 

En efecto; separando los términos del numerador en 
la fórmula (8) tendremos: 

a aqn 
1 — q 1 — q 

pero por ser q ¿ i l , qn tiene por límite cSro cuando n cre­
ce indefinidamente (núm. 208), luego el valor de la expre-

aQn 
sión -——— tendrá también por límite cero, puesto que a y 

1 •— q 
1 — q son finitos y por tanto 

l im . S 1 - q 
Ejemplos: 

1 1 1 
1. ° 1 + 1 1 h 

^ 2 ^ 4 r 8 ^ 

2. » 0,24242424 = 0,24 + 0.0024 + 0,000024 + 
S — Q>24 _ 24 _ 24 

~ 1 — 0,01 ~ 100—1 "~ 99 
este últ imo resultado es el mismo que hubiéramos encon­
trado siguiendo la regla (Arit. 208) para hallar la genera­
triz de una fracción periódica pura. 

(•) Entre a, l , n , q , S, hay dos relaciones distintas l - aqn l , S - — ¥ 
q — 1 

como en las progresiones a r i tmé t i ca s clan lugar á 10 problemas, que se pueden 
resolver elementalmente, pero después de conocer la teor ía de logaritmos. Si las 
f ó r m u l a s anteriores se combinan con la del producto, d a r á n lugar á 20 problemas. 



LIBRO 11. 

LOS LOGARITMOS. 

CAPÍTULO PRIMERO. 

DEFINICIÓN Y PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS. 

/ . Definiciones. 

218. Si consideramos las dos progresiones, geométrica 
y ari tmética 

~ l : q : q*: : q11 
~ 0 . r . 2 r . 3 r nr 

tales que la primera comienza por 1, la segunda por 0 y 
cuyos términos se corresponden, ambas progresiones for­
man un sistema de logaritmos. 

Logaritmo de cada término de la progresión geométri ­
ca es el término correspondiente de la progresión a r i t ­
mética. 

Así el logaritmo de q es r, el de q-, 2ry el de qn , nr 
De esta definición se deduce que pudiendo variar inde­

finidamente la razón de la progresión geométrica, cada lo­
garitmo corresponde á infinidad de números en distintos 
sistemas, y si varía indefinidamente la razón de la progre­
sión aritmética, cada número tiene infinidad de logarit­
mos en distintos sistemas. 

Fijándonos en un sistema, suponiendo las dos progre­
siones crecientes y prolongándolas á la izquierda, se ob­
tiene 

1 1 1 1 
1 : q : q . q qn . 

qn q* q ' q 
-nr -3r. -2r . - r . 0 . r .2r .Sr nr. 

en las cuales observamos que el logaritmo de la unidad es 
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cero; que los términos q, q2, q* que son mayores que 
\^ unidad y crecientes, tienen logaritmos positivos, cre­
cientes también; que haciéndose infinitos qtl y nr, cuando 
n se hace infinito (números 207 y 197), el logaritmo de oo 

1 1 1 
es oo. Además, los números —, —9-, •—• que son meno-

q q2 qi 
res que la unidad y decrecientes (núm. 208) tienen logarit­
mos negativos (— r, — 2r, — 3r ..) decrecientes (crecien-

: ^ • i Q : : . • t 
tes en valor absoluto), el límite ue — cuando n se hace 
infinito es cero (núm. 208) y el de — nr es — oo, en la mis­
ma hipótesis (núm. 197), luego el logaritmo de 0 es — oo. 

219. La anterior definición de logaritmos se refiere á los 
números contenidos en la progresión geométrica, pero se 
puede generalizar demostrando que todo número positivo 
tiene en cada sistema de logaritmos un logaritmo y uno 
soló. 

Si entre cada dos términos de las progresiones inter­
polamos un n ú m e r o , ^ — 1, de medios proporcionales en 
la progresión geométrica y diferenciales en la aritmética, 
según las regias dadas en los números 209 y 198, los nú­
meros obtenidos por interpolación en la progresión geo­
métrica tienen por logaritmos los correspondientes de la 
progresión aritmética (*), luego todo número que se pueda 
obtener por interpolación en la progresión geométrica tiene 
un logaritmo, que es el término que le corresponda por la 
misma interpolación en laprogresión aritmética. 

Sea en segundo lugar A un número que no se puede 
obtener por interpolación en la progresión geométrica. Si 
interpolamos un número p — 1 de medios indefinidamen­
te grande y designamos por q' el valor de la nueva razón, 

p _ 
se tendrá Vq (núm. 209), y en la nueva progresión 

(•) Se puede demostrar que si por interpolaciones de diferente n ú m e r o de me­
dios se obtiene dos veces un n ú m e r o en la p rogres ión geométr ica y si en l apro­
gres ión a r i tmé t i ca se hacen las mismas interpolaciones, los dos logaritmos que 
correspondan a un mismo n ú m e r o son iguales. La demos t rac ión se funda en teo­
remas que no hemos demostrado en la teor ía do las progresiones por no hacer 
mas extenso este l ibro. 
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habrá dos términos tales que se verifique la limitación 

q'm ¿ / A ¿ / q'm + i 

pero la diferencia q'm + i _ q'm tiene p0r i¿mi¿e cero (nú_ 
mero213) cuando g' tiene por límite la unidad, es decir, 
cuandop crece indefinidamente (núm. 212) luego en estas 
condiciones, A podrá considerarse como límite superior 
de q'm é inferior de q'm + i (*) 

Ahora, si en la progresión aritmética hacemos las 

mismas interpolaciones, siendo r' — —, los logaritmos de 
P 

q'm y q-m + 1 serán mr' y (m + 1) r', y por tanto el logaritmo 
de A será un número comprendido en t r e ellos: pero 
(m + l ) r ' — mr' = r', tiene por límite cero cuando p crece 
indefinidamente; luego en estas condiciones el logaritmo 
de A es limite superior de mr' é inferior cle(m + l ) r ' . 

Luego en este caso también A tiene un logaritmo. 
220. Supongamos que se haya interpolado un número 

tan grande de términos que las diferencias entre dos con­
secutivos tengan por límite cero: designemos por a y 6 las 

p ' r 
razones respectivas, que serán a = [/^, 6 = - siendo p una 
cantidad que crece sin límites, y supongamos también 
ambas progresiones crecieres y continuadas indefinida­
mente en uno y otro sentido, serán de la forma 

1 1 1 
— o - - : — : 1 : a : a2 an oc 
f —oo — ;?6 —2a.- g . 0 . 6 . 26 nZ oo 
de las cuales se deduce que los términos de la progresión 
geométrica son todos positivos, crecientes desde 0 hasta oo: 
los de la progresión aritmética, crecientes desde — co á 0 y 
desde 0 á oo, y por consiguiente: 

1. ° Los logaritmos crecen con los números. 
2. ° Los números negatioos no tienen logaritmos. 

( • ) Si suponemos A ^ -1 e s t a r á comprendida e n t r e d ó s n ú m e r o s tales que 

Y ^ f l ^ ^ e n l o s c u a l e s l I m ( ^ n _ ^ ) = 0; y por con-

siguiente son aplicables los razonamientos del texto. 
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3. ° Los números positivos menores que la unidad tienen 

logaritmos negativos. 
4. S Los números mayores que la unidad tienen logarit­

mos positivos. 
5/ El logaritmo de cero es el infinito negativo. 
6/ E l logaritmo de la unidad es cero. 
7.E E l logaritmo de infinito es infinito. 
221, Hemos supuesto que las progresiones son crecien­

tes, pero es fácil estudiar lo que sucede en los demás casos. 
En efecto; si se invierten las dos progresiones, se con­

vertirán en decrecientes y todas las anteriores conclusiones 
serán idénticas. Si se invierte sólo una, en cuyo caso una 
progresión será creciente y otra decreciente, es evidente 
que de las conclusiones anteriores sólo quedará, que los 
números negativos no tienen logaritmos y que el logaritmo 
de la unidad es cero. 

Es fácil ver, sin nuevos razonamientos, que en este 
caso: Los logaritmos decrecen cuando crecen los números; 
que los números positivos menores que la unidad tienen lo­
garitmos positivos, que los números mayores que la unidad 
tienen logaritmos negativos; que el logaritmo de cero es in ­
finito y que el logaritmo de inñnito es infinito negativo. 

En lo sucesivo supondremos que son las progresiones 
crecientes por ser así las que se usan en las aplicaciones. 

/ / . —Propiedades de los logaritmos^ 

222. Él logaritmo de un producto es igual á la suma de 
los logaritmos de sus factores. 

Sean en primer lugar los números am y a"- comprendi­
dos en la progresión geométrica del núm. 220; su producto 
am+n también estará comprendido en dicha progresión y se 
tendrá, designando por la notación log A, el logaritmo de 
un número cualquiera A. 

\og*m=mZ, logan —«g, log <ím+n=(m + n)Z=mtyJ!K& 
pero por ser «m+«- = a"1. ««, tendremos: 

lOg (>'n . = m 6 - M 6 = ]0gam_|- loga" 
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Si se trata de dos números A y B, no comprendidos en 

la progresión geométrica, siempre se podrán buscar en la 
progresión dos pares de números que verifiquen las l i m i ­
taciones 

a»i Z l A am + l ; a,, Z l B Z l an + 1 

de donde 
am + n ¿ / Z . a m + n + 2 

y tomando logaritmos 
(m + ^ )6z : log(AB)Z.(m + /2+2) g 

pero también se tiene 
mg z l log A z l (m + l)g «g log B + l)g 

de donde, sumando 
(m + ^ g z : log A + log B z l ( m + /i+2)g. 

luego log(AB) y log A + log B, son dos constantes que 
están comprendidas entre dos variables cuya diferencia 2g , 
tiene por límite cero, entonces (Arit. 256) 

log (AB) = log A + log B 
Este teorema se puede extender á* cualquier número de 

factores, pues considerando el producto de todos los fac­
tores, menos uno, como un solo factor, se tendrá 

log (ABC.. . .K)= I o g A + log(BC....K) 
luego si el teorema es cierto para ;2 — 1 factores lo será 
para JV, pero es cierto para dos, luego lo será para tres, 
siéndolo para tres lo será para cuatro, etc. 

Así: log(ABCD)= log A + log B + l o g C + logD 
223. E l logaritmo de un cociente es igual al logaritmo 

del dividendo menos el logaritmo del divisor. 
En efecto; se tiene evidentemente 

A 

y tomando logaritmos 

log A 

de donde se deduce 

A Tí 
_ x B 

l o g - + log B 

log 3 = 

224. 

log A — log B. 

E l logaritmo de una potencia es igual al logaritmo 
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de la cantidad multiplicado por el exponente de la potencia. 

Sea la potencia AP, como es un producto de/> facto­
res iguales á A se tendrá (núm. 222), 

log AP = log A + log A + log A p veces 
luego 

log AP = p logA. 
225. E l logaritmo de una raíz es igual al logaritmo de la 

cantidad subradical dividido por el índice de la raíz. 
Tenemos la identidad 

/ P \p 
W ' K ) - A 

y tomando logaritmos, por ser el primer miembro una po­
tencia, tendremos: 

log 1/A = log A 
de donde 

l o g ^ A =.- log A 

CAPITULO I I 

LOS LOGARITMOS VULGARES. 

226. Se llama sistema de logaritmos vulgares ó de 
Briggs el sistema formado por las progresiones 
•H 10--" : io-2: i o - i ; i : io : io2:103 : 10» 

'r- — n ..... - 2 . * — 1 . 0 . 1 . 2 . 3 . n ..... 
Desde luego se advierte que las potencias de 10 tienen 

por logaritmos números enteros, iguales á sus exponentes 
(positivos ó negativos), y que los demás números no po­
drán tener logaritmos enteros. Los logaritmos que no sean 
enteros los supondremos convertidos aproximadamente 
en fracciones decimales: la parte entera de un logaritmo 
se llama característ ica y la decimal mantisa. 

227. La característica del logaritmo de un número mâ -
yor que la unidad tiene tantas unidades como cifras, menos 
una, la parte entera del número. 

En efecto; si el número está comprendido entre 1 y 10, 
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su parte entera tiene una cifra, pero su logaritmo está 
comprendido entre 0 y 1; luego su característica será cero, 
conforme se dice en el enunciado. Si el número está com­
prendido entre 10 y 100, su parte entera tendrá dos cifras, 
pero su logaritmo estará comprendido entre 1 y 2, luego la 
característica será 1; conforme á la regla. En general si el 
número está comprendido entre 10'1-1 y 10n, tendrá n c i ­
fras en su parte entera, y como su logaritmo está com­
prendido entre n — 1 y n, tendrá n — 1 por característica; 
es decir, siempre una unidad menos que cifras la parte 
entera del n ú m e r o . 

228 Si un número se multiplica ó divide por una poten­
cia de 10 (por la unidad seguida de ceros), la mantisa de su 
logaritmo no varia g la característ ica aumenta ó disminuye 
en tantas unidades como tiene el exponente de 10 (como ce­
ros siguen á la unidad). 

En efecto; en virtud de las propiedades demostradas en 
los números 222 á 224 tenemos las igualdades 

log (N . 10'1) = log N + n log 10 = log N + n 
log (N : 10n) = log N — /? log 10 — log N — n 

que demuestran el enunciado siempre que el exponente n 
sea un número entero y positivo, es decir, cuando lO'1 es la 
unidad seguida de ceros. 

Ejemplos. Suponiendo que log. 221,43 = 2,345236 
En virtud del teorema que se acaba de demostrar, ten­

dremos: 
log 2214.,3 = 3,345236 
log 22143 — 4,345530 
log 2214300 = 6,345236 

log 22,143 = 1,345236 
log 2,2143 = 0,345236 
lóg 0,22143 = 0,345236 — 1 
log 0,00022143 = 0,345236 - 4 

Para aplicar el teorema á los úl t imos ejemplos se con­
serva la mantisa positiva, y la característica negativa se 
indica poniendo encima de ella el signo —. 



_ 350 — 
Así: 0,345236— 1—1,345236 

0,345236 — 4 — 4,345236 
luego log 0,22143 — 1,345236 

log 0,00022143 =4,345236 
229. El examen de estos ejemplos, unido al de las pro­

gresiones del núm. 226, nos enseña que los números posi­
tivos menores que la unidad tienen logaritmos que se pue­
den expresar con característica negativa y mantisa positi­
va; reduciéndolos exacta ó aproximadamente á decimales 
se deduce la siguiente: 

REGLA. E l logaritmo de un número decimal menor que 
la unidad es negativo, y sé compone: de una caracterís t ica 
negativa, que tiene tantas unidades como indique el lugar 
ocupado por la primera decimal significativa de la izquierda 
y de una mantisa positiva, que es la misma que coresponde 
al número sin la coma. 

230. Para la descripción y uso de las Tablas de logarit­
mos, pueden consultarse los números 14 y 15, 18 á 21 y 23 
á 26 de las Tablas de Sánchez Ramos. 

Las propiedades del complemento logarítmico, opera­
ciones con los logaritmos y operaciones con los números 
efectuadas por medio de logaritmos, pueden estudiarse en 
los números 28 á 37 de las mismas Tablas, donde se hallan 
expuestas con todos los detalles necesarios. 



LIBRO I I I 

EL INTERÉS COMPUESTO Y LAS ANUALIDADES 

CAPÍTULO PRIMERO 

I N T E R É S COMPUESTO 

231. En la Aritmética (núm. 387) digimos que el interés 
se llama compuesto cuando por intervalos iguales (gene­
ralmente de un año) se acumula al capital para producir á 
su vez otro interés. 

El interés compuesto se regula por el tanto por uno ó 
tanto, que es el interés producido por la unidad monetaria 
(la peseta) prestada durante un año en las mismas condi­
ciones que el capital. Se admite que el interés compuesto 
es proporcional al capital, pero no es proporcional al tiem­
po, porque el capital variable aumenta con el tiempo. 

El capital formado portel primitivo y sus intereses 
compuestos se llama capital acumulado ó capital compues­
to ó montante. 

Si designamos por c el capital primitivo, por C el capi­
tal compuesto, por r el tanto por uno y por n el número de 
años que dura el p rés tamo, tendremos: (1) 

C = c (1 + r)n 
En efecto; una unidad produce r en un año, luego c 

unidades producirán cr, luego el capital formado al final 
del primer año será c + cr =* c(l + r). El interés de este 
capital en un año será c r ( l + r% luego el capital formado 
al ñnal del segundo año será 

c(l + r) + c r i l + r) = c(l + r) (1 + r) = c(l + r f 
Del mismo modo el interés de este capital en un año 
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será cr( l + r f , luego el capital formado al final del tercer 
año será 

c(l + r f + c r{ l + r f = c(l + r f (1 + r) = c(l + r f 
y así sucesivamente, al cabo de n años se tendrá 

C — c(l + 
Admitiremos esta fórmula aunque n no sea un núme­

ro exacto de años . (*) 
232. La fórmula (1) resuelve cuatro cuestiones, porque 

cada una de las cantidades que figuran en ella puede ser la 
incógnita. 

1. a CUESTIÓN. Hallar el capital compuesto conociendo el 
capital primitivo, el tanto por uno y el tiempo. 

C = c(l + r)n (1) 
y tomando logaritmos 

log C = log c + /2 íog (1 + r) (1)' 
Ejemplo. Hallar el capital compuesto por 27242 pese­

tas al 5 por 100 en 7 años . 
Haremos c = 27242; r = 0,05; 72 = 7, y se tendrá por 

la fórmula (1)' 
log c =-= 4,435239 

7 log (1 + r) = 0,148325 (**) 
log C --•= 4,583564 = log 38332,2 

El capital compuesto será, pues, 38332,20 pesetas con 
menos error de 10 céntimos de peseta. 

2. a CUESTIÓN. Hallar el capital primitivo conociendo el 
capital compuesto, el tanto por uno y el tiempo. 

De la fórmula (1) se deduce despejando c 

(*) La demos t rac ión p<ara todos los casos puede verse en las Tablas de logarit­
mos citadas, n ú m . 39, nota. 

(**) Hemos buscado el log. (1 + r ) en la tabla V, pág. 70, que contiene los loga­
ri tmos de 1 + r para diversos tantos con 11 decimales, porque si le hubiésemos 
buscado en las tablas ordinarias donde se encuentra con seis decimales, al mul ­
tiplicarle por 7, p e r d e r í a m o s la sextadecimal que se h a r í a ilusoria. En el ejem­
plo actual h u b i é r a m o s hallado C = 38322,0. ' i 

Cuando el tiempo es un n ú m e r o entero de años se puede operar en muchos 
casos empleando la fó rmu la (1) por las tablas de cálculos directos de in terés 
compuesto y,anualidades (pág. 72 a 97). En el ejemplo actual hub iésemos m u l t i ­
plicado el n ú m e r o 27242 por 1,40710042, que es el n ú m e r o que en las tablas corres­
ponde al capital compuesto por 1 peseta al 5 por 100 en 7 años v hub iésemos ha­
llado 38332,23, con menos error de 1 cén t imo de peseta. 
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y tomando logaritmos 

log c ~ \ o g C — n log (1 + r) (2)' 
Ejemplo. ¿Qué capital se ha colocado á interés com­

puesto al 6 por 100 para que en 47 años se haya convertido 
en 245000 pesetas? 

Haremos C = 245000, r — 0,06, w r - 47 y se tendrá por 
la fórmula (2)' 

log C = 5,389166 
n log (1 -f- r) — 1,189376 

log c = 4,199790 — log 15841,26 (*) 
El capital primitivo será c == 15841,26 pesetas. 

3.a CUESTIÓN. Hallar el tiempo conociendo el capital p r i ­
mitivo, el capital compuesto y el tanto por uno. 

De la fórmula (l)se deduce 

(1 + r)« = ~ (3) 
c 

tomando logaritmos y dividiendo por log (1 + r) 
_ log C - log c 

n - ~ l o g ( l + r) {ó) 
Ejemplo. ¿Qué tiempo debe estar prestado un capital 

para que al 6 por 100 se duplique? 
Haciendo en la fórmula (3)' C — 2c, se tendrá 

log C — log c + log 2 
de donde 

log C — log c = log 2 
luego la cuestión que nos proponemos es independiente 
del valor del capital, deduciremos pues 

log 2 
n ~ log 1,06 . 

Efectuando el cociente de los dos logaritmos se halla 
7i = 11,895 años 

y reduciendo la fracción 0,895 años á meses y días contan-

(*) Si hubiésemos empleado las tablas ordinarias para hallar log (1 + r) hu­
biésemos hallado = 15841,03. Si empleamos la f ó r m u l a (2) haciendo uso d é l a s 
tablas de cálculos directos hallaremos con m á s aproximación c = 15841,28 pe-
setas. 

45 
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do 12 meses por valor del año y 30 días por valor del mes 
se halla 

n = 11 años 10 meses 22 días 
Resultado conforme con el de la tabla V I I , pág. 98. 

4.» CUESTIÓN. Hallar el tanto por uno conociendo el tiem­
po, el capital primitivo y el capital compuesto. 

De la fórmula (3) se deduce extrayendo la raíz n-ésima 

y tomando logaritmos 
? , s log C — log c ,,,, log { I + r) = —^ ^ — (4)' 

n 
Ejemplo. ¿A qué tanto por uno se deben prestar 8425 

pesetas para que en 7 años se forme un capital de 12500 
pesetas! 

Haciendo C = 12500, c = 8425, w = 7 en la fórmula (4)' 
tendremos; 

log C = 4,096910 
log c - 3,925570 

log C — log c = 0,171340 
de donde 

log (1 + r) = i ^ - M - = 0,024477 = log 1,05798 

de donde r = 0,05798 

CAPÍTULO I I 

PROBLEMAS SOBRE ANUALIDADES. 

/ . Formación de un capital por anualidades. 

233. Nos proponemos hallar el capital que se formará 
colocando durante n años consecutivos y al final de cada 
uno una suma de a pesetas á interés compuesto. 

La primera anualidad estará colocada durante n — 1 
años; la segunda, durante n ~~ 2 años; la tercera, durante 
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— 3, y así sucesivamente hasta la úl t ima. Las expresio­

nes de estas anualidades serán (núm. 231) 
primera anualidad a(í + r)n-i 
segunda » a(l + r)n-2 
tercera » . . . . . . a(l + r ) " - 3 

úl t ima a 
Sumándolas se obtiene la expresión del capital C 
C = a + o(l + r) + a(í + r)"-2 + a(l + r)n~i 

y como el segundo miembro es la suma de los términos 
de una progresión geométrica cuya razón es 1 + r, apli­
cando la fórmula de la s u m á d e estas progresiones (núme­
ro 216), tendremos: 

c = a ( ( 1 + , ) " _ - ! ) (1) 

Esta fórmula resuelve cuatro problemas, siendo los 
más importantes hallar el capital y hallar la anualidad. 

1.a CUESTIÓN. Hallar el capital/formado por anualidades 
conociendo la anualidad, el tiempo y el tanto por uno. 

Resuelve este problema la fórmula (1). Si queremos 
efectuar el cálculo por medio de logaritmos, haremos 
6 = (1 + r)n, de donde 

log ¿> = n log (1 + r) 
la fórmula (1) será 

^ a(6 — 1̂  
C = — 

' • " , • r 
y tomando logaritmos 

log C = log a + log (6 — 1) — log r 
Ejemplo. ¿Qué capital se formará con 15 anualidades 

de 1000 pesetas impuestas al 574 por 100? 
Haremos a = 1000, n =- 15, r = 0,055, y tendremos: 

log 6 = 15 log 1,055 = 0,348787 = log 2,23247 
luego b = 2,23247, de donde 6 — 1 = 1,23247 

log a = 3,000000 
log {b - 1) = 0,090777 

colog r = 1,259637 
' log C == 4,350414 = log 22408,6 
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El capital formado por las 15 anualidades de 1000 pe­

setas será 22408,60 pesetas con menos error de 10 céntimos 
de peseta. 

2.a CUESTIÓN. Hallar el valor de la anualidad conocien­
do el valor del capital que se ha de formar, el tiempo y el 
tanto por uno. 

De la fórmula (1) se deduce 

« = , ( ! + Í _ l í2> 
haciendo como antes b = {1 + r)n 

Cr 
a = Í~—-o — l 

y tomando logaritmos 
. i log a = ]og C + log r - log (6 — 1) 

; - f Ejemplo. ¿Qué anualidad se debe imponer para for-
inar en 20 años al 6 por 100 un capital de 25000 pesetas? 

Haremos C = 25000, r ~ 0,06, /z — 20, y tendronos: 
log & = 20 log 1,06 = 0,506117 = log 3,20713 

luego b ~ 3,20713, de donde 6 — 1 = 2,20713 
log C = 4,397940 
log r = 2,778151 

colog (6 — 1) = 1,656172 

. log a = 2,832263 = log 679,62 
La anualidad pedida es 679,62 pesetas, con menos error 

de medio céntimo de peseta. 

/ / . Amortización, de una deuda por anualidades. 

234. La anualidad que se aplica á la amortización de 
una deuda ó de un emprésti to reciba el nombre de renta. 
La renta es limitada cuando el número de años que dura 
la amortización es limitado: perpetua cuando el plazo de 
amortización es ilimitado: vitalicia cuando el plazo es la 
vida probable del acreedor. 

Para resolver el problema de la amortización de una 
deuda por anualidades se debe tener presente que la su­
ma de todas las anualidades ha de ser igual al valor de la 
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deuda y sus intereses compuestos, durante el plazo de la 
amortización. 

Si designamos por o el valor de la deuda al comenzar 
el primer año y por C el capital que representa al Analizar 
los n años, tendremos (núm. 232) 

C = v (1 - f r)« 
Pero el valor de las n anualidades necesarias para ex­

tinguir la deuda es (núm. 233) 

C = A ( ( Í + 1) 
r 

luego igualando ambas expresiones, tendremos: 

de la cual se deduce 

a ( i + r ^ - l {ó) 
Haciendo 6 = (1 + r)n, de donde log 6 = n log (1 + r), 

tendremos: 
vrb 6—1 

y tomando logaritmos 
log a = log v - f log r + log b — log (b — 1) 

Ejemplo. Hallar la anualidad que debe pagarse para 
amortizar en 75 años un empréstito de 6000000 de pesetas 
al 6 por 100. 

Haremos v = 6000000, r = 0,06, n = 75, de donde 
log 6 = 75 log 1,06 = 1,897940 = log 79,0569 

luego b = 79,0569, de donde b — l = 78,0569 
log v = 6,778151 
log r = 2,778151 
log b ~ 1,897940 

colog (b — l ) = 2,107588 
log a = 5,561830 = log 364611 

luego la anualidad pedida es 364611 pesetas. 
235. Si en la fórmuia (3) del número anterior dividimos 
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el numerador y denominador del segundo miembro por 
(1 + r Y , resulta 

vr 
a = 1 

1 -

Si ahora hacemos crecer á n indefinidamente, el límite de 
1 ̂ . 

—•—— es cero (núm. 208), luego el límite de la expresión 
(1 + r)n 1 . 
anterior cuando n — oo, es 

a = vr 
Esta expresiones el valor del interés simple del ca­

pital L\ (*) 
(*) Otras muchas cuestiones se pueden resolver sobre el problema de la amor­

t ización, y no todas son elementales: de algunas se indica la resolución directa y 
por logaritmos en las Tablas de Sáncliez Ramos. 
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FE DE ERRATAS 

Página Línea Dice Debe decir 

7 
13 
20 
47 
53 
58 
66 
72 
72 
80 
81 
82 
82 
83 
87 
87 
90 
90 
99 

116 
126 
141 
155 
160 
193 
194 
196 
197 
211 
215 
220 
221 
227 
228 
237 
243 

243 
245 

246 

250 

14 
-10 

17 
— 6 
— 4 

8 
— 9 

11 
— 2 

21 
15 y 16 
16 y 
24 y 

17 
25 
4 
6 

20 
4 

— 4 
13 

. —.2 
— 6 

8 
— 2 

15 y 16 
— 4 

15 
—15 
—11 

5 
19 

—J2 
17 
11 

— 8 
—13 

5 
— 3 
— 7 

— 3 

se pueda 
se llamen 
sustrayendo 
del dividiendo 
pueden seceder 
20 = 5 4 
dúmeros 
m. c. d, 
representamos 
su igual al 
N " es es 
las las 
descomposicién 
5513 
23 . 22 . 5 
23 . 33 . 5 
por quebrado 
vecer mayor 
4536 
33 
5^, luego 
L Z l L, 
{a + 1)* — «2 
entre 64 
270 
«i 
277. RECÍPROCAMENTE 
y serían 
de la reía 
nuestras 
3 — 7 + 2 —3 
tiende es 
cantidades crecen 
— 9a62 
—12«364C 
4665 
División 
{a — b) {a b) 
{a — b) {a -— b) 
Aem {a + b) 

1 
a-'1 
166* 
0^2" 

se puede 
se llaman 
sustraendo 
del dividendo 
pueden suceder 
20 = 5 . 4 
números 
rn. c. m. 
representemos 
su igual el 
N ' " es 
las 
descomposición 
5515 
23 . 32 , 5 
23 . 32 . 5 
por quebrados 
veces mayor 
6048 

53"' lueS0 
L Z . L ' 
{a + 1)2 - a2 
entre 48 
1620 
a\ 
377. RECÍPROCAMENTE 
y serán 
de la regla 
nuestro 
3 — 7 + 2 = — 2 
tiende hacia 
cantidades a y a' crecen 
+ 9«62 
— 12a464e 
3565 
Definición 
{a — 6) (« — 6) 
{a — 6) (a + 6) 
4em (a — 6) 
1 

1664 
«2,2 < 



t r ig ina Línea Dice bebe decir 

257 12 K¿9 Va* 
(a + bi) {a + hi) {a + bi) {a - f bi) 
{a — bi) {a - bi) {a — bi) {a + bi) 

269 3 rn + l m + 1 
280 18 ex + ed ex + d 

2 12 
287 7 0.a? = 2, ¿K= y 0 . a? 12, a? = -
300 12 17?y —12^ = 18 \ ly — 2\z = 18 
300 15 i/+ 213 = 54 ^ + I2s = 54 
300 18 17// — 2 U - 8 17// — 2k- 18 
317 __i3 ax* - f te - f =^ c = 0 + hx + c = 0 
324 12 76800 46800 

NOTA.—En el libro primero de la segunda parte del Álgebra 
hay dos capítulos que llevan el título Capitulo IV. 
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