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PBÓLOG© 

Desde el año 1886, en que hice mis primeras armas explicando 
esta asignatura en la «Sociedad Cooperativa de Obreros de To­
ledo» hasta la fecha, no he cesado de ocuparme en la e n s e ñ a n z a 
de las ciencias m a t e m á t i c a s , y ya en el año 1888 escr ib í , con in ­
concebible atrevimiento, un tratadito t eó r i co -p rác t i co que val ió 
un honroso diploma en la Expos ic ión celebrada en el Centro Ins­
t ruc t ivo del Obrero, en Madrid. No cito estas dos fechas pa­
ra darme aires'! de autoridad en una materia en la que no pre­
tendo estar por cima del n ivel de mis dignos c o m p a ñ e r o s , m i ob­
jeto a l estamparlas, es, demostrar que dedicado por completo á 
estos estudios no es de e s t r a ñ a r que m i escasa p r á c t i c a en asun­
tos li terarios haga pobre el ropage con que se envuelven las ideas 
vertidas en el l ibro , por cuya causa r e s u l t a r á ár ido y vulgar 

Nunca me hubiera decidido á escribirle^ y mucho menos á pu­
blicarle, si l a frecuencia con que me veo obligado á dar apuntes 
á mis alumnos, para suplir unas veces lo que no hay en el texto 
ó para aclarar lo que este dice, en otras, no me produgera ma­
yor trabajo. A g r é g u e s e á esto, el que; ó son muy estensas ó muy 
compendiosas las obras que para expl icar esta asignatura en las 
Escuelas Normales hay que elegir,, y se t e n d r á exp l íc i t a la causa 
que me decide á a ñ a d i r una obra m á s , de poco m é r i t o , á las mu­
chas que ya se han producido. 

Nada d i ré acerca del orden que en la exposic ión de teor ías si­
go, n i t rato de justificarme, acerca de lo que de malo haya en la 
obra; me resigno a l juicio que de ella formen mis compa­
ñe ros , y admi t i r é con gusto cuantas observaciones se dignen 
hacerme, por si a l gún día me encuentro con fuerzas para re im­
p r i m i r l a corrigiendo sus defectos. 

Que pueda facil i tar el trabajo de mis c o m p a ñ e r o s y de los 
alumnos que estudien la honrosa carrera del Magisterio, es m i 
ú n i c a a sp i r ac ión . 
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C A P I T U L O I.0 

Ciencia. Es mi conjunto de verdades relacionadas entre si y 
dependientes de un mismo principio. 

Cantidad. Con este nombre, y con el de magnitud, se designa 
á todo aquello que es capaz de aumentar ó disminuir, como las 
aprupaciones de objetos, los pesos, medidas, etc. Pero el aumen­
to ó disminución no se verifica en toda clase de objetos de la mis­
ma manera, así vemos que mientras hay unos, como el tiempo y 
el espacio que crecen ó disminuyen por partes tan p e q u e ñ a s co­
mo se quiera, otros solo sufren aumento ó decrecimiento por ob­
jetos ó partes completas, como un grupo de hombres, de á rbo les , 
de mesas, etc. Las primeras de estas cantidades se l laman conti­
nuas y las segundas discontinuas ó discretas. 

Unidad. Todo objeto considerado en sí njiismo, es decir, aislado 
de los d e m á s , v hecha abs t r acc ión de su pcjcuüar modo de ser, es 
lo que se conoce como unidad. Por ejemplo\ el hombre, prescin­
diendo d é l a s diferencias de sexos, razas, é l c , es /la unidad hu­
mana. 

Medida, es el acto de poner en re lac ión ó comparar una canti­
dad con otra de su misma especie y que nos es conocida, esta can­
tidad arbitrariamente elegida para la c o m p a r a c i ó n , t ambién se 
l lama unidad. 

Número, es el resultado ele la medida ó c o m p a r a c i ó n de la 
cantidad con la unidad elegida. Cons idérase por tanto como nú­
mero á la reunión de unidades, y como és ta es la cantidad ya 
medida, de aqu í el que por antonomasia se designe á los n ú m e ­
ros con el nombre de cantidades. 

Pero la unidad tipo, llamada t a m b i é n simple, es el elemento 
m á s sencillo que entra en la composic ión d é l a s cantidades, dis­
t inguiéndose con el nombre de unidad compuesta ó colectiva á to­
da a g r u p a c i ó n de objetos ó unidades simples que se elige para 
t é rmino de c o m p a r a c i ó n de cantidades considerables. U n ejem-
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pío a c l a r a r á esta dist inción de unidad simple y unidad colec­
t iva . E l niño es el elemento más sencillo que entra á formar la 
cantidad de los que asisten á la escuela, es por lo tanto la unidad 
simple; pero al decir que hay un cierto n ú m e r o de secciones (su­
poniendo que es t án constituidas por igual n ú m e r o de niños) cla­
mos á conocer la cantidad^ tomando como unidad colectiva á la 
sección. 

Formas del Número. A l comparar la cantidad con su unidad,, 
puede ocurrir que és ta es té contenida en aquella un n ú m e r o exac­
to de veces, y entonces la expres ión de su medida se l l ama nú­
mero entero: pero cuando la cantidad que ha de medirse es me­
nor que la unidad de su especie y esta es susceptible de ser d i v i ­
dida en partes iguales, la cantidad c o n t e n d r á una ó varias de es­
tas partes, l l a m á n d o s e entonces n ú m e r o quebrado ó fraccionario 
al resultante de la c o m p a r a c i ó n . En otras ocasiones, ó la unidad 
no admite la división en partes, ó la cantidad no contiene exac­
tamente á ninguna de estas partes por p e q u e ñ a s que sean, y co­
mo su medida no se puede expresar por n ingún n ú m e r o entero, 
ni fraccionario, se dice que la cantidad es incomensurable. 

E l n ú m e r o , vulgarmente llamado mixto , consta de unidades 
enteras y fraccionarias. 

Clasifícanse los n ú m e r o s en abstractos, cuando no se refieren á 
especie determinada y concretos, cuando pertenecen á especies 
conocidas. 

Ciencias matemáticas. Daban los griegos este nombre, á todos 
aquellos conocimientos evidentes ó demostrables que llegaron á 
poseer; para nosotros se conocen bajo este nombre, la agrupa­
ción de ciencias que, va l iéndose de procedimientos rigurosamen­
te exactos ó factibles de demostración^ se ocupan de las leyes 
que rigen á la cantidad. 

Las m a t e m á t i c a s se dividen en puras ó abstractas y mixtas, 
aplicadas ó especiales, según consideren la cantidad en sí misma, 
es decir, ajena á toda ap l icac ión en el estudio de sus leyes gene­
rales, ó en sus múl t ip les relaciones con las d e m á s ciencias. 

Las m a t e m á t i c a s puras, se subdividen en elementales y tras­
cendentales ó superiores. Las primeras se ocupan de los pr inci­
pios m á s sencillos, si bien m á s importantes, tales son: A r i t m é t i ­
ca, Algebra, G e o m e t r í a y T r igonome t r í a . Las trascendentales ó 
superiores, analizan con gran profundidad los estudios propios 
de esta ciencia, comprenden los cá lcu los diferencial, integral , in­
finitesimal, etc. 

Aritmética Es la pr imera y m á s elemental rama de las cien­
cias m a t e m á t i c a s que se ocupa de los números como determina-
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clones de la cantidad, sus operaciones y propiedades Se deriva es­
ta palabra de las dos voces griegas, «nYwos (numero) y techne 
(ciencia). 

Su antigüedad é impor tanc ia. Dificilísimo es fijar la a n t i g ü e d a d 
de la a r i t m é t i c a , pero observando las necesidades del individuo 
en sus relaciones con la Sociedad, puede arriesgarse la especie 
de que, si bien do una m a n e r a . e m p í r i c a , (como la conocen en la 
actualidad los pueblos salvajes) es tan antigua como el hombre. 
Las transacciones son indispensables en toda a g r u p a c i ó n de ind i ­
viduos, y en ellas hay cá lcu lo , ya sea m á s ó menos perfecto. Sin 
e.nbargo, h ist i P i t á g o r a s no fueron reunidos en teor ías los ru t i ­
narios conocimientos qu3 poseían, cabiendo á este sabio inmor ta l 
la gloria de haber perfeccionado estos, y haberlos constituido 
c ien t í f tcamente . 

Para demostrar patentemente la gran importancia de los es­
ta líos a r i tmé t i cos , b ist.i íij UMOS en qu3 d3 continuo tenemos que 
solucionar problemas, en los cuales interviene el cá lcu lo de 
una manera directa. 

Operacionss. Con este nombre se designan á las diversas ma­
neras me tód icas de proceder para transformar los n ú m e r o s , bien 
en sentido de aumento ó en el de disminución, pero siempre confor­
me á reglas determinadas. Según que las operaciones tengan por 
objeto formar los n ú m e r o s en sentido de aumento, ó hacerlos per­
der valor, se distinguen las operaciones en de composición y de 
descomposición. 

Cálculo ó a lgor i tmia: es el conjunto de las operaciones que se 
efectúan con los n ú m e r o s . Algori tmo, es el modo peculiar de cada 
ope rac ión , y como estas tienen un símbolo especial que las re­
presenta, t amb ién se designa á éste con el mismo nombre. 

Axioma se l lama á toda verdad de reconocida evidencia, es de­
cir que la prueba su propia enunc iac ión . Ejemplo; el todo es ma­
yor que cualquiera de las parles que le forman. 

Postulado, se conoce con este nombre á las proposiciones, que, 
siendo menos evidentes que el axioma, tampoco necesitan ser pro­
badas, porque los razonamientos que e m p l e á r a m o s o b s c u r e c e r í a n 
su sencillez: Ejemplo: Una perpendicular y una oblicua, trazadas 
á una recta en puntos distintos, se encuentran. 

Teorema. Es la enunc i ac i én de una verdad que necesita ser 
probada. Como todo n ú m e r o que divide á un producto de dos fac­
tores y es primo con uno de estos divide al otro. Los razona­
mientos que conduzcan á demostrar ó comprobar la verdad del 
enunciado de un teorema, deben basarse en verdades ax iomát i ­
cas ó anteriormente admitidas como ciertas. 
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Lema. Es ua teorema menos importante que otro que sirve 

para facil i tar la d e m o s t r a c i ó n de este. 
Corolario. Se distinguen con este nombre á las proposiciones 

menos importantes que los teoremas, deducidos de la demostra­
ción de alguno de ellos. 

Escalio. Es una proposición en que se hace el resumen de las 
proposiciones demostradas en una t eo r í a , aunque t a m b i é n se l la­
ma así á ciertas consecuencias de cá lcu lo sencillo, derivadas de 
anteriores principios. 

Problema.Es una proposic ión de c a r á c t e r p r á c t i c o , en la que 
nos proponemos hallar una ó m á s cantidades desconocidas (incóg­
nitas) va l iéndonos de las relaciones que tienen con otras que se 
nos dan [datos). En todo problema hay que distinguir dos partes: 
el enunciado que es la exp re s ión de las relaciones que existen 
entre los datos y las incógn i t a s , y la resolución ó sea el esclare­
cimiento de los valores desconocidos. 

Representar s imbó l i camen te las relaciones consignadas en el 
enunciado de la cuest ión es lo que se l lama plantear el problema. 

No pueden darse reglas-fijas para la resoluc ión de los proble­
mas, pues tanto el planteamiento como la sér ie de operaciones 
que nos han de conducir á la resoluc ión , dependen, en cada caso, 
del modo peculiar de ser la cues t ión propuesta. Lo que desde lue­
go puede aconsejarse en t é rminos generales, es que, una vez fija­
das las incógn i t a s , se supongan conocidas, r e p r e s e n t á n d o l a s por 
las ú l t imas ]etr¿is del alfabeto; p l a n t é e s e en tal forma, que apa­
rezcan claras y bien expresadas las relaciones establecidas en el 
enunciado y operando luego con las igualdades ó desigualdades, 
resultantes, de modo que no sufran a l t e r ac ión , t i éndase á aislar 
en cada miembro una cantidad desconocida y en el otro q u e d a r á 
su valor n u m é r i c o . 

Principales axiomas matemáticos. El todo es mayor que las paites. 
Si con cantidades iguales se e fec túan operaciones iguales, los 

resultados segu i rán siendo, iguales Dos cosas iguales á una terce­
ra, son iguales entre sí. 

C A P I T U L O 2.° 

Numeración. Es el conjunto de regias que nos enseñan á for­
mar, expresar y representar el n ú m e r o . Aunque sus principios 
son convencionales, es la parte m á s importante de los estudios 
a r i tmé t i cos la n u m e r a c i ó n , porque en ella se fundamentan todas 
las teor'as. Pero el n ú m e r o se puede expresar y se puede repre­
sentar, es decir, la n u m e r a c i ó n se divide en nomenclatura ó sea 



expres ión Verbal de los n ú m e r o s , l lamada t ambién numerac ión 
hablada, y notación numér ica , en tend iéndose p o r t a l al conjunto 
de símbolos con que en la escritura representamos los nom­
bres de los n ú m e r o s , l lamada t ambién n u m e r a c i ó n escrita. 

Fundamento de la nomenclatura. Los n ú m e r o s se forman por 
acumula c ión sucesiva de unidades, y como al mayor de los así 
obtenidos, siempre se le pueden agregar m á s unidades, obtenien­
do otros n ú m e r o s superiores á él, se deduce que la sér ie de los 
n ú m e r o s es i l imi tada. Pues bien, si á cada n ú m e r o le a s i g n á r a ­
mos un nombre distinto, la série de nombres que neces i t a r í a re* 
tener la inteligencia humana para aplicar el cá lcu lo á les usos 
m á s comunes de la vida, t ambién ser ía indefinido y tan conside­
rable que aun los hombres de mejor memoria, no podr í an con­
servar los nombres de los n ú m e r o s de que se t endr í an que servir, 
de donde se deduce la necesidad de elegir para expresar estos 
un conjunto reducido de palabras que, combinadas s i s t emá­
ticamente, no solo sirvan para enunciarlos, sino que á la vez 
den idea de su composic ión. 

Bajo este concepto, s e r á preciso distribuir los n ú m e r o s en agru­
paciones, que en su formación obedezcan á idént icos principios. 
Cada una de dichas agrupaciones, r e c o n o c e r á una unidad co­
lect iva, que llamaremos unidad numerativa ó p r inc ipa l , con­
servando el nombre de unidad fundamental á la unidad simple. 
Pues bien, la a g r u p a c i ó n de unidades simples ó colectivas que 
sirven para formar una unidad numerat iva del orden inmediata­
mente superior es lo que llamamos base del sistema de numera­
ción. Así, s e r á decimal el sistema cuando cada unidad numerati­
va se forme de las diez unidades del orden inmediato inferior. 
Se rá cuaternario el sistema, cuando cada cuatro unidades nume­
rativas originen otra del orden superior. L a base dá nombre al 
sistema, y como el menor n ú m e r o de unidades que pueden com­
binarse son dos, desde el binario pueden admitirse infinidad de 
sistemas numerativos. 

Nomenclatura dec imal . Siendo el sistema decimal el único que 
se sigue hoy en Europa y en la mayor parte de las naciones c iv i ­
lizadas, vamos á exponerle: 

A la unidad simple, que es el primero de los n ú m e r o s , se la l l a ­
ma vulgarmente uno] la reun ión de una unidad con otra dá l u ­
gar aldos\ la de dos unidades y una m á s origina el tres; y pro­
cediendo de este modo, ó sea aumentando una unidad al n ú m e r o 
antes formado se obtienen sucesivamente los conocidos con los 
nombres de: cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve y diez ó decena. 
Se cuenta luego por decenas como hasta aquí por unidades, 



diciendo dos decenas, tres decena?, c in t ro decenas, etc.,' hasta 
diez decenas, que so le h.i llamado al n ú m e r o resultante ciento ó 
centena. 

Se procede á la formación de las centenas como antes, á las 
decenas dando lugar las diez centenas tú nú ai aro llamado m i l ó 
unidad de mi l l a r . 

Diez unidades de mi l la r constituyen la decena de mi l la r ó diez mi l . 
Diez decenas de mi l la r » la centena de mi l l a r ó cien mi l . 
Diez centenas de mi l l a r » el mi l la r de millares ó millónt 

E l millón es una unidad pr incipal , con tándose por millones co­
mo por unidades simples y rep i t iéndose por tanto para estos toda 
la nomenclatura antes expresada, sin m á s que añad i r l e s el nom­
bre de la nueva unidad. 

E l mil lón de millones forma el bi l lón. 
E l » de billones » el t r i l lón. 
E l » de trillones » el cua t r i l lón . 
E l » de cuatrillones » el quillón. 
E l » de quillones » el sext i l lón. 
EL » de sextillones » el sept i l lón. 
E l » de septillones » el octi l lón, etc. 

Ahora bien, entre cada orden de unidades y su inmediato su­
perior se intercalan todos los nombres de los n ú m e r o s antes for­
mados; así vemos, que entre dos decenas consecutivas se inter­
p o n d r á n los nombres de los nueve primeros n ú m e r o s ; entre dos 
centenas los nombres de los noventa y nueve n ú m e r o s primeros; 
entre dos millares los de los novecientos noventa y nueve prime­
ros n ú m e r o s y así sucesivamente en todos los d e m á s . 

Con los nombres antes apuntados se pueden formar todos los 
n ú m e r o s , sin mas que tener en cuenta el siguiente 

TEOREMA. Todo n ú m e r o mayor que nueve puede descomponerse 
en colecciones de unidades cada una de l a j cuales contenga un 
n ú m e r o de ellas inferior á diez. En efecto, si el n ú m e r o consta de 
m á s de diez unidades d a r á origen á una ó varias decenas, que­
dando de las primeras menos de diez; si las decenas pasan de 
diez f o r m a r á n un n ú m e r o de centenas y las decenas restantes no 
l l e g a r á n á diez y prosiguiendo del mismo modo vemos que se 
d e m o s t r a r í a el principio enunciado. 

Part icular idades y modif icaciones de la nonianclatura. La mayo­
r í a de los nombres de las unidades colectivas y muchos n ú m e r o s 
del sistema decimal han sufrido en su nombre simplificaciones 
que tienden á facil i tar su enunc iac ión , asi vemos que las decenas 
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se nombran- diez, veinte, treinta^ cuarenta, cincuenta, etc., y que 
entre la primera y segunda decena se dice: once, doce, trece, 
c.itorce, etc., en lugar de diez y uno, diez y dos, diez y tres, diez 
y cuatro, etc. 

Debe observarse que las unidades principales son la unidad 
simple, el mi l lón, billón, t r i l lón , etc., y que el mi l la r es entre las 
unidades intermedias la m á s importante; que los nombres de uni­
dad, decena y centena se repiten dentro de cada orden pr incipal 
para las unidades simples y para los millares. 

Notación numérica. Así como hemos visto que para expresar 
los n ú m e r o s era necesario adoptar un reducido conjunto de pala­
bras, al darles r e p r e s e n t a c i ó n escrita t ambién se ha tratado de 
hacerlo mediante pocos símbolos llamados cifras ó guarismos, 
que son: 

1 2 3 4 5 6 7 8 y 9 
(uno), (dos), (tres); (cuatro), (cinco), (seis), (siete), (ocho); (nueve); 

A estas cifras se les ha dotado de dos valores., el absoluto que l le­
van en sí por las unidades que contienen y el relativo ó represen­
tat ivo que es accidental y depende de la colocación de las cifras 
en la escri tura de los n ú m e r o s , representa por tanto orden nu­
merat ivo. 

Pero n i las cifras b a s t a r í a n para escribir todos los n ú m e r o s , n i 
los valores de que se les ha dotado t end r í an racional exp l i cac ión , 
si no se admitiera como cierto el siguiente principio convencional: 
Toda cifra colocada á la izquierda de otra representa unidades 
numerativas de la especie inmediata superior. Así, en el n ú m e r o 
759, el nueve s e r á la cifra de unidades, el cinco decenas y el sie­
te centenas; los valores relativos de sus cifras los expresan los 
nombres de unidades, decenas y centenas, respectivamente seña ­
lados al 9, al 5 y al 7 y sus valores absolutos son nueve, cinco y 
siete unidades. 

Cifra cero. A l enunciar un n ú m e r o omitimos el nombre de la 
especie de unidades de que carece; pero al escribirle, si prescin­
d i é r amos del lugar que hab í a de ocupar dicho orden, á todos los 
superiores á aquel les h a b r í a m o s hecho descender un lugar hacia 
la derecha y por lo tanto no r e p r e s e n t a r í a n su verdadero valor. 
Para obviar este inconveniente hemos admitido una nueva cifra, 
l lamada cero (0), que careciendo de valores sirve para ocupar el 
sitio correspondiente á las especies de unidades que no contiene 
el n ú m e r o enunciado y que ha de escribirse. Así en 7083, el nú­
mero carece de centenas y unidades, y,se leerá:: siete millares y 
ocho decenas^ ó sea, siete rail ochenta. 
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Representación de las unidades de diversos órdenes. Con la uni­

dad simple y con el cero se pueden representar 1-as unidades nu­
merativas, sin m á s que escribir el n ú m e r o necesario de ceros á 
su derecha. 

Así 10 se r á una decena. 
100 » » centena. 
1.000 » » unidad de mil lar . 
10.000 » » decena de id . 
100 000 » » centena de id . 
l.O'/O.OO:) » » unidad de mil lón. 

Lectura y escritura numéricas. Para escribir los n ú m e r o s se de­
be empezar por las unidades superiores y procurar que vayan 
consecutivas las cifras que representen todos los ó rdenes conte­
nidos en ellos,, colocando ceros en los que fuesen necesarios. 

Para leer los n ú m e r o s se les descompone en per íodos de á seis 
cifras, á contar desde la pr imera de la derecha, poniendo entre 
la ú l t i m a de cada periodo y la pr imera del siguiente una indica­
ción que corresponda á su orden; á su vez cada uno de estos pe­
riodos se descompone en dos de á tres cifras por medio de una 
p e q u e ñ a coma colocada en la parte inferior. 

Ejemplo: 3,504'2862,930l654,807; se leerla de este modo: tres m i l 
quinientos cuatro billones, ochocientos sesenta y dos m i l nove­
cientos t reinta millones, seiscientas cincuenta y cuatro m i l ocho­
cientas siete unidades. 

Notación romana. A t i tulo de curiosidad y porque aún se em­
plea en las inscripciones lapidarias y principios de los cap í tu los 
en que e s t á n divididos los libros, damos á conocer á con t inuac ión 
las cifras que constituyen la n u m e r a c i ó n romana. 

I , V , , X , L , C , D , M . i Las principales con-
(uno) (cinco) (diez) (50) (100) (oOO) (1000) j venciones admitidas 
son: Toda cifra menor colocada á la izquierda de otra mayor la 
disminuye su valor y si v á situada á la derecha se le aumenta. 
Así X C (noventa) y CX (ciento diez) ó I V (cuatro) y V I (seis), 
dan suficiente ideado la ap l icac ión p r á c t i c a de este principio. Pa­
ra hacer m i l veces mayor á un n ú m e r o escrito en caracteres ro­
manos basta colocarle un trazo horizontal ea la parte superior: 
Asi I V se leeria cuatro m i l y M (un mil lón) . 

Necesidad de la r e p r e s e n t a c i ó n indeterminada para algunas de­
mostraciones. La generalidad que alcanzan algunos principios 
a r i tmé t i cos , que son ciertos cualquiera que sean los n ú m e r o s á 
que se apliquen y el sistema numerativo á que estos pertenezcan, 
hace preciso el empleo de letras en la d e m o s t r a c i ó n , porque ca­
reciendo estas de valores particulares los resultados se obtienen 
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en forma funcional (fórmulas) y pueden hacerse fáciles aplica­
ciones. 

E l empleo de las letras en los cá lcu los a r i tmé t icos para la de­
m o s t r a c i ó n de las propiedades generales de los n ú m e r o s , ha he­
cho que algunos m a t e m á t i c o s comprendan con el nombre de 
Ar i tmolog ía á esta parte general de las demostraciones a r i tmé t i ­
cas, un iéndolas con otras que hasta ahora solo eran estudiadas 
en el á l g e b r a . 

C A P Í T U L O 3.° 

Operaciones de composición: Adicción ó Suma. Se dá este nom­
bre á la ope rac ión cu3To objeto es reunir en un solo n ú m e r o las 
unidades contenidas en otros varios. Los n ú m e r o s conocidos cu­
yas unidades han de reunirse se l laman sumandos y al que resul­
ta de su ag regac ión mma ó total. 

El algoritmo, propio de esta ope rac ión , es la in terposic ión entre 
los sumandos de dos lineas c ruzadas - | - (más ) y para separar á es­
tos del resultado se emplea el signo de igualdad, que consiste en 
dos p e q u e ñ a s l íneas horizontales y para le las(=) . En a+b-f-c.—m, 
se expresa que reunidas las unidades de a, 6 y c forman el nú­
mero m, y se lée a mas h mas c igual á m. 

Procedimiento elemental. De la definición dada de la ope rac ión , 
se deduce que el m á s sencillo de los procedimientos de suma con­
siste en la descomposic ión de los sumandos en las unidades sim­
ples que contengan y su a g r e g a c i ó n sucesiva al primero. Asi ; si 
intentamos sumar 6-f-4+3 descompondremos al 4 y a l 3 en 
sus unidades y diremos 6-[-4-l-3=G-f-(l-}-14- l - f 1) [6 + 1 = 7\ 
- f (14-1 + 1 ) y como el resultado de la ag regac ión 17 4 - 1 = Sj 
es 13, se deduce que 64 -4 -^3=13 . |8 - ¡ - 1 = 9' 

Pero si los sumandos tuvieren crecido n ú m e r o '9 - i - l=10> 
de unidades ó fuesen muchos, la ope rac ión efec- j l O - i - l : = l l 
tuada de este modo ser ía pesada é interminable l l l - j - l — 1 2 ' 
y de aquí nace la necesidad de estudiar medios m á s \ 1 2 - | - l = l B / 
breves de realizarla, llamados casos y de los cuales los m á s i m ­
portantes, que debemos considerar, son dos: 1.° Sumar n ú m e r o s 
de una sola cifra ó dígi tos,y 2.° Sumar n ú m e r o s compuestos ó de 
varias cifras. 

Caso I.0 Para sumar n ú m e r o s dígitos, pueden emplearse in ­
distintamente el procedimiento elemental ó las tablas de sumar, 
que se retienen con facilidad en la memoria. Vamos á explicar 
una de las m á s sencillas. Se forma escribiendo en una l ínea hor i -
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? 9 q 4 r r '7 « Q ?n zonta^ 103 diez primeros n ú m e r o s á 
É J i r r 7 ÍQ' ÍQ i n i i Part ir del cero; debajo de cada uno de 
3 ~ r 7 Q ^ o A n i l l o loá h ú m e r o s que constituyen dicha 

2 7 i Q ^in1!? 191*^ fíla- 80 escriben los que resultan de 
r r 7 • o ' d i n ' i i I O I Q Í I ^^^egarlos una unidad, debajo de 
o b L. ^...,J 1U 11; 12 l d 14 esta segunda fila se forma la ter-
G'7 8 9 10 11:12 18 14 15 cera, incrementando á los de la se-
7 g § i o i i 12 13 14 15 16 guada en una unidad y escribiendo el 
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 resultado, y por este mismo orden se 
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 eon t inúa hasta un l imite arbitrario^ 
que suelen fijar la m a y o r í a en el mismo n ú m e r o de "filas que c i ­
fras tieae la primara. La mine ra de oper ir coa ella es tan senci­
lla como su form ición, basta a l efecto buscar un sumando en la 
primera fila y otro en la primara columna y donde se encuentran 
las l íneas que parten de ambos allí se h a l l a r á la suma. Ejemplo: 
Sumar 5 + 6, se pueden buscar de las dos maneras indicadas en la 
tabla, y la suma es siempre 11. 

Caso 2.° Samar n ú m a r o s de var i is cifras. P a r á o s t e caso, el 
procedimiento elemental no tiene apl icac ión , pero observando que 
todo n ú m e r o de varias cifras puede descomponerse en la suma 
de las colecciones de unidades que contiene y que se puede ope­
rar con estas, basándose en el axioma de que lo que se hace con 
las partes queda hecho con el todo, puede reducirse este caso a l 
ailterior en cuanto al principio operativo. Y antes de deducir la 
regla p r á c t i c a vamos á razonar un ejemplo. Supongamos que se 
nos den para sumar los n ú m e r o s 5692 y 7328, El 5692 se puede 
descomponer en 5 millares, 6 centenas, 9 decenas, y 2 unidades, 
así como el 7328 consta de 7 millares, 3 centenas, 2 decenas y S 
unidades: La reunión de las 8 unidades contenidas en el segundo 
con las 2 del primero dá 10 unidades, ó sea una decena, tenemos 
pues una decena de la suma de unidades, que reunida con las 9 
del primero y has 2 del segundo son 12 decenas, que son 1 cente­
na ¡y 2 decenas, unida la centena resultante á h'S 6 del primero y 
3 del segundo son diez centenas ó sea 1 mi l lar y este reunido coa 
los del 5 p róx imo y 7 del eegundo dá 13 millares. Consta pues la 
suma de 13 millares, ninguna centenarios decenas y ninguna uni­
dad, es decir la suma ser ía 1302O;escri-

biéndose as í : • . ' ( ^ | 5 Sumandos 
De lo antes expuesto, se deduce la • ' ó 

siguiente regla p r á c t i c a : Para sumar (1 3 0 2 0 Suma 
n ú m e r o s de varias cifras t é esci i ten 
unos debajo de otros, de modo que se correspondan las unLlades 
del mismo orden., se enipieza la suma por la columna de la dere-
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cha que es la de orden inferior y se escriben debajo de cada co­
lumna las unidades que del mismo orden resulten, conservando 
las decenas para sumarlas con la columna siguiente. 

Consecuencias: 1.a E l orden de co locac ión de los sumandos no 
inf luye en el valor del resultado, pues cualquiera que sea el sitio' 
en que e s t én c o n t r i b u i r á n á la suma con el mismo n ú m e r o 
de unidades. 

2. a Los aumentos ó dismií iuciones que sufran los sumandos 
se trasmiten á la suma, puesto que siempre el valor de és ta se 
halla subordinado á los de aquellos. 

3. a Que aunque en la regla p r á c t i c a hemos manifestado que 
conviene empezar la suma por la derecha, es indistinto cuando 
la suma parc ia l de cada columna no llegue á diez empezarla por 
cualquier lugar; pero, en general, es mucho m á s conveniente em­
pezar por la derecha para evi tar rectificaciones. 

Prueba de una ope rac ión es otra que afirma la exacti tud de l a 
pr imera ó nos manifiesta si hemos cometido error. No cabe tener 
certeza absoluta de una ope rac ión , aunque se halle sometida á 
pruebas, pues consistiendo estas en otras operaciones, en las cua­
les cabe t a m b i é n equivocarse, no pueden dar de sí m á s que una 
certeza re la t iva . 

L a suma, como es la pr imera de las operaciones, tiene la com­
probac ión en si misma, es decir, basada en la pr imera de las 
consecuencias que antes hemos deducido del caso general. Una 
vez h e d í a l a suma, c a m b i a r í a m o s de lugar algunos sumandos y 
hecha nuevamente la ope rac ión si los resultados coinciden se 
puede tener certeza de ella. Por lo general no se cambia, el or­
den de colocación de sumandos y lo que se hace es sumar de 
abajo arr iba , ya que antes se h a b í a sumado de arr iba abajo. 

Operaciones implícitas. Se conoce con este nombre á las ope­
raciones que se someten a l cá lcu lo sin efectuar, es decir, en for­
ma indicada. Cuando se opera con n ú m e r o s de valor determina­
do no es ventajoso siempre conservar las operaciones como se 
presentan, pero cuando se someten al cá lcu lo n ú m e r o s indeter­
minados, letras, por ejemplo, es imprescindible conservar dicha 
forma. De aqu í la necesidad de aprender á operar con cantida­
des imp l í c i t a s . 

1. a Sumar á un n ú m e r o la adición indicada de otros varios ó 
al contrar io: Para ello basta reunir la suma al n ú m e r o ó el nú­
mero á la suma mediante el signo correspondiente. Asi (J-l-(5-r-
3~f-2)=94-5-4-3H-2 y como el orden de sumandos no a l t e r a r í a el 
valor del resultado 9 4 - ( 5 - ^ 3 4 - 2 ) = ( 6 - f 34 2)~-9=6-r,3-h2H--9. 

2. a Para reunir varias sumas indicadas basta formar una sola 
3 

/ 



suma con todas ellas. En efecto: ( 3 + 2 - | - 7 ) - f ( 4 4 - 6 - f - 8 ) = 1 2 + ( 4 + 
6 f 8 ) = 1 2 - | - 4 - | - 6 - f - 8 = ( 3 4 - 2 + 7 ) - [ - 4 - f - G H - 8 = 3 + 2 + 7-f-4 f 6 - f 8. 

Sustracción ó resta. Es la ope rac ión que tiene por objeto sepa­
rar de un n ú m e r o , ó quitarle ó disminuirle, las unidades conteni­
das en otro n ú m e r o dado. E l primero se l lama minuendo, el se 
gundo sustraendo y las unidades que le quedan al minuendo des­
p u é s de separarle las del sustraendo resto, exceso ó diferencia. 

El algoritmo de esta ope rac ión consiste en una p e q u e ñ a l ínea 
horizontal interpuesta entre el minuendo y sustraendo, separan­
do estos de la diferencia por el signo igual. Así a - b = d , indica que 
quitando de las unidades que contiene a las existentes en b, que­
dan a ú n d unidades, y se lée a menos b igual á d. 

Procedimiento elemental . E l medio m á s sencillo de la sustrac­
ción consiste en considerar descompuesto al sustraendo en sus 
unidades simples é í r se las disminuyendo una á una al minuendo, 
en esta forma: 7—4=7 — 1 — 1 — 1 — 1 = 8 — 1 — 1 — 1 = 5 — 1 - 1 = 4 
—1=^3, luego 7 — 4 = 3 . 

Consecuencias. Siendo la diferencia el n ú m e r o que represen­
ta las unidades que han quedado en el minuendo después de se­
paradas las del sustraendo, se deduce que el minuendo puede con­
siderarse, y es en realidad, la suma de las unidades del sustraen-
do y la diferencia, pud iéndose dar para esta ope rac ión una nue­
va definición, diciendo que tiene por objeto conocida la suma de 
dos n ú m e r o s y uno de ellos hal lar el otro. 

T a m b i é n se deduce que si altera el minuendo y no el sustraen-
do, la diferencia v a r i a r á en el mismo sentido que aqué l , porque 
para que una suma aumente ó disminuya es condición indispen­
sable que aumente ó disminuya alguno de los sumandos. Si sufre 
a l t e r a c i ó n el sustraendo y no el minuendo, la diferencia v a r i a r á 
en sentido contrario á aquel, pues para que no altere la suma es 
preciso que si aumenta ó disminuye un sumando otro sufra trans­
formación contraria y en el mismo n ú m e r o de unidades. Cuando 
el minuendo y sustraendo v a r í a n en idént ico sentido, la diferen­
cia no altera. 

Casos. Ha l l a r la diferencia entre dos n ú m e r o s considerables 
por el procedimiento elemental r e s u l t a r í a muy pesado y con el 
fin de hacer m á s breve la ope rac ión se estudian varios casos. 

I.0 Restar de un n ú m e r o de una ó dos cifras otro de una sola 
cuando la diferencia no llegue á diez. Para efectuarlo se puede 
emplear el procedimiento elemental ó la tabla de sumar explica­
da en la anterior lección. La tabla se emplea del modo siguiente: 
en la fila horizontal primera se busca el sustraendo y descendien­
do por la columna que este encabeza hasta hallar el minuendo 
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el n ú m e r o primero de la izquierda de la fila en que se encuentra 
dicho minuendo es el que expresa la diferencia que se busca. 

2.° Restar n ú m e r o s de varias cifras cuando todas las del mi­
nuendo son mayores que las del sustraendo. P r o p o n g á m o n o s res­
tar de 759 - 526 y consideremos descompuestos á ambos en sus 
colecciones de unidades, restando estas separadamente y unien­
do las diferencias h a b r á n quedado por completo restados los dos 
n ú m e r o s y buscada su total diferencia. En efecto: 

7 centenas—5 centenas=2 centenas i En la p r á c t i c a se dis-
5 decenas—2 decenas-=3 decenas ! pone la ope rac ión 
9 unidades —6 unidades=3 unidades \ , (759 minuendo 
759 - 526=233 . { 811626 sustraendo 

233 diferencia 
La regla p r á c t i c a de este caso se puede enunciar en esta for­

ma: Para restar n ú m e r o s de varias cifras, cuando las del mi­
nuendo son mayores que las del sustraendo, se escribe este de­
bajo de aqué l , de manera que se correspondan las unidades del 
mismo orden y se efectúa la sus t racc ión parcial de cada orden 
escribiendo debajo el resultado. 

Caso 3.° Restar n ú m e r o s de varias cifras cuando algunas del 
minuendo son mayores que sus correspondientes del sustraendo. 

L a operac ión se dispone del mismo modo que hemos explicado 
para el caso anterior y la resta se empieza por la derecha; pero 
al l legar á una cifra en el minuendo que sea menor que su co­
rrespondiente del sustraendo se incrementa á aquella en diez 
unidades del orden en que se opera y en una unidad á la cifra del 
orden inmediato superior del sustraendo, con lo cual la diferen­
cia no altera. Ejemplo: Efectuemos la sus t racc ión siguiente: 

2 6 3 9 7 iDe 7 unidades no se pueden restar 8, pero aumentan-
— 1 9 6 4 8 ( d o 10 unidades, de 17 se restan 8 y quedan 9; he­

mos aumentado 10 unidades al minuendo incremen-
5 7 4 9] tando el sustraendo en 1 decena, la diferencia no ha­

b r á var iad^, y diremos 9 decenas menos 5 son 4 decenas. De 3 
centenas no se pueden restar 6, pero 13 centenas menos 6 son 7 
centenas: ahora, por idén t i ca cons iderac ión á la que antes he­
mos hecho a u m e n t a r í a m o s un mi l l a r á los 9 del sustraendo y se­
r í a n 10 que no pueden restarse de 5, pero sí de 15, quedando 6, 
aumentando al sustraendo una decena de mi l la r á la que en él 
hay se r í an 2, que restadas de las 2 del minuendo no dejan dife­
rencia alguna. 

La ope rac ión se dispone en la forma que queda indicada á la 
izquierda y la regla p r á c t i c a es la siguiente: Para restar dos nú­
meros de varias cifras se coloca el sustraendo debajo del minueA-
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do, do modo que so correspondan las unidades del mismo orden, 
se empieza la sus t racc ión por la derecha y cuando se llegue á 
una cifra del minuendo que sea menor que su correspondiente del 
sustraendo se incrementa aquella en diez unidades de su orden y 
en una unidad del orden inmediato superior al sustraendo, conti­
nuando la ope rac ión hasta haber restado las cifras del orden m á s 
elevado de ambos t é r m i n o s . 

A r i t m é t i c a m e n t e es imposible toda sus t racc ión en que el m i ­
nuendo sea una cantidad menor que la del sustraendo. 

Pruebas de la adición y sustracción. Hemos dicho que en toda 
sus t r acc ión , el minuendo es la suma de las unidades del sustra­
endo y de la diferencia, de aqu í se deduce la prueba de esta ope­
rac ión , pues sumando el sustraendo y la diferencia el resultado 
debe ser igual a l minuendo. 

L a sus t r acc ión nos proporciona un nuevo medio de comprobar 
la suma, basta al efecto, después de verif icarla, prescindir de uno 
cualquiera de los sumandos, hacer la de los d e m á s y la diferen­
cia entre arabas sumas debe ser el sumando suprimido. 

Operaciones implícitas. 1.a Sumar á un n ú m e r o la difei encia 
indicada de otros dos. Basta para ello agregar al exprexado nú­
mero e lminuendo y restar á la suma de ambos el sustraendo ele 
la diferencia. En efecto, sea, 7-¡-(8—5): a g r e g a r á 7 las 3 unida­
des de la diferiencia 8—5, equivale agregar al 7 las 8 unidades y 
restarle luego 6, es decir, que 7-l-(8—5)—7-1-8—5. 

2. ° Para sumar á un n ú m e r o ó á una suma una sér ie de adi­
ciones y sustracciones indicadas, se le agregan los sumandos y 
minuendo á la pr imera y del resultado se quitan los sustraendos. 
Así ( 8 + 3 + 5 ) + (4+7—2 + 9 — 3 ) = (8 + 3 + 5) + 4 + 7 — 2 + 9 - 3 = 
8 + 3 + 5 + 4 - r - 7 + 9 — 2 — 3 , y cerrando en pa rén tes i s los minuen­
dos y sustraendos q u e d a r á (8 - r 3 - 4 - 5 + 4 + 7 + 9 ) — ( 2 + 3 ) . 

3. a Restar de un n ú m e r o la diferencia de otros dos: Para es­
to basta agregar a l n ú m e r o el sustraendo y restar el minuendo 
de la diferencia. Sea 7—(9—4). Si el minuendo y sustraendo se 
les hace sufrir un mismo aumento la diferencia no altera; i n ­
crementando 4 á los t é rminos de la sus t r acc ión anterior 7— 
(9—4)=(7+4)—(9—44-4) y c o m o — 4 + 4 = 0 , queda (7+4)—9, 
s e g ú n e n u n c i á b a m o s . 

4. a Para restar á un n ú m e r o la suma de otros varios se res­
tan estos del pr imero en orden sucesivo. As i 3 0 — ( 9 + 5 + 3 ) = 
30—9—(5+3^=30—9—5—3=13. 

De aqu í y de la ope rac ión anterior se deduce que para hacer 
expl íc i to el sustraendo de una diferencia indicada, qu i t ándo le el 
pa rén te s i s , hay que cambiar de signo á las cantidades que entren 
en el mismo. 
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5.a Restar de un n ú m e r o ó de una operac ión indicada una se­
rie de adiciones y sustracciones: Basta reunir los que tengan sig­
nos iguales, c e r r ándo lo s en pa rén tes i s , é interponiendo entre ara­
bos el signo de la resta. Así ( 9 - h 5 ) — f T — 3 + 8 - 5 - f - 3 — 2 ) = 9 - f 5— 
7 - f 3 — 8 + 5 — 3 + 2 = ( 9 + 5 - ] - 3 + 6 4 - 2 ) — ( 7 + 8 - f 3 ) . 

Consecuencias. 1.a L a suma de dos n ú m e r o s aumentada en su 
diferencia es igual a l duplo del mayor. En efecto ( 7 + 3 j + ( 7 — 3 ) 
= 7 + 3 + 7 — 3 = 7 + 7 . 

2.° L a suma de dos n ú m e r o s disminuida en su diferencia es 
igual al duplo delmenor; Así ( 7 + 3 ) - ( 7 — 3 ) = 7 + 3 + 3 — 7 = 3 + 3 . 

Complemento aritmético de un n ú m e r o es lo que Je í a l t a para 
valer una unidad del orden inmediato superior; asi el complemen­
to a r i tmé t i co de 8 es 2 porque a u m e n t á n d o l e al 8 dos unidades 
tenemos una decena; el de 754 es 246 que es lo que le falta a l 
primero para valer un mi l l a r . Para hallar el complemento de un 
n ú m e r o se pueden restar todas sus cifras de 9 excepto la de las 
unidades que se resta de 10. 

E l complemento transforma en suma toda diferencia,, pues si 
a l minuendo le agregamos el complemento del sustraendo y le 
restamos la unidad del orden inmediato superior á las m á s ele­
vadas del sustraendo se h a b r á conseguido el objeto propuesto. 
Por ejemplo: 2724—857=(2724 complemento de 857)—(857+com-
plemento 857) y como el complemento de 857 es 143., 2724—857= 
(2724 f 143)—(857+143)=2867—1000=1867 y en efecto: 2 ^ 

Así considerado, para una sola ope rac ión , el completo "D ' 
no representa ventaja alguna, pero si se considera aplica- 1867 
do á una sér ie de sumas y restas, entonces tiene una gran venta­
ja su empleo, porque simplifica las operaciones. Pongamos un 
ejemplo: Sea 7 5 3 8 - 6 5 3 + 8 4 5 — 7 8 + 3 5 — 9 2 5 + 4 6 3 — 6 4 4 = 
7638 ; 7538 663 
Toao t • • 845 78 8881 1347 Las operaciones necesarias \ 0 ^ ' ° —2300 

846 para llegar a l mismo \ ^ i , t •——r-
f / 463 644 6581 

122 . resultado serian: T^;— -~r-— • 
35 \ 8881 2300 

C A P I T U L O 4.° 
Multiplicación. Es la ope rac ión que tiene por objeto hacer á 
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uu n ú m e r o tantas veces mayor como unidades tiene otro. E l nú­
mero que se va á hacer mayor se l lama multiplicando, el que ex­
presa las veces que ha de hacerse mayor mult ipl icador y produc­
to al resultado de la ope rac ión . E l multiplicando y mult ipl icador 
t a m b i é n reciben la denominac ión de factores del producto. 

Consecuencias: E l producto de un número por la unidad es el mis­
mo n ú m e r o y el de cualquier n ú m e r o por cero es siempre cero, es 
decir nulo. 

Se expresa la ope rac ión interponiendo entre los factores un 
aspa ó cruz inclinada, que se lée multiplicado por y t a m b i é n un 
punto, que tiene idén t ica lectura. Así : 5x3 ó 5. 3 indican igual­
mente que al 5 (multiplicando)hay que hacerle 3 (multiplicador) 
veces mayor. 

Si alguno de los factores vá encerrado en un pa rén te s i s se puede 
prescindir del signo: (6-^4-^3) 5 es lo mismo que {6-\-4-\-S)x5. 

Procedimiento elemental. L a forma m á s sencilla de hacer ma­
yor á un n ú m e r o tantas veces como unidades tiene otro es la re­
pet ic ión como sumando del pr imero el n ú m e r o de veces expresa­
do por las unidades del segundo; asi a l t ra tar de mul t ip l icar 
7x4 se f o r m a r á una suma de cuatro sumandos iguales al 7; de 
donde se deduce una nueva definición que dice: la mul t ip l icac ión 
es una suma abreviada en la cual se repite por sumando á un 
n ú m e r o (multiplicando) tantas veces como unidades tiene otro 
(mult ipl icador) . 

Pero este procedimiento elemental es lento y para efectuar con 
m á s brevedad la ope rac ión hay que considerar los casos siguientes: 

1.° Multiplicar números de una cifra. Ser ía aplicable en este ca­
so el procedimiento elemental, pero se halla el producto con m á s 
rapidez por medio de cualquiera de las tablas que se aprenden de 
memoria y cuyo fundamento reside en la llamada p i t agó r i ca por 
designarla con el nombre de su inventor. Se forma esta sencilla 
tabla colocando en fila horizontal los nueve primeros n ú m e r o s 

^ A Q ? o í / í ?A ?« ^ue 8011 sus Productos Por Ia unidad; 
o ^ q o r «^91 o í 97 ) {^e,:)a.Í0 ^ esta se escribe el resultado 
^ Q i o i r on O^OQ Q« l (̂ e sumar cada uno de los n ú m e r o s de 
^ n ^ on o? oívír- m \ á Í \ ^a Primera consigo mismo, f o r m á n d o -
5 10 ID 20 25 30:3o 40 45 \ se los productos por 2; debajo seescri-

7 I ! c i «o o? ?OÍ¿Q Á[ be el resilltado de sumar ordenada-
. i . l A L . J ^ \ mente los n ú m e r o s de ambas filas y se 

8 16 24 32 40 48 56 64 72 | obtienen los productos por 3; suman-
9 18,27 36 45 54 63 72 81 ' do los de la tercera y pr imera fila se 
forma la 4.a, que contiene los productos de los nueve n ú m e r o s 
primeros por 4 y se con t i núa del mismo modo hasta el l ímite que 
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se fije, que es generalmente 9. Para usar Ja tabla descrita se bus­
ca uno de los factores en la pr imera fila y el otro en la columna 
de la izquierda y en el encuentro de la columna y de la fila en­
cabezadas por ambos n ú m e r o s se halla su producto. Así 7x6=42. 

Caso 2.° Mul t ip l icar un n ú m e r o de varias cifras por otro de 
una sola. Sean 4728x5; s egún la definición h a b r á de repetirse á 
4728 por sumando 5 veces, es decir 4728x5=47284-4728 + 4728 
4728-f4728, pero en esta suma las cifras de unidades, decenas, 
centenas y millares es tán repetidas cinco veces, luego si supu­
s ié ramos al n ú m e r o descompuesto en sus colecciones de unida­
des efectuando el producto aislado de cada una por 5 y sumando 
después los resultados, h a b r á quedado realizada la operac ión en 
esta forma: 

4 72 8 \ En la p r á c t i c a la operac ión se simplifica 
X 5 escribiendo solo las unidades de cada pro-

~ . , , /ducto y agregando las decenas a l siguien-
40 unidades t de este modo: 

10 decenas , 4 j 9 q 
35 centenas l y / " 5 

20 millares 
23640 ;T , , . ^ 6 4 0 

. La regla pract ica de este caso se podra enun­
ciar del modo siguiente: Para mul t ip l icar un n ú m e r o de varias 
cifras por otro de una sola, se escribe este debajo de las unida­
des del mult ipl icando, trazando por su parte inferior una l ínea 
horizontal, se mult ipl ica dfcha cifra por todas las del mul t ip l i ­
cando empezando por la derecha escribiendo debajo de cada 
cifra las unidades resultantes de su orden y reservando las dece­
nas para agregarlas al producto siguiente ó escr ib iéndolas cuan­
do no hay ya cifras superiores que mult ipl icar . 

Casos particulares. I.0 Mul t ip l icar un n ú m e r o por la unidad 
seguida de ceros. Es convert i r al n ú m e r o en colección de unida­
des de la especie indicada por el multiplicador, para lo cual basta 
a g r e g a r á la derecha los ceros que este contenga. En efecto 
728K1000 es hacer al 728 m i l veces mayor ó convert i r le en mi ­
litóles, luego el producto se r á 72800:). 

2.° Mul t ip l icar un n ú m e r o por una cifra significativa seguida 
de ceros. Sea 527x300, hay que formar una suma de 300 suman­
dos iguales, á 527, pero agrupando los sumandos de tres en tres 
q u e d a r á n 100 grupos cada uno de los cuales t e n d r á por valor 
527x3, luego los cien grupos v a l d r á n 527x3x100. Es decir que 
para realizar este caso basta mul t ip l icar al multiplicando por la 
cifra significativa del mult ipl icador agregando los ceros á la de­
recha del producto. 
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Caso general. Mul t ip l icar n ú m e r o s de varias cifras. 
Sean 7346x542, el mult ipl icador es 500 + 4 0 + 2 , luego si ha­

cemos al multiplicando 5 0 0 + 4 0 + 2 veces mayor habremos ob­
tenido el producto deseado, sumando los productos hallados que 
reciben el nombre de parciales para distinguirlos del total que 
es la suma de estos. 

^ t í o 1 Sabemos m u l -
-T i t ip l icar por 2 por 

1 4 6 9 2 = 7 3 4 6 X 2 N caso 2 . ° ' por 
2 9 3 8 4 o = 7 3 4 6 X 40 f40 y Por ü00 Por 

3 6 7 3 0 0 0 = 7 3 4 6 X 500 el segundo caso 
. I par t icular antes 
3 / 9 8 1 . 5 3 2 = 7 8 4 6 X ( 5 0 0 + 4 0 + 2 ) / exp l icado , luego 
se puede proceder á efectuar la operac ión , que se dispone así : 

En la p r á c t i c a se prescinde de los ceros que expresan el orden 
inferior de las cifras del producto parcial , que depende del m u l ­
t iplicador, para que no haya confusiones se escribe dicha cifra 
debajo de la del mult iplicador que la engendra de este modo: 

7 3 4 6 j OBSERVACIONES. Si uno ó los dos factores ter-
X 5 4 2 i minan en ceros se prescinde de ellos efectuando el 

j T í ^ g - ^ f producto como si no existieran, pero escr ib iéndo-
2 9 3 8 4 } íueo0 á la derecha de este á fin de que no altere. 

3 6 7 3 0 i Cualquiera que sea el . n ú m e i o de veces mayor ó 
I menor que se haga á un factor, el producto se hace 

3, 9 8 1. 5 3 2 / el mismo n ú m e r o de veces mayor ó menor. 
El n ú m e r o de cifras de que consta el producto de dos n ú m e r o s 

es tantas como tienen ambos factores ó una menos. Observemos 
en efecto, que multiplicando la menor cifra de unidades por sí 
misma d¿i una cifra para el producto teniendo dos los factores, 
hagamos la misma operac ión con la cifra 9, que es la mayor de 
unidades y dá 81 , es decir un producto de dos cifras, teniendo 
dos los factores y persistiendo en las decenas, centenas, mi l la­
res, etc., la misma re lac ión puede establecerse la ley general 
enunciada. 

Multiplicaciones implícitas. I a Para mul t ip l icar una suma in ­
dicada por un n ú m e r o , es suí ic iente mul t ip l icar por dicho n ú m e ­
ro á cada uno de los sumandos y efectuar la adición de los pro­
ductos obtenidos. Sea en efecto, ( 5 + 9 + 7 ) x 4 = ( 5 + 9 + 7 - ) + ( 6 + 
S + ^ + í 5 + 9 + 7 ) + ( 5 + 9 + 7 ) = 5 + 6 + 5 + 5 + 9 + 9 + 9 + 9 + 7 + - 7 
7 + 7 = 5. 4 + 9 . 4 + 7 . 4. 

R e c í p r o c a m e n t e 6 ( 3 + 5 + 2 ) = ( 6 + 6 + 6 ) + ( 6 + 6 + 6 + 6 + 6 ) + 
(6+6)==6, 3 + 6 , 5 + 6 , 2, lo que traducido al lenguage vulgar di-
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ce, que para mul t ip l icar un n ú m e r o por la suma indicada de otros 
varios se mul t ip l ica por cada uno de los sumandos, reuniendo 
luego los productos. 

2.81 Para mul t ip l ica r la diferencia indicada de dos n ú m e r o s 
por un tercero basta mul t ip l icar a l minuendo y sustraendo por 
dicho tercer n ú m e r o y restar los productos. Sea ( 9 - 5) 3 = ( 9 —5) 
+ ( 9 - 5 ) - f ( 9 - 6 ) = ( 9 + 9 + 9 ) — ( 5 + 5 + B ) = 9 . 3 - 5 . 3. 

Rec íp roco : 6 (9—5)--G. 9—G. 5 es decir que para mu l ­
t ipl icar un n ú m e r o por la diferencia indicada de otros dos 
se mult ipl ica á aqué l por el minuendo y por el sustraendo de 
la diferencia restando los productos. 

Escol io. Ocurre con frecuencia que un mismo n ú m e r o entro 
en operaciones indicadas multiplicando á otros varios ligados en­
tre sí con los s ignos-]-ó—, la operac ión que se l leva á cabo para 
simplificar aquellas colocando dentro de un p a r é n t e s i s los n ú m e ­
ros que son multiplicados y fuera el que los mul t ip l ica se l lama 
sacar factor común. 

3. a Para mul t ip l icar una suma indicada por otra se mu l t i p l i ­
can todos los t é rminos de la pr imera por los de la segunda, su­
mando los productos. Sea (7-1-3) ( 5 - j - 4 ) = ( 7 - h 3 ) 5 + ( 7 - j - 3 ) 4 = 7 . 5 + 
3. 5 + 7 . 4 + 3.4. 

4. a Para mul t ip l icar la suma indicada de varios n ú m e r o s por 
la diferencia de otros dos, se mult ipl ica aquella por el minuendo 
y el sustraendo de la diferencia, restando luego los productos. 
Así: f S + ' i ) ( 7 - 4 ) = ( 8 + 2 ; . 3 = 8 . 3 + 2 . 3 = 8 ( 7 - 4 ) + 2 ( 7 — 4 j = 8 . 7 — 
8 . 4 + 2 . 7 - 2 . 4 = 8 . 7 + 2 . 7 - 8 . 4 - 2 . 4 = ( 8 + 2 ) 7 — ( 8 H - 2 ) 4 . 

5. a Para mul t ip l icar una diferencia por otra se mul t ip l ican 
los dos t é rminos de la primera por c.«da uno de los de la segunda, 
afectando á todos del signo correspondiente. Sea ( 8 - 5 ) (7 — 3 ) = 
(8—5)4 = 8 . 4 — 5 . 4 = 8 ( 7 — 3 ) - 5 ( 7 — 3 ) = 8 . 7 - 8 . 3 — ( 5 . 7 - 5 , 3 ) = 8 . 7 
- 8 . 3 - 5 . 7 - r 5 . 3 = ( 8 - 5 ) 7 - ( 8 - 5 ) 3 . 

Cuando varios n ú m e r o s e s t án ligados entre sí por el signo de 
la mul t ip l icac ión forman un producto de varios factores. Ejem­
plo: 6. 4. 3. 5. Es claro que la rea l izac ión del producto de varios 
factores es bien sencilla, pues e f ec tua r í amos , como se indica, la 
mu l t i p l i cac ión del pr imer n ú m e r o por el segundo, la del produc­
to por el tercero, la de este nuevo producto por el cuarto factor 
y así sucesivamente hasta llegar al ú l t imo que nos d a r í a el va lor 
defínitivo ó total del producto. 

Ahora bien, cuando los factores son iguales, el producto se l l a ­
ma potencia, escr ib iéndose abreviadamente poniendo á la dere­
cha del factor que se repite denominado base y en la parle supe­
r i o r , con cifra m á s p e q u e ñ a , el que expresa las veces que se re 

4 

-A 



pite aqué l ; este p e q u e ñ o n ú m e r o toma la denominac ión de expo­
nente. El producto 7. 7. 7. 7, se r ía la cuarta potencia de 7, que 
es'la base, cuatro es el grado ó exponente potencial y se escribi­
ría así : 7.4. 

Toda poiencia de Ja unidad es la minva unidad y cualquier po-
tencia de JO es la unidad seguida de tantos ceros coino unidades 
contiene el exponente. 

Para mul t ip l icar un n ú m e r o por un producto de varios factores 
ó un producto de varios factores por un n ú m e r o , basta considerar 
al n ú m e r o como un factor m á s del producto. En efecto: (8. 7. 5. 4). 
3 = 8. 7. 6. 4- | 8. 7. o. 4-} 8. 7. 5. 4= 8. 7. 6 4. 3 y (3 (4. 2. 3)— 
6. 4. 2. 3. 

Para efectuarla mul t ip l icac ión de dos productos de varios fac­
tores basta considerarlos como uno solo, compuesto con los fac­
tores de ambos. Así (o. 6. 4) (7. 3 . 8 . ) - 5 . 6. 4. 7. 3. 8. 

Prueba. Proposic ión en que se funda. —Siendo distinto el papel 
que d e s e m p e ñ a n en la mul t ip l icación el multiplicando y el mul t i ­
plicador, pues el primero es el sugeto y el segundo el agente pa­
sivo, pudiera creerse que si se cambiaban de lugar los t é rminos 
a l t e r a r í a el producto y vamos á demostrar que no ocurre así , es 
decir, que el orden de factores no influye en el producto. Vamos 
á probar que 6 x 3 = 3 X 6 ; en efecto: 

6 x 3 = ( l + l + H - l + l + l )=-3 + 3 + 3 + 3 - f 3 - f 3 = 3 x 6 , que lo 
demuestra. Otro procedimiento. 

(6=1-1-1-|- 1-f l - K l - f 1 
e x s J e - i + i - f i - M - r i + i 

( 6 = 1 + 1 + 1 + 1 | 14-1 

6 x 3 = 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 = 3 x 6 
Ampliando el principio á cuando son varios los factores, va" 

moa á demostrar que 7. 4. 5. 2. 6 = 7 . 4. 2. 5. 6; en efecto: 7. 4-
5. 2. 6 = 7. 4. ( i + l - M - f i - f i . ) 2 6 . ^ (7 . 4 + 7 . 4 + 7 . 4 4 - 7 4-f-
7. 4)2. C = (7. 4. 2 + 7 . 4. 2 + 7 . 4. 2 + 7 . 4 . 2 + 7.4. 2) 6 ^ 7 . 4. 2. 5. 
6 como se deseaba. 

En este principio reside la prueba de la mul t ip l icac ión , pues 
cambiando el papel de los factores ó su orden, subs is t i rá el pro­
ducto. 

El producto de varias potencias de un mismo n ú m e r o , es igual 
á otra potencia de este cuyo exponente sea la suma de los expo­
nentes de los factores. Sea en efecto, 7.'' 7.'2 7.:i colocándolos bajo 
forma factorial . 

7 / 7 . 2 7 . 3 = ( 7 . 7. 7. 7) (7. 7) (7. 7. 7 ) ^ 7 . 7. 7. 7. 7. 7. 7. 7. 7=? 
7.9—74+2^3 
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C A P I T U L O 5.9 

División: Es la operac ión que tiene por objeto averiguar las 
veces que un n ú m e r o contiene ó es tá contenido en otro. T a m b i é n 
se define como la operac ión que se propone hacer á un n ú m e r o 
tantas veces menor como expresa otro. E l n ú m e r o que contiene 
ó se ha de hacer menor se l lama dividendo, el que es tá conteni­
do ó expresa las veces que el primero se ha de hacer menor d i ­
visor y el resultado de la operac ión cocientd. A l dividendo y d i v i ­
sor se les denomina t amb ién t é rminos de la división. 

El algoritmo de esta operac ión consiste en dos puntos inter­
puestos entre el dividendo y divisor, que se leen dividido por, 
así 25: 5, se enuncia 25 dividido por cinco ó t amb ién 25 entre 5. 
Para indicar las divisiones de n ú m e r o s en forma impl íc i ta se en­
cierran entre pa rén te s i s a fec tándoles del signo. T a m b i é n en la 
p r á c t i c a se emplea lo que vulgarmente se l lama cajón de la d i ­
visión, que consiste en separar el dividendo del divisor por una lí­
nea ver t ica l y á este del cosiente por otra horizontal, en esta for-

! d 
ma. D i -

I c 
Procedimiento elementa!. El medio m á s sencillo de averiguar 

las veces que un n ú m e r o contiene á otro, consiste en separar por 
restas sucesivas, del primero el segundo tantas veces como fuera 
posible, y es evidente que por cada sus t r acc ión que se hubiera 
efectuado c o n s t a r í a el cociente de una unidad. . Supongamos la 
la división de 24 entre 6; restemos del 24 el 6 cuantas veces se 
pueda y vemos que el 24 contiene al G cuatro veces exac-

' 24—6=18 i tamente, luego el cociente de la división 
\ 18-6 = 12 / ES 4 y por tanto diremos que 24:6=4. Ob-

g ; servando que hemos repetido al divisor por 
M sustraendo tantas veces como unidades tiene 

\ 6~(:)= O / e| cociente, y que por consiguiente el produc­
to de este por el divisor se r ía el dividendo, podemos dar otra 
nueva definición diciendo que la división es la operac ión inversa 
de la mul t ip l icac ión , cuyo objeto es conocido un producto de dos 
factores y uno de estos hallar el otro. 

La división que antes hemos efectuado^ en la cual el dividendo 
contiene un n ú m e r o completo de veces al divisor se l lama exacta 
para dist inguirla de la inexacta en la cual queda una parte del 
dividendo que no llega á contener al divisor y se denomina resto 
Q residuo. Así en la división de 38 entre 1, los restos sucesivos son 



— 28 — 
38—7=31 J y como de 3 no puede restarse 7, 3 s e r á el residuo. 
31—-7=24 f En esta división el dividendo es el producto del d i v i -
24 -7=17 ) sor por el cociente m á s el residuo. 
17—7=10 
10—7=3 

D e t e r m i n a c i ó n del orden m á s elevado de las cifras del cociente 
y n ú m e r o de estas. Hemos visto que el producto del cociente por 
el divisor dá unas veces el dividendo y otras el n ú m e r o m á s apro­
ximado que contiene a l divisor, pues bien, mult ipl icando á este 
por la serie de unidades numerativas encontraremos al d i v i ­
dendo comprendido entre dos de estos productos y podremos l i m i ­
tar el orden m á s elevado de las cifras del cociente y el n ú m e r o 
de estas. 
Sea 182,527:743, vemos quej 743xl0=7430<182.527 

743xl00=74300<182.527 
! pero 743xl000=743.000>182 527) 

luego á p r l o r l podemos deducir que pasando de una centena y no 
llegando á un mi l l a r el valor del cociente, el orden m á s elevado 
de sus cifras s e r á el de centenas y el n ú m e r o de cifras el preciso 
para dicho orden, ó sea tres. Y fijándonos en que una vez conocido 
que el cociente oscila entre una y diez centenas, pod íamos separar 
las centenas del dividendo que han de engendrar las del cocien­
te,.y visto que el n ú m e r o 1825 que así resulta contiene una ó 
m á s veces al divisor 743, pero no llega á contenerle diez veces, 
se puede formular la siguiente regla p r á c t i c a : Separando de la 
izquierda del dividendo cifras suficientes para formar uu n ú m e r o 
que contenga una ó m á s veces a l divisor, sin llegar á contenerle 
diez, el orden de la ú l t ima cifra separada se r á el de las unidades 
superiores del cociente y este c o n s t a r á de tantas cifras como ten­
ga el dividendo m á s que el divisor si la primera de aquel es me­
nor que la de este, ó una m á s en caso contrario. 

Casos. Para el m á s fácil estudio de esta ope rac ión considera­
remos tres casos: 1.° D i v i d i r un n ú m e r o de una ó dos cifras por 
otro de una sola cuando el cociente sea inferior á diez. Para rea­
lizar la ope rac ión en este caso podemos hacer uso del procedi­
miento elemental ó de la tabla de mult ipl icar , esta se emplea del 
modo siguiente: en la columna encabezada por el divisor se des­
ciende hasta hallar el dividendo ó el n ú m e r o que m á s se le apro­
xime, y el que encabece la fila en que se halle este s e r á el cocien­
te. Ejemplo, sea d iv id i r 51 entre 8, de scende r í amos por la octava 
columna hasta encontrar 48 y 58., entre los cuales e s t á compren­
dido 51, el que m á s se le aproxima es 48 y el n ú m e r o que enca­
beza la fila eñ que este se halla es 6, luego este es el cociente y 
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el resto la diferénoia entre 51 y 48 que es o. 

2.° D i v i d i r un n ú m e r o de varias cifras por otro de una sola. Sea 
7843: 8, desde luego, con arreglo a l principio p r á c t i c o que antes 
expusimos, podemos afirmar que el cociente de esta división h¿i de 
tener tres cifras y que por tanto las de orden superior han de ser 
centenas, pero como las centenas del producto pueden ser or igi ­
nadas por el producto de las centenas de UQ factor y las' unidades 
del otro, vemos que para hallar la cifra de las centenas del cocien­
te b a s t a r á d iv id i r las 78 centenas del dividendo por las 8 unidades 
del divisor, lo que sabemos hacer por el caso 1.°, hallada esta c i -

8 | fra del cociente, que es 9, averiguamos el resto 
Tr§"cr , de la división parcial realizada, para lo cual es­

cribimos debajo de las centenas del dividendo el 
producto de la cifra 9 del cociente por el d i v i ­
sor 8; y restamos este producto que es 72 de 78, 

0 3 [ e l resto pertenece al orden del dividendo, es de-
7 8 4 3 i 8 I c^r' sori centenas; reducidas á decenas, para lo 

3 ' | que b a s t a r í a agregar un cero á su derecha, é 
O y 

incrementadas en la cifra de las decenas del dividendo, que ocu-, 
p a r í a el lugar de dicho cero, pasamos á obtener la cifra de dece­
nas del cociente dividiendo 64 entre 8, que nos dá la cifra 8 para 
aqué l y el residuo cero que no se puede reducir á unidades porque 
no las contiene, asi es que se dividen las unidades del dividendo 
por el divisor y como no le contiene ninguna vez se pond rá cero 
para las unidades del cociente La operac ión se dispone de la ma­
nera que se indica á la izquierda, y en la p r á c t i c a se suele pres­
cindir de escribir los productos del divisor por el cociente, efec­
tuando s i m u l t á n e a m e n t e la mul t ip l icac ión y la resta, escribiendo 
solo las diferencias ó residuos para convertirlos en dividendos 
parciales, y en muchos casos, como es fácil retener estos en la 
memoria, se escribe solo debajo de las unidades del dividendo el 
residuo final de la ope rac ión . 

Casos particulares: 1.° Para d iv id i r un n ú m e r o por 10, 100, 
1000, etc., basta separar de la derecha del dividendo tantas cifras 
como ceros a c o m p a ñ a n á la unidad del divisor, siendo lo que que­
da á la izquierda el cociente y la parte separada el residuo. En 
efecto sea 76843: 100, es investigar el n ú m e r o de centenas que 
contiene 75843 y como estas son 758 y las 43 unidades no llegan 
al valor de una centena, diremos que el cociente de la división es 
758 y el residuo 43. 

2.° Para d iv id i r un n ú m e r o cualquiera por una cifra significa­
t iva seguida de ceros, se separan de la derecha del dividendo tan-
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tas cifras como ceros siguen á la cifra del divisor, se e fec túa des­
p u é s la división de lo que queda á la izquierda en el dividendo por 
la cifra del divisor y se o b t e n d r á el cociente, debiendo escribir á 
la derecha del residuo las cifras que separamos en el dividendo 
para obtener el verdadero resto final. Sea 93682:500, es aver i ­
guar las agrupaciones de á 5 centenas contenidas en el dividendo, 
pero estas solo pueden estar contenidas en las 936 centenas de es­
te, luego dividiremos 936 entre 5; ahora bien el resto no llega á 
cinco centenas, es decir á una a g r u p a c i ó n , y como escrito á su 
derecha el n ú m e r o 82; que no llega á ua i c ?nte:ia el valor del nü-

9 3 6, 8 2 | 5 0 0 i mero formado no a l c a n z a r á a l de 603 que es 
4 ^ 1 8 7 ( e l divisor, vemos que ese cons t i tu i r í a el resi-

^ 6 í dúo final. L a operac ión se dispone como 
^ Q ̂  1 consta á la izquierda. 

Caso 3.° D i v i d i r números de varias cifras. Sean 8 7 2 8 3 4: 
6 4 7. Desde luego y siguiendo la regla general establecida 
t r a t a r í a m o s de determinar la especie superior de las unidades 
del cociente, para lo cual s e p a r a r í a m o s de la izquierda del d i ­
videndo cifras bastantes para que conteniendo una ó m á s veces a l 
647 no l legaran á valer diez veces este n ú m e r o , la parte sepa­
rada ser ía 872 y como el 2 pertenece a l orden de los millares, la 
especie superior del cociente ha de ser de este mismo orden y la 
cifra correspondiente se h a l l a r á recordando que en los millares 
del dividendo se e n c o n t r a r á n los producidos por la mul t ip l icac ión 
del divisor por la cifra de millares del cociente m á s los resultan­
tes del producto de las centenas del cociente por el expresado 
divisor tendremos pues, pura investigar dicha cifra, que buscar 
un n ú m e r o que mult ipl icado por el divisor es té contenido en la 
parte separada del dividendo, dejando un residuo inferior al mis­
ino divisor y es claro que antes de poner en definitiva la cifra ex­
presada hay que proceder por tanteos á determinarla; una vez 
fijada se escribe en el lugar correspondiente, se mul t ip l ica por el 
divisor y se escribe el producto debajo del dividendo, efectuando 
la sus t r acc ión correspondiente para conocer el residuo. Hal lada 
la pr imera cifra del cociente, se baja á con t inuac ión del residuo 
la que haya quedado á la derecha de la parte separada del d i v i ­
dendo para hallar la segunda del cjciente, efectuando t a m b i é n 
1̂ 3 tanteos necesarios, como antes se hiciera, y por razones igua-
l3S á lasque expusimos al t ra tar del caso 2 .° , bajando sucesiva­
mente las cifras que q u e d a r á n á la derecha del dividendo y cada 
una de las cuales ha de engendrar una cifra en el cociente, se-
¿"ún sabemos. L a openxción ŝe dispone de cualquiera de las dos 
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n A 7 i formas indicadas á la izquierda, si bien en 
1 3 4 0 la p r á c t i c a se usa m á s la segunda en la 

2 2 6 8 que solo se escriben los residuos e fec túan-
1 9 4 1 do la mul t ip l icac ión y sus t racc ión raenta-

3 1 7 3 les y si m u 1 tái, can: en te. 
2 5 8 8 La regla p r á c t i c a se puede enunciar 

del modo siguiente: Para d iv id i r dos nú­
meros de varias cifras se escribe el d i v i ­
dendo y á su derecha, separados por una 

3 J; l ínea ver t ical , el divisor, debajo de este 
se t r a z a r á una linea horizontal para se-

8 7 2;8 3 4 c, 4 7 parar el cociente. Una vez dispuestos de 
2 2 5 8 ' T 3^4 9 este modo' sc tom»n de la izquierda del 

3 1 7 3 dividendo las cifras necesarias para que 
5 8 5 4 "conteniendo el divisor no valgan diez ve-

3 1 ees este y efectuando la división del núme-

5 8 5 4 
5 8 2 3 

ro separado por el divisor se halla la cifra primera del cociente, 
escrita esta debajo de aqué l y efectuado el producto de la misma 
por todo el divisor, se escribe este producto debajo de la parte se­
parada en el dividendo y se resta, obteniendo el primer residuo. 
A la derecha de este, se baja la cifra siguiente, fo rmándose el se­
gundo dividendo parcial , que dá la segunda cifra del cociente y el 
segundo residuo; procediendo del mismo modo hasta emplear la 
úl t ima cifra del dividendo que d a r á origen á la cifra de unidades 
del cociente y al residuo final de la operac ión . 

Pruebas de la división y multiplicación. Desde luego se com­
prende que^ como el dividendo se compone del producto del d i v i ­
sor por el cociente; en la división exacta y en la inexacta de ese 
mismo producto m á s el residuo, la prueba cons is t i rá en efectuar 
el expresado producto, i n c r e m e n t á n d o l e en el residuo si lo hay 
en la ope rac ión , debiendo resultar un n ú m e r o igual a l dividendo. 
Otra prueba de Ja mul t ip l icac ión cons is t i rá en dividir el producto 
por uno de las factores y el cociente exacto d e b e r á ser el otro 
factor. 

Alteraciones del cociente por las que sufrir puedan el dividendo 
y divisor. Considerado el cociente como un factor del producto 
dividendo y siendo el divisor el otro factor, se comprende fácil­
mente que las alteraciones del cociente y del dividendo se verifi­
can en el mismo sentido y las del cociente y divisor en sentido 
contrario, pues ya hemos expuesto al t ra tar de la mul t ip l icac ión 
que para que.altere un producto es preciso y basta que uno de 
los factores se modifique en el mismo sentido, y que para que no 
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altere un producto hab iéndose transformado un factor, el otro 
t e n d r á que sufrir la misma modi t icación, pero en sentido contra­
rio, Por medio del cá lcu lo demostraremos estas misma alteracio­
nes al aplicarlas al residuo. 

Caso part icular en la división. Cuando el divisor ó los dos tér­
minos de la división concluyan en ceros, puede prescindirse ele los 
que tenga el divisor y de igual n ú m e r o de ceros ó cifras de la de­
recha del dividendo, operando con los n ú m e r o s restantes, pero 
teniendo cuidado de completar el residuo obtenido con las cifras 
separadas en el dividendo á fin de que represente el verdadero 
orden de unidades á que pertenece. Sea 754629: 5900, la opera­
ción se e fec tuará considerando separado al 29 y preteludiendo de 
los ceros que contiene el divisor, en esta forma: 
7 5. 4. 6 (2 9) j5 9. 0 0 Se explica fác i lmente que prescin-
1 6 4 Y 2 7 diendo de los ceros del divisor y de igual 

4 6 6 n ú m e r o de cifras en el dividendo no al-
5 3 2 9 tere el cociente, porque, según dejamos 

expuesto, el cociente no altera cuando se dividen por igual canti­
dad ambos t é rminos de la división. 

Divisiones implícitas: En la generalidad de los casos para obte­
ner mayor a p r o x i m a c i ó n en el cociente h a b r á necesidad de hacer 
expl íc i tos los t é rminos de la división, por la importancia que tie­
nen los restos que se desprecian, pero cuando no se exija gran r i ­
gor, pueden aplicarse los principios expuestos á con t inuac ión : 

1. ° Para d iv id i r la suma indicada de varios n ú m e r o s por otro 
basta d iv id i r á cada uno d é l o s sumandos y reunir los resultados. 
Así (24-f 18-h36):6=24:6-|-18:6-|-36:6, pues componiéndose el di­
videndo de tres partes y quedando cada una de ellas hecha seis 
veces menor, el todo queda hecho t ambién el mismo n ú m e r o de 
veces menor. 

2. ° Para d iv id i r la diferencia indicada de dos n ú m e r o s por un 
tercero es suficiente d iv id i r al minuendo y sustraendo, restando 
luego los cocientes respectivos. En efecto (76—30):5=75:5—30:5. 
Para demostrar este principio basta recordar que siendo el d iv i ­
dendo el producto del divisor por el cociente 75 - 80=5(75:5 — 
3»:o) =75:6.6- 30:5.5 y como hacer á cada uno de los n ú m e r o s 
75 y 30, 5 veces mayor y 5 veces menor, equivale á dejarlos tal 
como estaban queda probado el enunciado. 

3. ° Para d iv id i r un producto de varios factores por uno de 
estos basta suprimir le: (4. 9. 7. 6): 7 que es igual á (4. 9. 6) 7:7= 
4.9.6, porque hacer al producto 4. 9. 6, 7 veces mayor y menor 
equivale á np al terarlo. 
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4. ° Para d iv id i r uu producto por un n ú m e r o que es té conte­

nido en uno de los factores, basta sustituir á este por el cociente 
que resulte de su división por aqué l . Sea: (7. 2 4. 5):6, como todo 
producto se puede sustituir por sus factores (7. 2 4. 5):6 = (7. 6, 
4. 5):6 =7 . 4. 5, lo cual p r u é b a l a propos ic ión . 

5. ° Cuando se hable de d iv id i r un producto por un n ú m e r o que 
no es té contenido en ninguno de los factores, conviene efectuar 
aqué l antes de l levar á cabo la divis ión. 

TEOREMA. Si en la división inexacta de dos n ú m e r o s , se mul ­
t ipl ica ó divide á éstos por un tercero, el cociente no altera, pero 
el residuo queda multiplicado ó dividido por dicho tercer n ú m e r o . 
Supongamos que al d ividi r D entre d fuera c el cociente, y r el re­
siduo, sabemos que I J ~ d . c - f í ' y multiplicando ó dividiendo am­
bos miembros de la igualdad por el n ú m e r o m, se t r a n s f o r m a r á en 

(D. m —(d. c). m - f r . m ~ d . m. c + r . mj que demuestran el teo-
| D : m = ( d . c): m-j-r : m ~ d : m. c + r : mj rema. 
El cociente de dos potencias de un mismo n ú m e r o es otra po­

tencia de este cuyo exponente es la diferiencia entro el del d i v i ­
dendo y divisor. Sea 7°: 7 i ~ ( 7 . 7. 7. 7. 7. 7):(7. 7. 7. 7.) y prescin­
diendo en el dividendo y divisor de igual n ú m e r o de factores, que­
dan dos en el dividendo, que son los que forman el cociente, pu­
d i é n d o s e expresar de este modo 76: 74=76—4=72. 

C A P I T U L O 6.° 

Múltiplo de un n ú m e r o se l lama al que resulta ele la mul t ip l i -
cacicn de este por otro cualquiera; así 42 es múl t ip lo de 6, por­
que puede obtenerse del producto de 6x7, el G recibe el nombre 
de factor, dividisor ó submúl t ip lo , es decir, que entendemos por 
factor, divisor ó submúl t ip lo de un n ú m e r o a l que e s t á contenido 
exactamente en él. E l n ú m e r o que á la vez es múl t ip lo de otros 
varios se l l ama múl t ip lo común de ellos y el que es tá contenido 
en otros varios se denomina su divisor común. E l cero es múl t i ­
plo común de todos los n ú m e r o s y la unidad c« divisor común 
t amb ién de todos aquellos. Se indica que un n ú m e r o es múl t ip lo 

de otro poniendo sobre el divisor el signo factorial , así 24=6 y 
su lectura es 24 igual á un múl t ip lo de 6. 

Los múl t ip los de un n ú m e r o forman una sér ie i l imitada y 
para obtenerla b a s t a r í a mul t ip l icar la sér ie natura l de los n ú m e ­
ros-por a q u é l cuyos múl t ip los se deseen formar. 

L a serie de divisores de un n ú m e r o e s t á l imitada por la unidad 
que es el menor divisor y el mayor que es el n ú m e r o mismo. 

Preposiciones fundamentales. Teorema 1.° Todo n ú m e r o que cli-
5 

- A 
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vide á otros varios divide á su suma. Efectivamente; cada su­
mando representa un n ú m e r o de partes iguales al dividisor y estas 
partes se r eúnen en la suma. Ejemplo: 5 divide á 35 á 60 y á 75, 
debe dividi r t a m b i é n á 170 que es la suma de estos, como suce-

1 3 5 = 5 . 7 | sumando estas igualdades se obtiene 170 

de, porque j60=5 . 12j = 5 . 7 + 5 . 1 2 + 5. 15=5 (7+12 + 15)-6, 
'75=5 . 15; siendo 170 múl t ip lo de 5, este es tá conte­

nido en 170 un n ú m e r o exacto de veces, como se que r í a probar. 
Consecuencias: 1.a Todo n ú m e r o que divide á otro es divisor 

t a m b i é n de los múl t ip los de este otro; porque siendo el múl t ip lo 
de LUÍ n ú m e r o la repe t ic ión de és te por sumando determinadas 
veces, el n ú m e r o que divide á uno de los sumandos divide á todos 
ellos, que son iguales, y por tanto á la suma que es el múl t ip lo . 

Asi 5 divide á 15, luego div id i rá á 60 = 15x4 = 15. 
2.a E l resto de la división de la suma de varios n ú m e r o s con 

re lac ión á otro, es el mismo que se obtiene sumando los restos de 
las divisiones de cada n ú m e r o por el divisor elegido, después de 
descontar los múl t ip los del divisor quecDiitenga la suma de los 
expresados restos. Esta propos ic ión se puede enunciar m á s fácil­
mente diciendo: EL resto de la suma es igual á la suma de los res­
tos con respecto al mismo divisor. 

26=6X4+2=6+21 26+33+46=6+2+3+4, es decir 105= 
33 = 6X5-1-3=6+3? 6 + 9 = 6 + 6 + 3 ^ 6 + 3 y en efecto 105 

46=6X7+4 = 6+4] - 6 x 1 7 + 3 . 
Teorema 2.° Todo n ú m e r o que divide á otros dos divide á su 

diferencia. Para demostrarlo notaremos que tanto el minuendo 
como el sustraendo representan un n ú m e r o determinado de ve­
ces al divisor y la diferencia le tiene t ambién que representar? 
por lo cual aqué l s e r á un divisor exacto de ella. Sean 72—48? 
ambos divisibles por 6, su diferencia vamos á probar que t an r 
, . , , ,. , 172=0 . 121 restando ordenadamente 72—48 
bien lo es, en e íec to |48=G ^ 8 | = G _ 12_G s = 6 { i 2 - 8 ) = ( j . 4 = 

6, es decir 24=6, como lo es en realidad. 
Consecuencias. í .a El n ú m e r o que divide á otros dos divide al 

residuo de su división, porque el residuo es la diferencia entre el 
d viJendo y el múl t ip lo del divisor expresado por el cociente. 
Ejemplo 75 : 30 dá 2 de cociente y 15 de residuo; 75 y 30 son di-
visibles por 5, por serlo 30 t amb ién lo se rá 30x2 que es múl t ip lo 
de 30 y consecuentemente 15=75— 30x2. 

2 / Si al dividendo de una división se le aumenta ó disminuye 
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una cantidad múl t ip la del divisor, el res ídu3 permanece irialtera-
ble. Es evidente que todo múl t ip lo del divisor no deja residuo, 
luego subs i s t i r á el p r imi t ivo de la o p e r a c i ó n . Ejemplo: 52 : 6 d á 
8 de cociente y 4 de residuo, es decir que 5 2 = 6 x 8 - f 4; auraen-
tando ó disminuyendo 12 al dividendo, como 12 es múl t ip lo de 6, 
el cociente de la operac ión resultante v a r i a r á , pero el residuo nó , 
así se observa en las siguientes igualdades: 

(52 = 6 x 8 4-41 50 +19=6(8+'^ 1-4 
1 1 2 = 6 x 2 - f O 1 - Dl - " v 1 4" 

3.a L a diferencia dedos nú ai 3ro 5 que hayan dejado restos 
iguales a l ser divididos por otro, es múl t ip la do este. En efecto: 

! o . JSS=Q?5l" t ? ! restando ordenadamente 61—37=8C7—4)= | 3 7 = 8 X 4 -|- o ) 

8x3=8. 
Teorema 3.° E l resto que deja el producto de varios factores 

con re lac ión á un cierto divisor, es igual al producto de los resi­
duos de dichos factores con respecto al mismo divisor, una vez 
descontados los múl t ip los que este producto contenga, ó lo que 
es igual : E l resto de un producto es igual a l producto de los res-

[r-| C 1_Q Q i Q J 
tos de los factores. Sean i — 0 ' ^ - | -o— i - mili t ipiican(io or-

(34=8x4+2=8-f-2^ 
denadamente las dos igualdades extremas: 
51x34=(8+3)(8-f2)==8-f 3 .8-h8 . 2-4-3 . 2=8 + 3 . 2, lo cual nos 
demuestra que si dividimos el producto de 5 1 x 3 4 entre 8, el re­
siduo s e r á 3 . 2, según se quiera probar. 

Si fueran m á s de dos los factores del producto considerado, el 
procedimiento demostrativo seria idéntico, sin más que considerar 
el producto de los dos primeros y el tercer factor y asi sucesiva-
m ente. 

Consecuencias. 1.a Todo n ú m e r o que divide á otros varios d i ­
vide á su producto; puesto que entonces siendo nulos los restos 
de los factores t a m b i é n lo se r ía el del producto con respecto a l 
mismo divisor. 

2.a E l resto del dividendo en la división exacta, es igual a l 
producto de los restos del divisor y del cociente, comparados con 
un mismo divisor. Pues considerado el dividendo como un pro­
ducto y el divisor y cociente como sus factores, basta recordar lo 
demostrado en el anterior teorema. 

Esta proposic ión es t a m b i é n cierta para la división inexacta^ 
pero c o m p l e t á n d o l a del modo siguiente: E l resto del dividendo es 
igual al producto de los restos del divisor y del cociente^ má§ e 
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resto del,residuo con respecto al misma divisor. Pues el dividen* 
do es la surna del producto del divisor por el cociente, m á s el re" 
síduo, y h ^ m o í demostrado aafces qua el resto de una suma es 
igual á la suma de los restos y el de un producto igual al del pro­
ducto de sus factores. 

Forma de una unidad de cualquier orden con re lac ión á un 
cierto módulo ó divisor. Dividiendo la unidad seguida de uno, dos 
ó m á s ceros, podremos determinar el resto correspondiente á la 
unidad, decena, centena, etc., y en general se p o d r á representar 

bajo esta forma: 1000=103 = d - | - r . 
Cuando el resto ó residuo es mayor que la mitad del divisor, 

se puede suponer incrementando en una unidad el cociente y en­
tonces el pruducto de és te por el divisor es mayor que el dividen­
do, ha l l ándose la diferencia entre aquel producto y este, dicha 
diferencia se l lama resto por exceso y se le afecta del signo 
—para distinguirle del resto á que antes nos re fe r í amos en las 
divisiones, l lamado resto por defecto. Ambos se l laman comple­
mentarios porque reunidos suman el divisor. Cuando se aprecie 

el resto por exceso la forma ele la unidad puede ser 10n = d — r , 

haciendo de ambas una fó rmula general, 10n = d + r , que es siem­
pre aplicable. 

Forma de una colección de unidades y de un número. Una colec­
ción de unidades es el pro'ducto de la unidad de su orden por el 
n ú m e r o de las que contiene, por cuya r a z ó n su forma es a . 10ü = 

d + a . r. 
Ahora bien, como todo n ú m e r o puede descomponerse en colec­

ciones de unidades de diversos ó rdenes , á cuya suma es igual , se 
puede fác i lmente determinar su forma. 

Supongamos un n ú m e r o M = a b c d e, es decir, en el que e, d, 
c, b y a representan las cifras de unidades, decenas, centenas, 
millares etc., elijamos como divisor á w y sean q, r , s y í l o s res­
tos correspondientes á una decena, centena, mi l la r , etc., se 
t e n d r á : 

Sumando ordenadamente: N = a . 104-[-b . 
104=:m ± a . t 

103=m ± b . s 
| 10* f e . 102+d . 1 0 - | - e = m - f (e + d . q - f c . r . 

-|-b . s-fa . t) y restando de ambos miem-
1 n9 m ^ e r / — iyj - ' bros de la igualdad la cantidad encerrada 
10 = m ± d . q 1 entre p a r é n t e s i s : 

e + 1 . 6 ; N — ( e - f d . q - f c . r + b . s + a . t ) = m . 
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Esta fórmula nos demuestra que para que el n ú m e r o /!/sea di­

visible por m es condición precisa que t amb ién lo sea la cantidad 
encerrada entre paréntes is^ porque solo cuando dos n ú m e r o s de­
jan restos iguales su diferencia es múl t ip la del divisor. Y en ella 
se apoya la teor ía de divisibilidad que nos permite ver c u á n d o un 
n ú m e r o es tá contenido ó no exactamente en otro sin necesidad 
de hacer la división. 

Inves t igac ión de las condiciones de divisibilidad correspondien­
tes á los divisores ó módulos 2, 3; 5, 7, 9 y 11. 

Dividiendo en cada caso la unidad seguida de ceros por el d iv i ­
sor que se ensaya se vé7 que los restos y condiciones son: 

Para el 2, no dejan residuo m á s que las unidades; luego la condi­
ción para que cualquier n ú m e r o sea divisible por 2 es que lo sea 
la cifra de sus unidades; esto es., que el n ú m e r o termine en cero ó 
cifra par. 

Para el 3, las unidades^ decenas, centenas^ etc., dejan 1 de res­
to, la condición s e r á pues que la cifra de unidades, m á s la de de­
cenas, m á s la de centenas, etc., compongan un múl t ip lo de 3; esto 
es, que la suma del valor absoluto de las cifras del n ú m e r o sea 
m ú l t i p l o de 3 y el n ú m e r o s e r á t a m b i é n divisible. 

Para el 9, los restos y condición són idént icos que para el 3. 
Para el 5, no dejan resto m á s que las unidades,, luego la condi­

ción para que un n ú m e r o sea divisible por 5 es que lo sea su c i ­
fra de unidades,, esto es, que dicha cifra sea cero ó 6. 

Para el 7, los restos son, 1, 3, 2, 6, 4 y o, pero como los tres 
úl t imos son mayores que la mitad del divisor, tomando los restos 
sustractivos ó por exceso, aquellos se f o r m a r á n en este orden 1, 
3; 2 , — 1 , - 3 y—2 , ó sea: 1; 3, 2 , - ^ ( 1 , 3, 2), y como se v é los res­
tos de unidades,, decenas y centenas se repiten para las unidades 
simples y para los millares., sin otra va r i ac ión que el signo, esto 
nos permite deducir la siguiente condic ión: para investigar si un 
n ú m e r o es divisible por 7, se d iv id i rá en per íodos de á t r e s cifras 
empezando por la derecha,, se s u m a r á n los per íodos de lugar i m ­
par y separadamente los de lugar par y restada de la primera su­
ma la segunda,, si la diferencia es múl t ip la de 7, t a m b i é n lo s e r á 
el n ú m e r o . Si es preciso puede aumentarse al minuendo en uno ó 
varios múl t ip los del divisor, pues para nada afecta al residuo de 
la operac ión . 

De la cons ide rac ión de los restos 1, 3, 2 ;—1, -3 y—2 , se dedu­
ce t a m b i é n otra regla p r á c t i c a para la condición de divisibil idad, 
que puede expresarse as í : Para que un n ú m e r o sea divisible por 
7, debe serlo el n ú m e r o que resulte sumando á la cifra de unida­
des el t r iplo de las decenas y el duplo de sus centenas, d isminuí-
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do en las unidades de mi l la r , m á s el t r ip lo de las decenas y el 
duplo de las csntenas t amb ién de mi l la r y continuando la opera­
ción con los millones etc. 

Para el I I . Los restos sucesivos son 1 y 10, 1 y 10, pero tomando 
el resto por exceso correspondiente al 10, s e r án 1 y—1, luego 
la condición de divisibil idad s e r á que sumado el valor absoluto de 
las cifras de lugar impar y disminuido en la suma de las de lugar 
par, la diferencia sea cero, once ó múl t ip lo de once. 

Aplicaciones. Pruebas. La suma y resta son tan sencillas que 
sus pruebas por los módulos resultan más difíciles y no tienen 
apl icac ión , daremos sin embargo idea de ellas, así como de las de 
mul t ip l i cac ión y división que son en las que m á s se emplean. 

Los divisores ó módulos elegidos para las pruebas deben ser 
siempre aquellos en que se necesiten usar las cifras de todos los 
n ú m e r o s , pues de lo contrario no r e s u l t a r í a n tales pruebas, así 
como sencillos á fin de no hacer las pruebas mucho m á s compli­
cadas que las operaciones mismas. 

Para la suma: Se s u m a r í a n los restos de los sumandos y el de la 
suma ser ía igual á la sumado aquellos. 

Para la s u s t r a c c i ó n : Se ha l l a r í an los restos del minuendo y del 
sustraendo y la diferencia entre arabos ser ía igual al resto de la 
diferencia. 

Para la mul t ip l icac ión : Se hallan los restos del mult ipl icando y 
del mult iplicador y el producto de ambos restos debe ser igual al 
resto del producto. 

Para la división: Se hallan los restos del divisor y del cociente, 
se mul t ip l ican, al producto se les suma el resto del residuo y el 
n ú m e r o que así resulte debe ser igual al resto del dividendo. 

Ejemplos empleando el módulo 9. 

4 8 2 5 . . . l i 9 , 0 . . . . 6 8 4. 7 2 1 3 2 5 . . 1 ) \ 
1 3 7 . . . 2) i 347 ¿ T O . . 3^ 3 9 . . 0 

3 3 7 7 5 2 
1 4 4 7 5 
4 8 2 5 

2 2 6) 

6 6 10 2 5 

C A P I T U L O 7.° 

MÁXIMO COMÚN DIVISOR. 

Y a hemos dicho que cuando varios n ú m e r o s son divisibles por 
otro toma és te el nombre de divisor común . E l m á x i m o c o m ú n 
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divisor serci por lo tanto el mayor divisor que admitan los n ú m e ­
ros considerados. Y como el mayor divisor de un n ú m e r o es el 
mismo, se deduce que el m. c. d. (1) de varios n ú m e r o s tiene que 
ser igual ó menor que el m á s p e q u e ñ o de los n ú m e r o s . 

Los n ú m e r o s que solo admiten como divisor c o m ú n á la unidad 
se l laman pr imos entre si, ó primos dos á dos, ó tres á tres, se­
gún se consideren agrupados. 

La ob tenc ión del m. c. d. de dos n ú m e r o s se funda en el p r in ­
cipio siguiente: 

Teorema I.0 Cuando dos n ú m e r o s no son divisibles entre sí, 
su m. c. d. lo es á la vez del resto de la división de ambos. Sean 
los dos n ú m e r o s 77 y 28, dividiendo el pr imero por el segundo el 
residuo es 21 . Ya hemos demostrado que todos los divisores del 
dividendo y divisor de una división inexacta lo son t a m b i é n del 
residuo, siendo pues los divisores de 77 y 28 comunes á los de 28 
y 21 , su m. c. d. t ambién s e r á el mismo. 

D e d ú c e s e de la anterior demos t r ac ión que el procedimiento 
p rác t i co para hal lar el m. c. d. de dos n ú m e r o s cons is t i rá en d i ­
vidi r el mayor por el menor, éste por el resto, el pr imer resto por 
el segundo, el segundo resto por el tercero, prosiguiendo las d i v i . 
bienes hasta encontrar un cociente exacto, en cuyo caso el d i v i . 
sor de esa operac ión s e r á el m. c. d. que buscamos. L a forma p r á c . 
tica de realizar la ope rac ión puede verse en el ejemplo siguiente: 

2| 1 | 3 . . . cocientes 
Y . . . divisores M 0 D_ 2 8 ) = 7 7 7 

5 6 
2 i 

2 8¡2 1 
2 l | 0 

7 . . . . residuos 
Como los divisores del dividendo y divisor son comunes á los 

restos por defecto ó por exceso, se abrevia la inves t igac ión po­
niendo en lugar de los restos por defecto mayores que la mi tad 
del divisor los restos por exceso. En la anterior ope rac ión en l u ­
gar del resto 21 pudimos tomar el resto por exceso que es 28—21 
= 7 y se h a b r í a simplificado teniendouna divis ión menos; en esta 
forma: 

_J?|_L1 Colorario. I.0 Cualquier n ú m e r o que divida á 
2 817 / otros dos t a m b i é n divide á su m. c. d. Basta obser-
2 8: \ var que todo n ú m e r o que divide á los dos dados es 
^Q! divisor del resto de la división de arabos, por d iv i -

7 7 
8 4 
- 7 

(1.) Coa las iniciales m. c. d. refresentaremos en adelante el nombre máximo 
común divisor, que algunos autores abrevian poniendo una D ante el parénte­
sis en que encierran los números. 
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dir al segundo de los n ú m e r o s y al pr imer resto ha de d iv id i r a l 
resto seg-mido y continuando así el rfizonamiento v e r í a m o s 
que h a b r í a de d iv id i r al m. c. d., que es uno de los restos de estas 
divisiones sucesivas. 

Corolario 2.° Multiplicando ó dividiendo á dos n ú m e r o s por un 
tercero, su ra. c. d. queda mult ipl icado ó dividido por este tercer 
n ú m e r o . Recordemos que a l mul t ip l icar ó d iv id i r los dos t é r m i n o s 
de la división por un n ú m e r o cualquiera, el cociente no v a r í o , pe­
ro el resto sufre igual a l t e r ac ión que dichos t é rminos . Y como al 
mul t ip l icar ó d iv id i r dos n ú m e r o s cuyo ra. c. d. hemos investi­
gado, el resto de la división de ambos q u e d a r í a multiplicado ó di­
vidido y todos los d e m á s restos de las divisiones sucesivas i r í an 
sufriendo idént ica al teración^ la h a b r í a de sufrir t a m b i é n el m. c. el. 
que es el penú l t imo de los restos. 

Corolario 3.° Los cocientes obtenidos al d iv id i r á dos n ú m e r o s 
por su m . c. d. son primos entre sí. Según lo expuesto en el co­
rolario anterior, al d iv id i r á los dos n ú m e r o s por su m . c. d. este 
v e n d r í a dividido por sí mismo, es decir, se r ía la unidad; los co­
cientes resultantes de d iv id i r á los dos n ú m e r o s no tienen m á s d i ­
visor que la unidad, luego son pi imos entre sí. 

Teorema 2." Cuando un n ú m e r o que divide á un producto de 
dos factores es primo con uno de estos, divide forzosamente al 
otro. 

Consideremos el producto 1971 compuesto de los dos factores 
73 y 27; el n ú m e r o 9 divide á dicho producto y es primo con 73, 
varaos á probar que divide a l '27. En efecto; por ser 73 y 9 p r i ­
mos entre sí su ra. c, d. es la unidad y como hemos probado en el 
corolario 2.° qus a l mul t ip l icar dos n ú m e r o s por otro su ra. c. d, 
sufre la misma a l t e r a c i ó n , el ra. c. d. de 73x27 y 9x27 s e r á I X 
27=27. Ahora bién: 9 divide á 73x27=1971 por la h ipótes is es­
tablecida, t a m b i é n divide á 9x27 por entrar como factor en t a l 
producto, y como según el corolario 1.° cualquier divisor de dos 
n ú m e r o s t ambién lo es de su ra. c. d . , siendo 9 divisor de 73x27 
y de 9x27, es obligado divisor de 27 que es el ra. c. d. de estos 
dos productos, lo cual prueba el enunciado. 

Corolar io. E l ra. c. d. de dos n ú m e r o s no se altera cuando se 
mul t ip l ica ó divide á uno de ellos por factores primos con el otro. 
Porque se le a u m e n t a r í a n ó d i sminui r ían al primero factores que 
no t e n d r í a n m á s divisor coraún con el segundo que la unidad, por 
la cual q u e d a r í a mult ipl icado ó dividido el ra. c. d. que es tanto 
como no var ia r á este. 

L a inves t igac ión del m. c. el. de varios n ú m e r o s se funda en el 
siguiente 



Teorema 3.° E l m. c. d. de Vcirios n ú m e r o s no altera al susti­
tu i r á dos de estos por su m. c. d En efecto, suponiendo que se 
t ra ta ra de hallar el ra. c. d. de 84, 144, 162 y 435 y sabiendo 
que el ra. c. d. de 84 y 144 — 12, como todos los divisores de 84 y 
144 lo son de 12 y los de este han de serlo de los dos n ú m e r o s que-
son múl t ip los suyos, vemos que el ra. c. d. de 84, 144; 162 y 435 
serúi el mismo que el de 12, 162 y 435. 

Luego en la p r á c t i c a cuando se ha de buscar el ra. c. d. de va­
rios n ú m e r o s se halla el de dos de ellos, luego el del m . c. d. de 
estos y del tercer n ú m e r o , después el del segundo ra. c. d. halla­
do y el del n ú m e r o siguiente, continuando así hasta haber opera­
do con todos ios números . Conviene empezar la inves t igac ión por 
les n ú m e r o s menores por si resultara un m. c. d. que fuera d i v i ­
sor de los n ú m e r o s restantes, en cuyo caso no n e c e s i t a r í a m o s se­
guir , pues ese seria el ra. c d. de todos ellos. 

Procediendo á la d e t e r m i n a c i ó n del ra. c. d. de 84, 144, 162 y 
435 se h a l l a r í a el de 84 y 144 que es 12, luego el de 12 y 162, 
que es 6 y Analmente el de 6 y 435 que es 3 y este se rá el m. c. d. 
de los cuatro n ú m e r o s dados. 

Todas las propiedades del ra. c. d. de dos n ú m e r o s son exten-
s:bles al de varios sin var iar más que la forma demostrativa. 

Corolario 1.° Todo divisor de varios n ú m e r o s lo es de su ra. c. d. 
Así todo divisor de 8S8 y 588 lo es de 28 que es el ra. c. d. de di ­
chos dos n ú m e r o s y los de 868, 588 y 175 lo son de 28 y 175 y 
por tanto de 7,que es el ra. c. d. de estos dos úl t imos y por tanto 
de los tres n ú m e r o s 868, 588 y 175. 

Corolario 2.° Si varios n ú m e r o s se mult ipl ican ó* dividen por 
otro su ra. c. d. queda t a m b i é n multiplicado ó dividido por el mis­
mo n ú m e r o . Sean los n ú m e r o s 84, 144, 162 y 435 cuyo ra. c. d . = 
3. La operac ión dispuesta del modo siguiente facilita el razona­
miento. 

(ra. c. d.=12 i , , 144 \ i ra. c. d.=6 ] 
162 ) ra. c. d.=3 
435 ) 

84X5 
144x5 
162X5 
435x5 

m, c. d .=12x5 i 
\ ra. c. d.—6x5 j 

\ 
ra. c. el = 3 x 5 

Por h a l e u e n.ult iplícac'o 84 y 144 por 5 su ra. c. d. 12 tam­
bién e s t a r á multiplicado por 5, el m. c. d. de 162x5 y 12X5 se­
r á t a m b i é n 6x5 y finalmente el ra. c. d. de 435x5 y 6 X 5 se rá 
3x5, lo que prueba la proposic ión. Del mismo modoso demues­
t ra cuando se dividen. 

6 
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Corolario 3.° Los cocientes que se obtienen al dividi r varios nú" 

meros por su m. c. d. son primos entre sí. Aplicando lo demostra* 
do en el corolario anterior, vemos que siendo 3 el m . c. d. de 84, 
144, 162 y 435, el de (84:3, 144:3, 162:3 y 435:3)^3:8=^1, lo cual 
prueba que los cocientes 28̂  48, 54 y 145 son primos entre sí. 

MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO 

E l mín imo común múl t ip lo (1) de varios n ú m e r o s , es como su 
mismo nombre lo indica el menor de los múl t ip los comunes á to­
dos ellos. Y como el menor múl t ip lo de un n ú m e r o es él mismo, 
resulta que el m, c. m . tiene que ser igual ó mayor que el mayor 
de los n ú m e r o s que se consideren. 

Sirve de base a l procedimiento p r á c t i c o para obtener el m. c. 
m. de dos n ú m e r o s el siguiente: 

Teorema I.0 Dividiendo el producto de dos n ú m e r o s por el 
m . c. d. de estos se obtiene el m. c m. 

Sean los n ú m e r o s 104 y 96 cuyo m. c. d. es 8 y los cocientes 
primos de dividir aquellos por este son 13 y 12. Cualquier múl t i ­
plo de 104 y 96 lo es de 8x13 y de 8x12, satisfaciendo por tan­
to á la condición de ser divisible por 8,13 y 12 y siendo por con­
siguiente múl t ip lo del producto 8x13x12. Inversamente todos 
los múl t ip los de 8x13x12 por serlo de 8x13 lo son de 104 y por 
serlo de 8x12 lo son de 96, luego los dos n ú m e r o s 96 y 104 y el 
producto 8x13x12, cuyos múl t ip los son comunes, tienen el mis­
mo m c. m., y como el menor múl t ip lo de 8x13x12 es este mis­
mo n ú m e r o , se deduce que este es el m. c m. de 96 y 104. Pero 
8x13x12 no altera al hacerle 8 veces mayor y menor y se con­
vierte en 8>;13x 12x8:8 y sustituyendo en lugar de 8x13 y de 
12x8 sus iguales 96 y 104; toma esta forma (96x104):8 confor­
me al enunciado del teorema. 

Ahora bien, como 8x12x13 es t ambién igual á 96x l2=96x 
(104: 8) ó á 104x(96:8), se deduce que en la p r á c t i c a se puede 
hallar el m. c. m . de dos n ú m e r o s multiplicando uno de ellos 
por el cociente que resulte de div id i r el otro por el m . c. d. 
de ambos. 

Corolario 1.° Los múl t ip los de dos n ú m e r o s lo son t ambién de 
su m. c. ra. En efecto, hemos visto que los múlt iplos de 96 y 104 
lo eran de 8x 13 X 12 ó de (96x 1G4):8 que era el m. c. ra. 

Corolario 2.° E l m. c ra. de dos n ú m e r o s primos entre si es 

(1) En adelante sustituiremos las tres palabras mínimo común múltiplo por 
sus iniciales m. c m. 
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su producto, porque siendo su m. c. d. la unidad al d iv id i r el pro­
ducto de dichos n ú m e r o s por la unidad el cociente s e r á ese mis­
mo producto. 

Corolario 3.° Si se mult ipl ican ó dividen dos n ú m e r o s por otro, 
el m. c m. de aquellos sufr i rá la misma a l t e r ac ión . Ya hemos de­
mostrado que si á los n ú m e r o s 96 y 104 los multiplicamos por 
otro, t a l como su m. c. d. q u e d a r á n t a m b i é n mult ipl icado por 
n y el m. c. m. a d o p t a r á entonces esta forma ( 9 6 x n X 1 0 4 x n ) : 
( 8 x n ) , suprimiendo un factor n en el dividendo y divisor queda 
9 6 x l 0 4 X n ) : 8 y como el dividendo do esta división es tá mul t i ­
plicado a ú n por n t ambién q u e d a r á multiplicado el cociente que 
es el m. c. m. De igual modo se p r o c e d e r í a á demostrar que si se 
dividieran los dos n ú m e r o s por otro e l m . c. m. e x p e r i m e n t a r í a 
igual a l t e r ac ión . 

Corolario 4.° Dividiendo el m . c. m. por los n ú m e r o s que le 
han originado los cocientes que se obtienen son primos entre sí. 
Desde luego si dividimos (96X104) : 8 por 96 el cociente ser ía 
104: 8 y si h u b i é r a m o s dividido aqué l por 104 el cociente h a b r í a 
sido 96: 8;es decir quedos cocientes de d iv id i r el m . c. m . entre 
los n ú m e r o s son los mismos que se obtienen a l d iv id i r los n ú m e ­
ros por su m. c. d. y según ya tenemos probado estos son primos. 

Cuando se t ra ta de investigar el m. c. m. de varios n ú m e r o s 
se procede de un modo aná logo á lo hecho en el m . c. d. , esto es, 
se halla m . c. m. de los dos primeros n ú m e r o s , luego el de este m. 
c. m . y el tercer n ú m e r o y se procede del mismo modo hasta ha­
ber empleado todos los n ú m e r o s , siendo el ú l t imo m. c. ra. halla­
do el de los n ú m e r o s dados. Se funda este procedimiento en el 

Teorema 2.° E l ra. c. ra. de varios n ú m e r o s subsiste aunque 
se sustituyan dos de ellos por su ra. c. ra. Según lo demostrado 
en el corolario 1.° los raútiplos de dos n ú m e r o s y de su ra. c. ra. 
son comunes, a l sustituir en la inves t igac ión este por aquellos se 
conservan los múl t ip los y por tanto el ra. c. ra. de los núrae ros 
dados. Conviene empezar la ope rac ión por los núraeros mayores 
por si hallamos un ra. c. ra. que sea múl t ip lo de los d e m á s . Así 
tratando de averiguar el ra. c. ra. de 68,32, 24 y 16;. p rocede r í a ­
mos como á c o n t i n u a c i ó n se expresa. 

3 2 | m - c-m ==544íra .c.m.=1 6 3 2) 
2 4 ) í ra. c. ra.=l 6 3 2. 
1 6 ) 
Genera l i zac ión de las propiedades del ra. c. ra. de dos núrae ­

ros a l de varios. 
Corolario I.0 Todos los mú l t i p lo s de varios n ú m e r o s lo son de 



— 44 ~ 
su m. c. m, Según lo ya demostrado los múl t ip los de 68 y 32 lo 
son de 544, los de este n ú m e r o y 24 lo son de 1632 y como este es 
múl t ip lo de 16, 68, 32, 24, 16 y 1632 tienen iguales múl t ip los co­
munes. 

Corolario 2.° Si se mul t ip l ican ó dividen varios n ú m e r o s por 
otro su m. c. m . sufre la misma a l t e r ac ión . Se sabe que al mu l t i ­
pl icar 68 y 32 por 5, 644 t a m b i é n q u e d a r í a multiplicado por 5, 
por estarlo és te y 24 su m. c. m. 1632 t amb ién e s t a r í a mul t ip l ica­
do. De igual modo se prueba que a l d ividi r los n ú m e r o s por otro 
t a m b i é n el m. c. m . v e n d r í a dividido por el mismo n ú m e r o . 

Corolario 3.° Si se divide el m . c. m . de varios n ú m e r o s por 
cada uno de estos los cocientes que resultan son primos entre sí. 
Porque si no fueran primos admi t i r í an un divisor c o m ú n y d i v i ­
diendo el m. c. m. por este divisor común , ob t end r í amos un co­
ciente menor que dicho m. c. m . , pero que ser ía múl t ip lo de los 
n ú m e r o s dados, lo cual es contra r a z ó n , es decir absurdo, porque 
no puede haber n i n g ú n múl t ip lo menor que el ra. c. ra., luego 
absurdo es t a m b i é n que no sean primos los cocientes y por conse­
cuencia lo són. A con t inuac ión puede verse la forma científica de 
esta d e m o s t r a c i ó n : Sean A . B. C y D . varios n ú m e r o s cuvo ra. 
c. ra. llamaremos M . 

M : A = A ' i no siendo primos entre sí A ' j A ' : d = A " ] 
M : B = B , ( B ' C y D' a d m i t i r á n un di- ( B' : d = B " [ 
M : C = C ' í visor c o m ú n d y d e j a r á n ( C : d = C " i 
M : D = D , ' cocientes A " B " ( T D " \ D ' : d = D " ) 

M = A . A ' = A . d . A " 1 í M : d = A . A " = Á 

M = B . B ' = B . el . B " ' ó l0 Que es igual ) M : d = B . B " = B 

M = C . C ' = C . d . C" 1 i M : d = C . C " = C 

M = D . D ' = D . d . D " ' 1 M : d = D . D " = D 
absurdo; luego A ' , B ' , C y D ' son primos entre sí. 

C A P I T U L O 8.° 

'ero 

N Ú M E R O S P R I M O S . 

Primeras proposiciones. 
L l á m a n s e n ú m e r o s primos absolutos ó simplemente primos á 

aquellos que solo son divisibles por sí mismos y por la unidad. 
Se diferenci ui los n ú m e r o s primos absolutos de los primos en­

tre sí en que mientras los primeros, a d e m á s de no reconocer otro 
divisor común que la unidad, cada uno de por sí no tienen otro d i -
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visor que él mismo, los segundos considerados en agrupa­
ción solo reconocen como divisor común á la unidad, aun­
que part icularmente cada uno de ellos admita varios divisores. 
Los n ú m e r o s consecutivos son primos entre si, 14 y 15 por ejem­
plo, aunque no sean primos absolutos, pues 14 tiene como diviso­
res ¿i 2 y 7, y 15 es divisible por 3 y 5. Los n ú m e r o s primos se l la­
man t a m b i é n factores simples, des ignándose á los que no son pr i ­
mos con el nombre de n ú m e r o s compuestos. 

De la cons iderac ión que antes hemos hecho acerca de los nú­
meros primos se deducen estas dos consecuencias: 

1.a Todo n ú m e r o primo absoluto es t amb ién primo agrupado 
con los d e m á s n ú m e r o s excepto con sus múlt iplos . 

2 * Todo n ú m e r o primo que no divide á otro es pr imo con él; 
porque el único factor común que pueden tener es la unidad. 

Teorema I.0 Si un número no es primo admitirá un divisor primo. 
En efecto, estando limitados los divisores de un n ú m e r o entre él 
mismo y la unidad, ha de haber forzosamente uno de estos d i v i ­
sores que solo tenga como factor á la unidad, es decir que sea 
pr imo. 

Teorema 2.° Si dos ó varios números no son primos entre sí, admi­
ten un divisor primo común. En efecto, esos n ú m e r o s t e n d r á n un 
m. c. d. distinto de la unidad, que si no es primo a d m i t i r á un di­
visor primo que por entrar á formar parte del ra. c. d. s e r á d iv i ­
sor de los n ú m e r o s . 

Teorema 3.° La série de los números primos no reconoce límite. 
Representemos por n un n ú m e r o pr imo y por P el producto de 
todos los n ú m e r o s primos desde 1 hasta n. Añad iendo á P una 
unidad se f o r m a r á el n ú m e r o P - f - l , cone l cual pueden ocurr i r 
descases: 1.° que sea pr imo, y puesto que es mayor que P en el 
cual entra como factor w; evidentemente s e r á un n ú m e r o pr imo 
mayor que n} l ímite fijado. 2.° Que P - f l no sea primo, en cuyo 
caso, según lo dicho en el teorema 1.° t e n d r á un divisor pr imo 
que no puede ser menor que n , pues si entrara como factor en P^ 
t e n d r í a que div id i r á la diferencia ( P + l ) — P - - 1 , lo cual es absur­
do, ha de ser pues el divisor pr imo de P - f l mayor que n que era 
el l ímite . En ambos casos se v é que hay siempre un n ú m e r o pr imo 
mayor que el elegido como l ímite , luego este l ímite no existe. 

teoma 4.° Si en la sér ie natural de los n ú m e r o s tachamos los 
que se encuentren cada tres, cuatro, etc., lugares, á pa r t i r de 
los n ú m e r o s 3; 4, etc., habremos hecho desaparecer los múl t ip los 
de 2, 3, etc. Observemos que difiriendo todo n ú m e r o del que le 
precede un lugar en una unidad, del que le precede en tres, cua­
t ro , etc. lugares difer i rá en tres, cuatro, etc. unidades y como 
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partimos de los n ú m e r o s 3, 4, etc. habremos tachado los múl t ip lo 
de estos n ú m e r o s , como puede verse en los ejemplos adjuntos: 

S I • I Este principio s i rvió 

4 -}-4=4x2=4 i de base á E r a t ó s t e n e s 
ó 4 .2+4=4x3=4 Para construir su tabla 

/ . de n ú m e r o s primos, 11a-
ú . d - t - a r r d x * ^ | 4 .3+4=4x4=4 j mada criba. 

A l formar una tabla de n ú m e r o s primos, hay que adver t i r que 
una vez tachados los múl t ip los de 2, para suprimir los del 3, se 
empieza desde el cuadrado de este n ú m e r o , que es 9 porque el 
pr imer múl t ip lo de 3 es 3x1=3^ que es pr imo, el segundo múl t i ­
plo es 3x2=6^ que es á la vez múl t ip lo de tres^ otro tanto ocurre, 
por ejemplo, al querer hacer borrar los múl t ip los de 7, de los cua­
les el primero es 7, que es pr imo, el segundo es 2 x 7 = 
2, el tercero es 7x3=3 ,e l cuarto 7x4=4=2^01 quinto 7 x 5 = 5 
el sexto 7x6=6=2^ luego el pr imer múl t ip lo que habm de tachar­
se es 7x7=72 , lo que generalizando dá lugar al siguiente precep­
to: Una vez empezada á formar la tabla de n ú m e r o s primos para 
tachar los múl t ip los de cada uno de estos se empieza por su cua­
drado y se suprimen de tantos en tantos lugares como unidades 
tiene el n ú m e r o , no averiguando los múl t ip los inferiores al cua­
drado porque deben estar suprimidos por ser múl t ip los t a m b i é n 
de otros n ú m e r o s menores que el que se considera. 

Ls regla p r á c t i c a para formar una tabla de n ú m e r o s primos se 
puede expresar en estas palabras: Escrita la sér ie de los n ú m e r o s 
impares, sin suprimir el 2, hasta el l ími te que se nos haya pro­
puesto, á par t i r del nueve se tachan los que se encuentren cada 
tres lugares, á par t i r del 25 los que es t én cada cinco lugares, á 
pa r t i r del 49 los que disten entre sí 7 lugares, procediendo de 
igual manera hasta l legar á un n ú m e r o pr imo cuya segunda po­
tencia sea mayor que el l ímite elegido. Los n ú m e r o s que no re­
sulten tachados s e r á n primos. 

Los n ú m e r o s primos inferiores á 200 son: 1, 2, 3, 5, 7, 11; 13, 
17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 
89, 97 101, 103, 107, 109, 113, 127, J31,l137, 139, 149, 151, 157, 
163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197 y 199. 

PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS PRIMOS 

Teorema I.0 Si un n ú m e r o primo divide á un producto de va-
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rios iactor'es tiene que ser divisor de uno de ellos. Sea 3 un n ú m e ­
ro primo que divide al producto de 16xl7x 18; vamos á probar 
que tiene que div id i r á uno de los tres factores. Dicho producto 
16x17x18 se puede considerar compuesto de estos dos factores 
16 y 17x18, si 3 dividiera al primero q u e d a r í a probada la cues-
tion^, pero si no le divide s e r á primo con él y conforme á lo de­
mostrado en el teorema 2 ° del m. c. d. t e n d r á forzosamente que 
div id i r al otro factor 17X 18, el cual á su vez se compone de dos 
factores 17 y 18, si 3 dividiera a l primero la cuest ión quedaba 
probada y si no le dividiera se r ía pr imo con él y dividi r ía forzo­
samente al ]8, como en realidad sucede. 

Corolario I o Cuando un n ú m e r o divide á un producto y es p r i ­
mo con todos los factores menos uno, divide á este factor. E l pro­
ducto puede suponerse descompuesto en dos factores, uno que 
contenga á todos los que son primos con el divisor y el otro a l 
factor que no sea primo con és te , al cual, según lo demostrado 
en el teorema t e n d r í a que div id i r . 

Corolario 2.° E l n ú m e r o pr imo que divide á la potencia de 
otro n ú m e r o es factor de la base. En efecto, si 5 divide á 3375= 
ló3 s e r á divisor de 15, porque 33 75=153=15. 15. 15 y como 5 
divide al producto tiene que d iv id i r á uno de los factores y sien­
do todos estos iguales á 15 t e n d r á que ser divisor de este n ú m e r o , 
que es la base de la potencia considerada. 

Corolario 3.° Un n ú m e r o es primo con un producto cuando no 
divide á ninguno de los factores de que este es tá compuesto. Por­
que si dividiera á uno de los factores fo rmar í a parte del produc­
to que es múl t ip lo de ellos. 

Corolario 4.° Las potencias de cualquier grado de dos n ú m e ­
ros primos entre sí, son t a m b i é n cantidades primas entre sí. De lo 
contrario admi t i r í an un factor primo común que por d iv id i r á las 
potencias se r ía divisor de las bases, que por hipótes is son n ú m e ­
ros que no admiten divisor c o m ú n . 

Teorema 2.° Un n ú m e r o divisible por otros varios primos en­
tre sí, es divisible por el producto de estos. Sea 630 que es d i v i ­
sible por 5, 7 y 9 que entre sí son primos, vamos á probar que 
también s e r á divisible por el producto 5 x 7 x 9 . En efecto, d i v i ­
diendo 630 entre 5, el cociente exacto es 126 y por tanto 630=5 
XI26; el factor 7 divide al pr imer t é rmino de la igualdad, ha de 
d iv id i r por consiguiente al segundo, pero es pr imo con 6, luego 
debe d iv id i r á 126, efectuando la división de 126 entre 7 el co­
ciente es 18 y como 126=7x1^, sustituyendo este valor en el de 
630 q u e d a r á 630=5 x 7 x 18; ahora bien 9 divide al pr imer miem­
bro de la igualdad y por lo tanto al segundo, pero es pr imo con 
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5 y 7, luego ha de d iv id i r á 18, de cuya división por 9 queda el 
cociente 2; siendo 18=9.-2 y 630= 5,K7X9X2;luego 630:(5x7x9) 
—2, según t r a t á b a m o s de demostrar. 

Este teorema nos permite explicar de nuevo modo por q u é el 
m. c. m . de varios n ú m e r o s primos entre sí es su producto, por­
que habiendo de ser el m. c m. divisible por los n ú m e r o s y sien­
do estos primos entre sí, no podr ía ser inferior al producto de 
ellos; puesto que t a m b i é n por el producto hab ía de ser divisible. 

D E S C O M P O S I C I Ó N F A C T O R I A L 

La descomposic ión de un n ú m e r o en sus factores primos nos per­
mite apreciar á simple vista su forma factorial , conociendo en 
v i r t u d de ella los divisores que el n ú m e r o que apreciamos puede 
admit i r , Se funda esta operac ión en el teorema siguiente: 

Teorema 3.° Todo número compuesto es igual á un producto de 
factores primos. Supongamos el n ú m e r o 90, sabemos que por ter­
minar en cero es divisible por el n ú m e r o primo 2, dando como 
cociente -45, Si este cociente fuera primo,, el n ú m e r o 90 se com­
p o n d r í a de los dos factores primos en que se hab í a descompuesto 
al d iv id i r le por 2; pero 45 no es pr imo porque el valor absoluto 
de sus cifras suma 9 y por tanto 45 es múl t ip lo ele 3; dando por 
cociente la división de 45 entre 3,16. Si 15 fuera primo, como 90 
es igual á 2X3x16, quedaba probada la proposic ión; pero como 
t a m b i é n 15 es múl t ip lo de 3 y el cociente de la división de 15 en­
tre 3 es 5, que es pr imo, se halla para 90 el valor 2 x 3 X 3 x 6 
q u é es un producto de factores primos. Como el factor 3 esta re­
petido dos veces se abrevia la forma factorial poniendo la poten­
cia de los factores que es tén repetidos, así 90=2x32x5 . 

Debe empezarse la descompos ic ión por los divisores primos 
menores que, aparte de ser sencillas las condiciones de divisibi­
l idad por ellos, permiten operar con mayor facilidad. 

Corolario. No existe más que un solo producto de factores pr imos 
igual á un número determinado Si un n ú m e r o se pudiera descom­
poner en dos productos distintos de factores primos, la diferencia 
entre ellos cons i s t i r í a ó en el valor de los factores ó en las veces 
que cada uno entrase en la formación del n ú m e r o , lo cual como 
vamos á probar es absurdo. Efectivamente, si suponemos que un 
n ú m e r o N se pudiera descomponer en los dos productos distintos 
de.factores primos a. b. c. d. y jp. q. r . como ambos son iguales a l 
n ú m e r o se r í an iguales entre sí, es decir que a. b. c. d . = p . q. r; 
ahora bien, cada factor pr imo d é l o s que entran en el pr imer 
miembro de la igualdad tiene que d iv id i r á los n ú m e r o s del segun­
do miembro, que son primos y como para que un h ú m e r o primo 
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divida á otro t a m b i é n pr imo tiene que ser igual á él^ se verifica­
r ía , por ejemplo, que a---p, b = q^ c = r y d — 1 , lo cual prueba 
que no son dos productos distintos sino un mismo producto, toda 
vez que los factores son iguales. 

Lo demostrado en este corolario nos permite adoptar para la 
descomposición factorial los medios m á s ráp idos y sencillos que 
nos sean conocidos. 

L a forma que se usa en la descomposic ión puede verse en los 
ejemplos siguientes, fáciles de comprender: 

2 
3 f í6 = 2 3' 
3 90=2 . 3-5 ' 600=6x100 1 0 = 2 5 ( 6 .10 .10=600= 2p 3 . 5: 

( 10=2 .6 ) 

90 
45 
15 
5 
1 

FORMACIÓN DE LA T A B L A DE DIVISORES DE UN NÚMERO. 

Ampliando lo dicho al t ra tar de la divisibilidad á cuando los 
n ú m e r o s e s t án descompuestos en factores primos demostraremos 
el siguiente 

Teorema 4.° Un número se rá divisible por otro cuando los 
factores pr imos de que éste conste se hallen en aquél afectados 
de igual ó mayor exponente. En efecto, el n ú m e r o divisible es el 
dividendo que ha ele contener las diversas partes de que el d iv i ­
sor conste, ó sean sus factores primos, fo rmándose el cociente del 
exceso de factores primos comunes ó distintos que tenga el p r i ­
mero de los n ú m e r o s m á s que el segundo. Así para que un nú­
mero sea divisible por 15 tiene que serlo por 3 y por 5, pues 15 
contiene á estos dos factores y todos los múl t ip los suyos t amb ién 
los han de contener. 

Del teorema anterior se deduce que si se combinan entre sí^ de 
cuantas maneras sea posible, los factores primos de que consta 
un n ú m e r o , so h a b r á hallado la tabla de sus divisores. L a regia 
p r á c t i c a puede expresarse as í : Colocadas en diversas l íneas hori­
zontales la unidad y todas las potencias de los factores primos 
que el n ú m e r o dado tenga, se mult ipl ican entre sí los t é rminos de 
que consten las lineas como si se operase en mult ipl icación de SU' 
mas indicadas y los productos obtenidos son todos los divisores???" 
del n ú m e r o propuesto. s y * ^ ^ ^ & 

P r o p o n g á m o n o s , por ejemplo, averiguar los d iv i so r^ j^e l -
n ú m e r o 4400 que descompuesto en factores primos e s / ^ a L á s 
2*52 n . /M? • 



— 5o -
/1...2...22...23...2t 
B...2 . 5...225...2? 5...2f 5 

l--.2..2«..23..2*..ka , 2 52^ ¿ 2 5 2 . 23 52 2 4 62 
l 11...2 . 11...2? 11...2? 11...2 • 11 

5 . 11...2 . 6 . 11,.2: 5 . 11...2 .3B . 11...2.4 o. 11 
l5n i . . . 2 .52 11...2 -5 n i . . .2 :?BM1 . . .24o2l l 

— 1 
£ | 1 — 2 - 4 - 8 - 1 6 
ce 
o. 
< z oc o u. 

1—5-25 
1 - 1 1 

I 2 4 8 10 
5 10 20 40 80 
25 50 100 200 400 
I I 22 44 88 176 
55 110 220 440 880 
276 550 1100 2200 4400 

Expl icac ión : Escrita la pr imera l ínea , que contiene las poten­
cias de 2, se mult ipl ican sus t é r m i n o s por 1, por 5 y por 52—25, 
fo rmándose las tres primeras filas de los productos de la derecha, 
que multiplicados por 11 dan las otras tres filas que e s t án debajo 
de aquellas. 

Aunque al poner las potencias de los factores primos con­
tenidos en el n ú m e r o se empieza por la unidad, que es la po­
tencia cero de todos, no se mul t ip l ica m á s que la unidad de las 
dos primeras filas factoriales^ pues no t o m á n d o l a m á s en cuenta 
se evitan repeticiones inút i les , toda vez que no aporta divisores 
que no existan ya. 

Antes de l levar á cabo la formación de la tabla de los divisores 
de un n ú m e r o pueden fijarse los que h a b r á , sin m á s que observar 
que cada sér ie factorial de las que se someten á la mul t ip l icac ión 
consta de tantos t é rminos como unidades tenga el exponente del 
factor pr imo m á s uno, que es la potencia cero del mismo, y como 
estas séries se mul t ip l ican entre sí se f o r m a r á n tantos d iv i ­
sores del número como arroje el producto de los eceponentes 
de sus diiersos factores primos incrementados en una unidad. Así, 
en el ejemplo anterior, el exponente de 2 era 4, el de 5 era 2 y el 
de 11 era 1, incrementando estos exponentes en una unidad y 
efectuando su producto ( 4 + 1 ) (2-4-1) ( H - l ) = 6 . 3 . 2 = 30. 
luego 30 se r án los divisores de 4400, como puede verse. 

L a descomposic ión de los n ú m e r o s en factores primos nos pro­
porciona la ventaja de investigar con rapidez y seguridad el ra. 
c. d. y ra. c. ra. de varios de ellos sin las prolijas operaciones 
que antes hemos explicado. 

Observando que para que un n ú m e r o sea divisor de otros va-
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rios no puedo contener otros factores primos que los qiie sean co­
munes á estos, con exponentcs iguales ó menores que los mas pe­
queños que en dichos n ú m e r o s tengan, se deduc i r á que el m. c. d. 
ele varios números , una vez descompuestos estos en factores primos7 
es el producto de los factores que sean comunes afectados del menor 
exponente. 

Asi como el m. c. m. de varios números descompuestos en facto­
res p r imos es el producto de los factores primos comunes afecta­
dos del mayor exponente y los no comunes con el que tengan. Por­
que ha de ser múl t ip lo de todos los n ú m e r o s y por consiguiente 
divisible por ellos, lo cual quiere decir que no puede dejar de con­
tener ninguno de los factores de que aquellos consten. 

Ejemplo: Ha l l a r por el procedimiento que acabamos de expl i ­
car el m. c. d. y m . c. m. de 720, 840, 6562 y 56200. 

720 = 2 4 3 
840 = 2 ::3 . 5 . 7 M . C. D. :=2 

M . C. M . = 2 t 3 - 5 2 7 . 17 . 193 . 281 = 6562 = 2 . 17 . 193A , „ 9 
56200 = 2 5 - 2 8 1 : ¿6,¿ó6^U,¿m. 

C A P Í T U L O 9.° 

FRACCIONES Ó QUEBRADOS COMUNES. 

Ya expusimos en el cap í tu lo 1.° que al medir una magnitud po­
día darse el caso de tener que div id i r la unidad en partes, siendo 
la expres ión de las partes que la magnitud contiene lo que dá or i ­
gen al n ú m e r o quebrado ó fraccionario. 

Otro origen de la f racción reside en las divisiones ii.exactas ó 
indicadas, irrealizables, porque sea menor el dividendo que el d i ­
visor ó porque se deseen conservar as í . 

Todo quebrado ó f racción constado dos t é r m i n o s : e l denomina­
dor, que indica las partes en que se divide la unidad y el numera­
dor que manifiesta el n ú m e r o de esas partes que la magnitud con­
tiene. 

Algoritmo y lectura de la fracción: Se escribe una fracción ó que­
brado poniendo el numeradorencima del denominador separados 
por una p e q u e ñ a linea recta. Así V7 expresa que dividida en 
7 partes la unidad la magnitud con quien la hemos comparado 
solo contiene 4 de dichas partes: 7 es el denominador y 4 el nu­
merador. 

Una f racc ión se lee nombrando el numerador y enseguida el 
denominador añad i endo la t e rminac ión avos cuando este pasa de 
diez, pues no llegando á dicho n ú m e r o se le l laman medios, ter­
cios, cuartos, quintos, sextos, sépt imos, octavos, novenos y décimos, 
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•^egua que el denominador sea respectivamente 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
^ ' ó 10. Así la fracción s ; ( 8 partido por 14j se l e e r á ocho cafar-
¿eavos y la 5/7 (5 partido por 7) cinco séptimos. 

Unidad entera y fraccionaria. Una fracción cuyo numerador y 
denominador sean iguales, v a l d r á siempre una unidad entera,, 
porque se toman todas las partes en que la unidad fué dividida. 

L l á m a s e unidad fraccionaria á la f racción cuyo numerador es 
la unidad. 

Las fracciones se distinguen con los nombres de propias é i m ­
propias según valgan menos ó mas que la unidad entera,, es decir, 
que las propias deben tener menor el numerador que el denomi­
nador, mientras que en las impropias se verifica lo contrar io: 
6/9 es una fracción propia y 27/i!j es impropia . 

Valiendo la fracción impropia mas que la unidad entera, pode­
mos proponernos averiguar el n ú m e r o de unidades enteras que 
contiene y su parte fraccionaria,, lo cual se hace con suma senci­
llez teniendo en cuenta que el valor que t end r í a una unidad ente­
ra, al expresarse en partes a l í cuo tas iguales á las de la f racción 
impropia que se considere^ se r í a el de una fracción cuyo numera­
dor y denominador fueran idént icos a l denominador de dicha 
fracción impropia y por consiguiente esta t end r í a tantas unidades 
enteras como veces contuviera su numerador al denominador mas 
la parte fraccionaria que no alcanzara al vaTor de una de estas 
unidades. Así 46/c c o n t e n d r í a 7 unidades enteras, que son las ve­
ces que 46 contiene á C, mas cuatro sextas partes, luego "/e — 
7 f h . 

Y como apuntamos al principio de esta lección que una frac­
ción equivale á una división indicada, en la que el dividendo ha­
ce de numerador y el divisor de denominador, se puede deducir 
que para completar el cociente de la división de enteros, habre­
mos de agregar, á lo que hasta aqu í hemos llamado cociente in 
completo ó inexacto y en adelante debemos l lamar parte entera 
del cociente, una fracción que se dice complementaria, y que ten­
d r á por numerador el residuo de la división y por denominador el 
divisor. La expres ión 7 y Ve antes hemos deducido como va­
lor de la fracción puede ser r e p r e s e n t a c i ó n fiél del cociente 
completo de la división de 4(5 entre 6, pues aplicando el principio 
do que en la división inexacta ha de ser el dividendo igual al 
producto del divisor por el cociente m á s el residuo, 46=Gx7-f-4; 
se ve que es perfectamente realizable. 

L l á m a s e expresión fraccionaria á la reun ión , por medio del sig­
no de la suma ó sin signo alguno, de n ú m e r o s enteros y fraccio­
narios, siendo la m á s sencilla de todas sus formas el número mix­

to que se compone de un entero y una f racción, como 9s/n. 
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Toda expres ión fraccioflaria se puede transformar en fracción 

sin m á s que reducir la parte entera á la especie de la fracción 
que la a c o m p a ñ a , lo cual es fácil recordando la forma de la uni­
dad entera al transformarse en fracción, pudiéndose dar la si­
guiente regla p r á c t i c a ; para reducir una expres ión fraccionaria 
ó n ú m e r o mixto á fracción se mult ipl ica el entero por el denomi­
nador de la fracción s u m á n d o l e el numerador de és ta y peniendo 
el n ú m e r o obtenido como numerador de la fracción resultante á 
la que se le p o n d r á el mismo denominador que la pr imera tuvie-

5 ÍU1 5 99+5 104 
ra. Asi J í 1 = y r + r i = = ~ i í ~ = I T " 

Por la a n a l o g í a que hemos seña lado en t re las fracciones y las 
divisiones indicadas, p o d í a m o s pasar por alto las variaciones que 
sufren aquellas, c o n c r e t á n d o n o s á ci tar el pá r ra fo correspondien­
te á la división, pero nuestro d e s e ó o s ac lamr y dar á conocer 
con la extens ión y profundidad necesarias las partes m á s impor­
tantes de esta asignatura. Pasemos pues á t ra tar de las alteracio­
nes de la fracción. 

Teorema \.0 De dos ó más fracciones que tengan el mismo deno­
minador es mayor aquella cuyo numerador lo sea también. Es evi­
dente que cuando la unidad es té dividida en igual n ú m e r o de par­
tes, s e r á mayor la magnitud que m á s partes contenga y como 
estas las dá á conocer el numerador, s e r án mayores las fraccio­
nes de mayor numerador: Así v:i¡i>'l<¡>3l%> 

Teorema 2.° De dos ó más fracciones de igual numerador es ma­
yor la que tenga menor denominador. L a certeza de este pr inc i ­
pio se comprueba con solo tener en cuenta que siendo constante 
la unidad cuanto menor sea el n ú m e r o de partes en que se la di­
vida mayor s e r á cada una de ellas y como en todas las fraccio­
nes se toman las mismas partes, r e p r e s e n t a r á mayor magnitud 
aquella cuyo denominador sea menor: Así V S ^ V ^ V H ^ 

Teorema 3.° Cuando se mult ipl ica ó divide el numerador de una 
fracción por un mimero cualquiera el valor de la f racción queda 
multiplicado ó dividido por el mismo número . Sea la fracción 9/12, 

9 X 3 27 
al mul t ip l icar 9 x 3 , se forma la fracción —-==—; obsérvese que 
la unidad sigue dividida en igual n ú m e r o de partes y que en la 
27/,2 tomamos tres veces m á s partes que en la Y)*, luego la mag­
nitud cuyo valor representa aquella es tres veces mayor, lo cual 
quiere decir que ha sido mult ipl icada por 3. 

Si en vez de mul t ip l icar h u b i é r a m o s dividido 9 por 3 la frac­
ción resultante 3/,8 ind ica r í a que se tomaba tres veces menos 
magnitud ó que el valor de la fracción era tres veces menor, esto 
es, se dividía por 3. 
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leorzmB. 4.° Cuando se mult ipl ica ó divide el denominador de 

una fracción por un númevo cualquiera, el valor de la f racción 
queda dividido ó multiplicado por el mismo numero, es decir, que 
experimenta a l te rac ión igual pero en sentido contrario. Par;i de-

12 12 12 
mostrarlo comparemos la fracción Tu con la T-Q—O—T^T', obsor-
vamos que en esta segunda tomamos igual n ú m e r o de partes de 
la unidad que en la pr imera , pero estas partes son seis veces me­
nores, pues siendo el valor de la unidad constante se ha dividido 
en seis veces m á s partes, luego el valor de la f racción se ha he­
cho seis veces menor; quedando dividido por el mismo n ú m e r o 
por quien se ha multiplicado al denominador. 

Sí por el contrario dividimos el denominador de la fracción 
12 12 12 
^ por 6, en la resultante ^g^—^las partes en que la unidad se 
ha dividido son seis veces menos, luego cada una de ellas es seis 
veces mayor y como el n ú m e r o de partes que contiene la magni­
tud es el mismo en ambas fracciones^ el valor de la pr imera s e r á 
seis veces menor que el de la segunda, esto es que se ha hecho á 
la f racción tantas veces mayor como indica el n ú m e r o por quien 
se ha dividido a l denominador. 

Corolario. Una fracción no altera si á la vez se mul t ip l ican ó 
dividen sus dos t é r m i n o s por un mismo n ú m e r o . Pues según se 
deduce de las consideraciones hechas en los teoremas anteriores 
se hace la f racción el mismo n ú m e r o de veces mayor y menor. 

Consecuencia de este corolario son dos operaciones importan­
tes que pueden realizarse con las fracciones, que son; la reducción 
á un común denominador y la simplificación. 

Reducir fracciones á un denominador común es conseguir que 
varias fracciones tengan el mismo denominador sin que el valor 
de ellas haya alterado, lo cual se consigue, con suma facilidad, 
multiplicando los dos t é rminos de cada una por los denominado­
res de las otras. 

Sean 4/7? 2/s y 8/9 las fracciones que queremos reducir á c o m ú n 
denominador. 

4 4 5.9 180 T rans fo rmac ión que no 
~7 " T X Í T " 3l5 j ' i a variado el valor d é l a s 

/ 2 2.7.9 i26f fracciones porque se han 
Observemos q u e ^ . ^ ^ ^ - y - ^ - ^ ,multiplicado sus dos t é r m i -

' s 8.7.5 280 i nos por cantidades iguales 
1 Í ~ § J Ü = 2A5 7 sin embargo nos las pre­

senta á todas con el mismo denominador. 
L a ope rac ión de reducir fracciones á c o m ú n denominador es 

m p o r t a n t í s i m a porque sin ella seria imposible la c o m p a r a c i ó n 
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fraccionaria y la homogeneidad de partes necesaria para algunos 
cálculos . 

Simplificar una f racc ión es reducir sus t é rminos ó hacerlos m á s 
p e q u e ñ o s , sin que el valor de ella cambie. Esto se consigue d i v i ­
diendo el numerador y denominador por los factores comunes 
que contengan. L a siraplificacicn es posible hasta que se lleguen 
á conver t i r los t é r m i n o s de la f racc ión en n ú m e r o s primos7 l l a ­
m á n d o s e á la así obtenida fracción irreducible. Es claro que para 
conseguir la i i r e d u c c i ó n ó simplificación total de una fracción 
basta d i v i d i r á sus dos t é r m i n o s por el m . c d. de los n ú m e r o s 
que los representen. 

Teorema 5.° Cuando una f racción es irreducible cualquiera otra 
que le sea igual tiene sus términos equimúlt iplos {\) de los de aque­
l l a . Sea 7/ii la f racción irreducible y supongamos que sea igual 

211 
á la —, vamos á probar que ih es múl t ip lo de 7 en el mismo grado 
que n lo es de 11. Reduciendo ambas fracciones á c o m ú n deno-

i . » .. T.u m.ll , „ 
minador, para compararlas, se t e n d r á Tr~——rrV como las í r a c -

' 1 1 / 11.n u.l l J 
ciones son iguales y los denominadores idént icos entre los nume­
radores h a b r á igualdad, es decir que 7 n - m . l i . Pero 7 divide al 
pr imer miembro de la igualdad, luego d iv id i rá a l segundo y corno 
es primo con 11 t e n d r á que d iv id i r á m, esto es, m: 7 d a r á un co­
ciente exacto que podremos representarle por 5, por ejemplo, de 
donde m ~ l . b y como 7,w — m . l l , sustituyendo en lugar de w su 
valor 7.5. se ver i f ica rá que 7.^—7.5.11 y suprimiendo 7 en am­
bos miembros de la igualdad, « — 5 . 1 1 , lo que prueba el enuncia­
do, puesto que la f racción se puede poner bajo la forma 

Una fracción simplificada totalmente se dice t a m b i é n que e s t á 
reducida á su m á s simple exp re s ión . 

Las fracciones pueden reducirse al mín imo denominador co­
m ú n , es tén ó no simplificadas, hallando el m. c. m. de los deno­
minadores y multiplicando los dos t é rminos de cadn fracción por 
el cociente que resulte de d iv id i r dicho m. c. m. por el denomina­
dor respectivo. Esta ope rac ión se emplea con ventaja cuando los 
denominadores de las fmcciones no son primos entre sí, si bien 
p r á c t i c a m e n t e tiene poca ap l icac ión por ser m á s larga que la re­
ducción á c o m ú n denominador antes explicada. Aplicando á un 
ejemplo, sean las f racc iónes 9/8,6/,5 y Via-

(i) Equimúltiplos, quiere decir múltiplos ou el mismo grado. 



! 120 
8 = 2 ;5 ¡ i 

5 6 -
3 3 . 15 45 Q. ir. 

0 8 8 . 15 120 
i r 6 _ ( ) . 8 48 
10 15 15 . 8 Í20 

12=10 7 - 7 - 1 0 70 

1 5 = 3 . 6 m . c. m = 2 :l 3 . 5 = 1 2 0 h 2 0 
1 2 = 2 r3> i 

1 9 0 
. ^ 22 . io 120 

La sencillez con que las operaciones es t án hechas no necesita 
expl icac ión alguna. 

Otras alteraciones experimentan las fracciones distintas de las 
que antes hemos explicado y que por su importancia merecen no 
ser pasadas por alto, son és t a s las que afectan por suma ó resta 
á los t é rminos de la fracción y de las que vamos á ocuparnos en 
las proposiciones siguientes. 

Teorema 6.° S i á los dos té rminos de una f racción se les suma 
una misma cantidad la f racción resultante se acerca m á s al valor 
de la unidad, pa ra lo cual si es propia aumenta y si es impropia 
disminuye. Sea la fracción propia de VT? I116 Por ser menor que 
la unidad tiene menor numerador que denominador, es decir 6 < 7 , 
aumentemos á los dos miembros de esta desigualdad la cantidad 
m, r e s u l t a r á 6-f-in<7-f^Qj comparando ahora la unidad con ca­
da una de las fracciones V-j y ^r^se vé que con la pr imerala uni­
dad7/^ diferir ía de la f r acc ión6 / , en ' /^mientras que la u n i d a d ! ™ 
comparada con la fracción J3-1111 diferir ía en _ ' v como ' / - > 

— vemos que b/7 <7n— 
7 + in 1 / 7 ^ í-fm 

Si la f racción fuera impropia , ta l como Vs; po^ ser 9 > 5 , 9-f ra> 
5-}-m y la c o m p a r a c i ó n entre la unidad '/s y la fracción '/s da r í a 
un exceso de Vs mientras que la unidad comparada con la 

• 4, 4 
f racción r-— d a r á sólo de exceso -r-— partes y como ' ' / . .> =— 

o + m o + m r J i ¿-^ o f u i , 
' , „ 9 + m , 

se vermcara que J /ñ> 5 T ^ 1 > 1 ; según se prelendna demostrar. 
Corolario. Si á los dos té rminos de una fracción se le resta una 

misma cantidad la f racción resultante se aleja de la unidad para 
lo cual si es propia disminuye y si es impropia aumenta. La simple 
cons iderac ión de líis desigualdades finales de los razonamientos 
hechos en el teorema anterior nos permiten sin gran esfuerzo ver 
la certeza de esta proposic ión , pues si 6 / -< - f U 1 < l > se compren* 

f)+n3j 
7+m 

en sus dos términos^ la cantidad m se aleja m á s del valor de la 

de que la % que r e s u l t a r í a de restar de la f racción propia , 
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unidad que esta segunda, para lo cual le ha sido preciso dismi­
nuir . Por el mismo medio p r o b a r í a m o s que la 9/3 se aleja m á s de 

la unidad que la f racción impropia para lo cual le ha sido 
preciso aumentar y que la primera se deduce de restar en los dos 
t é rminos de la segunda la cantidad m. 

Teorema?.0 Sí se suman miembro á miembro dos fracciones 
desiguales la r e s id í an t e se halla comprendida entre ambas, es de­
cir , que es menor quela mayor y mayor que la menor. Sean las 

fracciones ^ r educ iéndo las á común denominador, para com 

pararlas, j L ' - ^ - l — - y puesto que los denominadores son iguales 

la desigualdad ex i s t i r á entre los numeradores, siendo a. n > m. b-
. , a+m 

Comparando ahora cada fracción con la que resulta de su­
marlas miembro á miembro, se ver i f icará que 
a a (b-Vn) a . b+a • n 
b—MbTnT" bOH-b) ( a . b + a . n > a . b + m . b 
a + m (a-fm)b a . b + m . b i . a a + m 

Muego: í - > 
b + u (b + n) b (b+n) b ) 0 ' b G+u 
a + m = ( a ^ m ) u = a ^ n + m ^ n j ^ _ n f m > n m _ b + m _ n 
b + n (b + nj n (b + n)u f 
m m (b+n) m . b+m . n j iLieo-0- - ^ > -
n n (b+D)-"" n (b+n) ) D ' b+n u 

En resumen: 
a - a+m . m , . i , 

r-;--- S> segmi se quiere demostrar. 
b b + n n 0 1 

Consecuencias 1.a Si se sumaran varias fracciones desiguales; 
miembro á miembro, la fracción resultante se h a l l a r í a compren­
dida entre la mayor y la menor. 2.a Si se sumaran fracciones 
iguales, numerador con numerador y denominador con denomi­
nador, la fracción resultante seria igual á cualquiera de ellas. 

C A P I T U L O 10-

O P E R A C I O N E S C O N L O S N Ú M E R O S F R A C C I O N A R I O S . 

Adicicn. Ampliando la definición dada antes, diremos que es 
la opernc ión que se propone reunir en un solo n ú m e r o las unida 
des ó partes de la unidad contenidas en otros varios. 

E l a lgori tmo es el mismo que e m p l e á b a m o s al efectuar l a o p e , 
r ac ión con n ú m e r o s enteros. 

8 
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Los casos que vamos á considerar son: 

1.° S u m i r fracciones de igual denominador. 
2 0 Sumar fracciones de denominadores distintos 
3 0 Sumar á un entero una fracción ó inversamente. 
4 0 Sumar expresiones fraccionarias ó n ú m e r o s mixtos. 
Caso I.0 La suma arbi t rar ia de las fracciones ser ía inexplicable 

puesto que no hab r í a medio capaz de expresar la re lac ión que 
existiera entre la suma y los sumandos, n i entre aquella y el m ó ­
dulo ó unidad. 

De esta reflexión y de la co r re lac ión que existe entre la idea do 
homogeneidad en los enteros é igualdad de denominadores en las 
fracciones podr í amos deducir la regla para este caso, pues basta­
r ía reunir las partes qus cada sumando contuviera, que nos son 
conocidas por el numerador y referirlas á la misma unidad á 
que aquellas p e r t e n e c í a n , para lo cual c o n s e r v a r í a m o s el deno­
minador, expresando la regla en estos t é r m i n o s : Cuando las frac­
ciones que hayan de sumarse tengan el mismo denominador bas­
t a r á sumar los numeradores poniendo al resultado el denomina-

i i n A - 5 i 3 i 4 5 + 3+4 12 
dor de aquellas. A s i : ^ - H ^ + ~ = l8 — - j ^ . 

Pero vamos á razonar por qué se procede asi. Sabemos que el 
valor ele una f racción depende de la re lac ión que existe entre el 
numerador y el denominador y como á este valor le podemos dar 
una r e p r e s e n t a c i ó n gráf ica cualquiera, en las fracciones :i/ls, Vis 
y'V^g podemos l lamar le w, M y se t e n d r á pues que s/iS—wJ 
y / j ^ w y Y18=:jj. Pero una fracción es un cociente indicado y 
cuando és te se conoce el dividendo se obtiene mult ipl icando el 
divisor por el cociente (1), luego 5 —18.m, 3—18.w y 4=18.2? y 
sumando miembro á miembro las tres igualdades: 5-f-3+4=--
18{m-\-n -\-p), en cuya igualdad dividiendo por 18 á los dos miem­
bros v recordando los valores de m, n y p, se verifica que 
5+3 f 4 , , 5 i :j , 4 - - , 
~ ^ W ~ ~ m i n ^ P ~ l 8 * l 8 ~ r Y 8 se8'im quer^1 demostrarse. 

Caso 2.° Como siempre es posible reducir fracciones cuyo de­
nominador sea diferente á otros que le tengan igual , sin alterar su 
valor, es claro que este caso es solo una consecu rncia del ante -
r ior , y su regla se puede expresar así : Para sumar fracciones de 
denominador distinto se reducen á un común denominador, se su­
man los numeradores de las resultantes y á la suma se le afecta 

(1) E l valor de una ma/íuitud es iirual al producto de la unidad de su especie 
por la medida de aquella: «1 valor está representado por el dividendo ó numera-
dor, la unidad de la especie por el divisor ó denominador y la medida por el 
cociente ó lo que antes llamamos valor de la fracción (que se couoc» implíeita-
ménte). 
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del denominador c o m ú n . Ejemplo: Sea sumar-^-f -y véase á 
con t inuac ión la manera de proceder: 
2 2.23.9 414 V\ 
7 ' 7 23 9 1449 / 2 ^ . _6 4íá . 693 96G __414+ 693+l ' .6f í_ 2073 
11 11.7.9 693 ' 2 3 ^ 9 ^ 1 1 4 9 ' 1 Í 4 9 ' ^ T 4 4 9 1449 " T Ü } " 
2é~23 T . ü " 1449 ( i 624 
6 6.7.23 966 \ 1449" 

T) 9.7.23 1449" (,/ 
Caso 3.° Recordando que todo entero se puede t ransformaren 

fracción mul t ip l i cándo le por el mismo n ú m e r o que haya de l levar 
como denominador, no ofrece dificultad dar Ja regla p r á c t i c a de 
este caso, que se r á : Para sumar á un entero una fracción ó á una 
f racc ión un entero se suma al numerador de la f racción el pro­
ducto del denominador por el entero, poniéndole á esta suma el 
mismo denominador que la fracción tenga. Así: 

' 1 1 " 1.1 >rr~~^ll ^ 11 ' 0 1 5 I " ó— 15 1 15 — 1 5 ^ ~ I5. 
T r a n s f o r m a c i ó n idént ica á la que se hace para reducir el n ú m e ­

ro mixto á t r a c c i ó n . 
Caso 4.° Dos medios á cuá l m á s sencillos nos ofrece la simple 

obse rvac ión para efectuar la suma de n ú m e r o s mixtos ó expre­
siones fraccionarias, en que entran, como sabemos, parte entera y 
fracciones; uno consiste en separar los enteros de las frac­
ciones, efectuar la suma independiente de ambos grupos y 
unir las sumas; el segundo es t ransformarlos n ú m e r o s mixtos 
en fracciones, sumar estas y averiguar la parte entera y frac­
cionaria que la suma contenga. Aunque ambos procedimientos 
son igualmente sencillos, muchos recomiendan el primero porque 
operando con n ú m e r o s menores es de creer que sea m á s difícil 
cometer errores ó equivocaciones; nosotros exponemos á conti­
nuac ión un ejemplo resuelto de ambos modos. 

3 

T ^ ' 8 ' I T _ÍM0 i 240 +"¥40 240 240 120 

* ~ ] K 1 * bJ ^ J ^ \ * 6 J 5 1 8 r 6 240 ^ 240 r 240 
0' 6794 74 37 

9 Q Í Í - . 240 ~ ~ ^ 0 240 ^ O Í 2 0 
120 

Sustracción. Ampliando la definición dada en los n ú m e r o s en-
teros; diremos que es la ope rac ión cuyo objeto consiste en separar 
de un n ú m e r o las unidades ó partes de la unidad que otro contiene. 

E l algori tmo y nomenclatura son los ya conocidos en los ente* 
ros a l t ra ta r de esta ope rac ión . 
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Casos. I.0 Restar fracciones de igual denominador. 

2. ° Restar fracciones de denominador diferente. 
3. ° Restar de un entero una fracción. 
4. ° Restar de una fracción un entero. 
5. ° Restar expresiones fraccionarias ó n ú m e r o s mixtos. 

Caso 1.° Por consideraciones a n á l o g a s á las que hemos hecho 
en el primer caso de la suma de fracciones, pod r í amos deducir la 
siguiente regia operativa, que vamos á demostrar por el cá lcu lo : 
Para restar fracciones que tengan igual denominador se restan 
los numeradores afectando á la diferencia del denominador co-
• 12 8 

mún. Sean: ^ r = m y yf—'n, como ya hemos expuesto 12=17 . m , 
y 8 = 1 7 . n , restando miembro á miembro ambas igualdades 12— 

12 g 12 g 
8 = 1 7 (m—n) y dividiendo por 17, = m — 1 1 = - ^ . — q u e con­
firma la regia. 

Caso 2.° Se le puede referir al anterior una vez que las fraccio­
nes se reduzcan á denominador c o m ú n , dando la regla siguiente: 
Para restar fracciones de distinto denominador, se reducen á un 
c o m ú n denominador restando los numeradores de las resultantes 
y poniéndole á la diferencia el denominador c o m ú n . Ejemplo: 
6 5 66 35 66-35 31. 
7 T f 77 "fT 77 77 

Caso 3.° Para expresar la regia basta recordar la forma frac­
cionaria que se le puede dar a l entero, pudiendo ser expuesta en 
estos t é r m i n o s : Para restar de un entero una fracción se mul t i ­
plica el entero por el denominador de esta, del producto obtenido 
se resta el numerador, poniendo á la diferencia el denominador 

5 4 . 7 5 4 . 7 - 5 23 
de la f racción. Asi : 4 — j = ~ ^ — f = — 7 — = ~ ^ ' 

Caso 4.° Es condición indispensable para la rea l izac ión de es­
te caso que la fracción minuendo sea impropia y de mayor valor 
que el entero que ha de restarse, por lo d e m á s , b a s t a r á restar del 
numerador de la fracción el producto del denominador por el ente­
ro, poniendo á la diferencia el mismo denominador de la f racción. 

_ 68 68 4 • 18 _ _ 6 8 - 4 • 13 __68 - 5 2 _ 1 6 _ 3 t 
En e íec to : jg 4 13 18- ig -~ ^g—1 

Caso 5.° Dos procedimientos operativos pueden darse para la 
sus t racc ión de n ú m e r o s mixtos, uno es restar separadamente las 
partes enteras y fraccionarias reuniendo luego las diferencias^ y 
el otro consiste en transformar los n ú m e r o s mixtos en fracciones 
restando luego estas conforme á las reglas dadas. En el procedi­
miento primero puede ocurr i r que sea la fracción del n ú m e r o mix­
to sustraendo mayor que la del minuendo, en cuyo caso se toma 
una unidad (ó más si fuera preciso) de la diferencia de los enteros 
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reduc iéndo la á la forma fraccionaria y a g r e g á n d o s e l e á la frac­
ción minuendo. A con t inuac ión v á expuesto un ejemplo de cada 
clase. 

14 6 5 3 35 18 17 9 , 9 5 45 ^ ir, 

• l í 6 7 42 42 12 - 1 2 í / . . 10N 36 55 36 

( - 1 ) J.7 
"42 1& 

= 3 

45/ 45 45 45 45 

45 
/ 5\ / Q 3 \ _ ^ _ _ 6 , Í ^ _ ? Í ) ^ _ _ 2 ? I _ 5 17. 
V 6/ \ 7 / T 7 42 42 ~ 42 "~ 42 
( i 6 | ) - ( i 2 Í ) - M ^ - ^ - ; f = 8 | -

Multiplicación. No necesita ser modificada la definición general 
que dimos de esta ope rac ión diciendo que en ella se t ra ta de ha­
l la r un n ú m e r o que se forme del multiplicando como el mul t ip l i ­
cador se forma de la unidad. 

E l algoritmo es el ya conocido y los casos que vamos á consi­
derar son: 

1. ° Mul t ip l icar una f racción por un entero. 
2. ° Mul t ip l icar un entero por una f racc ión . 
3. ° M u l t i p l i c a r dos fracciones. 
4. ° Mul t ip l icar n ú m e r o s mixtos. 
Caso I.0 Sea mul t ip l icar VgXo, es formar una suma de tantos 

sumandos iguales a l multiplicando como unidades tiene el mu l t i -
, . , , 4 , 4 , 4 . 4 . 4 4+4 H |4+4 . 

plicador^ esto es: -g-r 9 + 9 + 9 + 9 — 9 — 7 - , pero en el nume­
rador e s t á repetido 4 cinco veces por sumando, lo cual puede 

4 4y 5 
sustituirse por el producto 4 x 6 ; por tanto - 9 X 6 — —~ ; lo que d á 
origen á la regia siguiente: Para mul t ip l icar una fracción por un 
entero basta mul t ip l icar por dicho entero el numerador de Ja 
fracción conservando el denominador. Regla que t amb ién tiene 
su c o m p r o b a c i ó n en lo dicho acerca de las alteraciones, pues 
quedó demostrado que al mul t ip l icar el numerador de una frac­
ción por un n ú m e r o , el valor de la f racción quedaba hecho el 
mismo n ú m e r o de veces mayor, que es otra de las acepciones de 
esta ope rac ión . 

Caso 2.° Sea 9 x V n , recordando la definición, nos propone­
mos hal lar un n ú m e r o que se componga de 9 como V n se compo­
ne de la unidad, luego el producto h a b r á de ser las 6 onzabas 
partes del multiplicando 9 y como una onzaba parte de 9 es 9/ii 

9 9x6 • 
las seis onzabas partes s e r á n - 1 1 x 6 = - £ 1 : . Lo que nos permite 
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formular esta regla: Para mul t ip l icar un entero por una fracción, 
se mul t ip l ica el entero por el numerador de la fracción poniendo 
al producto el denominador de esta. Confinra la c o m p a r a c i ó n 
de este caso y el anterior, que el orden de factores no afecta al 
valor del producto, aunque estos factores sean de diferente 
forma. 

Caso 3.° Tratemos de mul t ip l icar Vo'x6^ y como antes hemos 
dicho, el producto se f o r m a r á de 3/9 como V; se for'',ia de la uni­
dad, esto es el producto s e r á las seis s ép t imas partes de íi/9 y co­
mo una sép t ima parte es ^ y , las seis s ép t imas partes s e r á n 

7 ^ 7 X 6 = - ^ ^ , lo cual dá lugar á la siguiente regla: El producto 
dé dos fracciones se obtiene mult ipl icando sus numeradores y de­
nominadores y partiendo el producto de los primeros por el de 
los segundos. Para razonar este caso hemos podido fundarnos 
t a m b i é n en las alteraciones. 

Caso 4.° Mul t ip l icar n ú m e r o s mixtos: se efec túa con suma fa­
cilidad esta operac ión reduc iéndo los á fracciones y mul t ip l icán­
dolos bajo esa forma, aunque m á s adelante veremos que hay otro 
medio de realizar la operac ión aunque sea con menos brevedad. 

A , / Q « \ / / ) 2 x 62 46 62 x 46 2852 o r - 3 
Ejemplo ^ ^ ^ - ü j ^ ^ n ^ T ^ ^ T ? ^ 3 ^ -
División. E l concepto que formamos de esta operac ión al ex­

pl icar la en los n ú m e r o s enteros nos permite prescindir de la defi­
nición y algori tmo que son perfectamente aplicables á las frac­
ciones; por cuya r a z ó n pasamos á explicar los casos que son; 

1. ° D i v i d i r una fracción por un entero. 
2. ° D i v i d i r un entero ó f racción por otra f racc ión . 
3. ° D i v i d i r n ú m e r o s mixtos. 
Caso I.0 Recordando que manifestamos en las alteraciones que 

una f racción se hacia un cierto n ú m e r o de veces menor d iv id ien­
do a l numerador ó multiplicando a l denominador, y como se t ra­
ta de hacer á la f racción tantas veces menor como exprese el en­
tero divisor, se puede afirmar que para d iv id i r una fracción por 
un entero se divide a l numerador por dicho entero, cuando la 
operac ión sea posible, conservando el denominador, ó bien se 
conserva el numerador de la f racción poniéndole como denomi­
nador el producto del que ten ía antes la f racción por el n ú m e r o 

. , 4 ^ 4 : 2 2 4 a 4 4 2. 
entero. Asi : -9: 2 = " i ^ — 9 y t a m b i é n ^ : ¿ — g ^ ^ i s ^ 9 

Caso 2.° Sea D un n ú m e r o entero ó fraccionario que deseamos 
div id i r por 7/9 y representemos por C el cociente, entero ó frac-
eionario, que ha de resultar. En toda división sabemos que el d i -
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videndo es igual al producto del divisor por el cociente, luego D 
—Va- C; es decir que 1) es las siete novenas partes de Ó, toman­
do una sép t ima parte de la igualdad anterior h — C— (J C; 
siendo, como se vé en esta igualdad, la s ép t ima parte de D igual 
á la novena parte do C y neces i t ándose nueve novenos de C para 
conocer su valor se t e n d r á 9/, D=^ Vg-CS^C, lo que prueba que 
para hallar dicho cociente hay que mul t ip l icar al dividendo por 
la fracción divisor invert ida. 

Aplicando el principio deducido á casos concretos vemos que: 

7 4 7x5 35 T i . , * « i 

n ' 5 = ñ x ^ l A certeza de esta operac ión se prueba viendo 

si el producto del cociente fjVdP01" ê  ^ í 8 0 1 " 5" produce el d i v i ­

dendo,, después de simplificar, como así es, porque X ^ " n ' 

m . . . . „ 3 6x8 48 ^ 6 0 3 0 6 x 8 
1 ambren es cierto que 6 : s -" ;i ^ ' pues 6 = - y - : g — y ^ " 
Cuando sea posible efectuar la división de los numeradores y 

denominadores, \ uede realizarse la operac ión en esta forma, sien­
do el cociente una fracción cuyo numerador sea el cociente de los 
numeradores v el denominador el de ¡os denominadores. Ejemplo: 
2S 7 28 : 7 " 4 , . , 7 4 7x4 ^8 
5G': 8 = = 5 G 7 8 - 7 Por(iue también 8 x 7 = ^ = — 

Caso 3.° La manera más p r á c t i c a y sencilla de dividir dos nú­
meros mixtos es reducirlos á fracciones y operar como va se ha 
dicho para estas. Ejemplo: ( b 5 ) : ( 3 7 ) = T : y = 125= 
1 125 

Generalización de algunas reglas: 
Todo el procedimiento operativo explicado al t ratar de los 

nú-meros enteros de forma impl íc i ta es aplicable á las frac­
ciones, sin otra va r iac ión que la que impone la manera espe­
cial de ser estas. Pasando por alto lo menos importante, ve­
mos, por ejemplo, que para mult ipl icar una suma por un en­
tero, se mult ipl icaba cada sumando; pues bien, así los t é rmi ­
nos de la suma como el n ú m e r o por quien se ha de mult ipl icar 
pueden ser fraccionarios, rea l i zándose no obstante la operac ión 

/ 4 5 3 \ 4 5 3 
de idént ica manera. Ejemplos: ( 7 + ^ + Q J 6 — 7 x 6 - } - 9 x 6 - f g X 6 , 
porque para hacer seis veces mayor á la suma hay que hacer seis 
veces mayores á los sumandos. Si fuera (3-|-4-f-ñ) % ind ica r ía que 
hab ían de tomarse las 6/7do la suma, que se compondr í a de last ima 
de las seis sép t imas partes de los sumandos y ser ía i^ual á 3 x ^ 
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- j - U x y f o x y Finalmente si la operac ión fuera ( r~\- '7 + | ) - | — 
4 2 , 3 ' 2 , 8 2 

Del mismo modo se mul t ip l i ca r í a una diferencia de n ú m e r o s 
enteros ó' fraccionarios por un entero ó una fracción y pod r í an 
generalizarse las proposiciones todas explicadas para los enteros. 

Se v é que, como dec íamos en la mul t ip l icac ión de n ú m e r o s 
d ix tos , se pueden someter estos al cíilculo en su propia forma, 

y aplicando el mismo ejemplo vemos que ( 8 ^ ) ( 4 - - ^ = ^ 8 - f y ) 
/ , , 2 x , . r> • 4 i 0 2 , 6 2 0 0 , 24 , 16 , 12 ' QO , 264 , 

11?4_?^==394_3S8 ==37-|__?. que nos díí el mismo resultado. 
77 ^~77 , ^ ' 77 ' 7 7 ' 

Varios n ú m e r o s fraccionarios ligados por el signo de mul t i p l i ­
car dan lugar al producto de varios factores fraccionarios^ y la 
p r á c t i c a operativa con estos es la que explicamos para los ente­
ros, que consiste en mul t ip l icar el pr imer factor por el segun­
do, este por el tercero, este por el cuarto y así sucesivamente 

3 2 4 6 3 . 2 
hasta haberlos multiplicado á todos. Ejemplo: - r . = - . ~ = v -^ • 
4 6 _ 3 . 2 . 4 6 _ 3 . 2 . 4 . 6 
ÍJ ' S ' ~ 5 . 7 . 9 ' 8 ~ 577 . 9 . 8 " 

Si los factores de un producto son iguales forman la potencia, 
según sabemos y aplicado á las fracciones diremos que la poten­
cia de una fracción es tá formada de las potencias del grado indi­
cado del numerador y denominador, pues - -y- . ••- . ̂ - . y-. = 

No siempre se presentan los t é rminos de la fracción en forma 
tan clara como los hemos considerado, sino que á veces la reali­
zación de ciertas operaciones nos conduce á hallarlos en otra 

7 
m á s complicada. Examinemos la espresión T su denominador es 

6 
otra fracción ó cociente, luego puede ponerte bajo la forma 

5 
' = — ^ . En el caso en que fuera ^ , en que el numerador es 

4 : 6 4 4" 
fraccionario su valor se transforma en ^ ^ ¿ r , - También pueden 

4_ 

ser fraccionarios los dos t é rminos , a f e c t á n d o l a forma^-— r . ' ^ = 
6 5 7 
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¿ P g , que es lo mismo que-^y, cuyo valor podía dar idea del de la 

pr imera. Esto es lo que algunos l laman fracción de fracción y 
otros f racción múl t ip le . 

Expusimos que si dos n ú m e r o s son primos sus potencias tam­
bién lo son y esto nos induce á deducir una consecuencia de las 
potencias de las fracciones y es que cuando una fracción es i r re­
ducible sus potencias t a m b i é n s e r á n fracciones irreducibles. 

C A P I T U L O 11 

FRACCIONES Ó NÚMEROS DECIMALES 

Se l lama fracción decimal á la que tiene por denominador la 

unidad seguida de ceros; así-J^Q y son fracciones decimales. 

Las unidades fraccionarias decimales son 10' ^ 5 ' que 
se l laman respectivamente décima, centésima, milés ima, diezmilé-
sima, etcv partes de la unidad. Puede observarse que cada ui.idad 
fraccionaria decimal es diez veces menor que la que le precede y 
diez veces mayor que la que le sigue y que guardan por tanto 
los diversos ó rdenes decimales, en cuanto á su fo rmac ión , igual 
ley que la establecida para los n ú m e r o s enteros, de lo cual cabe 
deducir que, adoptado un medio para separar la parte entera de 
la fraccionaria decimal no h a b r í a inconveniente en escribir l i s 
cifras decimales del mismo modo que las de los enteros, este me­
dio es la coma de la escritura, que se coloca en la parte supeiior 

derecha (1) de la cifra de las unidades. Así ^ ^ ^ ^ Y u o — 4 7 < 2 8 . 
Las denominaciones de los ó rdenes decimales guardan perfec­

ta ana log í a con las de los enteros, tomando como punto de par t i ­
da las unidades, á la derecha de estas se escriben las déc imas , 
c e n t é s i m a s , mi l é s imas , d iezmi lés imas , c i enmi lé s imas y mi l loné­
simas, etc., á su izquierda las decenas, centenas, miles ó millares, 
decenas de mi l l a r ó diezmiles, centenas de mi l l a r 6 cienmiles y 
millones, etc. 

A la f racción decimal que contiene unidades enteras se la l la ­
ma generalmente n ú m e r o decimal. 

Como regia para la escritura de n ú m e r o s decimales puede de­
cirse que se empieza por escribir la parte entera ó un cero si no 
la hubiesey á con t inuac ión la parte d e c i m a l , s e p a r á n d o l a s c o n una 

(1) Algunos colocan ]a coma en la parte inferior, lo cual puede conducir 
errores en el curso de una operación. 
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coma y cuidando de poner ceros en los ó rdenes de unidades cuya 
denominac ión se omitiese en el n ú m e r o . 

L a lectura de los n ú m e r o s decimales se hace empezando por 
la parte entera y agregando á la expres ión de la parte decimal 

la denominac ión de su ú l t ima cifra. Ejemplo: 4^7905 se lee rá cua­
t ro enteros, siete m i l novecientas cinco diezmilés imas . 

En algunas ocasiones se lee la parte entera y decimal sin ha­
cer s epa rac ión alguna, pero expresando la especie decimal infe­
r ior que el n ú m e r o contenga. Así: 16^84, se puede leer m i l seis­
cientas ochenta y cuatro c e n t é s i m a s . 

Todo n ú m e r o decimal, como antes hemos visto, es equivaleny?. 
á una fracción que tiene por numerador las cifras que forman 
el n ú m e r o y por denominador la unidad seguida de tantos ceros 
como cifras decimales tiene. 85<324 se puede expresar en forma 

85324 
fraccionaiia de este modo ^QQ-' Bajo este concepto podr ían some­
terse los n ú m e r o s decimales a l procedimiento operativo de las 
fracciones ordinarias, de las que solo son un caso part icular , pe­
ro t a m b i é n se pueden l levar á las transformaciones del cá lcu lo 
en forma entera, lo cual ofrece notables ventajas, de aqu í el que 
se haga su estudio independiente del de las fracciones en general 
y como ex tens ión del de el sistema décuplo de n u m e r a c i ó n den­
tro del cual cabe esta teor ía , así como sus operaciones sin m á s 
que alguna p e q u e ñ a modificación. 

Propiedades de los números decimales. 1.a Una fracción ó n ú m e ­
ro decimal se hace diez, ciento, m i l ó m á s veces mayor ó menor 
según se corra la coma á la. derecha ó á la izquierda uno, dos, 
tres, ó m á s lugares.. Si en el n ú m e r o 683'c426 corremos la coma 
dos lugares á la derecha, se c o n v e r t i r á en 68354^26, comparando 
este con el anterior r.e observa que cada una d é l a s cifras ha 
quedado hecha cien veces mayor y como lo que se hace con las 
partes queda ya hecho con el todo, el n ú m e r o C83o4<26 es cien 
veces mayor que C83í5426. 

Si por el contrario h u b i é r a m o s corrido la coma en el primero 
de los n ú m e r o s dos lugares á la izquierda, se h a b r í a obtenido 
6<'836426, cada una de las cifras del cual ha descendido dos luga­
res en la escala de las denominaciones, es decir se ha hecho cien 
veces menor y por lo tanto el n ú m e r o 6Í83542G es cien veces me­
nor que 683^5426. 

Consecuencia: Hacer al n ú m e r o di^z, ciento ó m i l veces mayor 
es mul t ip l icar le por 10, 100 ó IODO, y hacerle ese n ú m e r o de ve­
ces menor es dividir le por 10, 100 ó 1000, luego aplicando la pro­
piedad an te§ enunciada diremos que para mul t ip l icar ó d iv id i r 
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un n ú m e r o decimal por 10, 100, 1000, etc., b a s t a r á cortei ' iá co­
ma á la derecha ó á la izquierda uno, dos, tres, etc., lugares. 

2.a Un n ú m e r o decimal no altera cualquiera que sea el n ú m e ­
ro de ceros que se agreguen ó quiten de su derecha. En efecto, la 
s i tuación de las cifras del n ú m e r o con respecto á la coma no va­
r i a r á aunque se agreguen ó quiten ceros y como el valor del nú­
mero solo depende de aquella circunstancia, mientras subsiste el 
n ú m e r o no cambia de valor. Así 3Í85 = 3'85000. T a m b i é n puede 
probarse esta propiedad escribiendo el número, decimal en forma 
fraccionaria y observando que al 'agregar ceros se le mul t ip l ica 
y divide á la vez por la misma potencia de 10, lo cual hace que 
el n ú m e r o no altere. Refir iéndonos al ejemplo anterior, se vé que 

ü 100 «> 0 O0UJU—"lOOOOO^lOOXlOOü^lOO-13 &0 

OPERACIONES CON LOS NÚMEROS DECIMALES 

Adición Los n ú m e r o s decimales se someten á la suma de la 
misma manera que los enteros, escribiendo unos debajo de otros 
de modo que se correspondan sus diversos ó rdenes de unidades 
y es claro que la coma que separa las partes enteras y decimales 
se c o r r e s p o n d e r á t a m b i é n . Empiézase la suma por la derecha y 
se escriben las unidades procedentes de cada columna debajo de 
esta y agregando las decenas á la columna siguiente, teniendo 
cuidado de colocar en la suma la coma de modo que se corres­
ponda con las de los sumandos, con lo cual el resultado t e n d r á 
tantas cifras decimales como el dato que m á s conteng-a. 

Ejemplo: 
37'485 í 87'4850 
9<0682j Esta suma podía haberse escrito de \ 9'0682 

214̂ 36 (este otro modo, para buscar la h o m o - ^ U ^ G O O 
28^34 /geneidad de las partes fraccionarias,^ 28''934() 

0̂ 62 i necesaria para esta ope rac ión . i 0̂ 6200 
290^46721 ' 290^672 
Sustracción Se efectúa esta operac ión como con los n ú m e r o s 

enteros, es decir, escr íbese el sustraendo debajo del minuendo de 
modo que se correspondan las cifras de sus diversos ó rdenes y 
con ellas las comas, pudiendo agregar ceros á la derecha del m i ­
nuendo si la parte decimal no existiera ó fuese menor que la del 
sustraendo, poniendo tras la parte entera la coma en el pr imer 
caso, y realizando la resta del modo explicado para los enteros, 
no o lv idándose de colocar la coma en la diferencia, de modo que 
se corresponda ó forme columna con las del minuendo y sus­
traendo. Ejemplos: 
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64J3285 25'3-20í) . No es ho m este ( G8-'000 
- - 3 r o 4 2 - 1 9 2 ? ? ! caso agregar los ceros 36L528 

2Gí7835 G'IGIG) al minuendo. ( 3 ^ 4 7 2 
Multiplicación. Esta operac ión conserva la definición, signo .y 

forma que hemos explicado al t ratar de los números enteros, pe­
ro en cuanto á la especie del producto hemos de considerar los 
casos siguientes: 

1. ° Mul t ip l icar un decimal por un entero. 
2. ° Mul t ip l icar un n ú m e r o entero por un decimal. 
3. ° Mul t ip l icar dos n ú m e r o s decimales. 
Caso I.0 Sea mul t ip l icar 75*328 por 27, equivale según sabe­

mos á formar una suma de 27 sumandos iguales á 75*328 y como 
los sumandos y la suma t e n d r í a n el misino n ú m e r o de cifras de­
cimales, equivaliendo esta al producto, se podrá dar la regla si­
guiente: Para mul t ip l icar un n ú m e r o decimal por un entero se 
efec túa la operac ión como si se tratase de enteros, separando 
luego en el producto tantas cifras decimales como tenga el mu l ­
tiplicando. En el ejemplo antes citado se p r o c e d e r í a as í : 

75*328 Qas0 2_0 P o d r í a m o s basar el razonamiento de 
^ ^ ' este caso en el principio demostrado de que el orden 

527298 de factores no altera el producto, pero puede tam-
150656 bién deducirse su regla observando un ejemplo: Sea 

' "2033'856 2874x5*23, sabemos que el producto es respecto al 

mult ipl icando lo que el mult ipl icador es respecto á la unidad, y 
como este es 523 c e n t é s i m a s partes de la unidad, el producto se­
r á las 523 cen t é s imas partes del multiplicando y es claro que si 
el producto expresa c e n t é s i m a s , t e n d r á que constar de dos cifras 
decimales que s e r á n las de su derecha; de donde se deduce la re­
gla p r á c t i c a siguiente: Para mult ipl icar un entero por un decimal 
se efec túa la operac ión prescindiendo del c a r á c t e r del mul t ip l ica­
dor, esto es, como si se operase con enteros, separando en el pro­
ducto tantas cifras decimales como contenga dicho mul t ip l ica­
dor. Haciendo el ejemplo arr iba expuesto^ se p r o c e d e r á as í : 

< . Tanto este caso como el anterior pueden razonar-
^ se t a m b i é n fundándose en que al prescindir de la 
8622 coma en el factor decimal se le hace mayor , refle-

5748 j á n d o s e en el producto la misma a l t e r ac ión , y para 
14370 conseguir que este sea el verdadero, se h a r á tantas 
16031 02 veces menor como mayor se le hizo al factor al su-

suprimirle la coma. 
Caso 3.° Tratemos de efectuar la mul t ip l icac ión de 65*324 por 
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3*45, y prescindiendo de la coma del mult ipl icador, con lo que 
se le hace cien veces mayor, queda reducido al caso 1.° y como 
ya hemos expuesto en él s e p a r a r í a m o s en el producto las tres c i ­
fras decimales que el multiplicando tiene, pero este producto es 
cien veces mayor que el verdadero, por la a l t e r ac ión sufrida en 
el mult ipl icador, hac iéndole pues cien veces menor, para lo cual 
b a s t a r á correr la coma dos lugares hacia la izquierda, nos encon­
traremos en él con cinco cifras en la parte decimal, ó lo que es lo 
mismo tantas como suman las del multiplicando y mult ipl icador. 
De lo cual podemos deducir la regla siguiente: Para mul t ip l icar 
dos n ú m e r o s decimales se hace la operac ión como si fuesen ente­
ros, separando de la derecha del producto tantas cifras decimales 
como ambos contengan. Realizando el ejemplo citado: 

65'324 gi eü un producto entraran varios factores deci-
< 3 45 males se e fec tuar ía , prescindiendo del c a r á c t e r de 
326620 estos, pero separando en el producto tantas cifras 

261296 decimales como reuniesen todos los factores. 
195972 Considerada la potencia de un n ú m e r o como el 
225'36780 caso P á r t í c u l a r de un producto de varios factores 

en que todos son iguales, se deduce que la potencia de un n ú m e r o 
decimal c o n s t a r á de tantas cifras decimales como dé el producto 
de las que cuente el n ú m e r o por el grado de la potencia; así la 
quinta potencia de 6^328, ó sea, 6'328% t e n d r á 3 x 5 = 1 5 cifras 
decimales. 

División. Como en la anterior operac ión se conservan la defini­
ción, algoritmo y forma que conoc íamos al ocuparnos de esta ope­
rac ión con n ú m e r o s enteros, solo hay que atender á la especie de 
unidades del cociente conforme á las que contengan el dividendo 
y divisor, para lo cual vamos á considerar los siguientes casos: 

1. ° D i v i d i r un n ú m e r o decimal por un entero. 
2. ° D i v i d i r un decimal por otro cuando el dividendo tenga 

m á s cifras decimales que el divisor. 
3. ° D i v i d i r un decimal por otro que tenga igual ó menor n ú ­

mero de cifras decimales. 
4. ° D iv id i r un entero por un decimal. 
Caso 1.° P r o p o n g á m o n o s hallar el cociente de d iv id i r 345'47 

por 65, y como sabemos que el cociente se forma del dividendo de 
modo aná logo á como el divisor se forma de la unidad, siendo 
c e n t é s i m a s el dividendo y unidades el divisor el cociente s e r á n 
c e n t é s i m a s , es decir, que c o n t e n d r á dos cifras decimales que son 
tantas como el dividendo tiene; de donde se deduce que, para di ­
v id i r un decimal por un entero se e í ec túa la ope rac ión prescin-
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diendo de la cualidad del dividendo, pero a l cociente se le hace 
pertenecer al mismo orden, para lo cual se separan de su dere­
cha tantas cifras decimales como tenga aqué l . Realizando el 
ejemplo anterior: 
345'47 [65 Tanto en este caso como en los d e m á s de que va-
240 5^31 mos á ocuparnos, el resto ó residuo pertenece siem-

097 pre á la especie de unidades del dividendo que le en-
0,32 gendra. 

Caso 2.° Vamos á d iv id i r 75^3248 por 3*15. Si c o r r i é r a m o s la 
.coma tantos lugares en el dividendo como cifras decimales tiene el 
divisor no a l t e r a r á el cociente, aunque el resto v e n d r í a mul t ip l i ­
cado por ciento, con lo cual quedaba este caso reducido al ante­
r ior , pues h a b r í a de dividirse 7532 48 por 315, y por lo tanto el 
cociente c o n s t a r í a dedos cifras decimales, que son las que tie­
ne m á s el dividendo que el divisor. Unicamente al resto h a b r á 
que considerarle con cuatro cifras decimales. La regla p r á c t i c a 
puede expresarse del modo siguiente: Para d iv id i r un decimal por 
otro cuando contenga mayor n ú m e r o de cifras decimales el d i v i ­
dendo que el divisor, se e fec túa la operac ión como si se tratase 
de n ú m e r o s enteros, separando en el cociente tantas cifras deci­
males como contenga el dividendo m á s que el divisor. T a m b i é n se 
puede razonar este caso fundándonos en la mul t ip l icac ión , consi­
derando a l dividendo como un producto cuyos factores son el d i ­
visor y el cociente y ya sabemos que el producto tiene tantas c i ­
fras decimales como los factores, luego si el producto t en ía cua­
t ro y dos un factor, el otro t e n d r í a que contener otras dos cifras 
decimales. Realizando el anterior ejemplo: 
75í3248 | 3'15 Caso 3.° Si el dividendo y divisor tienen igual 
1232 23,91 n ú m e r o de cifras decimales el cociente es entero; 
2874 porque al correr en aquellos la coma á la dere-
0398 cha el mismo n ú m e r o de lugares se convierten en 

O'OOSS enteros sin que el cociente haya sufrido- a l tera­
ción, luego t a m b i é n s e r á entero. 

Si el dividendo tuviera menos cifras decimales que el divisor, 
p o d r í a m o s conseguir que se igualaran a g r e g á n d o l e los ceros ne­
cesarios al primero y es claro que hecho esto el cociente.de la d i ­
visión se r ía entero. 

Ejemplos de ambas formas: 326c45 : 4*23 y 65^3 : 2'345. 
326'45 | 4^23 65'300 | 2'345 

3035 T T 18400 '~W 
0 7 4 1*985 

Caso 4.° Todo n ú m e r o entero puede reducirse á deeimal; ó 
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hacerle que tome esta forma, a g r e g á n d o l e ceros á la derecha des­
pués de poner Ja coma correspondiente, lo cual no afecta al va­
lor del n ú m e r o , siendo esto siempre factible queda reducida la di ­
visión de un entero por un decimal al caso anterior y ambos son 
considerados como derivaciones del segundo. Realicemos el ejem­
plo siguiente: 47 : 0<326. 

47í000 1 O'B'25 Si h u b i é r a m o s deseado obtener en el ccciente 
1450 1,44 algunas cifras decimales b a s t a r í a haber agregado 

15C0 m á s ceros al dividendo^, aunque podr ían a ñ a d i r s e -
0^200 le después de l l e g a r á la forma en que la división 

es tá , sin m á s p recauc ión que la de poner la cenia á la derecha de 
las cifras halladas para el cociente entero á fin de separarle de 
la parte decimal que se obtuviera. 

C A P Í T U L O 9.° 

EVALUACIÓN FRACCIONARIA 

Reducir una fracción á otra de denominador dado es expresar­
la exacta ó aproximadamente en partes a l í cuo tas de la unidad 
de las que indica el nuevo denominador Se comprende que no 
siendo posible efectuar con exactitud siempre esta reducc ión , 
conviene investigar las condiciones en que puede llevarse á cabo. 

Teorema l.u l 'ara que. se pueda transformar una fracción i r re ­
ducible en aira de d m c m i n a d ó r dado, es condición indispensable 
que el nuevo denominador sea múliiplo del que antes tenia la frac­
ción. Sea la fracción incduc ib le 'Vs que queremos expresarla en 
pésimas partes de la unidad, representando por x al numerador 
desconocido de la fracción equivalente, h a b r á de verificarse pa-

8 x 

r a q u e la transforn ación sea exacta, que . —• ~ y r educ iéndo­

las á un común deneminador - ' l - '-,x- prescindiendo de los deno-
minadores 3.q=:5.x y dividiendo por b, para hallar el valor de x , 
x = (3.q):5; habiendo de dividi r 5 al producto 3.q y siendo primo 
con 3 d e b e r á dividir forzosamente á q, pues si esta condición no 
se cumpliese el valor de x no podr ía ser exacto. 

Teorema 2.u Si una fracción no es exactamente reducible á 
otra de denorainader dado, e s t á comprendida entre dos que ten­
drán coma denominador el n ú m e r o dado y como numeradores el 
cociente de dividi r al producto del numerador d é l a fracción y 
el n ú m e r o dado por el denominador de aquella, y el n ú m e r o i n -
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mediato superior á este cociente. En efecto sean ~ la fracción y 

x y x-L 1 los que expresen el n ú m e r o de qe*i»ms partes que dicha 

f racc ión contenga, se Yeriflcará que — < Y < ^ ^ y mult ipl ican­

do por q los miembros de esta desigualdad: x < - i ¡ c - < x - 4 - l , x y 

í - t - 1 representan los numeradores que c o m p r e n d e r í a n el de la 

f racción reducido á qéiimm y estos se obtienen por defecto y 

exceso de la división de a q entre h, lo cual prueba el enunciado. 

R E D U C C I Ó N D E L A F R A C C I Ó N O R D I N A R I A Á D E C I M A L 

L a mayor ap l icac ión que tienen en la actualidad las fraccio­
nes decimales que las ordinarias hace conveniente y en muchos 
Casos precisa esta reducción que ofrece por otra parte notables 
ventajas en la p r á c t i c a de las operaciones. 

Puede considerarse la e v a l u a c i ó n decimal de los quebrados or­
dinarios como un caso part icular ele la r educc ión de fracción á 
otra de denominador dado, pues aunque en muchos casos no se fi­
jé de antemano la unidad decimal que ha de representar el grado 
de la a p r o x i m a c i ó n , podemos fijarla de un modo arbi t rar io. 

Si qu i s i é ramos reducir la fracción ordinaria ,9/t;i á numero de­
cimal , asignando á la e v a l u a c i ó n un error menor que una müés i -

19 
nía, sabemos que la fracción á que h a b r í a de convertirse la ^ ten­
dr ía como denominador m i l , luego mul t ip l i ca r í amos el numerador 
por 1000, d iv id i r íamos el producto por el denominador 13 y el co­
ciente obtenido r e p r e s e n t a r í a el mayor numero de mi lés imas con­
tenidas en dicha fracción por defecto, y el n ú m e r o obtenido incre­
mentando á d i c h o cociente una unidad las mi lés imas que por exce­
so c o n t e n d r í a ¡ a t r a c c i ó n dicha. De donde podemos deducir esta 
regla:Para reducir una fracción ordinaria á decimal, con un error 
menor que una unidad decimal dada, se mult ipl ica el numerador 
de la fracción por la potencia de 10 indicada en la a p r o x i m a c i ó n , 
divídese el producto por el denominador de la fracción y en el 
cociente se separan tantrs cifras decimales cerno ceros se a ñ a ­
dieron al numerador.Haciendo apl icac ión al ejemplo antes citado: 
190301 13 P o d r í a establecerse que 1'401 < ^ ! < 1'4(;2yco-
00 r 4 6 1 mo los t é r m i n o s extremos de la l imiíación difie-
Ó80 ren en una mi l é s ima , menor s e r á la diferencia 

020 que existe entre cualquiera de los dos valores y 
7 el de la f racc ión i9¡n. 
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Cuando no se marque la a p r o x i m a c i ó n puede efectuarse la d i ­

visión del numerador por el denominador, añad iendo ceros al res­
to y separando las cifras que se obtengan para el cociente de las 
que antes hubiera por medio de una coma. Así ' / , , reducida á 
f racc ión decimal se r ía igual á O'GSGS. 
^ | ^ En el teorema 1.° hemos demostrado que para 
40 0^636 que una fracción pudiera reducirse á otra de deno-

70 minador q, era condición indispensable que el de-
4 Dominador de la fracción dividiese á q; siendo q un 

múl t ip lo de 10, al e f e c t u á r s e l a t r ans fo rmac ión de una f racc ión 
ordinaria á decimal, se comprende que para que un n ú m e r o le d iv i ­
da no p od rá contener otros factores que los que este contenga, que 
Gon 2 y 5, luego toda fracción ordinaria irreducible en cuyo de­
nominador entren solo los factores 2 y 6, se r e d u c i r á exactamen­
te á decimal y aquellas cuyo denominador no cumpla con esta 
condición no se p o d r á n reducir exactamente, dando origen á 
fracciones decimales indefinidas. 

Observando que en toda división el n ú m e r o de residuos distin­
tos que puede haber son tantos como unidades menos una tenga 
el divisor y que en cuanto se repit iera un residuo en la reduc­
ción de fracciones á decimales se repet i r ía el dividendo parcial y 
con él la cifra obtenida antes para el cociente., vemos que las 
fracciones decimales engendradas pueden tener partes que se re­
pi tan en un orden determinado, que es lo que llamamos jperiof/o, 
denominándose á las fracciones decimales en que esto sucede 
pe r iód i ca s , y d is t inguiéndose en puras y mixtas, según que el pe­
ríodo empiece en la pr imera cifra decimal, ó en una cualquiera 
que no sea la primera. Un ejemplo de fracción decimal per iódi­
ca pura ser ía S'SGSSGSSGS ,que con objeto de simplificar 
su r e p r e s e n t a c i ó n se escribe: 3'668, uno de per iód ica mix ta se­
r í a 0,23194194 cuya forma abreviada es: 0'23194, la parte 
sobre la cual e s t á colocada la l ínea se lée independientemente 
del resto del n ú m e r o , añad iéndo le la palabra^en'orfo, así las frac­
ciones decimales antes consideradas, se lee r ían de este modo: 
tres enteros, quinientos sesenta y ocho per íodo y cero enteros, 
veint i t rés , ciento noventa y cuatro periodo. 

Conversión de la fracción decimal en ordinaria: Es hal lar una 
fracción ordinaria equivalente á la cantidad decimal conocida. 

L a f racción ordinal ia á que se reduce una decimal se l lama 
fracción generatriz. 

Se comprende fác i lmente que para hal lar la fracción ordina­
r i a generatriz de una decimal l imitada; basta poner á esta como 

10 

7 ^ 
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numerador, prescindiendo de la coma y como denominador á la 
unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales tuviera 

„ \ • ^ 0 .o 843 o i m i - 24715 3943 
aquella. Asi 0 ^ 4 3 = ^ y 2 4 < 7 1 o = w = w . 

Teorema 3.° L a fracción generatriz de una decimal pe r iód ica 
pura se halla poniendo por numerador el per íodo y por denomi­
nador tantos nueves como cifras tenga el per íodo , si la decimal 
no contuviese parte entera, pero si esta existiera se a n t e p o n d r í a 
al per íodo r e s t á n d o l a después . 

L a pr incipal dificultad a l t ra tar de reducir exactamente á frac­
ción ordinaria una decimal per iódica , estriba en que el per íodo se 
repite infinidamente, pero observando que el valor de los ú l t imos 
per íodos ser ía infinitamente p e q u e ñ o , varaos á probar el enuncia­
do del teorema. Sea -=0^324, multiplicando por 1.000 los dos 
miembros de la anterior igualdad 1.000----324<324 y restando de 

o n 
m 

esta segunda la pr imera , miembro á miembro; 999 - —324, de don­

de ^ ^ l ^ , que evidencia la parte pr imera del teorema. 

Si: - = 6̂ 324 ¡ y restando: 999 -=6324-6, de donde -

1.000^=6324'3241 ~ (J99, que completa la demos t rac ión . 
Teorema 4.° L a fracción generatriz de una decimal pe r iód ica 

mixta que no tenga parte entera se forma poniendo como numera­
dor la parte no p e r i ó d i c a seguida del periodo menos la parte no 
pe r iód ica y por denominador un número compuesto de tantos nue­
ves como cifras pe r iód icas existan y tantos ceros como cifras no 
pe r iód i ca s haya en el número decimal. 

Sea la f racción f=tV34621. 
( multiplicando por 100.000, 100.000 f = 3462r62n Eestando 
1 I d . por 100 . 100 f = 34'62Í i ordenada­

mente y observando que los per íodos se destruyen, 99.900 f = 
34621—34 y dividiendo por 99.900, f = - { ^ ¿ - , que demuestra el 
enunciado. 

Si la fracción decimal contuviera parte entera, b a s t a r í a ante­
ponerla á la parte no per iódica , sin que se altere lo d e m á s . Así, 
siendo f = 8'34621; 100000 1=834621'62T ^ y restando 99.900 f 

100f. = 834 '62n =834621-834, d iv i -

diendo. ahora por 99.900, q u e d a r í a f = 



Teorema 5.° Cuando una f racción ordinar ia se reduce exác iá -
mente á decimal consta la decimal equivalente de tantas cifras de­
cimales como unidades contenga el mayor exponente de los facto­
res 2 ó 5 de su denominador. 

Sabemos, en efecto, que para que una f racc ión ordinaria i r re ­
ducible se convierta exactamente á decimal no debe contener su 
denominador m á s factores primos que el 2 y el 6 ó uno cualquie-

m 
ra de ellos, s e r á pues de la f o r m a : ^ — m u l t i p l i c a n d o los dos ter-

minos de esta f racción por 52 se t r a n s f o r m a r á , sin var ia r su valor , 
m . 52 m . 52 , , , , 

en n r T T i ~ IA3 > ílue como se ve c o n s t a r á de tres cifras decima-

les; ó sean tantas como unidades t en ía el exponente de 2 que es 
13 13 

el mayor. Así la fracción 2fi 86 re<^uc^ exactamente á de-

c ima l con cuatro cifras^ en efecto: — = 0^8125, que pod íamos ha­
l o 

130 | 16 ber reducido multiplicando los dos t é rminos de la 
90 n 'Qiori - 1 3 x 6 2 5 

fracción por o =:62o, r educ iéndo la h - Z T — z - r ^ 
80 8125 „ 

O - 0 - 8 1 2 5 . 

Teorema 6.° L u fracción ordinar ia cuyo denominador no con­
tenga los factores 2 y o origina una decimal p e r i ó d i c a pura , en la 
que el nú mero m á x i m o de cifras decimales se rá tantas menos una 
como unidades haya en el denominador. 

Como los residuos son menores siempre que el divisor, a l cabo 
de unas cuantas divisiones, que s e r á n á lo sumo tantas como uni­
dades menos una tenga el divisor, se r e p e t i r á uno de aquellos y 
tras él r e a p a r e c e r á n los que antes le seguían dando cifras iguales 
para el cociente, que desde luego podemos afirmar que se r á una 
fracción decimal per iódica , no pudiendo dar lugar á una f racción 
per iód ica mix ta , porque al volver á reducir esta á ordinaria con­
t e n d r í a ceros el denominador, admitiendo por lo tanto los factores 
2 y 57 que es contra el supuesto, luego tiene que ser pe r iód ica 
pura. 

Teorema 7.° La f racc ión ordinar ia irreducible en cuyo deno­
minador entren, á la vez que otros, los factores primos, 2 y 5, o r i ­
gina una decimal pe r iód i ca mixta , en la cual el número de cifras 
no pe r iód i ca s es igual al de las unidades del mayor exponente de 

17 
dichos factores 2 y b. Sea ^ cuyo denominador descompuesto 
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en factores primos es igual á 2 3 x o x 3 , si multiplicamos los dos 

miembros por b , se convierte en -)t T.A ; ) = X .. la p r i -

mera de estas dos fracciones en que se ha descompuesto el valor 

de la fracción -^x, da lugar á una fracción decimal per iódica pura 

con parte entera, pero al mul t ip l icar por que es lo mismo que 

d iv id i r por 103, hay que correr la coma á la izquierda tres 
lugares, entrando á formar parte decimal no per iód ica tres 
cifras (ó ceros y cifras) de la parte entera, con lo cual que­
da demostrado el teorema. 
Y en efecto: - ^ = ^ 1 4 1 6 6 6 6 =0^1416, 

Una f racción decimal que conste de n ú m e r o considerable de c i ­
fras que no se repitan p e r i ó d i c a m e n t e , es imposible poderla redu­
cir á f racción ordinaria, pero observando que a ú n ex ig iéndose 
en el cá lcu lo gran exacti tud hay ciertos valores que por su i n ­
significancia no pueden influir sensiblemente en las operaciones 
á que hubieran de ser sometidos, por cuya r azón y para sim­
plificar el mecanismo de esas operaciones, deben despreciarse; 
no hay inconveniente en admit i r un p e q u e ñ o error á fin de en­
contrar el valor aproximado de una fracción indefinida y no pe­
r iódica al t ra tar de hal lar su generatriz. Para ello, pueden des­
preciarse las cifras que sigan á la del ú l t imo orden decimal que 
quiera apreciarse, incrementando en una unidad á la inferior 
que quede si la primera que se desprecia es igual ó mayor que 6 
y no v a r i á n d o l a cuando sea menor. Así, la fracción ordinaria ge­
neratriz de la decimal 0Í842965328 apreciando hasta las mi -

, 842965 168593. 
l lonés imas sena 1000000 200000 

C A P I T U L O 13-

Potencias. Propiedades generales. Y a hemos definido la poten­
ciado un n ú m e r o como el resultado de repetir á é s t e varias veces 
por factor, hemos visto las potencias del n ú m e r o entero y frac­
cionario y algunas de sus propiedades^ vamos ahora á estudiar las 
potencias de los n ú m e r o s que es tén expresados en forma impl íc i ta . 

Teorema 1.° La potencia de cualquier grado de un producto, es 
igual al producto de las potencias del mismo grado de los factores. 
Sea (7 . 3 . 5/', sabemos que equivale á un producto de cuatro 
factores iguales á7 . 3. 5, esto es, ( 7 . 3 . 5)(7 . 3 . 5)(7 . 3 .5)(7.3.5.) 
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~ 7 . 7 . 7 . 7 . 3 . 3 . 3 . 3 . 5 . 5 . 5 . 5, puesto que el orden de fac­
tores no influye en el valor del producto; pero observando que en 
el producto obtenido los factores 7, 3 y 5 es t án repetidos cua­
tro veces, se p o d r á poner en forma poteneial7 siendo igua l á 7 t 
3 t 5f, como se desea demostrar. 

Teorema 2.° La potencia de un cociente, es igual al cociente de 
las potencias del mismo grado del dividendo y divisor . 20 : 5=4^ 
vamos á demostrar que 203: r):i=-l:1; en efecto, antes hemos visto 
que siendo 2 0 = 6 x 4 y 20;,=5;'x43, dividiendo por 53, queda la 
igualdad reducida á esta otra 203 : 5;!=4;,. como p r e t e n d í a m o s 
demostrar. Esta proposic ión se generaliza m á s haciendo que la 
división tome la forma fraccionaria, porque sabemos que la po­
tencia de una fracción es igual á la potencia del mismo grado del 

numerador y denominador: Así (20:5)8—('-)3—-ÍJ~203: 53. 

Teorema 3.° L a potencia de la potencia de un número es el 
mismo número afectado de un exponente igual al producto del que 
antes tenia por el que expresa el grado á que se la quiere elevar. 
En efecto (7Í)3 indica que á 7i hay que repetirle tres veces por 
factor, siendo el producto 74.74.74 y como para mul t ip l icar poten­
cias de la misma base se suman los exponentes^, dicho producto se 
p o d r á poner bajo la forma 74+4+4=74-B, que es lo que se que r í a 
demostrar. 

Teorema 4.° L a condición general con que han de cumpl i r 
los n ú m e r o s para ser potencias perfectas de un grado determi­
nado; es que los exponentes de los factores primos de que aque­
llos consten sean múl t ip los de dicho grado. Sea N un n ú m e r o que 
es potencia quinta de otro t a l como A; y supongamos que descom­
puesto A en sus factores primos sean estos a, bm y c, se p o d r á n 
establecer las igualdades siguientes: 
N = A : i /A5=(a.bmc)s=a3.bni3.c3 ; La igualdad ú l t i m a de-
A=a .bm.c jN=A3=a3.bmy c:i )muestra el enunciado, por­
que vemos que N se compone de los factores a, b y c elevados á 
potencias múl t ip las de 5. 

De aquí se deduce que para que sea un n ú m e r o cuadrado per­
fecto sus factores primos deben estar elevados á potencias pares 
y para que sea cubo perfecto los exponentes de dichos factores 
deben ser múl t ip los de 3. 

Teorema 5.° Si un n ú m e r o entero no fuera potencia perfecta 
de otro entero tampoco lo se r ía de una fracción. Porque esta 
fracción t end r í a que ser irreducible y ya sabemos que las poten­
cias do una fracción irreducible son t a m b i é n fracciones i r reduci 
bles. No puede ser potencia de una fracción reducible porque a l 
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simplificarla se conver t ida eu irreducible ó en un n ú m e r o entero 
y por hipótesis no es potencia de otro entero. 

Cuadrado. Se l lama cuadrado de'un n ú m e r o á su segunda po­
tencia, es decir, al resultado de repetirle dos veces por factor. 

Los cuadrados de los diez primeros n ú m e r o s son: 
E l cuadrado goza de algunas propiedades par­

ticulares de las cuales las que mas nos interesa 
conocer son las siguientes: 

Teorema I.0 E l cuadrado de la suma de dos nú­
meros se compone: del cuadrado del p r imer su­
mando m á s el duplo del primero por el segundo 
más el cuadrado del segundo. 

Sea: ( 5 + 8 ) 2 = ( 5 + 8 ) (5+8)= . (5 -1 -8 )5+ (5-[-8}8 
= 5 . 5-|-8 . 5 + 6 . 8 + 8 . 8 = 6 2 + 2 . 5 . 8+82; al sim­
plificar la suma obtenida de mul t ip l icar todos los 

sumandos del mult ipl icando por cada uno de los del mult ipl ica­
dor, los dos sumandos 8 . 5 y 5 . 8 los hemos puesto bajo la for­
ma del producto 2 . 5 . 8 que le ós igual y que nos ha conducido 
al resultado que nos p r o p o n í a m o s . Como apl icac ión del anterior 
teorema se obtiene el siguiente: 

Corolario: E l cuadrado de un n ú m e r o compuesto de decenas y 
unidades, es igual a l cuadrado de las decenas m á s el duplo de las 
decenas por las unidades m á s el cuadrado de las unidades. Todo 
n ú m e r o compuesto de decenas y unidades puede descomponerse 
en dos sumandos, las decenas que i r án seguidas de un cero ó 
multiplicadas por 10 s e r á n uno y el otro las unidades, hecho lo 
caal no hay m á s que aplicar el teorema precedente. Así: 282=(20 
+ 8 ) 2 ^ 202 + 2 . 20. 8 + 82y t amb ién 282=(2. l O - f S ) 2 ^ ? 102+2. 10. 
8 + 8 2 

Teorema. 2.° E l cuadrado de la diferencia de dos números es 
igual á la suma de los cuadrados de dichos números menos el doble 
de su producto. Sea: { 1 1 — 7 y = i n — 7 ) { n — 7 ) = { l l - 7 ) . 11—(11— 
7 ) 7 = ( 1 1 . 1 1 - 7 . 11)—(11. 7—7 . 7 ) = l l 2 — 7 . l í — 1 1 . 7+7= 
=?U2+72—2 . 1 1 . 7. 

Corolario I.0 L a diferencia entre los cuadrados de dos n ú m e r o s 
sucesivos es igual a l doble del menor m á s una unidad. En efecto: 
9 '—82=(8+l)2—82-=82+2. 8+12—82=2.8 + l . Esta demos t r ac ión 
nos permite hal lar el cuadrado de un n ú m e r o conociendo el 
del superior ó inferior sin m á s que disminuirle ó aumentarle á 
aqué l el duplo del menor y una unidad. Por ejemplo, sabiendo 
que el cuadrado de 12 es 144, averiguarlos de 11 y 13; l i 2 = 1 2 2 — 
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(2. 11 + 1) = 1 4 4 - 2 3 = 121 y 132=122 + (2 • 12 + 1)=---144+25=169. 

Corolario. 2.° El producto de la suraa de dos n ú m e r o s por su 
diferencia es igual á la diferencia entre los cuadrados de dichos 
n ú m e r o s . Sean (8 + 5) ( 8 - 5 ) = ( 8 + 5 } , 8 - ( 8 + 5 ) 5 = ( 8 . 8 + 5 . 8 ) -
(8 . 5 + 5 . 6 ) = 8 l 5 . 8 - 8 . 5 — 5 Í = 8 Í -o2 . 

Puede'reconocerse á simple vista, en muchos casos; si un nú­
mero es ó no cuadrado perfecto por las circunstancias que en él 
concurran, sin que sea preciso descomponerle en factores primes, 
quedando desde luego excluidos de serlo aquellos que no r e ú n a n 
ciertos requisitos que algunos autores clan prolijamente en esta 
t eo r í a con el nombre de caracteres de exclusión y de los cuales no 
hemos de considerar sino los m á s esenciales, por la índole ele­
mental de este tratado. 

Habiendo de terminar el cuadrado de un n ú m e r o en la misma 
cifra que el de sus unidades y no terminando el cuadrado de nin­
guna de las nueve primeras cifras en 2, 3, 7 ni 8, podremos afir­
mar desde luego que todo n ú m e r o que termine en cualquiera de 
estas cuatro cifras no es cuadrado perfecto. Tampoco lo s e r á el 
n ú m e r o que terminando en ceros no entren estos en n ú m e r o par, 
porque los cuadrados de los múl t ip los de 10 tienen un n ú m e r o par 
de ceros en su t e r m i n a c i ó n . 

También deja de ser cuadrado perfecto el n ú m e r o que te rmi­
nando en 6 no tenga 2 como cifra de decenas y una cifra par en 
sus centenas; porque suponiendo el cuadrado de un n ú m e r o cu-
j as decenas fueran d y las unidades 5, se ver i f icar ía que ( d . 1 0 + 
5) i d 2100 + 2 . d . 10 . 5 + 5 : 100+ d . 100+25 y sacando á d . 
100 factor común en los dos primeros sumandos, se ob t end r í a d . 
100(d + l ) + 2 5 ; como el producto de los dos n ú m e r o s consecuti­
vos d y d + i es siempre par y representa centenas, por estar mul ­
tiplicado por 100 ó terminado en dos ceros, .cuyos lugares ser ían 
ocupados por las cifras 2 y 5, al sumar d ( d + l ) . 100 y 25, vemos 
que las centenas deber ían ser en n ú m e r o par, 2 las decenas y 5 
las unidades: Faltando cualquiera de estas cifras de ja r ía de ser el 
n ú m e r o cuadrado perfecto. 

Una fracción crdinaria s e r á cuadrado perfecto de otra cuando 
sus t é rminos lo sean considerados como enteros y t ambién cuan­
do lo fuera el pioducto de dichos t é rminos , porque si suponemos 

A a 
que la f racción ^ fuera cuadrado perfecto de la irreducible ^ , la 
pr imera h a b í a de tener sus t é rminos equimúl t ip los de la segunda, 

A / a \ 2 a 2 . 
es decir, que siendo g ~ l ^ H b 2 ' ê  menor valor de A ser ía a1 y 

el de B ser ía b2; pero si fueran 
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m a2 ^multiplicando ordenadamente A . B = m? a": b % que 

B— m. b'Mcoraprueba lo que antes es tab lec íamos . 
Una fracción decimal s e r á cuadrado perfecto cuando conste 

de n ú m e r o par de cifras decimales y lo sea cons ide rándo la co­
mo entero. En efecto, para que el n ú m e r o decimal m n p q sea 
cuadrado perfecto, puesto bnjo la forma de fracción ordinaria 
^ S r ? constando de n ú m e r o par de cifras decimales que hace 
que el denominador lo sea, es preciso que lo fuera el numerador 
que es el n ú m e r o decimal, abs t r acc ión hecha de su cualidad, es 
decir, considerado como entero. Si el n ú m e r o constase de impar 
cifras decimales, se puede hacer que tenga un n ú m e r o par de 
aquellas agregando á su derecha un cero, pero entonces el nú­
mero no es cuadrado perfecto, porque n ingún entero terminado 
en impar ceros lo es. 

Cubo: es la tercera potencia de un n ú m e r o ó el resultado de re­
petirle por factor tres veces. 

Los cubos de los diez primeros n ú m e r o s son el de: 
1 - I \ Las propiedades particulares m á s iuteresan-
2— 8 i tes del cubo son las siguientes: 
3 - 27 I Teorema i.0 E l cubo de la suma de dos nú-
4 _ 6 4 | meros es igual al cubo del p r imer sumando, más 
5—125 ' el t r ip lo del cuadrado del pr imero por el se-
G—216 | gundo, más el t r ip lo del primero por el cuadra-
7 — 343 do del segundo, más el cubo del segundo suman-
8 - 512 do. Sean(7-f-4) ¿(7- | -4)r(7 4 4) ^ (7-'-f 2.7.4 + 4-). 
9 - 729 (74-4)^.(72+2.7.4.4-4-).7 - f (7,2-i-2.7.4-f 42) 4 ^ 

10 -1000 73-}-2 7:4+427 + 7f4- l -2 .7 .4^f4: l -7M-3.7;4- i -3 . 
7. 4'!-|-4i, conforme se q u e r í a probar. 

Corolario 1.° E l cubo de un n ú m e r o compuesto de decenas 
y unidades es igual al cubo de las decenas más el t r iplo del cua­
drado de las decenas por las unidades m á s el t r ip lo de las dece­
nas por el cuadrado de las unidades, m á s el cubo de las unida­
des. En efecto 2 7 ^ (20-]-7)3=20:,-f 3.20'f74 8 . 2 0 . 7 H 7 ' , ó bien 
27:,= (2.10-f-7;:,=2f lOH3.2.210r7 + 3 2. lÓ.T-f T3 

Corolario 2.° La diferencia entre los cubes de dos n ú m e r o s 
sucesivos es igual al t r ip lo del cuadrado del menor, m á s el t r ip lo 
del menor m á s una unidad. Sean 83- 7:!= (7-f- j)3— 7 : '=7 :,-¡- 3.7'f 
1 + 3 7. V + \ ' ¿ - 73=3. 7. H B . 7 + 1 . 

L a apl icac ión de este corolario nos peí mite hallar el cubo de 
un n ú m e r o inmediatamente menor ó mayor que otro conocido, sin 
m á s que incrementarle en el pr imer caso ó restarle en el segundo 
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el t r ip lo cuadrado (leí, m-jnor m á s e l t r ip lo del iiienor m á s una, uni­
dad. Sabiendo, por -ejemplo^-que 8:f=r)12, hallar los cubos de 7 y 9. 
• i 7 ; !=S :^ . ; ( 3 : ^ - t : a7+d^512- - l ( )9=343 . l •• : • • : • 

H ) ^ 8 : , : + 4 3 ; 8 í + ' 3 , a + l ) ^ 2 4 - 2 1 7 = 7 2 9 . i • : - -
Siendo los carac'teres-dc exelusión del cubo menos usuales que 

los del.cuadrado, soloroiis.iirnarcnios los más principales.Para que 
mi n ú m e r o terminado en c e r o s sea cubo perfecto, es preciso que 
el número de ceros sea múlt iplo de tres, pues siendo el cubo, de 
Uí mi l , p j r c:i;la cero que un n ú m e r o contenga debe tener tres 
SU cubo. *• .... ^ w;.; 5 . \ Í •• -rir. ••• v -r-

Un n ú m e r o entero no puede sei cubo perfecto, si siendo múl t i ­
plo,de 3 no lo és á la vcz de íltó, ú aumentado ó disminuido en 
una un.idad i\o es múl t ip lo de 9, porque siendo todo n ú m e r o de una 

de estas tres formas: 3, 3 4-1 y 34-2=3-^1,, que se reducen á dos: 

3 y 3 t i , para^qm sea cubo perfecto de otro entero h a b r á de ve-

riücMrsc, llamando N al n ú m e r o , que N=33=27,=?9, ó. que N = 

(3+1)^=27+2719+1 = ¿ ± 1 , luego N + l = 9 , que confirma lo ex­
puesto antes, -í' ' -r /y . . 

Una fracción ordinaria se rá cubo perfecto cuando los sean sus 
dos té rminos considerados conio. enteros, ó cuando lo sea el pro­
ducto del nuaierador por el cuadrado del denominador, pues si 

, , ni :- a3 / a\:5; ; ' V p \ 3 p3, A = m . p 3 ' :r ; 
^ y ! : = b ' n ^ b ^ l b j y " i r ^ ( M ) - ( r . ; i : = m . q ^ , y m ~ m 2 

de donde A. l i ^ m ; . 3 píJiqe.i=í=(ni;:p.íqí'^i' r¿ > ; '.í- . ',•• 
Finalmente para que un n ú m e r o decimal -sea cubo perfecto, 

a d e m á s de serlo cxmsiderado como entero debe coiitcner ufí nú­
mero de cilVas decimales múlf iploale tres. 

,,„:,: .CAPT. ,ULa ; l , 4 , r , ] ¿ 

Radicación. ÍJe /Í/.S raices en genera]. Llamarnos raíz ?Í¿ de un 
]:ún,ero ¡V, otro (jii^' e l éyado á la potencia.<lel grado tu reproduce 
el dado. A la-operaclóii cuvo objeto es hallar la raíz de un n ú m e j 
ro só la l láma eMraccton dé raicea ó rad icac ión . 

Pa'ra ifídlPaf qué ha de e x t i ' a é r s e d a rai^-dc c u a l ^ í ^ ^ a ^ ó d é 
un i i ú n i e í ' d ^ d ^ í o c a ' á este bajo 'é l signo y*Tlivhiaé&W^t&d'S-fyí-
presalí^^1 nHim^éi^i-Caínenté él gráclo de lá fá íz óiríák'e'hW l̂̂ ftgu--
lo dé-dicho siga.o, é s c e p t ú a n t l o s e solo el caso dé 
cuád i ' ada ei; e í ^úiVí -p^Me'prcdndirse dél nídícé 'éé^t fhut i t&$i($ . 

general. Para expresar la r ^ í z s é p t i m a ? 4 e . . ^ ^ i f t ^ í ^ í ^ t . ^ ^ ^ 

U 

^ 
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Como no toios los n ú m e r o s son potencias perfectas del grado 

cuya ra íz se quiera hallar, no tolos t e n d r á a ra íz exacta de ese 
grado, luego el problema que generalmente pretendemos resol­
ver es extraer la raíz de un cierto grado exactamente si los n ú ­
meros son potencias perfectas de é!, aproximada en menos de una 
unidad de la especie inferior representada en la ra íz si no son po­
tencias perfectas y con el grado de ap rox imac ión que se marque 
cuando se exprese esta condición. 

Las raices inexactas son generadoras de números incomensurahle*. 
Las reglas generales comunes á toda clase de ra íces , se com­

prenden en los siguientes principios: 
Teorema I.0 La r a í z del grado n de un producto de varios fac­

tores, es igual al producto de las ra íces enis lmu da dichos facto-
n 

res. Seá - / A B . C supongamos que 

V ^ — a ] de donde A B . C = 
V 'elevando á la p o t e n c i a » e s - í ^ 1 ^ ^ b - c " = ( a b.c!" 
^ B = b /tas igualdades se o b t e n d r á : ] ̂  \ * extrayendo la 

V c - c j rtllz M : V A B . C -
u • n n 

a . b . c = / A Z V B T ' / C ' s eoún q u e r í a m o s demostrar. 
Teorenti 2.° L a ra íz de grado n del c o d é a t e da dos c i n t i i i les 

es igual al cociente de las r a í ces enésimas da diah is c m t i 1 idas. 

V A T ^ - establezcamos o no en el teoram i anterior que 
» n n 
í ^ T ^ a A - - a / ^ : B = a n : bn = < a : b)n y extrayendo la raíz n : 
j . > n ii n 
| B = b n ) ^ A " : " B = ^ : ^ V A T V B ^ e prueba el terema. 

C}rolarÍD. Siendo un cociente equivalente á una fracción en la 
que el dividendo es numerador y el divisor denominador, se de-

duce queV̂ VA ̂ -Vl^VB-'h i* del grado « de una 
B — ~ i ^ ' f r a c c l ó n se h a l l a r á mc-

^ / g diante la de t e rminac ión 
de las r a í ces de ese mismo grado del numerador y denominador. 

Raíz cuadrada. Aplicando la definición antes dada diremos que 
la ra íz cuadrada de un n ú m e r o es otro que elevado al cuadrado 
reproduce el propuesto. Y que por lo tanto vamos á proceder á 
hallar fas r a í ces cuadradas exactas de los n ú m e r o s que sean cua­
drados perfectos y las aproximadas en menos de una unidad de 
2o« que no cumplan aquella condic ión. 
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Cousiderarcmos dos casos: 1.° que el n ú m e r o s.ea menor q u é 
100 y 2.° que sea mayor que 100. 

E.n el primer caso la ra íz cuadrada sera menor que 10 puesto 
que este n ú m e r o lo es de 100, c o n s t a r á por tanto de una sola c i ­
fra y se a v e r i g u a r á recordando los cuadrados de los nueve .p r i ­
meros n ú m e r o s . Así 1 2 5 — ^ y V i o es l l l ; iyor cluc 6 y menor que 
7; (5 r e p r e s e n t a r í a la ra íz cuadrada por defecto y 7 por exces0 
de 40. 

Denominamos resto ó residuo de la e x t r a c c i ó n á la 'diferencia 
entre el n ú m e r o y el cuadrado d e l i mayor ra íz contenida en él : 
así cuatro es el resto de la e x t r a c c i ó n de la ra íz cuadrada de 40, 
porque es igual á 4 0 - G-^.40-- 3(5. T.- mbién se puede considei ; r 
el resto por exceso que es la diferencia que existe entre el cua­
drado inmediatamente «upe i io r «t n ú m e r o dado y este; refirién­
donos a l ejemplo anterior 9 es el residuo ñor exceso, pues es igual 
á 7 • ¿ — 4 0 = 4 9 - 4 0 

2.° Caso. Cuando un n ú m e r o es m a \ o r que 10 ) su ra íz , cua­
drada es mayor que 10, c o n s t a r á por lo t into de decenas y uni­
dades y vamos á estudiar en los teoremas que á con t inuac ión se 
insertan el modo de investigar las cifras de la ra íz y conocer por 
consiguiente esta. 

Teorema I.0 La cifra de las decenas de la r a í z cuadrada de un 
n ú m e r o se obtiene extrayendo la raiz cuadrada de las centenas de 
dicho número . 

Representemos por AT un n ú m e r o cuya ra íz cuadrada conste 
de d decenas y u unidades Tcdo n ú m e r o es igual al cuadrado do 
su ra íz cuadrada más el residuo que podemosrepresentarie por r; 
luego Ar-—''d.lO-j-u)'--! r y desarrollando el cuadrado indicado: 
N^=d2.10;3-|-2d.l0.u-f u24-r; se rá pues N^d2 .100 y N < ( d f 1)2100 

y como d2100 y ( d - f - l ^ - i O ^ e x p r é s m nú ñeros exactos do cente­

nas, representando por C las contenidas en N , CC^d2 y C<(d-f -

i)2 y extrayendo la r a í z cu i I r a la de ambas desigu i l d idos 

^ Y V/C<d- | - l> lo que demuestra que la cifra d de las de­

cenas de la ra íz se obtiene de la - /Q , que es lo que p r e t e n d í a m o s 

demostrar. 
Este teorema nos permite descomponer en periodos de á dos 

cifras el n ú m e r o cuya ra íz cuadrada quiere obtenerse, empezan­
do por la derecha. 

Teorema 2.° Si después de restar de un número el cuadrado 
de las decenas de su r a í z cucidrada ss dividen las decenas que en 
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aquel quedan p o r el duplo d é l a s de la r a í z , se ohtiene l a cifra de 
las unidades ó un cociente mayor: 

Sea X óI• 10-í-aj"4-r , que ya hemos, visto que se convierte en 
]ST=:dMiK) • ' - • i i l . l o . n - j - ' i ' - i 1 " ; restemos .de los dos miembros de es­
t á igualdad .d5lQ0, que es el cuadrado de las decenas do la r a í z y 
q u e d a r á N—d2.100—2.di iO.u-Hu^-f r, despreciamos u2 - - r , y .ob-
serVándo que 2d . l0 .u por entrar el factor 10 ' t e r in inar ia en cero 
y ser ía un n ú m e r o exacto de 2.d,u decenas, llamando D las dece­
nas de la diferencia entre N y d2.100, se t n i d r á que D > ó — 2 . d . u y 
dividiendo por 2d;íj>;2d^¿ ó - u, según d e s e á b a m o s demosfrar. 

Ahora bien, una veí^ obtenida la cifra de unidades y no habien­
do restado del n ú m e r o . m a s 'que d'MuO que es el cuadrado de-las 
decenas^ falta por restar 2vcjÍ,l0 u-f-u"2; en cuya suma \ sacando 
factor común á u se obtiene u (2d. . l0-fu; , lo que expresado en el 
l e n g u á g e vulgar quiere decir que una vez hallada la cifra de las 
unidades, de l a . r a í z cuadrada se escr ib i r ía á la derecha del duplo 
de las decenas (pues en la suma 2.d. 10 i u, el primer sumando 
t e r m i n a r í a en un cero^cuyp Ijigar o c u p a r í a la cifra u) y.-el nú­
mero así formado se mul t ip l i ca r í a por 'd icha cifra de unidades, 
restando el producto de la diferencia que hubiera quedado entre 
el n ú m e r o y el cuadrado de las de-cenas de \ $ ra íz . Cuando esta 
difereiieiano pueda efectuarse, la cifra dé las anidadas es mayor 
que la verdadera y h a b r í a que i r l a rebajando unidades hasta ha­
l l a r la cifra que fuepa buena; pero, si .por el contrario, después 
de restar aquel producto la diferencia ó residuo es mayor que el 
duplo de la r a í z m á s una Unidad, la cifra es menor que la verda­
dera y h a b r í a que aumentarla unidades hasta encontrar una cuyo 
resto no excediese del duplo de la citada ra íz , porque siendo la di ­
ferencia entre los cuadrados de dos n ú m e r o s sucesivos igual al du­
plo del menor m á s una unidad; siempre que e l resto fuera mayor 
q u é el duplo de la ra íz , el n ú m e r o ser ía mayor que el cuadrado 
de la cantidad inmediata superior á aqué l l a . 

Vamos á aplicar los anteriores principios á la ex t r acc ión de la 
ra íz cuadrada de 5834. Por ser este n ú m e r o m á y o r que 103 su 
ra íz c o n s t a r á de decenas y unidades y como según el teorema l'.Q 
la ra íz cuadrada de las 58 centenas d a r á la cifra de las decenas 
de la r a í z , vemos que esta.no puede ser otra.que 7, cuyo cuadra­
do es el mayor contenido en 58; elevemos 7 al cuadrado y s e r á 
4'.), y como 7 pertenece al orden de decenas t e r m i n a r á en un ce­
ro y su cuadrado en dos, es decir que h a b r á que restar de .5834, 
4900, siendo la . diferencia 934. Según lo expuesto en ei ' teorema 

http://esta.no
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; 9 34 
( 2 d . l 0 - f u)u—8 76 

76 (d . lO-fu) (raíz) ' \ ha1)rá que separar' 
j las 9> decenas de la di -

í 4 6 x G . M l . l 0 ^ u ) > < u V f é r e n ^ ^ clividitlas 
í por 14 duplo lie la ci-
^ fra 7 hallada en la ' r a íz ; 

el cociente es G; luég'ó 
esta es la Cifra de unixlades, que para comprobarla hemos de es­
cr ib i r la á la derecha del diq^lo de l a ra íz forniandose el JI u- 141) 
que mul t ip l icado pór c s a c i í ' r a nos dá el duplo de decenas por 
unidades m á s el cuadrado de unidades, representado por 876 = 
1 4 0 x 6 - [ - 6 x 6 , y que restado de la diferencia 934 antes obtenida, 
nos^deja el-residuo 58^que;es bueno; La faíz de 5 8 M será pues 76 
y el residuo 58. L a operac ión se dispone^ en la forma que iqás 
arr iba lo dejamos hecho, si bien en la p r á c t i c a se prescinde de 
los Ceros que siguen al 49 y dei las anotaciones que-, á7íin de que 
se cbmprehda mejor la operac ión , hemos puesto. 

Si ei í i ámero cuya ra íz cuadrada se quiere hallar tuviese nMs 
de dos periodos, so ba jar ía á Continuación del'resto el tercer ' pe­
riodo, considerando como decenas la ra íz o-btenida y proced iéhdo 
por razonamiento aná logo ál qué hemos hecho para hallar la cifra 
6, á buscar la que en este caéo seria de las unidades y- coinpro-
báñdo la luego en forma igual á la antes empleada se e n c o n t r a r í a 
el residuo ó se con t inua r í a de la misma manera la ope rac ión has­
ta haber empleado todos los periodos en que hubiese sido des-com­
puesto el n ú m e r o . Puede establecerse en vista de la operac ión 
antes efectuada l a siguiente regla p r á c t i c a : 

Para extraer la ra íz cuadrada de un n ú m e r o mayor que 100 se 
le descompone en periodos de á dos cifras empezando por la de­
recha, pudiendo tener dos ó una el primero de la izquierda. He­
cho esto se extrae la ra íz cuadrada del primer periodo de la iz-~ 
qüferdáj obteniéndose la cifra de orden süper ior de la ra íz , esta 
cifra se eleva aí cuadrado, el cual se resta del primer periodo. 
A cont inuac ión del resto obtenido se escribe el segundo periodo, 
separando del n ú m e r o formado la cifra de la derecha y dividiéii-
do lo que queda á la izquierda de esta por el duplo de la ra íz ha­
llada; el cociente de esta división nos d a r á la-segunda cifra de la 
ra í? ; la cual se escribe á con t inuac ión del duplo de la cifra antes 
obtenida para la ra íz , el n ú m e r o asi constituido se mult ipl ica por 
dicha segunda cifra restando el producto del n ú m e r o formado por 
el primer residuo y el segundo periodo. A l resultado de esta sus­
t racc ión se le escribe á la derecha el tercer periodo, separando 
la cifra de las unidades y dividiendo el total de las decenas por. 
el duplo del n ú m e r o formado por las dos cifras de que ya consta 
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la IMÍZ, escribiendo á la derechi de este n ú m e r o el cociente q u é 
se obtenga y multiplicando el que se forme por la tercera c i f r a , 
restando el producto de la .segaad i diferencia seguida del tercer 
periodo. Bajando á la derecht dél reiidub el c u i n o periodo y 
continuando la operac ión de mo lo idént ico al artes expresado 
hasta apurar k n periodos ea qae s3 h ib ie ra doscompuosto al nú­
mero. A p l i c a n i o la regla á u i ejemplo y o nitiendo el razona­
miento por lo muy repe t í lo que va ya, sea 

2504 l i a r e u o i observar que si las decenas 
del n ú a i e r j que se forme poniendo á la de-

V 6.27.28.54 
4 
m 7 
225 
• 22 83 4 

20 01 G 

4 5 x 5 rec;ia de un resto el p e r í o l o q m corres­
ponda bajar no contienen al duplo d é l a raíz 

y . ^ halla da, la cifra cero r e p r e s e n t a r á el or-
^ O l l i ^ei1 c'or're3Pollciiente á este per ío lo en la 
0 ' r a í z , ba jándose á continu icióa el per íodo 

2 83 8j siguiente y gudiendo utilizar el duplo antes 
hallado para la ra íz sin m á s que a ñ a d i r un cero á su derecha. 

•La simple o b s e r v a c i ó n hace ver que la ra íz c o n s t a r á de tantas 
cifras como per íodos tenga el n ú m e r o . 

Praabas. Se comprueba la ex t r acc ión elevando a l cuadrado 
la raíz é incrementando á este c*on el residuo, si el n ú m e r o re­
sultante es igual á aqué l del cual ha si lo e x t r a í d a la ra íz , la ope­
rac ión e s t a r á bien hecha, de lo centrarlo h a b r á que rectificarla. 

También puede comprobarse por medio de los restos eligiendo 
un divisor en que como el 9, el 7 ó el 11 se opere con todos los 
n ú m e r o s . Para ello se averigua el resto de la ra íz con re lac ión 
al divisor elegido, se le eleva al cuadrado, se le a ñ a d e el resto 
del residuo respecto al mismo divisor, se descuentan los múl t ip los 
de este que contengan y el resto final debe ser igual al que re­
sulte de la c o m p a r a c i ó n del n ú m e r o caya raíz se h i e x t r a í d o , 
con el divisor fijado. Aplicando esta prueba al anterior ejemplo 
vemos que el resto de la ra íz coa respecto al divisor 9 es 2, su 
cuadrado 4, el resto del residuo es 3, sumados este y el anterior 
dan 4-|-3==7, que es el mismo que deja el n ú m e r o 6,272,834 con 
respecto al divisor 9. 

Raíz cuadrada da Ia5 fra33Í3;i33. Consideremos tres casos: 1.° 
que la fracción es té form vía por n ú m e r o s que sean cuadrados 
perfectos; 2.° que el denominador sea cuadrado perfecto y el nu­
merador no; 3.° que .magano de los dos t é rminos lo sea: 

1.° En el corolario del teorem i 2.° de las raices en general, 
hemos demostrado que para extraer la ra íz de grado enés imo de 
una fracción se extrae la ra íz de ese mismo grado de sus dos té r ­
minos, aplicando este principio se d e m o s t r a r í a que l a ra íz de una 
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fracción cuyos t é rminos sean cuadrados perfectos se p á r t e l a ra íz 
cu i d ra 3 i del na nsrado; por la del denominador. Pero t amb ién 

puede pi'obnrse directamente. Sea . | " ) la ra íz ha de 
1 F i b'2" y \ h / , 
ser una cantidad ta l que al .ele varia-al cuadrado reproJuzc i la 
subradical y en este caso no puede ser otra que ^ quecumple las 
condiciones enunciadas, por ser a = 1/^1 y b— k j ^ * 

2. ° Cuando el denominador sea cuadrado perfecto y no lo sea 
el numerador se extrae la ra íz aproximada de és te y se parte por 

la exacta de aquel; así viendo la fracción sabemos que -y g'J 

" 1 luegol- <• 02 <- a'-. pudiéiTdose tomar como ra íces aproxi-

madas :i/s y 'V's la primera por defecto y la segunda por exceso y 
de fe renc iándose cualquiera de el!; s de la verdadera en i L e n ó s 
de % 

3. ° No siendo ninguno de los dos t é rminos de la fracción cua­
drado perfecto es necesario conseguir que el denominador lo sea, 
toda vez que no puede considerarse dividida la unidad en un nú­
mero incompleto de partes, para conseguirio sin alterar el valor 
de la i racc ióñ se pueden muaip ' icnr los dos t é r m i n o s d e esta por los 
factores que le falten al denominador para ser cuadrado perfecto^ 
es decir, para que los exponentes de dichos factores ¡sean pares. 

Ejemplos: 13 13 Í 1 3 . 3 . 5 . 7 I 1 3 . 3 . 5 . 7 

V 1365 

/ 3 7 8 0 v 223 B 5 . 7 i / 2 2 3 4 5 2 7 2 1 / ( 2 . 3 2 5 . 7 ) 2 
ñ. 36 , S 

1365>63V | 6 _ _ d x l l V 6 G > r r " ' 

2 . 3 2 5 . 7 y m < ^ y n V I K ^ 

La ra íz cuadrada de los n ú m e r o s decimales se extrac del mis­
mo modo que la de los enteros, con la sola diferencia de tener que 
completar los grupos ó periodos de cifras decimales de modo que 
no resulte nir guno conteniendo parte entera y decimal, pues en­
tonces habr á una cL'ra en la ra íz cuya especie no podría deter­
minarse, y teniendo presente que por cada grupo decimal hay 
que separar una cifra en la r a í z , con t ándose de derecha á izquier­
da, puede a í iad i r se a lgún cero para hacer que las cifras decima­
les entren en n ú m e r o par. Reside el fundamento en la transfor­
mac ión siguiente: 



• íü'i.-a 4(;->53 ^ 4(5-253 ;u<~ f r ^ J (>•'.!;; - • • =Y7.7,=>2-ig que consta: do, 
^10000 v 10'' 10- 100 

tantas o i iras decimales como grupos de á dos conleii ía el nú i r . e roS i 

hubiera sido v V W ^ 1 o '3540-=^^== - ) = i O Ü = ¿ 

Nó podr ía c o u s é r v a r s c el n ú m e r o 0^354 porque su denominador, 
h a b r í a sido 1.000 qué nó es cuadrado perfecto. 

Raíz cuadrada con aproximación. H a l l a r la r a í z cuadrada de un 
n ú m e r o con un error menor que una e n é s i m a parte ele la unidad 
es l ia l 'ar el mayor n ú m e r o de enés imas cuyo cuadrado es té con­
tenido en el n ú m e r o dado. 

Teorema 3.° Pura extraer la ra íz cuadrada un número con un 
error menor que - hada mul t ip l icar al número por n , extraer la 
ra íz cuadrada del producto y poner á esta el denominador n. 

¡Sea extraer la v'578 en menos 016 'Z- Y represonteuiDS por x el 
mayor n ú m e r o de sépirmOs^contenido en dicha r a í í , se ver i f icará 
que . ' 

••. J :>o :.-1 v elevando ni | r o - , f .XJ - l 5. 
j ' - V O T H ^ 7 - cuadrado i 7 7 < ^ S < - 7. A mul t ip l i - • 

caiVdo por 7-, extrayencio Uir.iíz cuadrada y diy.iJib ido por 7 : 
^ •V/'o78 l'1 ^ í ^ " -•- . . . / . ' 
- <'. ' — < — 7 ' ~ v es claro que imbiehdo si !o 7 • n, c^n las 

"> 7 .. ' * ; . , ' 
mismás operaciones h a b r í a m o s llegado á la siguiente desigualdad-

<- _ < , que confirma el enunciado del teorem.i. 
11 n 11 

Ccrolcrio. Pi ra ( x t i rer la ra íz cuadrada de un i úmero con 

.i(!;.d ('ecinml del o\\Wu enésimo (U)11) un error rr.ei or que una ui..„ 

hasta mu ' l ip l i ca r al n ú m e i o i or el (Uí drrdo f'e 1( " r x t u er la 
rniz cu; di ; da ('el p 0('i!< ío y r ( ]•; i (;i en ctVc n e i l i r s r rci inales , 
que equivale ú 'dividir |?or ÍC^'á dicha raíz Kn ( f(nio, si ir ; tjimos 
de e x t r a ó r la ^ ^ f * con error menor que 0 01 ob'sVrva.|tt¡óqne (' n i 

. 1 1 

" r O O ^ l O - ' & r ^ ^ '0 ^ ' ^ • 0 (11 cl ai Icrior l ee i tma Inibrá que 
íttüHip-iicaí k SBOxClO '^ iü^SÓxiO* , e x t r a e r l a ra íz de es té pro­
ducto y div id i r la por 102 La operac ión prcictica ser ía : 
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V 2.36.00 O'J 
136 

1100 
19100 

0704 

15^36 < ^236 < 1 5 í 3 7 desigualdad que prue­
ba que cualquiera de los dos n ú m e r o s 15^36 
ó 15'37 pueden tomarse como valores de la 

2 5 x 5 
3 0 3 x 3 
3 0 6 6 x 6 y ' c o n error menor que 0^01. 

Si el n ú m e r o cuya ra íz aproximada quiere hallarse fuera frac­
cionario ó decimal se procede de a n á l o g a manera, sin m á s que 
efectuar la división del producto del numerador y la aproxima­
ción por el denominador antes de extraer la r a í z ó separar las 
cifras decimales, según el caso. Si la a p r o x i m a c i ó n fuera decimal, 
se r e d u c i r í a la fracción ordinaria á decimal calculando duplo nú­
mero de ceros de los que se pidan en la a p r o x i m a c i ó n , y si la 
fracción es decimal se a ñ a d i r á n los ceros necesarios hasta tener 
tantos per íodos decimales como cifras de esta especie se pidan en 
la a p r o x i m a c i ó n , ó despreciando las cifras que sobrasen si constase 
aqué l de m á s que las necesarias. En los ejemplos que ponemos 
á con t inuac ión van expuestas las formas de proceder en cada 

caso. 
5 rp A 5 x 9 2 , 

V'7 J ^/ 7 

-58= 7 -
:9 

V 0'43 E < y 2 7 , 6 2 
8 2 52 

48 

5'2 5' 2 

1 0 2 ^ 2 , 8 

I 7 
E 

1 
<100= =o-oi 

6 
- = 0 < 8 5 7 

0 í85 .71 
471 

107 

5*34258, E ^ O O l 

5 '34258=2'311 

o'34.25.80 

1 34 
0525 

64805 
1859 

I 0*92 * 
1 8 2 x 2 | 

2*311 

4 3 x 3 _ 
4 6 1 x 1 
4621X1 

6 
: = 0*92 

0*832596425 E < 0*001 

0 m 2 6 y 9 6 | 0*912 

2 ^ 9 6 1 1 8 2 ^ 2 l;/0'8326964=0'912 
0852! 

C A P I T U L O 15. 

i < A l y . o i ; 1 5 1 o A 

L a raíá; cúb ica de un n ú m e r o es otro n ú m e r o que elevado al cu-

7 ^ 
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bo reproduce el primero. Como hemos visto,no siendo todos los nú­
meros cubos perfectos, tampoco t e n d r á n ra íz cúb ica exacta, lue­
go el problema que en esta teor ía nos proponemos resolver es la 
ex t r acc ión de la ra íz cúbica exacta de los n ú m e r o s que sean cu­
bos perfectos ó la aproximada de los que no cumplan esta con­
dición. 

Lo mismo que en la ex t r acc ión de la ra íz cuadrada, tenemos 
que considerar en la cúbica dos casos: 1.° que el n ú m e r o sea me­
nor que m i l y 2.° que sea mayor que esta cantidad. 

Caso 1.° Siendo el n ú m e r o menor que 1.000, su ra íz cúbica se­
r á menor que 10, constando por consiguiente de una sola cifra, 
para hallar la cual basta recordar los cubos de los nueve prime­
ros n ú m e r o s . E l resto ó residuo de la ex t r acc ión es la diferencia 

entre el n ú m e r o dado y el mayor cubo contenido en el. l//§43 = 7 
3 

y yQifr va r í a entre 8 y 9, pudiendo ser el primero de estos nú­
meros la ra íz cúb ica por defecto de 615 y el segundo su ra íz cúbi­
ca por exceso, siendo, en el pr imer caso el residuo 615—512= 
103, y en el segundo 729—616=114. 

Caso 2.° Cuando el n ú m e r o cuya ra íz cúb ica quiera extraerse 
sea mayor que 1000 aquella se rá mayor que 10 constando de de­
cenas y unidades y para determinarla se precisa el conocimiento 
de los teoremas siguientes: 

Teorema 1.° L a cifra de las decenas de la r a í z cúbica de un nú­
mero se obtiene extrayendo la r a í z cúbico de los millares de dicho 
número . Sea en efecto, N un n ú m e r o cuya ra íz cúbica conste de 
d decenas y u unidades. Siendo el n ú m e r o igual al cubo de su ra íz 
cúbica m á s el residuo, N = ( d . 10-f u ) H i = d 3 1 0 C 0 + 3 d 2 100. u f 
3 d . 10 . u -fu3-f-r, prescindiendo de lo que sigue en este ú l t imo 
t é rmino de la igualdad al pr imer sumando, se t e n d r á NCd.3 1000 
y N<(d-f-l")? 1000 y como los segundos miembros de estas desi­
gualdades son n ú m e r o s exactos de millares, representando por M 
los que iVcontenga, se ve r i f i ca rá que M-T d:j y M < ( d - f l ) : 1 y ex-

3 . = 3 ' 
trayendo la ra íz cúb ica : l / ^ i > d y |/ ^ < d - | - l , no pudiendo con­
tener la ra íz cúb ica m á s decenas que d con lo cual queda demos­
trada la proposic ión. 

Mediante lo que se deduce de esta demos t r ac ión , se efectúa la 
descomposición del n ú m e r o cuya ra í z cúbica quiere hallarse en 
periodos de á . t r e s cifras, principiando por la derecha, ó sea por 
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h u unidades interiores, y pudiendo contener tres, dos ó una cifra 
el pr imer periodo de la izquierda. 

Teorema 2.° Si después de restar de un número el cubo de las 
decenas de su ra íz cubica, se dividen las centenas que en aquél 
queda?! por el t r ip lo cuadrado de las decenas de la r a í z se obtiene 
la cifra de las unidades de esta ó un cociente mayor. Sea N = ( d . 
10-|-u);f i-r, que como hemos visto en el teorema anterior se con­
vierte en N=d;! . 1033-f-B di 103 u - f 3 d . 10 . u2-|-u:f-i-r; restemos de 
los dos miembros de esta igualdad d : í l 000 y se r e d u c i r á á N—d;' ' 
1000=3 d2100 . u-[-3d . 10 . u2-f-u3-|-r, despreciemos lo que si­
gue en el segundo miembro al pr imer sumando 3 d2.100 . u y ob­
servando que por entrar 100 en este producto s e r á un n ú m e r o 
exacto de centenas y representando por C las unidades de este or­
den contenidas en la diferencia N—d? 1000, se ver i f icará que 
3 d2 u y dividiendo por 3d2 ambos miembros de la desigualdad: C : 
3 d ' ^ U ; que es lo que q u e r í a m o s demostrar. 

Una vez hallada la cifra de las unidades y habiendo restado 
del n ú m e r o solamente el cubo de las decenas, falta que segregar 
de aqué l el t r ip lo del cuadrado de las decenas por las unidades, 
m á s el t r ip lo de las decenas por el cuadrado de las unidades m á s 
el cubo de unidades y lo que después quedara cons t i tu i rá el 
residuo. Pero 3 dMOO.u-j-S d.10 u ' + u ^ u ^ d2100f 3 d.lO.u hu2) 
y sacando nuevamente el factor común u que hay en el se­
gundo y tercer sumando del pa rén t e s i s , Ge obtiene: u(3d2.100-|-
(3 d. l0 .u- | -u)u); lo que traducido al lenguaje común quiere de­
cir que obtenida la cifra de las unidades se escribe á la dere­
cha del t r iplo de las decenas multiplicando el n ú m e r o así 
formado por la expresada cifra y s u m á n d o el producto al t r i ­
plo cuadrado de las decenas seguido de dos ceros (ó corriendo 
aquel producto dos lugares á la derecha) se vuelve á m u l ­
t ipl icar la suma obtenida por la cifra de las unidades y si se 
puede restar el producto de lo que en el núa^ero quedó después 
de segregar el cubo de las decenas, dicha cifra de unidades es 
buena; de no poder restarse ser ía esta mayor que la verdadera 
y hab r í a que rebajarla unidades hasta encontrar una que some­
tida á las operaciones dichas cumpliese la expresada condic ión. 
Si no solo pudiera restarse el n ú m e r o antes obtenido, sino que el 
resto que dejara fuera mayor que el t r ip lo cuadrado de ia ra íz 
hallada m á s el t r ip lo de dicha ra íz , la cifra de las unidades ser ía 
menor que la verdadera y h a b r í a que incrementarla unidades 
hasta que se obtuviera una que dejara un resto menor que la su­
ma del t r ip lo de la raiz con el de su cuadrado. Que no debe llegar 
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el resto al valor del t r iplo cuadrado de la ra íz más el t r iplo de esta, 
se deduce de que la difererencia entre los cubos ele dos n ú m e r o s 
consecutivos es igual t ipio cuadrado del menor m á s el t r iplo del 
menor m á s una unidad, si el resto excediera de aquella cantidad 
nos d e m o s t r a r í a que en el n ú m e r o e s t a r í a contenido el cubo de 
otra ra íz mayor que la hallada. 

Procedamos á la ap l icac ión de los anteriores principios extra­

yendo la l/'gg ggg Según lo dicho en el teorema 1.° la cifra de 
las decenas de la ra íz cúbica se e n c o n t r a r á extrayendo la ra íz de 
este grado de los 98 millares del n ú m e r o dado y como el mayor 
n ú m e r o cuyo cubo es tá contenido en 98 es 4, esta s e r á la cifra 
de las decenas de la r a í z . Si de 98396 restamos el cubo de f4.10) 
l a diferencia s e r á de 3439G, en la cual para buscar la cifra de 
unidades de la ra íz hay que separar conforme á lo dicho en el 
teorema 2.°, las centenas, que son 343 y dividirlas por el t r ip lo 
cuadrado de 4 que es 48; pero este cociente que es 7, escrito á la 
derecha del t r iplo de las decenas, multiplicando por el n ú m e r o 
formado (127x7) y sumando el producto (889) con el t r ip lo cua­
drado de las decenas seguido de dos ceros, dá como suma 5689 que 
mult ipl icada por 7 es igual á 39823 que no puede restarse de 34396, 
por cuya r a z ó n hay que rebajar al 7 una unidad sometiendo el 
n ú m e r o 6 que resulta á las operaciones que antes hicimos con 
7, dándonos como producto definitivo 33336 que puede restarse 
de 34396, por cuya r azón la cifra 6 es buena para las unidades, 
siendo el resto final 1080 que cumple la condición de no exceder 
a l t r ip lo cuadrado de la ra íz m á s el t r ip lo de la misma. L a ra íz 
cúbica de 98396 aproximada en menos de una unidad es pues 46. 
Se dispone la ope rac ión p r á c t i c a como consta á la izquierda y se 
puede dar la siguiente regla p r á c t i c a : Para extraer la ra íz c ú b i -
3 

~ 46 98.396 
64 000 
343̂ 96 
333 36 

• 1060 
3 

V98396 
64 
343,96 
333 36 
^lóeo 

3X42 

46 

48 (3x4= 
756 

=12), 126x6=756 

5 5 5 6 x 6 = 3 3 3 3 6 

48 126x6 
756 

5556x6 

ca de un n ú m e r o 
mayor que 1000, 
se divide en 'pe­
ríodos de á tres 
cifras, empezan­
do por la derecha, 
pudiendo conte­
ner una, dos ó t r e s 
el primero de la 
izquierda; se ex­
trae la ra íz cúbi ­
ca del pr imer pe-
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riodo de la izquierda y la cifra que se obtenga se r á la del orden 
m á s elevado de la ra íz ; se resta el cubo de esta cifra de 
dicho primer per íodo y á con t inuac ión de la diferencia se escribe 
el segundo per íodo separando las dos cifras de la derecha y 
dividiendo lo que queda á la izquierda del n ú m e r o formado por el 
t r iplo cuadrado de la primera cifra de la ra íz escrito, á este efecto^ 
á la derecha de la l ínea que separa al n ú m e r o de la ra íz y debajo 
de és ta , la cifra hallada para el cociente se coloca á la derecha del 
t r ip lo de la raíz multiplicando el n ú m e r o que así se forma por la 
expresada cifra y sumando el producto con el t r iplo cuadrado de 
la ra íz , como si estuviera éste seguido de dos ceros, es decir corrien­
do aqué l dos lugares á la derecha, á lasumaobtenidase lamul t ip i i -
ca por la cifra ú l t i m a m e n t e hallada, restando el producto del n ú ­
mero que se formó con el resto del primer per íodo y el segundo de 
éstos. A la derecha del nuevo resto se baja el per íodo siguiente y 
para hallar la nueva cifra para la raíz se procede de a n á l o g a ma­
nera á como se ha dicho para la segunda^ sin otra part icularidad 
que la de poder obtener el t r ip lo cuadrado de la raíz hallada su­
mando el cuadrado de la ú l t ima cifra con el t r iplo de la pr imera 
por el cuadrado de la segunda m á s el n ú m e r o que se obtuvo de 
sumar á éste el t r ip lo cuadrado de la primera cifra. Se con t inúa 
el procedimiento expuesto hasta haber utilizado todos los per ío­
dos en que fué descompuesto el n ú m e r o dado. 

Cada pe r íodo del número debe producir una cifra en la r a í z y 
por lo tanto cuando añad iendo á la derecha de un rento el periodo 
siguiente no contenga el número de sus centenas a l t r ip lo cuadra­
do de la ra íz , la cifra correspondiente se rá cero. 

En la p r á c t i c a se adoptan formas diversas para algunas opera­
ciones^ por cuya r a z ó n y solo á t í tulo de curiosidad, sin comentar 
las ventajas ó inconvenientes que presenten las damos á conocer, 
realizando un ejemplo con cada una. 

V 15.6125 
8 
76,25 
76 25 _ 

o" 

25 i 3x22x5 . . . 60 centenas 
3 ^ 7 7 7 ^ " )3x2x52 . . . 150 decenas 

i 5;i, . . . 125 unidades 
' 7625 
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^14.716.125 
8 

"67,96 
147 Te 
138 24 

8 921,25 
14.716.125 
14 716.125 

245 
12 . . . . . 4 < 24: : 13824 

1728 5-245:,=-14,7U).125 

0 

V 14.761.125 245 

6716 
5824 
8821,26 
8821̂ 25 

O 

12 64x4 
256 

1456x4 
16 

1728" 725x5 
3625 

Pruebas. Se comprueba la extrac­
ción de la ra íz cúbica de un n ú m e r o 
e l evándo la a l cubo y s u m á n d o l a el 
resto, el n ú m e r o resultante debe ser 
igual á aquel cuya ra íz cúb ica lie­
mos e x t r a í d o . 

También se puede someter esta 
ope rac ión á la prueba de los restos 
hallando el de la ra íz , e l evándo le al 

176425x5 
cubo; sumándo le a l resto del residuo de la ex t r acc ión y descontan­
do los múlt iplos del divisor elegido, se debe obtener un resto igual 
a l que deje el n ú m e r o dado a l compararle en el mismo divisor. 
Así en la e x t r a c c i ó n de la v^98396' ê  resto de la ra íz es., con res­
pecto al divisor 9,4-f 6=10,10—9==l,l3-f-7 que es el resto del re­
siduo, es igual á 8, resto que se obtiene t ambién comparando 
98396 con el divisor 9_, lo cual demuestra que se había efectuado 
bien la ope rac ión . 

Raíz cúbica de las fracciones. Consideremos tres casos: 1.° que 
la fracción sea cubo perfecto de otra; 2.° que siendo cubo perfec­
to el denominador no lo sea el numerador y 3.° que ninguno de 
los dos t é rminos sea cubo perfecto. 

1.° Aplicando el corolario del teorema 2.° de las ra í ces en ge­
neral,, h a b r á que hallar la fracción que elevada al cubo dé el va­
lor de la propuesta, lo que se consegu i r á extrayendo la ra íz cúbi­
ca exacta del numerador y dividiéndola por la del denominador. 

En efecto: ^ - = 3 ! ñ ^ l Ejemplo 
Vb* V \ h ' b V512 VS* / \ 8 / 

3 
5 

V512 
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2.° En el caso de que sea cubo perfecto el denominador, se 
e x t r a e r á la r a í z cúb ica aproximada del numerador, pa r t i éndo la 

por la exacta de aqué l . T r a t á n d o s e de hal lar la 3j248 como 

^ 248 31248 7 se pUe(jeil tomar como valores aproxi-
< 7 9 1/729 9' 

mados los t é rminos extremos de la l imitación anterior que dife-
ren d á n d o s e entre si en '/g, se diferencian del valor exacto de di­
cha ra íz en menos de '/n-

3.° No siendo ninguno de los dos t é rminos de la fracción cubo 
perfecto hay que hacer que lo sea el denominador sin que el va­
lor de aquella altere, por la cons iderac ión expuesta al t ratar de 
este caso en la ra íz cuadrada, lo cual se consigue fác i lmente mul­
tiplicando á los dos t é r m i n o s de la f racción por los factores nece­
sarios para que los del denominador tengan exponentes múl t i -

p l o s d e 3 . AS¡: ^ ^ [ ^ l ^ ^ ^ J ^ Z j l 
V 1200 V 2?3?53. 2 2 3 . 5 60 

La ra íz cúb ica de las fracciones decimales se extrae de modo 
aná logo á la de los enteros, sin otra diferencia que la de tener que 
completar los grupos de las cifras decimales, de modo que la par­
te decimal conste de un n ú m e r o exacto de ellos y que no puede 
haber n ingún grupo en que entren parte entera y decimal, pues 
no se le podr í a asignar especie á la cifra que en la ra íz se origina­
ra por este. Tal t r an s fo rmac ión obedece á los sencillos principios 
aplicados á la siguiente igualdad: 

V 2 & 3 8 i 6 = v 2 G ' 3 8 Í 7 0 0 = 3 \26384700= 3 \2!63847(XW 26384700 

V1000000 V io2"-3 10a 
Hallada la ra íz del numerador, que es decimal, cons ide rándo le co­
mo entero, pero completados los per íodos decimales, se le divide 
por la unidad, seguidade tantosceros como per íodos de á trescifras 
decimales c o n t e n í a el n ú m e r o . Si se hubiera conservado el n ú m e r o 
26í3847 a l ponerle como denominador la unidad seguida de ceros 
esta no h a b í a resultado cubo perfecto y para conseguirlo ha sido 
preciso completar las cifras decimales hasta que resultara un nú­
mero de ellas n.úl t iplo de tres. 

Raíz cúbica cm aproximación. Teorema 3.° Pa ra extraer la 
r a í z cúbica de un número en menos de •••• hay que mult ipl icar al nú­
mero por n*, extraer la ra íz del grado indicado del producto y po­
nerle á és ta como denominador á n 
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3 

Sea extraer la YJQ en menos de '/o representando por x el nú­
mero de novenos contenidos en la expresada ra íz , se ver i f icará que 
x & , x - f - l x3 „ 

( < V 76 < ^ ~ K ~ ) elevando al cubo esta l imitación ^ < 76 < 

X ^ ' ' mul t ip l i cándola por O3, x3 < 76.93 < ( x - j - l ) 3 y extrayen-

3 
do la ra íz cúb ica : x < V 7 6 . 9 * < x + l , encontrado el valor de x^ 
efectuando la r a í z cúb ica del producto de 76x93, solo h a b r á lue-

38 3 _ B9 
go que dividir le por 9, así <.Vr¡<6 W-

9 9 
Si el n ú m e r o hubiera sido A y el grado de a p r o x i m a c i ó n dado n 

x a A n3 x-j- l 
/—— < — - — , que confirma la propos ic ión . 

11 v n n 
Corolario. Para extraer la ra íz cúbica de un n ú m e r o con un 

error menor que la unidad decimal del orden enésimo bas­

ta mult ipl icar al n ú m e r o por 10Bn, extraer la ra íz cúbica del pro­

ducto y d iv id i r la por 10n, ó sea separar de su derecha n cifras de­

cimales, con lo cual sus unidades inferiores se rán del orden pe­

dido en la a p r o x i m a c i ó n . No hay m á s que aplicar el teorema an­

terior y haciendo que n se convierta en 10a v se t end r í a que X 

3_ x + l 
< \ / \ < —:—, elevando al cubo y multiplicando por 10;!" x3 

^ l O 
< A . 10Bl1 < ( x + l ) 3 y extrayendo la ra íz cúbica y dividiendo 
luego por 10n, queda x_ < ^ A.10to x-f-1^ qUe confirma el 

10.n 10n 10a 

enunciado. Ejemplo: extraer la ' 42 con un error menor que O'Ol 

_ 1 ; ' K {' 
IQQ, h a b r á que extraer la T 42xl003 1 420OC000 y separar 

luego dos cifras decimales en la ra íz . Resu l t a r í a pues 3̂ 47 < v'42 
<3Í48 y como 3^48—3^7=0^01 el error cometido al tomar cual- „ 
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3 
V 42.000.000 

27 
150.00 
123 04 
"26960, 
24779 

""2180 

00 
23 
77 

3̂ 47 
27 
376 

94x4 

3076x4 
16 

3468 
7189 

1027x7 

353989x7 

quiera de estos dos n ú m e r o s co­
mo r a í ce s cúb icas de 42, se apro­
x iman á la verdadera en menos 
de 0^01. 

Si el n ú m e r o cuya ra í z aproxi ­
mada quiere hallarse fuera frac­
cionario ó decimal se procede 
de manera a n á l o g a sin m á s que 
efectuar la división del produc­

to del numerador y la ap rox imac ión por el denominador ó tener 
en cuenta las cifras decimales, según la clase de f racción. Si la 
f racción, cuya ra í z aproximada se desea en menos de una unidad 
decimal,fuera ordinaria se r educ i r í a á decimal calculando el t r i ­
plo n ú m e r o de cifras decimales que las pedidas en la r a í z ; pero si 
fuera decimal b a s t a r í a considerar un grupo de á tres cifras de es­
ta clase por cada una de las que en la a p r o x i m a c i ó n se pidieran, 
a ñ a d i e n d o ceros si no alcanzaban las cifras dadas ó despreciando 
l&s que excediesen de las necesarias. Por la sencillez con que es­
t án hechas las operaciones que á con t inuac ión insertamos, no 
creemos preciso dar explicaciones detalladas para aclarar en ca­
da caso el modo de proceder. 

V 
3, E < ' j . 1 3 X 7 ^ 3 X 3 4 3 ^ 1 1 0 2 9 ^ 1 V ^ S , E < 1 
5 M - / 5 V 5 i / 6 ^ 3 

V/0'23x3s=V6<210==r8=o'6 3 |4; E < 0^01 4 =0^363636 
3 V i l 11 

_ 0 3 
s| 4 =V0,363636=071 V ^ f d M E -cCO'Ol 

V 0Í363636 
20636 
5725 

Q'71 V 4*793.200 
147 211X1 37.93 

211 6 972.200 
14911X1 515 68 

VOS 
3 36X6 
216 
516x6 
36 

768 488x8 
3904 
B0704X8 

13 
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3 3 

V4'7932 = 1'68 ^ 3784269532Í E < 0^1 

^ 3^8 43 
2 8,43 

4 68 

1% 3 _ 
3 3 5 X B 17 3^482695 ^ V b 
175 
476XB 

C A P Í T U L O 16. 

SISTEMA MÉTRICO DECIMAL 

En el estudio que llevamos hecho de los n ú m e r o s los hemos 
considerado en el concepto de p lu ra l idad de unidades, pero ha­
ciendo a b s t r a c c i ó n de las distintas especies á que pudieran refe­
rirse, esto es en su forma abstracta, pero en el momento en que 
éstos n ú m e r o s se aplican á la resolución de los problemas p r á c ­
ticos de la vida tienen ya especie conocida, es decir se hacen 
concretos, y si bien las reglas operativas dadas les son apl i ­
cables, hay diversos medios de proceder en sus operaciones, por 
cuya r a z ó n creemos de necesidad el estudio independiente de 
ellos, empezando por el conocimiento de las especies de unidades 
á que puedan referirse. 

A l estudio de las unidades concretas ó p r á c t i c a s le l laman al ­
gunos autores metrología , palabra derivada de las griegas metrón 
(medida) y logos (tratado), ó sea tratado de las medidas. 

De largos años viene planteado en las naciones no solo del 
continente Europeo sino t a m b i é n en A m é r i c a , el problema de uni­
ficar los sistemas, dé pesas medidas y monetario, reduc iéndolos á 
un tipo c o m ú n . Sen t íase en E s p a ñ a a ú n m á s esta necesidad por 
la considerable variedad de medidas que estaban en uso en sus 
diversas provincias, haciendo fatigosos los cá lcu los precisos para 
las transacciones comerciales. 

Puestas de acuerdo algunas naciones (Francia y E s p a ñ a , en­
tre estas) para elegir una unidad fija é invariable á la que poder 
referir las d e m á s del sistema de medidas, fué encargada una co­
misión de sabios (1) para efectuar la medición del cuadrante del 
meridiano terrestre que desde el polo Norte vá a l Ecuador y se 
designó por ellos la d iezmi l lonés ima parte de dicha longitud, su-

(1) Kepresentaron á nuestra patria en dicha Comisión los eminentes I). Jor­
ge Juan y D. Antonio Ulloa.' 
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puesta su medida sobre un plano, como eHipo fundamental para 
el sistema,, l l amándose l e metro y cons t ruyéndose de platino lo» 
modelos ó patrones que la representasen con la mayor exacti tud 
posible. E l p a t r ó n del metro que se cons t ruyó para E s p a ñ a obra 
en el Arch ivo de Simancas, 

De esta unidad fundamental recibió nombre el sistema y para 
harmonizarlo con el de n u m e r a c i ó n se convino en que sus m ú l ­
tiplos y divisores se adaptaran á la escala decimal, de cuyas cir­
cunstancias tomó la ú l t ima parte de la denominac ión con que se 
le distingue. 

F u é adoptado el Sistema Métrico Decimal por Ley de 19 de 
Julio de 1849, pero la rut ina, enemiga de todo progreso,, fué sus­
citando obs tácu los á su p r o p a g a c i ó n y á pesar de que en 1.° de 
Enero de 1869 se dec re tó como obligatorio su uso, no puede ase­
gurarse aún que se practique, con excepc ión de todo otro medio 
de pesar ó medir^ en todos los pueblos.(2) 

Y a hemos dicho que la unidad fundamentales el metro, que sir­
ve para medir las longitudes y que se escribe abreviadamente 
con la letra m. 

Las unidades principales son: 
De superficie: el metro cuadrado, m"1, que es un cuadrado cuyo 

lado mide un metro. 
De capacidad, cúb ica ó de volumen: el metro cúbico^ m3, que 

es u n cubo que tiene de arista un metro. 
De capacidad para ár idos y líquidos el l i t ro (1), que es un cubo 

cuya arista es la d é c i m a parte del m e t i ó . 
De peso: el gramo (g) que es lo que pesa (en el vacío) la canti­

dad de agua destilada á 4 grados cen t íg r ado contenida en un 
cen t íme t ro cúbico. 

De numerario ó monetario: \&peseta, moneda acuñada^ de pla­
ta, de 5 gramos de peso y 23 mi l ímet ros de d i áme t ro . 

Se forman los múl t ip los de las unidades principales anteponien­
do al nombre de estas las palabras griegas: 

Beca que significa diez y se escribe D 
Hecto ». ciento » H 
K i l o » m i l » K 
M i r i a » diez mi l » M 
Mega » un millón » Meg 
Los divisores se forman anteponiendo t a m b i é n á las unidades 

principales los nombres siguientes, tomados en la t ín : 

(2) Eeciente es la publicación de la Ley y Eeglamentos que regulan el uso 
del Sistema Métrico decimal, se dió la primera con fecha 8 de Julio de 1892 y el 
segundo en 5 de Septiembre de 1895. 
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Deci que significa décima y se escribe el 
Centi » centesima » c 
M i l i » milés ima » m 
Hace pocos años que en las obras de ciencia se admite un di­

visor, aun menor, formado con la palabra griega miaron, que sig­
nifica mi l lonés ima y el nombre de la unidad. 

Múltiplos y divisores de las diferentes especies de unidades y 
sus valores. 

Longitudinales. 
M e g á m e t r o (Meg.m) . 1000.000 metros 
Miriametro (Mm) 10.000 
Ki lóme t ro .(Km) 1.000 » (unidad i t ineraria) 
H e c t ó m e t r o (Hm). . . . . . . 100 » 
D e c á m e t r o (Dm) . 1 0 » 
Metro (m) (unidad lineal) 
D e c í m e t r o (dm) O ' l » 
C e n t í m e t r o (cm) O'Ol » 
Mil ímetro (mm) O'OOl » 
Mic rómet ro . . . . . . . . . . . . . 0^000.001 * 

Superficiales. 
Si construido un cuadrado dividimos dos lados contiguos en diez 

partes iguales cada uno y por los puntos de división trazamos pa­
ralelas á los lados, se fo rmarán , cien cuadrados iguales cada uno 
de los cuales t e n d r á por lado una longitud igual á la d é c i m a par­
te del valor del lado del pr imero, de donde se deduce que cada 
unidad superficial equivale á cien veces su inmediata inferior y 
que por consiguiente las unidades superficiales crecen y decre­
cen de ciento en ciento. L a sér ie de múl t ip los y divisores s e r á : 
Mi r iámet ro cuadrado (Mm2) 100,000.000 metros cuadrados 
Ki lómet ro id . (Km2) 1,000.000 id. 
H e c t ó m e t r o id . (Hec t á r ea ) (Hm2).. . 10.000 id . 
D e c á m e t r o i d . (Area) (Dm2).. . . 1.00 id . (Unidad 
Metro cuadrado / C e n t i á r e a ) (m2).. . . 1 (agraria 
D e c í m e t r o id . (dm2) O'Ol id . 
C e n t í m e t r o i d . (cm2) O'OOOl id . 
Mil ímetro id . (mm2). . . . . . . . . . . 0^000001 id. 

De volumen. 
U n cubo es un cuerpo geomét r i co regular terminado por seis 

planos perpendiculares dos á dos é iguales llamados caras. A r i s ­
tas del cubo son las intersecciones de las caras, que t a m b i é n son 
entre sí perpendiculares. Vértices son los puntos en que se r eú ­
nen cada tres planos y por lo tanto las aristas de éstos. 
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Si dividimos en diez partes iguales cada una de las tres aristas 

que se r e ú n e n en un vé r t i ce del cubo y trazamos por cada d i v i ­
sión planos paralelos á las caras opuestas, se f o r m a r á n diez le*-
chos de á cien cubos, ó sean rail cubos, iguales, cada uno de los 
cuales tiene por arista la déc ima parte de la del primero. Luego 
cada unidad cúb ica contiene m i l veces á su inmediata inferior y 
puede deducirse que las unidades cúb icas crecen y decrecen de 
mi l en m i l . Los múl t ip los y divisores son: 
Mir íamet ro cúbico (Mm3) POOO.OOO'OOO.OOO 

1.0002000.000 
. . l'OOO.OOO 

1000 
1 

(dm3; O'OOl 
(era3) 0^000.001 
(mm3) 0^000.000.001 

Ki lómet ro 
H e c t ó m e t r o 
D e c á m e t r o 
Metro 
Dec íme t ro 
Cen t íme t ro 
Mil ímetro 

id. 
i d . 
id . 
id . 
id . 
id . 
i d . 

(Km3). 
(Hm3). 
(Din3). 
(M3) 

metros cúbicos . 

De capacidad para áridos y líquidos. 
( M I ) . . 10.000 li tros 
r K i ) . . . i.ooo 
(Hl) . . . . 100 
(DI) 10 
(L . ) 1 
(di) 0^1 
(el) O'Ol 
(ral) O'OOl 

Mir iá l i t ro 
Kilól i t ro 
Hec tó l i t ro 
Decá l i t r o 
L i t r o 
Deci l i t ro 
Centil i tro 
Mi l i l i t ro 

(Se le l lama t a m b i é n tone­
lada de arqueo.) 

Ponderales ó de peso. 
Aunque .ya hemos dicho que la unidad pr inc ipa l es el gramo, 

para los usos comerciales se admite como t a l el K i l ó g r a m o por 
ser aquella excesivamente p e q u e ñ a y se han aumentado dos múl ­
tiplos m á s , que son la tonelada y el quintal mé t r i co . 
Tonelada m é t r i c a (Tm.a; 10 00 
Quintal mé t r i co 
M i r i á g r a m o 
Ki lóg ramo 
H e c t ó g r a m o 
D e c á g r a m o 
Gramo 
Decigramo 
Centigramo 
Mil igramo 

( Q m . 0 ó q q ) . 10 0 
(Mg) 10 
(Kg) 1 
(Hg) O i l 
(Dg) . . . . . O'Ol 
(G) O'OOl 
(dg) 0^0001 
(cg) O'OOOOl 
(mg) O'OOOOOl 

K g ó l'OOO.OOO 

De escasa importancia comercial, pero 

o 
ó 
ó 
ó 
ó 
ó 
ó 
ó 
ó 
de 

100.000 
10.000 

1 000 
100 

10 
1 
O ' l 
0^01 
O'OOl id 

frecuente uso 

gramos 
id , 
id . 
id . 
id . 
i d . 
i d . 
i d . 
id . 

en 
Farmacias y D r o g u e r í a s son los divisores del gramo. 
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De numerario. 
Las monedas sirven para facil i tar los cambios de las cosas^ re­

presentando un valor convencional. L a división que se hace 
de ellas es en efectivas, imaginarias, de cuenta y de cambio. Efec­
tivas son las monedas a c u ñ a d a s con arreglo á las prescripciones 
legales. Imaginarias son las que no estando a c u ñ a d a s tienen asig­
nado un valor que se refiere a l de aquellas que lo e s t án . 

Son de cuenta las usuales comunmente y de una manera oficial 
y de cambio las cartas ó rdenes , libranzas y d e m á s documentos de 
c réd i to que facil i tan las transacciones comerciales. 

Los metales empleados para fabricar las monedas son: oro, pla­
ta, cobre y bronce. 

Para dar consistencia a l oro y la plata se les mezcla una can­
tidad determinada de cobre, d e n o m i n á n d o s e ley de aleación la can­
tidad de metal puro que contienen expresada en mi lés imas . 

L l á m a s e pié ó tal la a l n ú m e r o de monedas que pueden sacarse 
de una barra de a leac ión del d i á m e t r o de aquellas y de un Ki lo ­
gramo de peso. Se conceden sin embargo QÍQVÍOS permisos ó to­
lerancias en ra^ón á lo difícil que es obtener en la a c u ñ a c i ó n igual 
peso en todas las monedas. 

Aunque en el D . de 19 de Octubre de 1868 se es t ab lec ían las d i ­
versas clases de monedas qus h a b r í a n de ser a c u ñ a d a s , en v i r t u d 
de modificaciones posteriores no se han puesto en c i rcu lac ión m á s 
que las siguientes: 

M E T A L 

Oro. 

Plata. 

Bronceé 

V A L O R 

de las monedas 

100 
25 

5 

ptas. 

í 

2 
1 
0^50 
O'IO 
O'OS 
0 ^ 2 
O'Ol 

PESO E N GRAMOS 

Exacto 

32^258 
8Í0645 

25^000 
lO'OOO 

S W O 
2^000 

10'100 
B'OOO 
2£000 
rooo 

Tolerancia 

0^001 
0^002 
0^003 
O'OOS 
0^005 
O'OOT 
O'Ol 
O'Ol 
O'OIS 
O'OIS 

DIAMETRO 

en m/m 

SISTEMA ANTIGUO DE PESAS Y MEDIDAS 

35 
24 
37 
27 
23 
18 
30 
25 
20 
15 

E l defectuoso sistema que se ha venido siguiendo en E s p a ñ a 
desde el 26 de Enero de 1801 b á s t a l a i m p l a n t a c i ó n del mét r ico-de-
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cimal , es el siguiente, salvo las modificaciones regionales de que 
no es posible t r a t a r en esta clase de obras. 

Medidas longitudinales. 
Legua=1666 2/3 estadales. Estadal==4 varas. V a r a = 3 pies. 

Pié=12 pulgadas. Pulgada—12 l íneas . Línea-=12 puntos. 
T a m b i é n se d iv id ía Ja vara en 4 cuartas y estas en 12 dedos. 
Pa t rón ' , la vara de Burgos. 
Superficiales. 
F a n e g á = l "/as aranzadas. A r a n z a d a = 8 Vs celemines. Cele-

mín=4 cuatro cuartilos. Ouartillo=12 estadales cuadrados. Esta­
dal cuadrado=16 varas cuadradas. Vara cuadrada=9 piés cua­
drados. 

Cúbicas ó de vohimen. 
Tonekida de a rqueo=8 codos cúbicos de r ivera ó 70'189 p iés 

cúbicos . 
Vara cúbica - -27 piés cúbicos . P ié cúbico=1728 pulgadas cú­

bicas. 
De capacidad para áridos. 
C a h i z = r 2 fanegas. Fanega —12 celemines. Celemin=4 cuar­

ti l los. Cuar t i l lo=4 ochabas. 
Patrón: la media fanega de A v i l a . 
De capacidad para líquidos. 
1^0.70=16 c á n t a r a s . C á n t a r a = 4 cuar t i l las . Cuartilla==2 azum­

bres. Azumbre=4 cuart i l los. Cuar t i l lo=4 copas. 
Patrón: la c á n t a r a de Toledo. 
Para aceite. 
L a arroba=26 l ibras. L ib ra=4 panillas. Panil la=4 onzas. 
Ponderales: 
Tonelada=4 quintales. Quintal=4 arrobas. Arroba=l?5 libras. 

L i b r a = 16 onzas. O n z a = 8 dracmas. Dracma=2 adarme^* 
Adarme=t3 tomines. Xomín=12 granos. 

Para metales y piedras preciosas: Marco—8 onzas. Onza=8 
ochavas. Ochava=6 tomines. T o m í n . = 3 quilates. 

En las Farmacias: l ibra=12 onzas. Onza=8 dracmas Drac-
m a = 3 e sc rúpu los . 

P a t r ó n : el marco (media l ibra) del Consejo de Castilla. 
Monetario. 
Oro. Onza=320 reales, media onza=160 reales. Doblón=80 

reales. Escudo=40 reales. Veinten=20 reales. 
Plata: Peso fuerte ó duro=20 reales. Escudo=10 reales. Pese­

ta columnaria—5 reales. Peseta ordinaria 4 reales. Media peseta 
rcolumnaria=2 y ^ reales. Media peseta ordinaria=2 reales. 
Heal=34 maravedises. 
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Bronce: Medio r e a l = 1 7 maravedises. Dos cua r tos=8 marave­

dises. C u a r t o = 4 maravedises, ochavo^=dos maravedises. E l ma­
raved í puede considerarse como moneda imaginaria, pues apenas 
si tuvo c i rcu lac ión . 

Principales equivalencias entre las unidades del sistema anti­
guo de pesas y medidas y el m é t r i c o decimal. 

Los datos que á con t inuac ión insertamos, e s t án tomados de los 
publicados oficialmente por la Comisión designada a l ©fecto. 

Unidades longitudinales. 
1 Legua = 5572705 metros (1) 1 K i l ó m e t r o ^ O ' 1 7 9 4 4 6 leguas. 
1 E s t a d a l ^ 2^3436 » 1 metro =1^196308 varas. 
1 Vara = 0^8359 » 3^58892 piés . 
1 P ié =-^2786 * 1 c e n t í m e t r o = O, 431 pugds. 
1 p u l g d s . ^ O í 0 2 3 2 
Para cá lculos de poca prec is ión se pueden tomar como equi­

valentes 6 varas y 5 metros, es decir que cualquier n ú m e r o de 
varas pueden reducirse á metros descon tándo le su sexta parte, 
y por el contrario cualquier n ú m e r o de metros se puede reducir 
á varas a u m e n t á n d o l e su quinta parte. 

Superficiales. 
1 Vara cuadrada = O'698737 m2 
1 P i é cuadrado = 0^07 763746 ms 
1 Fanega = 64^3956 Areas ó Dm2 
1 Celemín = 6^663 Areas ó Dm5 
1 m2=l<431153 varas cuadradas. 
1 H e c t á r e a (Hm2)=l<5529 fanegas 
1 Area = 143í11528 varas cuadradas. 

De volumen: 
i vara c ú b i c a = O í 5 8 4 0 7 8 m3. 1 m3 = 1 7 1 2 1 varas cúb icas . 

1 p i é c ú b i c o = 0 0216325 m3. 
1 codo » =0^17306 m3. 
1 tonelada de arqueo=2<618 m3. 

De capacidad 
Para áridos. 
1 fanega =55^501 li tros Litro=0u216212 celemines. 
1 c e l e m í n = 4^625 « > £ t =1 '801769 fanegas. 
Para líquidos. 

1 cuartillo—0*6042 li ts . 1 L :=--l<98251 cuartillos. 
1 c á n t a r a — 1 6 4 3 3 li ts. 

Para aceite* 
1 L i b r a = O'SOBlit. 1 L=1^989977 libras. 

(1) Esta medida itinerária puede computarse poi' 20.000 piés geométricos 
equivalentes á SSSS'óo metros, siendo de 20 al grado. 
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1 a r r o b a . — 1 2 í 5 6 3 l i t ros . 

Ponderales: 
1 L ib ra = 4 6 0 gramos 1 Ki logramo =2173^47 litros. 
1 a r r b b a = l l í 5 0 2 k i l g r m s . 1 Ton.11 m é t . a = 2 1 í 7 3 4 qtles. castellanos 
1 quintal~46<009Kilgrms. I quintal m é t r í c o = 2 ' 1 7 3 4 7 4 
1 tonelada=920<186 » 1 Gramo =-20¿03074 granos. 

C A P I T U L O 17-

NÚMEROS CONCRETOS 

Según liemos dicho en la lección anterior, se l laman n ú m e r o s 
concretos á aquellos cuya especie es determinada ó se nos da á 
conocer. Se dice que varios de estos n ú m e r o s son homogéneos 
cuando perterecen á la misma especie y son he t e rogéneos si su 
especie es diferente. Así 12 hombres,, 15 hombres,, y 27 hombres, 
son n ú m e r o s homogéneos ; 13 mesas, 20 bancos y 6 libros son nú­
meros he t e rogéneos . 

Se dividen los n ú m e r o s concretos en complejos é incomplejos; 
en los primeros existen varios ó rdenes de unidades de la misma 
especie; en los incomplejos no hay m á s que un solo ó rden de uni ­
dades. Ejemplos: 24 arrobas, 3 libras y 9 onzas es un complejo 
de peso y 250 metros es un incomplejo de longitud; 7 cah íces , 3 fa­
negas y 8 celemines es un complejo de medida y 238 fanegas es 
un incomplejo de igual especie. 

Como en las operaciones con los n ú m e r o s concretos no solo de­
bemos atender á las regias que para realizarhis llevamos conoci­
das sino t ambién á la especie á que el resultado ha de pertene­
cer, se hace necesario en muchas ocasiones preparar los datos 
con que ha de operarse á fin de que siendo lo m á s sencillos posi­
ble no puedan dar lugar á errores. L a p r e p a r a c i ó n obedece á los 
siguientes principios. 

1.° Para transformar un incomplejo en otro de orden inferior 
se mult ipl ica á aquel por el número de veces que sus unidades con­
tienen d las del orden en que se quiere expresar, y para reducirle 
á otro de orden superior se le divide por el número de veces que 
sus unidades estén contenidas en el de aquel al cual le vamos á re­
f e r i r 

Si queremos saber las onzas que tiene el incomplejo (7l/ñ) arro­
bas, observaremos que hemos de pasar por los órdenes libras y 

onzas, cuyas equivalencias, según sabemos son | ^ ^ oriz* 

luego, siendo 1 arbs.—25x16 onz., las (7V3) arbs.~(7l/£,)x25x 
16=2880 onz. 

14 
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Supongamos que se trate de averiguar el n ú m e r o de cah íces 
que a l c a n z a r á n 396 celemines: para elevarse de este orden a l de 
cah íces ha de pasarse por los de fanegas y cah íces ; cuyos e u i -

valeutes son | ¡ ^ ' t i e X i lueS0 1 
. . „ / t \ 396 

cahíz y por consiguiente 396 c e l s . = ( 396Xi i4 j cah i z=g-4 Ch, = 
108 Ch 3 

^ 144 = ^4 L J -
2.° Para transformar un complejo en incomplejo de orden i n ­

ferior, se reducen las unidades de cada orden á las de su inmedia­
to inferior a g r e g á n d o l e las que el n ú m e r o contenga de este y efec­
tuando la misma ope rac ión hasta que se obtenga aqué l en que ha 
de expresarse; pud íendo llegar t ambién á igual resultado conside­
rando cada orden de unidades como un incomplejo que se ha de 
reducir á la especie inferior conocida y sumando después los equi­
valentes obtenidos. Sea el complejo 3 arbs., 16 líbs. y 9 onz. que 
queremos expresarle en onzas, las dos formas que nos conducen 
al resultado deseado son las siguientes: 

3 arbs. \ 3 arbs.=3x25x16 onz.=1200 onz. 
á 25 libs. 16 l i b s . = 16x16 o n z . = 256 onz. 

7 5 " ü b s r + ,9 onz. 
- f 16 i =1465 onz. 

9 l Í ibs7 
á 16 onz. ) 3.° Para transformar un complejo de orden 

I superior ó intermedio, se reduce á incomplejo del 
I inferior y se divide por los equivalentes necesa-
1 ríos para llegar al orden que se desea obtener. 

1456 onz. Sean: 1.° reducir 3 cah íces , 6 fanegas y 9 celemi-
'\~ $ nes á incomplejo de cahíz y 2.° expresar el nurae-

1465 onz. / ro de horas que c o m p o n d r á n 3 d ías , 11 horas y 37 
minutos. 

En el ejemplo pr imero reduciremos los 3 cah íces , 6 fanegas y 
9 celemines á incomplejo de ce lemín y luego dividiremos por 12x 
12 que son los equivalentes necesarios para pasar del ce lemín a l 
cahíz , en esta forma: 

3 c a h í c e s = 3 x l 2 x 12=432 celeras, m á s 6 f a n g s . = 6 x 1 2 = 7 2 
celeras., m á s los 9 que el n ú m e r o contiene que hacen en total 513 

, . -, , , , - - 513 513 0 9 
celeras., que reducidos ahora a cah íces serian ^ x ^ ^ í i T ^ 16 
cah íces . 

T a m b i é n puede plantearse así la ope rac ión : 
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6 9 6x12 9 
3 ch. Gfangs. y 9 c e l e m s . = 3 4 - l l + r 2 ^ = 3 + i ^ + i 2 ^ = = 3 4 -

ttXl2+9 3 X12 X12+6X 12+9_513 9̂  
"12x12 12X12 1 4 á ~ 6 16* 

En el segundo ejemplo: 3 d ías , 11 horas y 37 minutos=(3x24-f-

11-|-^) horas=83 ¿ horas. Este mismo resultado h a b r í a m o s ob­
tenido reduc iéndo lo todo á minutos y dividiendo por 60 que es el 
equivalente en minutos de una hora. 

4.° Para reducir ua i *ac Din piejo á complejo da órdensa inferio­
res, cuando tiene la forma fraccionaria, se extraen los enteros 
que contenga, los cuales p e r t e n e c e r á n a l orden del incomplejo, la 
f racción complementaria del cociente hallado se r e d u c i r á a l ór-
den inferior inmediato, averiguando después la parte entera que 
contenga que e x p r e s a r á unidades de este orden, y se c o n t i n ú a 
operando del mismo modo hasta llegar al orden inferior que que­
ramos expresar, si antes no se ha obtenido un cociente exacto. 
Supongamos que deseamos investigar las arrobas, libras y onzas 
contenidas en la fracción " /Vde arroba, se p r o c e d e r á del modo 
siguiente: 

11 arbs. ¡ 7 | Luego 1 a r b s . = l arbs. 14 libs. y 4i /1 
4 l arbs. \ onzas-

á 25 libs. . 
^ | o. Para trasformar un incomplejo en 
T4 libs. ' complejo de ó rdenes superiores se le dl -

} vide sucesivamente por las unidades de 

100 libs. 
30 

^ ^ | ^ i cada orden que equivalen á una del in-
á Ib onzas ^ onzas | mediato superior, siendo los restos de las 

32 onzas / divisiones que realicemos los represen-
4 » | tantos del orden de que provienen. 

Así al querer expresar el incomplejo 923 cuartillos en complejo 
de ó rdenes superiores, h a b r í a que efectuar las operaciones si­
guientes: 

923 CUartS I 4 (cuarts- (lue tiene la azumbre) 
12 ' ' ̂ a z u ^ b r e ^ I S j a z u m W que tiene la cántara) 
03 cuarts. 70 28 c á n t a r a s 16 (cánts-del moyo) 

6 azumbres 12 c á n t a r a s 1 moyo 
luego 923 c u a r t i l l o s = l moyo, 12 c á n t a r a s , 6 azumbres y 3 cuar­
ti l los. 
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Transformaciones con los números métricos decimales. 

A d a p t á n d o s e estos al sistema de n u m e r a c i ó n ofrecen gran ven­
taja para la p r á c t i c a de sus transformaciones, que vamos á con­
siderar en las reglas siguientes: 

1.a Para expresar unidades de longitud, peso ó capacidad en 
otras de orden inferior se c o r r e r á la coma tantos lugares á la de­
recha como grados se desciende en la escala de las denominacio-
nes; agregando los ceros que sean necesarios. R e c í p r o c a m e n t e : 
Para expresar en unidades de orden superior otras de peso, longi­
tud ó capacidad dadas, se c o r r e r á la coma á la izquierda tantos 
lugares como grados se avancen en la mencionada escala. 

Ejemplos: 

( I D Í - I O Í ^ ( ^ g o 2^9111. 
I.0 Reducir á centilitros 2^9 H l . J L = 1 0 di • :=r29000 cen" 

1 D 1 . = 1 0 el. t í l i t ros. 

1 K m . = 1 0 H m . ] o ^ q ^ ^ 
2.° Expresar enKms: 27386^25 ms. U H m . ^ l O D m . ^ O ^ O Q C O - 8 ' 

l D m . - - 1 0 m . \ T7-ri • . \ } Ki lómet ros . 
3. ' Que n ú m e r o de Kgs. c o m p o n d r á n 14983 gs. 1 K g . = 1 0 0 0 g. 

luego 14983 g s . = 1 4 ^ 8 3 Kgs. 
2. a Verif icándose el crecimiento ó descenso en las unidades 

superficiales de 100 en 100 y de las cúb icas de 1000 en 1000, pa­
ra expresar en su orden inferior ó superior cualquier n ú m e r o de 
unidades de superficie ó v o l ú m e n h a b r á que correr la coma á la 
derecha ó á la izquierda tantas veces dos ó tres lugares como gra­
dos se descienda ó avance en la escala de las denominaciones. 

Ejemplos: 
Cuán tos metros superficiales cons t i tu í - ( 1 Hm2~100 D n r i 
r á n 7 2 ^ Hm.2. 72^5 Hm.2^725000 m2. 1 I D m ' ^ l O O m2 j 
Que n ú m e r o de metros cúbicos t e n d r á n í 1 m3— 1000 dm;i | 
75283 cm.3 75283 cm.3=C<075283 m.;i. i 1 dm3^--1000 cm3 j 

3. a Las uninades de longitud, peso y capacidad que se presen­
ten en forma compleja se reducen á incomplejo escribiendo unas 
á con t inuac ión de otras las cifras que manifiestan sus diversos 
órdenes y poniendo la coma á la derecha de la que exprese aqué l 
al que ha de referirse el incomplejo, después de colocar ceros en 
los ó rdenes intermedios que carezcan de r e p r e s e n t a c i ó n . Ejemplos: 

8 K g . , 6 Dg . , 8 g. y 5 cg. qué gramos c o n t e n d r á n ? puede obser­
varse que faltan los ó rdenes de h e c t ó g r a m o s y decigramos, luego 
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poniendo ceros en su lagar y la coma después de los gramos, el 
n ú m e r o de estos se rá 8 )68,05; qué n ú m e r o de metros cons t i tu i rán 
3 K m . ; 2 H m . , 8in.? 9 nm. y 6 cm. ?faltan los d e c á m e t r o s y de­
c íme t ros , que sustituidos con ceros dan SSOS'OOG ms. 

4. a Las unidades superficiales y cúb icas que se presenten en 
forma compleja se reducen á incomplejo escribiendo las cifras á 
con t i nuac ión unas de otras si por cada orden superficial hay dos 
y por cada uno de los cúbicos tres, ó completando estas con los 
ceros necesarios y poniendo la coma en el lugar correspondiente 
á la denominac ión del incomplejo. 

Ejemplos: ¿Cuántos metros cúbicos c o m p o n d r á n 6 Hm.3, 28 Dm.3, 
613 dm.3 y 72 era.3? Observemos que en los d e c á m e t r o s falta una 
cifra, en los metros tres, y en los cen t íme t ros una, luego ponien­
do los ceros, s e r á n 6028000^513072 ra.3, ¿Qué metros superficiales 
c o m p o n d r á n 28 Hm.2, 5 Dra.2, 3 ra.2,17 dm.2 y 5 cm.2?: falta una 
cifra en los d e c á m e t r o s , metros y cent ímetros^ supl iéndolas con ce­
ros, s e r á n : 280503^1705 m.2 

5. a Se reduce á complejo un incomplejo de longitud, peso ó 
capacidad separando sus unidades de diversos ó rdenes y as ignán­
dolas la denominac ión correspondiente. 

Así: 32728í45 m . = 3 M m . 2 K m . 7 Hm. 2 Dm. 8 ra. 4 dm. y 6 cm. 
2469ío3 l i t r s . = 21K. 4 H l . 6 De. 9 1. 5 d i . y 3 el. 

6. a Se reducen á complejo los incomplejos superficiales ó de 
volumen separando agrupaciones de dos ó tres cifras y d á n d o l a s 
la denominac ión correspondiente á su orden, 

Así: 589624^35892 m3=589 Dm3, 624 ra3, 635 dm3 y 892 cm3. 
269042806^24 m 2 ^ 2 Mm2,r--69 Km2, 4 Hm2, 28Dm2?6m2 y 

24 dm2. 
OPERACIONES CON LOS NÚMEROS CONCRETOS 

Adición. Siendo la homogeneidad el c a r á c t e r distintivo de la 
suma, es aqu í aplicable cuanto acerca de esta operac ión hemos 
dicho antes al t ra tar de los n ú m e r o s enteros y fraccionarios. 

Los sumandos pueden estar expresados en forma compleja ó 
incompleja, siendo siempre posible reducirlos á incomplejo del or-
den'en que se desée la suma; pero cuando esta condición no sea 
precisase conservan en la forma en que se den, procediendo con 
arreglo á la siguiente regla p r á c t i c a : 

Para sumar n ú m e r o s concretos se colocan unos debajo de 
otros, de modo que sus diferentes especies de unidades ofrezcan 
regularidad en cuanto á su colocación, se principia la ope rac ión 
por la columna de clase inferior, extrayendo de la suma de ca­
da colu nna las unidades que resulten del orden inmediato supe-
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r ior que se couservau para a g r e g á r s e l a s oportunamente y escri­
biendo debajo de aquella las sobrantes de dicha e x t r a c c i ó n , pro­
cediendo de la misma manera hasta haber sometido á la opera­
ción los diferentes ó rdenes de unidades contenidos en los suman­
dos. 

L a ope rac ión se dispone de este modo: 
(i) (i) 2358^45 metros 

24 días 8 horas 7^15^ 32í346 
3 « 42' 19a 728í265 * 

6 « 2 « 26^34^ 64^43 
30 días 14 horas (76j (-68) 3183'491 metros 

16' 8^ 

Sustracción. 
E l c a r á c t e r especial de esta opercición consiste en descompo­

ner un n ú m e r o concreto (minuendo) en dos partes h o m o g é n e a s 
con a q u é l y entre sí (sustraendo y resto ó diferencia). 

Los t é rminos de la su s t r acc ión pueden estar expresados en 
forma compleja ó incompleja, pero siempre es factible su reduc­
ción á incomplejos del orden en que se quiera la diferencia; no 
obstante si se desea conservar la forma compleja, puede aplicar­
se la siguiente regla: 

Para restar dos n ú m e r o s concretos se coloca el sustraendo de­
bajo del minuendo cuidando que se correspondan las unidades de 
cada orden, se restan estos empezando por el inferior, como si 
fueran abstractos, y si en alguna de estas operaciones fmera e l 
sustraendo mayor que el minuendo, se toma una unidad del or­
den inmediato superior descompon iéndo la en sus equivalentes 
del que se considera, teniendo presente que hemos de disminuir 
dicha unidad a l operar en su respectiva columna. Ejemplos: 

24 quintales 2 arbs. 17 libs. 9 onzas j 684,35 Kgs. \ 
— 15 « 3 « 20 « 6 « — SQ'Am « ) 

' 8 M 2 ^ 22 « 3 « i 687^932 « ¡ 
30 d í a s — 193/! días = 30 dias — (19 días y 18 h ) = 10 d ías y 6 
horas. 

Multiplicación. Esta ope rac ión referida á los n ú m e r o s concre­
tos se propone hal lar el equivalente de cierto n ú m e r o de unida­
des, conociendo el de una unidad y el n ú m e r o de estas. Es c la ro 
que para l levar á cabo la ope rac ión no hay m á s que recordar 
que el producto se forma del multiplicando, como el mul t ip l i ca ­
dor se compone de la unidad, de lo cual resulta que el m u l t i p l i ­
cando debe ser siempre el equivalente de la unidad conocida, 
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pues á su especie ha de referirse el producto, y el mul t ip l icador 
es el n ú m e r o de unidades expresado en incomplejo del orden á 
que pertenezca la unidad dada. 

Por no hacer m á s complicada esta ope rac ión , que en si es sen­
c i l l a , no vamos á considerar los casos de mul t ip l icar incomplejos 
ó complejos, pues reducidos á incomplejos sus t é rminos siempre 
es posible transformar el producto en complejo somet i éndo le á 
los principios que ya nos son conocidos. 

R a z o n é m o s l a mul t ip l icac ión en este ejemplo: Por una fanega 
de trigo nos ofrecen 3 arbs , 6 libs. y 9 onzas de garbanzos, q u é 
cantidad de estos nos d a r á n por 3 cah íces , 4 fanegas y 8 celemi­
nes? Siendo 3 arbs., 6 libs. y 9 onzas el equivalente de la unidad 
a c t u a r á de multiplicando y el mult ipl icador s e r á 8 c a h í c e s , 4 fa­
negas y 8 celemines reducido á incomplejo de fanega que es la 
especie correspondiente á la unidad. El multiplicando puede re­
ducirse á incomplejo de onza y la operac ión se i n d i c a r á y real i ­
z a r á del modo siguiente: 

0 488 
(3 arbs. 6 libs 9 onzas)(3 cahs. 4 fags. 8 clmsO^lSOS onzas jrjr 

1305.488 636840 
= — - onzas—-—¡T^— onzas —398 qqs. 2 libs. 8 onzas. 

L a costumbre generalizada de tomar en la p r á c t i c a como 
mult ipl icando el n ú m e r o de unidades y como mult ipl icador el 
equivalente de una, se basa en que siendo conocida la especie 
del producto, se consideran los factores como n ú m e r o s abstrac­
tos en los que sabemos que el orden en que se tomen no afecta 
al valor n i á la especie del producto. Así cuando deseamos saber 
c u á n t o v a l d r á n 835^400 Kgrams de una sustancia cualquiera cu­
yo precio es 1^45 ptas. el Kg0. se suele tomar como mul t ip l i can­
do el n ú m e r o de Kilogramos, no debiendo ser así , pues el produc­
to y el mult ipl icando han de ser homogéneos , pero sabemos des­
de luego que el valor de los citados Kilogramos ha de ser un nú­
mero de pesetas y cén t imos que lo mismo puede obtenerse mu l t i ­
plicando 835'4O0x 1̂ 45 que 1*45 por 836<400, aunque esta segun­
da forma sea la racional . 

División. 
Dos problemas podemos resolver en la división de concretos, 

el primero, inversa del que hemos estudiado en la mu l t i p l i cac ión , 
se propone darnos á conocer el equivalente de una unid id, cuan­
do sabemos el de varias y el n ú m e r o de ellas; el segundo, der i ­
vado t a m b i é n de aqué l , nos facili ta el medio de hal lar las unida­
des á que equivale un valor dado sabiendo el precio de una uni­
dad. 
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En el primero como en el segundo es dividendo el equivalente 

de las varias unidades, el divisor en el primero es el n ú m e r o de 
unidades, mientras que en el segundo es el equivalente de una 
unidad y puede fundamentarse el razonamiento en ambos casos 
considerando esta operac ión como inversa de la anterior y rela­
cionando el producto que hace de dividendo, con el divisor y co­
ciente que son sus factores. 

Vamos á realizar algunos ejemplos de las dos clases. 
1. ° Hemos adquirido en 342^20 ptas. 236 metros de tela; á 

q u é precio nos h a b r á resultado el metro? Se comprende que 
342^20 ptas. equivalente de los 236 metros ha de ser el dividendo 
y este úl t imo n ú m e r o el divisor y que la ope rac ión se r e d u c i r á á 
hal lar el cociente (342í2í) : 236), que és 1'45. 

2. ° Si por 3 arbs., 4 libs. y 8 onzas de una sustancia nos han 
dado 6 moyos, 9 c á n t a r a s y 3 cuartillas de líquido ¿cuán to co­
r r e s p o n d e r á á 1 libra? 

El dividendo se rá 6 moyos, 9 c á m a r a s y 3 cuarti l las, el divisor 
3 arbs , 4 libs. y 8 onzas expresado en incomplejo de la unidad l i 
bra y el cociente se rá el valor de esta. La operac ión se dispone 
y efec túa de este modo: 
(6 moyos, 9 c á n t a r a s y 3 cuartillas):(3 arbs. 4 libs. y 8 onzas) = 

1304,., 423x16 - BL 

423 cuart i l las: l i b s . = i m • cuartillas — 5 ^ cuartillas = 1 

c á n t a r a 1 cuar t i l la y ~ cuartil las. 
PASAR DE LA CAPACIDAD AL VOLUMEN Ó AL PESO. 

A l t ra tar de los n ú m e r o s mét r ico decimales, dijimos que el l i ­
t ro era un cubo cuya arista era el dec íme t ro , cualquier n ú m e r o 
de litros de capacidad e q u i v a l d r á á igual n ú m e r o de dec íme t ros 
cúbicos y por lo tanto un metro cúbico se rá la capacidad de m i l 
li tros es decir un k i ló l i t ro . 

Esta sencilla re lac ión nos permite resolver con suma sencillez 
los problemas de la capacidad refir iéndolos al volumen, ó inver­
samente el volumen de una basija de capacidad conocida. 

Si t u v i é r a m o s un tonel cuyo volumen fuera 11/64 m3 y deseá ­
ramos saber el n ú m e r o de litros que podía contener b a s t a r í a 
conver t i r á aquel en dm3 para lo cual no hay mas que suprimir­
le la coma y agregarle un cero y el n ú m e r o resultante 11649 re­
so lver ía la cuest ión. 

E l gramo dec íamos que era lo que pesaba en el vac ío un cent í ­
metro cúbico de agua á 4 0 . c e n t í g r a d o , que es cuando el agua al­
canza el m á x i m u n de densidad, y como un dm.3—1000 cm.3,, el 
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peso de 1 dra.3 de agua s e r á aproximadamente 1 ki logramo y el 
de 1 m.3 1000 ki logramos ó sea una tonelada. 

Para iguales v o l ú m e n e s la re lac ión entre el peso de un cuerpo 
y el del agua se l lama densidad de dicho cuerpo. Si pues repre­
sentamos por j í y p o r v elpeso y^elvolumendcl agua, sabemos que 

p —1,llamando P a l peso de otro cuerpo F á su volumen y D á su 
p i 

densidad y = D , de donde se deduce que P=-V. D , es decir que eL 
peso de un cuerpo es el producto del volumen expresado en cm.3 
por la densidad expresada en gramos. De la re lac ión anterior 

p 
t a m b i é n se deduce que ]3=VJ esto es, que el cociente de d iv id i r 
el peso de un cuerpo cualquiera por su densidad, expresados am­
bos en gramos, dá el volumen del mismo en c e n t í m e t r o s cúbicos . 

C A P I T U L O 18-

RAZONES Y PROPORCIONES. 

Se l lama razón la re lac ión que liga á dos cantidades de la mis­
ma especie ó al cociente indicado de su división. L a pr imera de di­
chas cantidades se l lama antecedente, la segunda consecuente y 
arabas t é rminos de la r azón . 

Se expresa una r a z ó n escr ib iéndola en forma de fracción ó co­
ciente, poniendo como dividendo ó numerador el antecedente y 

A 
como divisor ó denominador el consecuente. Así ^ ó A : B, son 
razones y se léen A . es á B . 

Teorema I.0 L a relación que l iga á dos magnitudes de l a misma 
especie es igual á la que existe entre los números que las miden 
cuando se comparan con una tercera tomada como unidad. Sean P. 
y Q dos magnitudes, elijamos U. para su medida y sean^. y q. 
los n ú m e r o s que expresan las veces que U. es tá contenida respec­
tivamente en aquellas. 

Toda magnitud es igual á la unidad de su especie mult ipl icada 
por su medida, así , una pieza de tela siempre s e r á igual á la lon­
gitud del metro por el n ú m e r o que indique las veces que és te se 
halla contenido en aquella. 

Luego s e r á n j P-j y dividiendo miembro á miembro las 

dos igualdades: Q—Ü~ y «implificando esta segunda fracción 

Q = - , que demuestra la proposic ión . 

15 

7 ^ 
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Para obtener una r a z ó n igual á otra conocida basta mul t ip l i ­

car ó d iv id i r los t é r m i n o s de esta por una misma cantidad. 
Cuando varias razones tienen un mismo valor sin que sus tér ­

minos sean idént icos se dice que forman una sér ie de razones 
, A C E G ' , 

guales. As i : B ~ D = F " H ^ " " ' son una 8erie de razones iguales en 
.„ , ^ A + C + E + G A G E 

a i i ue se verifica constantemente que B + D + F B ~ i ) ~ v ^ ' • ' 
lo que traducido al lenguage vulgar nos dice, que en toda série 
de razones la suma de antecedentes guarda con respecto á la de 
los consecuentes la misma re lación que cualquiera antecedente con 
su consecuente. 

L a igualdad de dos razones forma una p roporc ión , ( i ) l la­
mada t a m b i é n igualdad fraccionaria por la manera de repre-

A C 
sentarla, pues se suele escribir g — ^ , si bien muchos autores 
conservan la costumbre de unir las razones por medio de cuatro 
puntos, s imét r icos dos á dos, de este modo A:B: :C :D. En ambos 
casos se lée A es á B como C es « D , ó A par t ido por B igual á C 
par t ido po r D . 

Cualquiera que sea la forma que se adopte para representar 
las proporciones se denominan té rminos extremos el antecedente 
de la primera r a z ó n y el consecuente de la segunda y medios el 
consecuente de la pr imera y el antecedente de la segunda. En 
las proporciones: ~ r ~ ~ T ® 45:6::36:4, 45 y 4 son los extremos y 
5 y 36 los medios. 

Cuando los medios son iguales la p roporc ión se l lama continua 
y el t é rmino igual medio proporcional. En la p roporc ión : 40:20:: 
20:10, 20 es el medio proporcional entre 40 y 10. La p roporc ión 
continua se escribe abreviadamente 40:20:10, que se lée co7no 
40 es á 20 es á 10. 

Teorema 2.° E n toda proporc ión ó igualdad fraccionaria el 
producto de los té rminos extremos es igual al de los medios. Sea 

la p roporc ión T — ~ ) reduzcamos las dos razones á un denomina­
dor común y se t r a n s f o r m a r á en ^ = 1 ^ " j ] y como cuando dos frac­
ciones iguales tienen el mismo denominador la igualdad de sus 
numeradores es evidente; a . n = b . m , ros prueba el enunciado. 

Reciprocamente. Si cuatro números son tales que el producto de 
dos de ellos es igual al de los otros dos, con ellos puede formarse 

(1) Algunos autores la desigpan también con el nombre de equicociente ó pro­
porción geométrica y llaman proporción aritmética ó equidiferencia á la iguai-
dadde dos diferencias. 
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tina p r o p o r c i ó n ó igualdad fraccionaria. (1) Eo efecto si 14x3 = 
7x6, dividiendo los dos miembros de la igualdad por 7x3, se 

veriflcarci que T ^ y ^ f ^ y simplificando ambas fracciones. -7 == 

;8 nos da la p r o p o r c i ó n . 
Consecuencias. r.a Que aunque se cambien de lugar los t é r ­

minos de una p roporc ión és ta subs is t i rá siempre que se verifique 
la igualdad del producto de extremos y el de medios, 

2. a Que en la p roporc ión continua el producto de los extre­
mos es igual al cuadrado del t é r m i n o medio. 

3. a Que un extremo s e r á siempre igual a l producto de medies 

dividido por el otro extremo. Porque siendo en la proporc ión ^ = 
ni , b.m , b.m 

, a , n - b . m; a = o n — . 
4. a Que un medio se r á siempre igual al cociente de d iv id i r por 

otro medio a l producto de los extremos. Pues siendo a.n—b.m. 
, a.n a.n 
b — — y m - -r--. 

m ^ b 
5. a Que en la p roporc ión continua un extremo se rá igual a l 

cociente de dividi r el cuadrado del t é rmino medio por el otro ex­
tremo, y el medio es igual á la ra íz cuadrada del producto de los 
extremos. En efecto siendo ~ = ¿ 1 j es evidente que m2—a.b y m = 

• a . b ó a .==T y b = x ' 
L a ope rac ión de cambiar de lugar los medios de una p roporc ión 

se l lama alienar y no v a r í a el valor de aquella y denominamos 
inver t i r al acto de pasar los antecedentes á consecuentes y estos 
al lugar de aquellos. Alternando é i n v i r t i e n d o en orden sucesivo, 
se pueden deducir de una p roporc ión , ocho iguales. 

Sea: 14 : 7 : : 6 : 3 
alternando 14 : 6 : : 7 : 3 \ al inver t i r esta ú l t ima se obtiene la 

primera. Obsé rvese que en todas 
ellas se verifica que 14x3=7x6. 

Teorema 3.° Una p roporc ión en 
alternando 3 : 7 : : 6 : 14 la que sea fraccionario alguno de 
invir t iendo 7 : 3 : : 14 : 6 I los té rminos , se p o d r á expresar en 
alternando 7 : 14 : : 3 : 6 ¡ forma entera suprimiendo el deno­
minador de aquél y multiplicando á los d e m á s por dicho deno* 
minador. 

(lj En adelante prescindiremes del nombre de igualdad fraccionaria aunque 
1» «s perfectamente aplicable cuanto acerca de las proporciones vamos á decir 

invir t iendo 6 : 14 : : 3 : 7 
alternando 6 : 3 : : 14 : 7 
invir t iendo 3 : 6 : : 7 : 14 



— I I C — 
Ea efecto, esta operac ión equivale á mult ipl icar por un mismo 

n ú m e r o las razones q u é forman la p roporc ión , con lo cual esta no 

v a r í a porque aquellas tampoco sufren a l t e rac ión . Asi a: - : : m : n, 
se transforma en a . c : b : : ra . c : n . c. 

Teorema 4 .° SI multiplicamos ordenadamente los antecedenfe-
y consecuentes de dos 'proporciones, los productos obtenidos guar­
dan p r o p o r c i ó n . 

Sean 24 

/ 8 22 
4 • • 22 • 11 ) \ ] mu^ipl icando miembro á 
6 • • 12 * 3 ^ 1 24 12 miembro estas dos igualda-

1 des resulta una nueva igual-
8 24 22 12 , ; 8 X 24 22x12 . . . ^ 

dad; en la que ^ . - ^ = j ^ es decir, -J^Q~iix3 > 0 ^ X 2 4 : 4 x 6 : : 
2 2 x 1 2 : 1 1 x 3 , ó sea 192 : 24 : : 264 :33 que es verdadera. 

Corolario I.0 Si se dividen ordenadamente los antecedentes y 
consecuentes de dos proporciones los cocientes guardan propor-

22 

ción. Vimos antes que j ^ ^ [ m ^as (ll,e dividiendo ̂  : : 
( 6 ^ 3 ) 

12 , 8:24 22: 12 , 8x6 22x3 
• 3 0 4 T 6 : = i r 7 3 y t a m b i e n 4 ^ = m a 2 ' 

Corolario 2.° Formando cuatro n ú m e r o s p ropo rc ión , sus po­
tencias ó r a í c e s de igual grado t a m b i é n la f o r m a r á n . En efecto, 

siendo - _ J i ^ " \ m / l \ m es decir 7 - - = ^ - ) ó i a = |c que es lo 

n n • 

mismo que = . 
1 n n 

' b ' d 
Teorema 5.° Si dos proporciones tienen una razón común con 

las otras dos razones puede formarse p roporc ión . 
í ] como dos cosas iguales á 

i ^ • ̂  • • 22 : 11 i A ) 4 u / una tercera lo son entre sí, 
j 22 : 11 : : 3 0 : 15 P Í22 30 8 30 , 

' í i = Í 5 ) I ^ i b ' seourl quena demos­
trarse. 

Corolario. Cuando los antecedentes ó consecuentes de dos pro­
porciones son iguales, con los otros t é rminos se forma p roporc ión . 

( 72 • 9 • • 32 * 4 ) 
Sean: ¡ ̂ 5 .' g .' * 20 • 4 1 a^ernando en ambas, se convierten en 
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72 : 32 : : 9 : 4 ) de donde, según lo demostrado en el teoremu 
45 : 20 : : 9 : 4 ) anterior, 72 : 32 : : 45 : 20. Si las proporciones 

, . , . , í 75 : 26 : ; 24 : 8 | alternando | 76 : 24 : : 25 : 8 \ 
nubieran siüo: ¡ 75 . . : 24 : 4¿8Í en las dos: I 75 : 24 : : 16 : 4'8 ) 
de donde se obtiene 25 : 8 : : 15 : 4̂ 8. 

Teorema 6.° E n toda proporción se verifica que la suma 
ó diferencia del antecedente y consecuente de la primera ra ­
zón es á la suma ó diferencia de iguales términos de la 
segunda, como el antecedente ó consecuente de la primera 
son al antecedente ó consecuente de la segunda. Sea la pro-

72 32 
porción 9 = 4 , sabemos que sumando ó restando, una misma can­
tidad á los dos miembros de una igualdad esta no altera, luego 
72 32 , , . . , 7 2 ± 9 32±4 
—=tl=—dbly efectuando lasoperaciones indicadas:—^ — - — 

72=1=9 9 
en las que alternando: Q ^ I ^ — ' ^ y como en la proporción pri-

. , u +. 72 9 72=t:9 72 
mera, después de alternar se tiene ^==4- , vemos que o ñ i f e j " ^ ^ 
9 

que demuestra el enunciado. 
Corolario. E n toda proporción la suma ó diferencia de los an­

tecedentes partida por la suma ó diferencia de los consecuentes es 
igual á un antecedente partido por su consecuente. E n efecto, en 

•V 82 16 ^ . 32 8 , , , 
la proporción 8 = ^ , alternando jg=j- y según lo demostrado en 

3 2 ± 1 6 32 16 
el teorema precedente ^ ¡ z ^ ' — ' s — ' Z i prueba la proposición. 

Consecuencia. Tanto en el teorema anterior como en el coro­
lario puede observarse que si separamos la suma de la diferencia 
y se alterna después la proporción que resulta de igualarlas^ se 
obtendrá 1.° que la suma de antecedente y consecuente de la pri­
mera razón es á su diferencia, como la sumado antecedente 
y consecuente de la segunda es á su diferencia; porque siendo. 

/ 72+9 72 \ „ . . , 72+9 72-9 
7 2 ± 9 72 s i + i ^ ((lue formai1 la proporción ^ i ^ ^ z i , en la 
32+4=32 1 72-9 72 [ 72-+9 82+4 - a 

( s ^ i ^ S ^ ) (lue alternaudo se tiene 7 2 ^ 9 — 3 2 ^ 2 clue 
la suma de antecedentes es á su diferencia como la suma de con-

32=fcl6 
secueutes es á la suya, pues por ser separable en las dos 
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32+16 32, 

.sera: 
proporeiones ¿o '82+16 82-16 - ^ , 32+16 8+4 

? ( w ^ f ) W y alternando: 

Los valores que hemos sometido á las transformaciones de la 
proporcionalidad dependen constantemente de las magnitudes en 
que se originan, y para establecerlos es preciso conocer de ante­
mano el sentido de dicha proporcionalidad. 

Se dice que dos magnitudes son directamente proporcionales, 
cuando v a r í a n en la misma re lac ión , es decir, que él crecimiento 
ó d isminución de la una supone alteraciones iguales en la otra, 
por ejemplo: las distancias recorridas por dos móvi les , en un 
mismo tiempo^ son directamente proporcionales á sus velocidades, 
porque el de mayor velocidad r e c o r r e r á mayor distancia. L a obra 
realizada, en un tiempo determinado, es directamente proporcio-
cional al n ú m e r o de operarios que á ella se dedican, porque ma­
yor n ú m e r o de operarios p r o d u c i r á n mayor trabajo. Por el con­
t ra r io , dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando 
v a r í a n en sentido contrario, es decir, que el aumento de la una 
l leva consigo el decrecimiento de la otra. Por ejemplo: Para un 
mismo espacio, los tiempos empleados por dos móvi les en reco­
rrer le son inversamente proporcionales á sus velocidades; por­
que á mayor velocidad c o r r e s p o n d e r á menor tiempo invert ido en 
el recorrido. Para u n á obra determinada, el n ú m e r o de obreros 
que la realizan es inversamente proporcional a l tiempo que en 
hacerla invier tan , porque aumentando los obreros t a r d a r á n me-
nos tiempo en concluir la . 

Llamamos valores s imu l t áneos de dos magnitudes á los que se 
verifican al mismo tiempo; cada sér ie de valores s imu l t áneos de 
dos ó varias magnitudes propias pueden provenir de compara­
ciones distintas. 

L a demos t r ac ión científica de los principios antes enunciados 
para reconocer el sentido de la proporcionalidad, se explica en 
el teorema siguiente. 

Teorema 7.° Cuando dos magnitudes son directamente propor­
cionales, se reconoce, en que al mult ipl icar un valor de una de 
ellas, por cualquier número , su s imul táneo de la otra queda tam­
bién multiplicado po r el mismo numero, y si aquellas son inversa­
mente proporcionales y a l valor de una de ellas se le mult ipl ica 
po r un número su s imul táneo de la otra magnitud queda dividido 
por el mismo número . 

Sean A y B dos magnitudes y a" dos valores de la pr imera 
que se verifican s i m u l t á n e a m e n t e con los b ' y hu de la o t ra , 
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siendo r.ouellas directamente proporcionales se p o d r á establecer 
que—=^r y si suponemos que-al = m , o que aÍ{=F=a£.rn, hl tam­
bién se rá igual á H? y por consiguiente b " = b < . m , 

Pero si suponemos que fueran las magnitudes inversamente 
a" b' a" 

proporcionales la re lac ión ser ía a7 =b(7 y si —==mó a^==--a¿.m, 
b" 
c r — m ó b ^ b ^ . m y b ' ^ b ^ m . 

El r ec íp roco del anterior teoremV es cierto, poique si: 

/ b^—b^.m 
Í áT==b7 ^ P01 ê  contrario, .siendo 

• =111 \ a 

( > ̂  ^ y a, = b . . ; que dá á conocer en los dos ca-
f b - ' - b ' - m ) b : ; = m / 

sos que las magnitudes v a r í a n en la misma re lac ión ó en re l ac ión 
distinta siendo directa ó inversamente proporcionales. 

Las relaciones -7 = , , transformable en f . ^ n V la - r—, nenia 
a b b b ^ a b ' 

que a " ' . b k í ~ a í . b ' nos dicen que en las magnitudes directamente 
proporcionales la re lac ión entre los valores s imu l t áneos es cons­
tante y en las inversamente proporcionales el producto de dichos 
valores s imu l t áneos es t amb ién constante. 

Regla do ti*os. 

Entre las m á s importantes aplicaciones de la^proporcionalidad 
figura indudablemente la que con el nombre de regla de fres ó de 
oro se dá á conoc er en las a r i t m é t i c a s y tratados de cá lcu los 
mercantiles. 

El objeto de esta regla es la resolución d é l o s problemas re la t i ­
vos á las magnitudes proporcionales. 

¡Se divide en simple y compuesta, según que sean dos ó m á s de 
dos las especies que se relacionan,, en el pr imer caso basta para 
solucionar las cuestiones una sola p ropo rc ión , en la segunda 
hay que plantear dos ó m á s proporciones. 

Debe su nombre á que se dan conocidas tres cantidades para 
hal lar la cuarta ( incógni ta ó desconocida) en función de aquellas. 

L a regla de tres simple se subdivide en carecía ó inversa, con­
forme á la especie de proporcionalidad que una á las magnitu­
des. " • • - • i . . .• . • . 

Teorema I.0 E n toda regla de tres simple directa, el valor des--
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conocido de una magnitud se obtiene multiplicando el valor cono­
cido de la misma por la re lac ión que existe entre el nuevo valor 
y el que antes tenia la otra magnitud.. Sabemos que cuando dos 
magnitudes M y N son directamente proporcionales la re lac ión 
entre sus valores s imu l t áneos es constante. Bajo ta l hipótesis si 
llamamos m ' y n ' dos de dichos valores y queremos hallar el co­
rrespondiente á M , cuando n^ cambia en n"} r e p r e s e n t á n d o l e 

por x , se puede establecer que — = ^ r e n cuya p ropo rc ión : x = 

m^.^r, conforme al enunciado. 
Teorema. 2.° En toda regla de tres simple inversa, el valor des-

Conocido de una magnitud se obtiene multiplicando el valor conoci­
do de la misma por la re lac ión que existe entre el valor que antes 
tenia y el actual de la otra magnitud. Cuando dos magnitudes PyQ 
son inversamente proporcionales el producto de sus valores simul­
t á n e o s es constante, si pues representamos por p ' , y pa los valo­
res de la pr imera y q ' y x los de la segunda, se ver i f icará que p^. 

c ( '=pu x y en esta igualdad x =-™-==q<™7) según hemos dicho 
en el enunciado. 

Ejemplos. Una locomotora recorre 15000 metros en 60' 
c u á n t o t a r d a r á en atravesar una distancia de 2000 metros? Para 
éspac io i l imitado y velocidad constante el camino recorrido es 

, , • . , . , i 15000 60' 
directamente proporcional a l tiempo empleado, luego) " 9 ^ — — 7 

de donde x — G O ' ^ ^ S * 
45 obreros tardan 90 días en realizar una cierta obra, emplean­

do 60 obreros ¿cuán to tiempo t a r d a r í a n en hacer otra obra igual? 
Para un trabajo determinado los hombres y el tiempo es tán en 

re lac ión inversa, luego ^ = - ^ jx=- -90^- -67 d y 12 h . 
Hay otro procedimiento para resolver los problemas (|e la re­

gla de tres, conocido con el nombre de método de rediccción á la 
unidad, fundado en que cuando e s t á determinado el valor de una 
unidad es fácil de averiguar el de un n ú m e r o cualquiera de uni­
dades h o m o g é n e a s con aquella De la manera de proceder en él 
nos d a r á idea la resolución de los problemas siguientes: 

1.° Si 10 obreros fabrican en una semana 85 cajas ¿ c u á n t a s 
h a r á n 25 obreros en igual tiempo? 

Resoluc ión: Si 10 obreros hacen 85 cajas, un obrero en el mis­
mo periodo de días h a r á cajas y 26 obreros h a r á n -^)x25 = 212 
éa jas y media. 
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Sabiendo que 22 hombres han tardado 20 días en realizar un 
trabajo determinado, averiguar el n ú m e r o de días que t a r d a r á n 
8 hombres en hacer otro trabajo igual . 

Si 22 hombres tardan 20 días , un hombre t a r d a r á 20 veces m á s , 
22x20 

esto es 2 2 x 2 0 días y 8 hombres e m p l e a r á n ^ d í a s = 55 d ías . 
La regla de tres compuesta se aplica á la resolución de pro­

blemas en que entran m á s de dos especies proporcionales. 
Para resolverla desde luego basta examinar si la proporcionali­

dad que liga á la especie de la incógn i t a con las otras dadas es 
directa ó inversa, mult ipl icando el valor conocido de la especie 
de la incógni ta por las relaciones de los nuevos valores á los que 
antes t en ían las magnitudes directamente proporcionales y de 
los valores anteriores á los nuevos las inversamente proporcio­
nales. 

Ejemplo: 16 hombres en 29 días han abierto una zanja de 124 
metros de longitud por 9 de profundidad y 4 de ancho; se desea 
saber los d í a s que t a r d a r á n 20 hombres en hacer otra zanja de 
160 metros de largo por 7 de profundidad y 6 de ancho. 

El planteamiento se hace de este modo: 
Especies. hombres días ras. long. ras. ancho ms. profund. 
Valores simultáneos. 16 29 124 4 9 

2 > id. id. 20 X 150 6 7 
Proporcionalidad entre hombres v días inversa, entre días y 
, . . , .w, 16 150 6 7 29x16x150 x 6 x7 

trabajo directa, luego x—29 . % • m • j • ^ - ¿ o ^ l x í x o - ^ 
2928200 
^ 2 ^ = 3 2 ^ 5 días . í 

T a m b i é n puede resolverse la regla de tres compuesta estable­
ciendo las diversas proporciones á que d a r í a n origen las reglas 
de tres simples que contuviera, suponiendo en el planteamiento 
de cada una las otras condiciones comunes. La incógn i ta de la 
ú l t i m a p ropo ic ión s e r í a l a verdadera solución del problema y 
para hal lar la pueden seguirse dos caminos distintos, uno no inves­
t igar el valor de las incógn i t as accidentales que se introdugeran 
y que al mul t ip l icar las proporciones se des t ru i r ían y otro i r ha­
l lando el valor de dichas incógn i t as y sus t i tuyéndo las sucesiva­
mente hasta llegar al deseado. 

Aplicando ambos medios al ejemplo antes resuelto dinamos: 
1. ° Si 16 hombres hacen una zanja en 29 días ¿cuán to tarda-

i . . . 16 v 
r í an 20 hombres en hacer otra igual? ^ f ^ ^ -

2. ° En */días se ha hecho una zanja de 124 metros longitud 

¿cuán to se t a r d a r á en hacer otra de 150? 7 ^ = -
16 
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3. ° En z días se ha hecho una zanja de 4 metros ancha ¿cuántos 

e m p l e a r á n en hacer otra de (! metros? j = - - -

4. ° En u días se ha construido una zanja de 9 metros de pro­

fundidad ¿cuán to t a r d a r á n en hacer otra de 7 metros? í j - = \ 
Multiplicando ordenadamente las cuatro proporciones, se tiene:. 

10 150 6 , T y , z , > i x , . 16x150x6x7 x 
2 0 - X m X T X !. ="2í íX v X z X u ' 08 deCir 2 0 X 1 2 4 X 4 X 9 ^ 2 9 ' ^ 

donde x==29.2Qxl24x4)<ti=32<76. 
E l segundo procedimiento á que antes nos referimos consis­

te en hallar el valor de y en la p roporc ión primera, sustituirlo en 
la segunda, despejar en este el de z, sustituir este en la tercera, 
en la que se e n c o n t r a r í a el ele u, que en la cuarta se rv i r í a para 
hacernos conocer el de x . 

Cualquiera de estos procedimientos ofrece menos ventajas y es 
m á s expuesto á errores y m á s lento que el primero que explicamos. 

El método de reducc ión á la unidad, aunque t ambién es aplica­
ble á la regla de tres compuesta, es mucho m á s lento en su desa­
rrol lo y no ofrece ventaja de-n ingún géne ro , por cuya razón omi­
timos su exposic ión . 

C A P I T U L O 19. 

PA^TiOlOHS P^OPOlí lO.^ALES, REGUS DE CDIVIPANÍA; 
INTERÉS Y FONDOS PÚBLICOS. 

Div id i r un n ú m e r o en partes proporcionales á otros dados, es 
descomponer el pr imero en n ú m e r o s tales que la re lac ión que 
guarden con los dados sea constante. 

El repartimiento pioporcional de una cantidad en orden á otras 
que le son atines es el fundamento de la regla de c o m p a ñ í a . 

Teorema. Una cantidad se reparte proporcionalmente á varios 
n ú m e r o s dados multiplicando aquella por las relaciones que ten­
ga cada uno de los nú ñ e r o s con la suma de todos ellos. 

Vamos á rep irfcir el n ú n 3 r o 672 en partes proporcionales á 7, 
8 y 9. Representemos por x , y y z las p a r t í s correspondientes á 

| x - f - y - f z =672 , porque 
dichos números y d e b e r á verificarse que , x _ y _ z el todo 

( T : _ " 8 " " ~ «j ' es igual 
á la suma de las partes, y como en toda serie de razones la suma 
de antecedentes es respecto á la de consectuntes como un ante-
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cedeute es a su consecuente: 7 ^ , : . , — 7 = 8:== . j : igualando cada 
r azón con la primera, después de sustituir en esta en lugar de 
x - f y + z su valor G72, se t e n d r á : 

072 x 1 . 672x7 _ 7 (372 y 
- 7 ^ 8 ^ 7 (en la (iUe: X=7T8T9 -Z(372-"7T8+9 7 ^ + . ^ Y 

_ 8 i 072 _ 9 

De cuyas igualdades deducimos los tres valores desconecidos, 

siendo y = 2 2 4 , X - | - y - i - z = 672, que demuestran el teorema. 

Si los n ú m e r o s en quien hubiera de repartirse la cantidad fue 
ran fraccionarios se podr ían reducir á común denominador y 
d i s t r ibu i r í a se proporcionalmente á los numeradores de las frac­
ciones resultantes, siguiendo el procedimiento antes empleado 
con los enteros. 

L l á m a s e regla de compañía ó sociedad á la que tiene por obje­
to determinar la ganancia. pé rd ida ó parte del capi tal que co­
rresponde á cada uno de los individuos que se asociaron para 
realizar una empresa, proporcionalmente á los capitales que 
aportaron y a l tiempo que estuvieron dedicados á ella. 

Su fundamento reside en que el (pie puso mayor capital ó es­
tuvo en la empresa mayor tiempo corr ió riesgos mayores y con 
arreglo á ellos debe contribuir á la ganancia ó pé rd ida c o m ú n . 

Descartado el caso en que los asociados impusieran capitales 
iguales y estuvieran un mismo tiempo, porque se resuelve me­
diante una simple división, liemos de considerar los siguientes: 

1.° Que sean iguales los capitales y distintos los tiempos. 
•2.u Que sean iguales los tiempos y diferentes los capitales. 
3,° Que los capitales y los tiempos sean distintos. 
I.0 Cuando los capitales sean iguales la ganancia*) pé rd ida 

debe distribuirse proporcionalmente á les tiempos. 
Ejemplo: Establecido un comercio el dueño admit ió al ano un 

socio que le e n t r e g ó un capital igual al que empleó aqué l para 
abr i r su establecimiento, 2 anos m á s tarde se Ies unió un tercer 
socio entregando un capital igual al que aquellos hab ían puesto. 
Hecha la l iquidación dos años m á s tarde resu l tó una util idad de 
145 000 pesetas ¿qué parte le c o r r e s p o n d e r á á cada uno? 

E l 1.° a r r i e sgó su capital , 5 años , el 2.° 4 años y el 3.° 2 años , 

luego les toca percibir a l 1.° 145000 X 5 ^ ^ — 6 6 . 9 0 9 ' 1 0 

al 2.° 1 4 5 0 0 0 x - 5 ^ ^ = 5 2 . 7 2 7 m 
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y al 3.° 146000X^,^^2^363^63 
145.000'00 

• i , " Guando los tiempos son iguales y los capitales diferentes, 
la ganancia ó pé rd ida se reparte proporcionalmente á los capi­
tales. 

Ejemplo: Cuatro socios establecieron una casa de banca, apor­
tando uno 30000 pesetas, otro 27000, el B.0 43000 y el 4.° 20000, 
al l iquidar se ha tenido una pé rd ida de 5000 pesetas y deseamos 
saber c u á n t o debe abonar cada uno. 

30 000 

E l 1.° 5000x^^5=1.250 pesetas 

E l 2.° 6000XI |^=1.125 « 

El 8.° 5000X^^=1.791,67 « 
E l 4.° 5000X-^-0=83B-B8 

I20-000 5000 
3.° Guando los capitales y los tiempos son distintos la ganan­

cia ó p é r d i d a debe distribuirse proporcionalmente á los productos 
de los capitales por los tiempos. 

Ejemplo: Tres individuos llegaron á constituir sociedad en es­
ta forma: el primero a p o r t ó 16000 pesetas y estuvo año y medio, 
el 2.° c o n c u r r i ó con 12000~pesetas que re t i ró á los 3 años y el 3.° 
puso 9000 pesetas que r e t i r ó á los 5 anos ¿Guánto debe percibir 
cada uno de las 50.000 pesetas que ganaron? 

l e o o o x i v . 
E l 1.» « ) . 0 0 0 X l 6 0 0 0 x l V . + 1 2 0 0 0 x f 3 T 9 0 0 0 ^ 6 = U - 4 2 8 < 5 7 

12000x3 
E l 2." BO.OOOX 16000xl12000X3-|-9000X5==17,142'86 

9000x5 
El 3.» 50.000X ^ 0 0 0 ^ 7 ^ 2 0 ^ ^ ^ 

50.000*00 
Las sumas que figuran como suma en los ejemplos antes re­

sueltos son la comprobac ión na tura l de las operaciones efectuadas. 
Hegla do interés. 

Se dá el nombre de in t e r é s al beneficio que reporta un capi ta l 
a l que le presta ó impone en una negociac ión durante cierto t i e n r 
po. L a regia de in te rés resuelve los problemas relativos á és te . 
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L l á m a s e tanto poi ' ciento al in te rés que en la unidad de tiempo 
producen cien unidades de dinero. La unidad adoptada general­
mente como tipo del tiempo es el ano, fraccionable en 12 meses ó 
en 360 días , para los usos mercantiles. 

E l in te rés puede ser simple y compuesto: es simple cuando' se 
considera solo el beneficio que devenga anualmente el capital , sin 
que sufra és te incremento; es compuesto cuando al finalizar cada 
ano se acumulan los intereses al capital para que á su vez Re­
d i t ú e n . 

Las cantidades que entran en la de t e rminac ión del in te rés son 
el capital , el tiempo y el tanto por ciento. L a proporcionalidad 
que une cá los intereses y capitales es directa, la de intereses y 
tiempos, tantos por cientos é intereses son directas t ambién . Pue­
den, por consiguiente, resolverse los problemas del in t e rés por 
medio de la regla de tres. 

I ixt oró s slm pl o. 

Tratemos de bailar el in te rés que p r o d u c i r á un capital i m ­
puesto al tanto por ciento t. durante a. años . Desde luego p o d r á 
establecerse que sí: 100 unidades de dinero en 1 año producen t. 

c. » »" en «. « p r o d u c i r á n ! . 

luego I = t . 1 ^ Q = '10Q ': cuya fórmula traducida al lenguaje 
usual nos expresa que pa ra hal lar el interés producido por un 
cierto capital, se mult ipl ica éste por el número de arios y por el 
tanto por ciento, dividiendo por 100 el producto. 

Si, a = l , I = ^ : = c . Q̂Q-, luego para determinar el in te rés 
anual basta mul t ip l icar a l capi ta l por el tanto por uno, que os el 
cociente de dividi r por 100 el tanto por ciento. 

8i a=7,y que expresa un numero cualquiera de meses: 

[— t TíT . c. * • 111' c' ^ • m • c-
t = 1 0 0 " 12X100 ~"1200~' 

Si, a ^ T ^ que indica un n ú m e r o de d ías . 

n J 
1=, . 360 . C t • n •c- 1 •11 •c-

—360X100 • 36000 
a . ( 
loo" De la fó rmula 1 = ^ 7 ^ se deduce que 1. 100=t. a . c? y esta 
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igualdad nos proporciona los medios de hallar los valores de 
I>tQ0 

i c ' — t . a. j cuya t r aducc ión verbal es bien sencilla, y que pueden 
L L L 1 ? ^ ' reducirse t amb ién á los casos en que sea a . = ^ ó 
/ — a . c. t 12 
f . i . i o o l a . = iss, conv i r t i éndose en: 

I I . 1200 \ ¡' í - 36609 | 
i c -~ t'' m." 1 ' ~~t'.~ii7 i Problemas I.0 Se han impuesto 

( i . 1200 ( . í*. 1 -86000 / 8000 ptas. a l tí por % por el plazo 
'l m . c. / 0 j n . cT í de un año ¿qué in te rés nos repor-

i . 1200 \ i . 36003 ' taran? 
" ^ - • t . o . j n - = t . c . 

100 ptas. en 1 ano rentan 6 j ^ = 8 0 0 0 ^ = 8 0 0 0 x 
'8000 » e n » » rentaran x . ) 10() 

0 Í0 ( )=480 pesetas. 
2.° ¿Cuánto p r o d u c i r á n en 9 meses 1700ptas. prestadas al 8po r 70? 

100 ptas. en 1 año producen 8 ) o 
17000 » en ^_ » » I . j I—8X17000X12 ^SxlTQOOxO — 

12 100 1200 
1020 pesetas. 

, % , , .. 270 
Si en lugar de 12 h u b i é r a m o s puesto que expresa los meses 

en días . 
8X17000 X 270 

1 = — — = 1 0 2 0 pesetas. 
3 . ° ¿Qué capital necesitaremos imponer a l 12 por 7o Para que 

nos rente 2500 ptas. a l año? Planteando, sin ut i l izar la fó rmula á 
pesar de que con esta nos a h o r r a r í a m o s el planteamiento, diremos 

100 ptas. en 1 año producen 12 i , m 250f)_ 
c. » en » » » 2500 j c — i U Ü > - 12 — ^ 8 d 3 33 

pesetas. 
4..° Hace 8 meses que invertimos 18000 ptas. en un negocio 

que nos ha producido un beneficio de 1300 ¿á qué tanto por cien­
to anual r e s u l t a r á el in te rés? 

Por la fó rmula : t . = ^ ^ ^ 0 - = = 10^83. Por planteamiento 

í IsL::: V.:: l m i áe á o n d e trisco ^ ^ ^ ^ = = = 1 0 ^ 3 
/ ¿2 ) 8^18000 8X18000 ^ oo. 

5.° ¿Qué tiempo tardaremos en sacar un beneficio de 1100 pe­
setas á un capital de 30.000 al 12 por 7o anual? 

100X1,100 110000 11 . „ 
a—30QooxÍ2 ̂ seoooo^se de a n 0 = 110 dias-
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Oaso pareticular. 

Cuando al finalizar el plazo por que es tá impuesto un capital se 
desean re t i rar és te y los intereses, b a s t a r á acumular estos a l capi­
ta l y llamando C. á la suma del capital é intereses, su va lor s e r á : 

p . - i t . a . c c lÜO+t . a . c c. (100+t • a.) 

Si conoc i é r amos el capital ó intereses y desconoc ié ramos el 
capital : 

c . i o o - c , ( i o o + t . a ) y c . = ^ a : . 
Ambas fórmulas , que son directamente aplicables, pueden ex­

presarse t ambién en el lenguaje usual. Del va lor de la pr imera 
pueden deducirse a d e m á s las correspondientes a l tiempo y al tan­
to por ciento, que en nada v a r í a n de las obtenidas antes, porque 
si bien estas aparecen bajo la forma: 
í t — m I - i 100 (C.-c.) \ n , , 
\ t - ~ (. \ ¡ t. ~ - -c"a— - ) como C — c . + l y por 
¡ j o o ^ y ahorasoj i j o / ^ l c ) t a n í 0 I ^ c - - C - ' las se-
f a . = t | a .—--- - -— gundas son idén t icas a 
7as pi imeras . 

I l l t01*Ó5S COlTipLlOStO, 

Ya hemos dicho que cu indo al capital se le acumulan los inte­
reses para que estos á su vez produzcan ó red i túen , el i n t e rés se 
l lamaba compuesto. 

Podr í a hallarse el in te rés compuesto producido por un capital 
efectu indo tantas operaciones corno años duró la imposic ión, pe­
ro siendo pesado tal procedimiento, vamos á demostrar que para 
hallar el valor de un capital y sus intereses compuestos en un nú­
mero determinado de anos, basta mul t ip l icar eí capital por la po­
tencia de uno m á s el tanto por u io cuyo exponente sea el n ú m e ­
ro de a ñ o s . 

Siendo t / el tanto por uno anual, el i n t e r é s de c, s e r á al año 
e x t . ' y sumando este in t e r é s al capital , este acumulado con su 
in t e r é s s e r á a l final del pr imer año C—-c.-fc. t / = c . (1 - f - t / ) ; es­
te es el capi ta l al empezar el segundo a ñ o y su in t e rés durante él 
c. ( l - f t . ' H . * así que el capital m á s el i n t e rés s e r á C.a=c.(l-f*t.*) 
- | - c . ( l + t . ' ) t . ' = c . ( l f - t . ^ í i - f t . ^ ^ c l l + t / )2 , cuyo capital deven­
ga en el tercer a ñ o c . ( l - | - t . ' j H t ' y a c u m u l á n d o s e á a q u é l C.3=c. 
( l - H t ^ + c . í l + t . O ^ . ^ c . C l + t . O ^ l + t . O ^ c í l - f t / ) . 3 . F ó r m u ­
las que generalizadas para a años , d á n , 0 . a = c . f l + t . í ) a . 
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Cuaiido se conociera C.a y se desconociera c , dividiendo los 
dos miembros de la igualdad anterior por í l - f - t . T se t end r í a c . = 

c.a. 
^ .r , que expresa su valor . 

Ejemplos: ¿Qué capital tendremos al cabo de dos años , pres­
tando 26000 ptas. al 6 por % ^e in te rés compuesto? 

0. *—26000 ( l +0<06)2=26000X1 W = 2 6 0 0 0 x l T 2 3 6 = 2 9 2 0 3 - ' 6 0 
pesetas. 

¿Qué capital h a b r á sido preciso imponer para que en 3 años al 
12 por % se convierta en 5898*50 pesetas. 
• ^ 5898-50 5898-50 

l ' ^ ' ^ i'52S =38b0-34 pesetas. 

lloridos púl)lioos. 
Como apl icac ión de la regia de tres se estudian t a m b i é n los 

problemas relacionados con los fondos públicos, con cuyo nom­
bre se conoce á los t í tulos de renta que los Gobiernos emiten 
cuando^ para cubrir atenciones de importancia^ contratan un em­
prés t i to . 

Los t í tulos de la Deuda ó papel del Estado lepresentan una 
cantidad que se l lama su valor nominal: á la cual tiene derecho, 
el que los adquiere^ pues como son negociables en las Bolsas ó 
establecimientos de c réd i to , unas veces domina la demanda y 
sube el precio de los t í tulos y otras veces escasea y baja dicho 
precio; las cantidades que en moneda de cuenta se satisfacen por 
aquellos se l lama valor efectivo. Cambio corriente es el precio á 
que se pagan en metá l i co cada cien unidades del valor nominal. 

E l precio que por cada cien unidades nominales fijó el Gobier­
no al poner el papel en c i rcu lac ión se l lama cambio de emisión. 

L a Deuda se divide en amortizable cuando tiene un plazo l i m i ­
tado para ext inguir la mediante sorteos que se verirtcan en perio­
dos regulares (generalmente por semestres) y p e r p é t n a cuando 
no se le ha fijado plazo de amor t i zac ión . Tanto una como otra es­
t án divididas en séries atendiendo al valor de los t í tulos y épocas 
de las emisiones. 

El in te rés que satisface el Gobierno por cada cien unidades no­
minales se l lama tanto por ciento nominal y el que resulta para 
cada cien unidades en metá l i co se denomina tanto por ciento efec-
tiev. 

Las cuestiones que se nos pueden presentar son las .siguientes: 
1. a Para hal lar el capital efectivo que h a b r á de emplearse 

para adquir ir un capi tal nominal determinado, se mul t ip l ica el 
capital nominal por el cambio corriente y se divide por 100 a l 
producto. 
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Ejemplo ¿Cuánto c o s t a r á n 50.000 pesetas en papel amort iza-

ble cuyo cambio es tá al 72 p0 /^ 
„. . , ( 300 unidades nominales cuestan 72 > , , 
Planteamiento , de donde / 50.000 « « costaran Ve ) 

50.000 . ^ % 
ve-72x-~1^-=-36.000. 

2.a Cuando se desee saber el capital nominal que p o d r á ad­
quirirse con un capital efectivo conocido, se mu l t i p l i c a r á és te por 
ciento dividiendo al producto por el cambio. 

Ejemplo: Empleando 14000 pesetas al 70o/o ¿qué cantidad ad­
quir iremos en t í tulos de la Deuda? 

; 100 unidades nominales valen 70 efectivas 
Planteamiento . .nAn en V \ n « « « 14000 « 

14000 _ 
donde Vn^-lÜOX 7() =20.000 pesetas. 

B.a Si conocemos el valor nominal y el efectivo y deseamos 
saber el precio del cambio, b a s t a r á mult ipl icar por 100 el valor 
efectivo y dividir el producto por el valor nominal . 

Ejemplo: Habiendo pagado 13700 pesetas por 16000 nominales 
¿á cómo nos salió el cambio? 

< 16000 costaron 13700 } \ loo 
Planteamiento { x=13700x = 

í 100 « X \ 16000 
8V61 p0/0. 

Las fó rmulas para determinar el tanto c/0 efectivo conociendo 
el nominal así como para aplicarestas cuestiones á la regla de 
in te rés se comprenden fác i lmente y para el manejo p rác t i co de las 
operaciones resolveremos los dos ejemplos siguientes: 

1, ° Qué tanto % efectivo cobraremos de la deuda amortizable 
del 4 % , habiendo estado el cambio cuando adquirimos los t í tu­
los a l 75 %? 
75 producen 4 ^ ^ , ioo 400 - gn 
100 p r o d u c i r á n x T 75 75 

2. ° Qué capital habremos de inver t i r en t í tulos de la deuda 
del 5% adqui r iéndolos al 68 p0/0 de cambio para tener una ren­
ta anual de 2500 pesetas. 
68 producen 5 / ,.0 w 2500 170.000 0/<rkrvA 

1 , . , ^-.wv [c=68 X - . =——=34000 pesetas, 
c p r o d u c i r á n 2oOü) •' « 

C A P Í T U L O 2 0 . 

REGLAS DE DESCUENTO. ALIGACIÓN y CONJUNTA. 

Se dá el nombre de descuento á la cantidad que percibe de ra e 

17 
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nos el que presenta al cobro ó hace éfectiva una letra antes del 
día en que vence. 

Es costumbre, muy extendida en el Comercio, la de pagar los 
g é n e r o s que se adquieren al por mayor, cu los grandes depósi tos 
ó almacenes, en un plazo prudencial que suele ser de 00 días . Pe­
ro cuando el almacenista necesita reunir fondos entrega letras á 
los Banqueros para su negociación y si estos consideran que 
aqué l r e ú n e g a r a n t í a s bastantes por su crédi to se las pagan anti­
cipadamente y sin perjuicio ele devolverle las que no sean admi­
tidas por aquellos sobre quienes van giradas. 

Pero así como el almacenista recibe antes de su debido tiempo 
cantidades que manejadas convenientemente pueden reportarle 
beneficios, el Banquero ó el pagador de la letra so desprende de 
un dinero que hasta el cobro de las letras le podr ía producir in­
tereses, por cuya causa el primero pierde una parte del valor de 
las letras proporcional al beneficio que el segundo ob tendr í a ne­
gociando su dinero, y que en compensac ión recibe és te . 

Tal es el fundamento de la regla de descuento, que no es sino 
una apl icac ión del in te rés , pues se descuenta lo que r e n t a r í a el 
valor de la letra desdé el día que se presenta al cobro hasta aqué l 
en que vence; á un tanto por ciento estipulado y que v a r í a según 
las plazas comerciales. 

Las fórmulas que hemos deducido en la regla de in te rés simple 
en el caso en que viniera expresado el tiempo en días , son apli­
cables aqu í , sin m á s que poner en lugar del capital el valor no­
minal de la letra, esto es? la cantidad que por ella debe pagarse 
á su vencimiento, y en lugar del in te rés el descuento, porque el 
tanto por ciento subsiste. 

Se o b t e n d r á pues el descuento comercial de una letra, mul t i ­
plicando el valor nominal de esta poi el n ú m e r o de días (pie se 
anticipa el cobro y por el tanto por ciento y dividiendo este pro­
ducto por 3690O: que expresado en fó rmula es: d—- " ^ - , de 

30000 
cuyo valor se deduce que d.30000 —Vn.p.t. y por tanto 

TT d 30000 I r , , , . , . . 
V n = i Este descuento se considera abusivo, porque se 

P-t /hace sobre un valor que realmente no tiene la le-
g . __d.36000 Vtra y ha dado origen al llamado descuento mate-
^ Vn .p [ J á t i c o , que se verifica sobre el valor exacto de 

d 3C000 ra' ^ r a y es en su consecue í lc ia la diferencia en-
p— - _ tre los valores nominal v efectivo de aquella. 
1 V n - t / 
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Para determiu¿ir el valor efectivo de la letra se hace uso de la 

fó rmula que en el caso part icular del in te rés simple nos dá el valor 
| c. = Ve. | 

"C. 103 T. , , i C'.-Vn. } 
del capital , que era: c ^ - - ^ — - . hn esta se hacen P. j y se 

860 
Vn. 10.) y^. 36000 

convierten en Ve==,oo.+t. p ==.„,1,:1 - - , y como el descuento ma-
860 

t emá t i co (d/ ' í es la diferencia entre el valor nominal y el efecti­

vo, se h a l l a r á de la f ó n n u l a = V n . - V o . = V u — J -^ iv7T~= 
Vn. 8G000+Vn. t. ]) —Vn. 86000 Vn. t. p. r i . 

~3603Q+f p. =8<ro()o+i:p.- Ciert0 es Clue GSte descuen­
to es menor que el comercial, por tener mayor divisor, pero para 
letras cuyo valor no sea excesivamente grande es tan insignifi­
cante la diferencia que, atendiendo á la brevedad con que se ope­
ra en el segundo, se desprecia aquella. 

Ejemplo: ¿Qué descuento había de sufrir una letra de 1400 pe­
setas que se presenta al cobro 60 días antes de su vencimiento, 
con un 6 por 7o de daño . 

— l a ' S G ^ O ' M . 
Las fórmulas que antes hallamos para Vn- t, y p., nos propor­

cionan los medios para investigar cualquiera circunstancia que 
fuera desconocida al negociar una letra, la pr imera dá el valor-
nominal, la segunda el tanto por ciento y la tercera el numero de 
días ; hay sin embargo un caso que exige cá lcu lo part icular , es 
este, cuando se desconoce el capital sobre el cual se ha verificado 
un descuento sabiendo el l íquido satisfecho, el tiempo que se apre­
ció y el tanto por 7o Y Parn hallar aquél se m u l t i p l i c a r á 100 por 
la cantidad pagada y el producto se divide por 100 menos la par­
te del tanto por 0/0 correspondiente al tiempo. 

Ejemplo: Hemos satisfecho 12303 pesetas por una letra que se 
p a g ó 60 días antes de vencer al 9 por 7o de d a ñ o . ¿Cuál se r ía 
su importe? 

12300X100 r.-,™ 
123U0 X100— , (on' o -x . = 100—9x60= :—~ 12489 oo pesetas. loo—ro 1 

l F i o g ; l a < l o a l i g a c i ó n . 

Dos clases de problemas se tratan de resolver en esta regla; el 
primero consiste en hallar el precio medio de una mezcla cuando 
se conocen las cantidades que han de mezclarse y sus respecti­
vos precios; en el segundo se pretende descubrir la p roporc ión en 
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que se h a b r á n de mezclar dos ó m á s substancias cuyos precios 
conocemos para que resulte al precio medio Ajado de antemano. 

Tanto al problema primero como al segundo pertenecen todos 
los que por su significación les sean similares; tal es determinar, 
por ejemplo, la g r aduac ión media que a l c a n z a r á un líquido en cu­
ya composic ión hayan entrado cantidades varias de g r aduac ión 
diferente, ó hallar las cantidades de ciertos l íquidos que han de 
mezclarse para que resulte el compuesto á determinada gra­
duac ión . 

Problema 1.° Se comprende desde luego que el precio medio 
que nos proponemos hal lar debe ser ta l , que mul t ip l i cándole pol­
las cantidades mezcladas dé un total igual al que se obtenga 
multiplicando las cantidades por sus precios respectivos; luego 
p o d r á conocerse dividiendo á la suma de los productos de las can­
tidades por sus precios por la suma de dichas cantidades. E n 

„ . ( a . b. d. c . . . las cantidades ) y Pm- el precio me-efecto sean: < a <u i • i- -a ^ 
( p. p. p. p . .. . los precios ) dio, se ver i f ica rá que: 

( a . + b . - f c . H - d . + . . ) = a - p.-f-b. p Z + c . p / ' + d . p . a í - f . . . , 
lueso Pm- =*~ p-+b.i..Mc'-p.v;... 

Ejemplo: Se han mezclado 95 fanegas de tr igo de 12 pesetas con 
146 de á 13 y 342 de á 11 pesetas, ¿á qué precio medio r e s u l t a r á 
la fanega de mezcla? 

95 fangs. á 12 ptas. valen 1140 ptas. j 
145 »' á 13 . » 1885 » i fanega v a l d r á ^ 
342 » á 11 » » 3762 » . <UÍU. , 082 --— \ ptas. = irbb pesetas. 
582 fangs » 6787 » / 
Problema 2.° Las cantidades que han de entrar á formar par­

te de una mezcla son inversamente proporcionales á las diferen­
cias entre sus precios y el precio medio, por cuya razón la canti­
dad que haya de tomarse de cada precio e s t á expresada por la 
diferencia entre su opuesto y el precio medio. Hemos visto en el 
problema primero que: 

Pm' (a.-f-b.)==a. p . - f b . p . ' ; si suponemos p . > p . £ y desarrolla­
mos el producto indicado en el pr imer miembro de la igualdad 

Pm-a+Pm-b .=a . p . - f b. p ' . (y como P . > P m - > p . í ) P™- b. — p / b 
==a. p.—P^-a y b (PJ" —p.<)=a . (p. —Pm-) y como siendo el pro­
ducto de dos cantidades igual al de otras dos con las cuatro se 
puede formar p roporc ión , siendo medios las de un miembro y ex­
tremos las del otro, ^ p ^ ^ ^ de donde j b ' I p ^ P m . \ seg'úu an­
tes e x p r e s á b a m o s . Pero el problema en estas condiciones es i n -
determinado porque la f racción . - n o solo es igual á la — s i -

o. 0 p—Pm.. 
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no á las que resulton de mul t ip l icar ó dividi r los dos miembroade 
esta por un mismo n ú m e r o . Para que el problema sea determinado 
necesita conocerse ó una ele las cantidades ó el valor de la suma 
ó diferencia de ellas, y entonces no hab r í a más que aplicar el teo­
rema de la proporcionalidad que fuera necesario. 

Cuando las cantidades que se hayan de mezclar sean más de 
dos, se combinan entre sí, dos á dos los precios que comprendan 
al medio dado. 

Ejemplos l.0 ¿Qué n ú m e r o de litros de alcohol de á 60 J h a b r á que 
m e z c l a r á o t r o s de27paraque resulte unag-raduac ión mediado 35.ü'? 

f io 8 1. j Pai a cada 8 litros de á 60.° hay que mez-
35 ( ciar 25 de á 27.° así como también pueden 

27 25 1. ) combinarse los mismos múlt iplos de 8 y 257 
ó sus cocientes para igual divisor. 

2," C u á n t a s arrobas de garbanzos de á 14 pesetas arroba ha­
b r á que mezclar á otros de á 9 para que nos resulte la mezcla 
á 10'50, haciendo la mezcla un total de 40 arrobas? 

14. . . . l'SO arbs. x. ) .,(RAll<cn .yí.n 
lO'oO - - — = — d e donde 

9. . . . 3-50 » y . i 40 y- x' ' 
\ ¡ Q ~ ~ x . = — ^ — = 1 2 arbs. ] Luego para 12 arbs. de á 

5 3'5o'x40 1 ^ Pesetas se m e z c l a r á n 28 
j ^ = — y . = — — — = 2 8 arbs. ) arbs. de á 9 ptas. y resulta­
r á n las 40 arbs. á 10^50 pesetas según se deseaba. 

3.° Tenemos alcohol de estos cuatro precios por H l . 85, 
100, 130 y 140 pesetas y queremos hallar las cantidades en que 
se deben mezclar para que resulte el H l . á 120 pesetas. 

Precios. Cantidades. 
85 20 ' Se pueden re-
100 10 / ferir á l o s m ú l -

pm. r-120 J tiples ó diviso-
130 20 i res del H l . así 
140 35 ) como t a m b i é n 

pueden tomarse los múl t ip los de las cuatro cantidades ó sus co­
cientes para un mismo divisor. 

La c o m p r o b a c i ó n de este ejemplo se verif icaría del modo si­
guiente: 
20 H l . á 85 ptas. valen 1700 ptas. 
10 » á 100 » » 1000 » 
20 » á 130 * » 2600 » lueg.0 es cierta la operac ión . 
35 » á 140 » » 4900 » B 1 
85 » á 120 » 10200. » 
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Hegla conjiinta. 

Se l lama así á la que nos e n s e ñ a los medios de investigar el 
valor de las unidades de una especie determinada por las equi­
valencias que guardan con otras conocidas. 

Bajo este punto de vista se establecen, mediante ella las rela­
ciones que existen entre los pesos medidas, y monetario de dife­
rentes naciones y aun las de un mismo país . Esta circunstancia, 
nos permite t ra tar en esta lo que algunos autores l laman regla 
de cambio internacional, que no es otra cosa que la r educc ión re­
c íp roca de las unidades monetarias entre plazas mercantiles de 
distintas naciones. 

D e n o m í n a s e cambio internacional al premio que recibe ó des­
cuento que sufre el que reduce monedas de una nac ión á las de 
otra. E l cambio es tá con beneficio cuando se recibe mayor n ú m e ­
ro de unidades equivalentes que las que se entregan, en el caso 
contrario se dice que sufre quebranto ó es tá con d a ñ o . 

E l cambio es tá á la par cuando se reducen unidades monetarias 
de una á otra nac ión sin beneficio ni daño . 

Se dice que el cambio es directo cuando en la ope rac ión no i n ­
tervienen mas que las dos plazas, la remitente y la aceptante,, y 
es indirecto cuando hay que servirse de varias plazas mercanti­
les. Si, por ejemplo, queremos pagar una factura en P a r í s y en 
esta plaza se admite la moneda españo la , con beneficio ó que­
branto, el cambio s e r á directo; pero si necesitamos negociar un 
crédi to en Grecia y para ello tenemos que reducir nuestro dinero 
á francos y estos á libras esterlinas para pagar en estas mone­
das que allí c i rculan ó reducirlas á dracmas, que son las del pais, 
la operac ión realizada h a b r á sido de cambio indirecto. 

Como la m a y o r í a de los casos en que tiene apl icac ión esta re­
gla es para la r educc ión monetaria, á esta clase vamos á referir­
nos en los problemas, que pueden resolverse con suma sencillez, 
bien tengan dos ó m á s especies equivalentes, sin mas que tener 
en cuenta que deben relacionarse estas de ta l modo que cada 
equivalencia contenga su pr imer miembro homogéneo con el se­
gundo de la anterior y que resulte ser la incógn i t a ó el p r imer 
miembro de la pr imera equivalencia ó el segundo de la ú l t ima , 
que deben t a m b i é n ser h o m o g é n e o s . 

Ejemplos. I,0 Estando el cambio de pesetas á francos con el 
30 p0/0 de daño ¿cuán tos francos v a l d r á n 915 pesetas? 
100 francos—130 pesetas / x _ : : : ^ ^ = 7 0 3 í 8 4 francos 
915 pe&etas=x francos ) í30 

2.° A c u á n t o s marcos e q u i v a l d r á n 9200 pesetas sabiendo que 
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250 pesetas valen 200 francos, 56 francos valen 2 libs. y que 12 
libs. valen 375 marcos? 

xm =r 9200 ps. ( 
250 ps.=:200 frs. 9200 x 200 X 2^ 375 0 ^ , ^ , 0 
56 fr - -2 l ibs. 250x56x12 = ^ U & w ™ * -
12 libs. - 375 n i . ' 

3.° Aver iguar el cambio á que h a b r á n resultado 16 libras es­
terl inas por las que hemos abonado 520 pesetas. Las 16 libs. á la 
par monetaria v a l d r í a n á 25 pesetas una 400 pesetas, luego 

520:40:)::lOÓ.-j-x: 100, de donde x = - ^ ^ - 1 0 a ~ ^ - 100 = 
130 - 1 0 0 = 30: el cambio ha sido cobrado al 30 p % de beneficio 
para las libras. 

PAR MONETARIA DE ALGUNAS NACIONES 
Comparativamente á la española (excluido el cambio). 

NACIONES MONEDAS 

Alemania . . . . 
A u s t r i a - ü n g r í a . . 
Bélgica 
Brasi l . . . . 
Bulgaria . . . . 
Colombia. . 
Chile . 
Dinamarca. 
Egipto 
Estados Unidos. . 
Francia. ; . . 
Grecia 
Holanda. . 
Ingla terra . . 
I t a l i a 
J a p ó n . . . . . 
Marruecos.. 
Méjico 
Suecia y Noruega 
Pe rú 

Marco. . 
Corona. 
Franco. 
Mllreis.. 
Lea. 

Peso. . 

Portugal. 
Rusia. . 
Suiza. . . . . . . I 
T u r q u í a ! 
Rep úbl icas America ñas \ 

Corona. . . 
Piastra. . . 
Dollar . . . 
Franco. . . 
Dracraa. . 
F lor ín . . , . 
L i b r a esterlina. 
L i r a . . . . 
Yen. 
Piastra. . . 
Peso. . . . 
Corona. 
Sol 
Mitréis.. . . 
Rublo. . . . 
Franco. . . 
Piastra. . . 
Peso. , . , 

VALOR 
en pesetas 

1/25 
roo 
F 8 0 
2'00 
l'OO 

5'00 

1¿35 
0'25 
5 MU 
l'OO 
l'OO 
2'00 

25,00 
ViX) 
5'()0 
5'80 
5'40 
1'30 
5-00 
5'50 
4'00 
l'OO 
0'25 
o'OO 





A P K N D I C F 
C A P I T U L O 1.° O R O ; 

Teoría general de los sistemas de numeración. 

A l hablar de los fundamentos sobre que se es tab lec ía la nume­
rac ión , en el cap í tu lo 2.° , digimos que las leyes á que obedece la 
formación de las unidades numerativas es convencional; si bien 
son constantes dentro de cada sistema, una vez elegida la base; 
que és ta daba nombre á aqué l y que desde el binario puede con­
siderarse un n ú m e r o indefinido de sistemas. 

Si conservando como fijo el principio deque toda cifra colocada 
á la izquierda de otra representa unidades numerativas tantas ve­
ce* mayores como unidades simples contenga la base, p r e t e n d i é r a ­
mos formar un sistema de n u m e r a c i ó n cuya base fuera b, en el 
cual pod r í amos establecer arbi trariamente los nombres de las 
unidades y n ú m e r o s , la forma que estos y aquellas t e n d r í a n se­
r ia la siguiente: 

Unidad simple I — igual para todos los sistemas. 
Base ó unidad de 2.° orden.,.6. Las b ^ - l cifras primeras ser ían 

simples y podr ían representarse por las que se han adoptado pa­
ra el sistema decimal, a ñ a d i e n d o ó quitando, según fuera b > ó 
< 1 0 . 

Unidad de 3er. orden. . .62-Porque b veces b es igual b x b = b 2 . 
« de 4.° id. ... ^ = i veces &2. 
« de 5.° id ... b*=b « b \ 

Suponiendo que las cifras de este sistema fueran /;?, n, p , q, r , 
s, t, u, y tratando de averiguar la forma de un n ú m e r o N > 6 , di­
v id i r í amos Is7:& y representando por N ' el cociente y por q el resto: 

N—b. N ' - f - q . Si ]ST'>/> y l l a m á m o s N " al cociente de la d i v i ­
sión de N ' entre b, siendo el resto: K ^ . & . N ^ - f p. Siendo N a > b 
y or ig inándose de la división del primero por el segundo el co­
ciente K ' " y el residuo i , W — b - W - j - t Procediendo con los co­
cientes sucesivos de la misma manera y suponiimdo que l l egá ra ­
mos á uno Q en el cue Q = 6 Q'-j s, siendo Q ' < b , Q* t e n d r í a que 
ser igual á una de las cifras tn, n, p} q, r , s, t, u del sistema; sea 
Q ^ n , y el n ú m e r o N es ta r í a expresado bajo la forma: 

18 
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"N==bmn-!-b,ii-is-l- + b 2 . t - f b . p + q porque siendo 

N = b . N í - h q y N ' = r b . N " - } - p , N = b ( b N u + p ) - f q ^ . N ^ + b p4-q 
y como N^--=b.Na{-i- t ,N = b^(b .Naí - f t ) + b p - h q ^ . N ' ^ - f b2t-f-b. 
p + q y continuando las sustituciones, y suponiendo que hubiera 
w igualdades hasta la de Q'—n, se ob tendr ía la fó rmula antes 
anotada, en la cual q representarla unidades de primer orden, p 
de segundo, t de tercero y n de emésimo. 

Dos clases de problemas podemos proponernos al operar con 
n ú m e r o s que pertenezcan á sistemas de n u m e r a c i ó n diferentes: 

l . " Dados ciertos n ú m e r o s expresarlos en otro sistema distin­
to y 2 0 Operar con los n ú m e r o s de cualquier sistema. 

El primero vamos á estudiarle dividido en tres partes: 1.a Da­
do un n ú m e r o de cualquier sistema expresarle en el decimal. 2.a 
Convertir un n ú m e r o del sistema decimal á otro sistema de dis 
t inta base y 3.a Pasar de uno á otro sistema un n ú m e r o dado. 

Problema í.0 —1.a Parte. Dado un numero de cualquier siste­
ma expresarle en el decimal. 

Co.no hemos visto antes, las unidades nunnra t ivas de cual­
quier sistema son las potencias sucesivas de la base. Mul t ip l i can­
do pues las cifras que representasen los órdenes de unidades que 
el n ú m e r o contuviera por el valor do las unidades numerativas 
correspondientes, expresadas por una potencia de la base cuyo 
exponente ser ía igual al n ú m e r o de cifras que sigan á cada 
una de las que se consideren, la suma de los productos seria el 
n ú m e r o decimal equivalente. 

Ejemplo: El n ú m e r o 54 m 27 n del sistema duodecimal expre­
sarle en el decimal. Admitamos que las cifras del sistema deci­
mal hayan servido para el duodecimal añad iendo m cuyo valor 
sea 10 y n que valga 11. 

/ unidades — 1 
Las unidades numerat ivasl decenas (b) — 12 

en el sistema duodecimal valen (centenas (b2). . . . — 144 
^ millares ( V ) . . . . — .1728 
i decenas de mi l la r (b4) —20736 

[ n . = . . . . . . . 11 
las cifras que constituyen e n 7 . b = 7 . 1 2 = <S4 

/2 b2=2,144-=. . . . 288 
¡ r a . b 3 = 1 0 . 1 7 2 8 = . 17.280 

n ú n e : o o 4 m 2 7 n v a l d r á n / 4 b4—4.20736^ 82 944 
' o.b1^--5.248832^ 1.244 1G0 

luego en el sistema decimal 54 m 27 n - 1.344,767 
Si el sistema en el cual se diera expresado el n ú m e r o fuera in-

http://Co.no


sera 
54 ni 27 n. 
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ferior al decimal hab r í a algunas cifras de este que c a r e c e r í a n dé 
r e p r e s e n t a c i ó n en a q u é l . Asi en el sistema octogesimal, las cifras 
8 y y no ex is t i r í an . 

2. a Parte Convert ir un n ú m e r o del sistema decimal á otro do 
distinta base. 

Recordando el procedimiento que hemos seguido para investi­
gar la forma que a fec t a r í a un n ú m e r o , cualquiera que fuera el 
sistema de n u m e r a c i ó n , al suponer que este tuviera á h como ba­
se, se deduce que b a s t a r á d ividi r dicho n ú m e r o por la base, así co­
mo t a m b i é n á los cocientes sucesivos que se obtengan hasta lle­
gar á uno menor que la expresada base, siendo los restos por el 
orden en que se producen de unidades, decenas, centenas...y el 
úl t imo cociente la cifra del orden superior del n ú m e r o buscado. 

Ejemplo: Expresar en el sistema duodecimal el n ú m e r o 1344767 
del decimal. O p e r a r í a m o s del modo siguiente: 
1344767 i 12 r i , . , 

1—7. T-) 12 E l numero del sistema 
^ 1120 ) ) — — I duodecimal equivalente 

4( ^ Í - I -119 \ al 1344767 del decimal 
076 46 93 778 ^ 

47 .103 98 58 641] 
7 2 Í O = m 4' 

3. :l Parte Rasar de uno á otro sistema un n ú m e r o dado. 
Este caso podr ía resolverse fác i lmente pasando el n ú m e r o da­

do al sistema decimal y luego del decimal á aqué l en el cual qui­
siera e x p r e s á r s e l e , pero puede efectuarse desde luego la opera­
ción sin m á s que tener en cuenta que cada cifra ó resto antes do 
ser unido á la cifra siguiente debe oer multiplicado por la base. 

Ejemplo sea el n0. del sistema duodecimal 43 n 8 m que se de­
sea expresar en el octogesimal. E l procedimiento operativo se r ía 
el siguiente: 

4 3 n 8 m | 8 Í Exp l icac ión del procedimiento 
3 n 65 n'7i_ ] operativo: 4decenas duodecima-

78 5 n 98 n ° _ , / les valen 48 unidades m á s las 3 
4 m 77 18 127,s \ de las dos cifras primeras del nú-

2 3 4 11 67 19:8 1 mero son 51 que dividido entre 
3 7 5 2 ( 8 dá 6 de cociente y 3 de residuo; 

este reducido á unidades inferiores vale 3x12—36 y añad iéndo le 
la cifra 11=11 que existe de ese orden alcanza á 47, que dividido 
por 8 dá de cociente 5 y de resto 7; este resto 7 expresado en el 
orden siguiente vale 7 x 1 2 = 8 4 incrementado en las 8 unidades 
de ese orden asciende á 92, que dividido entre 8 dá para cociente 
11 y para residuo 4. Del mismo modo sigue e fec tuándose la opera 
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ciúii hasta obtener el cociente 2<8. Resulta pues que el n ú m e r o 
43 n 8 m del sistema duodecimal equivale al 257332 del octogesi-
ma l . 

Problema 2.° Efectuarlas operaciones fundamentales con nú­
meros de cualquier sistema. 

Prescindiendo de la manera de ser par t icular del sistema deci­
mal , las leyes operativas en él establecidas son aplicables á nú­
meros de cualquiera otro, sin m á s consideraciones que las que 
se deducen del conocimiento de la base. Así, por ejemplo, para 
sumar n ú m e r o s del sistema sexagesimal se e sc r ib i r án unos deba­
jo de otros de modo que se correspondan sus ó rdenes de unida­
des y por cada seis que sume una columna se a g r e g a r á una uni­
dad á la del orden inmediato superior. Véase la forma de la ope­
rac ión en el ejemplo siguiente: 

32D4 J L a suma de unidades es 14 que forman 2 decenas y 
2031 12 unidades; la de decenas es 15, ó sean 2 centenas y 3 

435 / decenas; la de centenas es 11, que forman un mi l l a r y 
i 5 centenas, y la de millares 7 que que hacen 1 m i l l a r y 

11532 j u n a decena de mi l la r . 
En la sus t r acc ión se conserva el procedimiento operativo y 

cuando alguna cifra del sustraendo sea menor que la del mismo 
orden del minuendo se le agrega á este una unidad del orden su­
perior inmediato descompuesta en las equivalentes de su orden 
y para que no altere la diferencia se le agrega otra unidad del 
mismo orden de la del minuendo al sustraendo. 

Ejemplo, en el s i s - í / a l restar las unidades la cifra 4 es 
116237 > menor que la 7 del sustraendo, para 

tema octogesimal ('24115'efectuar la ope rac ión agregamos una 
decena, que consta de 8 unidades, a l minuendo 4, conv i r t i éndose 
este en 12 del cual puede restarse 7 dejando 6 de diferencia. La 
decena agregada a l minuendo se compensa a ñ a d i é n d o l e otra á la 
cifra 3 del sustraendo que expresa las decenas y que puede res­
tarse ya con dicho aumento de 5 dejando para diferencia 1. L a 
sus t r acc ión de las centenas no ofrece dificultad, pero la de m i l l a ­
res hay que efectuarla agregando una decena de ese orden como 
antes hicimos en las unidades simples. 

Para la mul t ip l icac ión es preciso formar primero la tabla co­
rrespondiente al sistema en que haya de operarse, á menos que 
se prefiera reducir los factores a l decimal y pasar luego el pro­
ducto al sistema en que se daban los datos. Como ejemplo efec­
tuaremos el producto de 3524x467 en el sistema octogesimal, 
cu va tabla insertamos á c o n t i n u a c i ó n : 
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1 í 2 3 i 4 

2 í 4 i 6 I 10 12 14 16 
I i i I i 

6 11 ! 14 17 I 22 i 25 

4 10 U 20 24 | 30 I 34 

5 12 i 17 24 31 36 43 

16520 
2143414/ 
sin otra 
que la de tener en cuenta 
en la suma dé los produc­
tos parciales que cada 8 
unidades de cualquieror-
den forman una del supe­
r ior inmediato. 

En la división es con­
veniente empezar for­
mando los múl t ip los del 
divisor, en la base elegi­
da, p r a c t i c á n d o s e la ope­
rac ión de igual modo que 

hemos estudiado con los n ú m e r o s del sistema décup lo . 
Ejemplo: D i v i d i r 26542 por 534, en el sistema octogesimal, los 

productos del divisor por los 7 n ú m e r o s dígitos del sistema son: 

6 14 i 22 30 i 36 I 44 62 

7 16 25 34 43 i 52 I 61 

524 ^ Para efectuar 
467 j el producto se 

hace uso de la 
tabla y se si­
guen las leyes 
generales de la 
mul t ip l icac ión 
part icularidad 

31514( 
25770 

634 . 1 = 634 \ 2654.2 
534 . 2 = 1270 2660 
534 . 3 = 2024 I 
534 . 4 = 2660 ) 
534 . 5 = 3314 1 
534 . 6 = 4050 
534 . 7 = 4604 / 

C A P I T U L O 2 / 

534 

742 
534 
206 

AMPLIACIÓN DE LA TEORÍA DE FRACCIONES 

Fraccióxies continixas. 

A l resolver un problema cualquiera ó al efectuar una opera­
ción en el resultado podemos encontrarnos con una fracción 
irreducible, de t é rminos bastante grandes para formar á simple 
vista idea de su valor . Por no ser simpliticable hay que someter-
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la á transformaciones tales que nos permitan apreciar la canti­
dad de magnitud que mide. Supongamos que la fracción sea 
15347 
2435"' (iue es i r r e ( ^ i b l e ? hallando su parte entera s e r á igual á 

737 
6-4-^— v como la fracción complementaria es a ú n bastante con 

•243o ^ 
siderable tratemos de reducirla á otra menor sin que altere su 
valor, para ello, dividiendo los dos t é rminos por el numerador, 

737 _ 1 1. 
se obtiene 2435—2435:737 224 y verificando igual ope rac ión con 

•' 7 37 
224_ 1_ 65 1 1 > 

ia737~737:224~ 65, en la que 224=224:65:== . 29 J continuando 
''"l'224 0*(V5 

del mismo modo se h a r í a n cada vez menores las fracciones com­
plementarias de los cocientes; pero si hacemos las correspondien­
tes sustituciones se t e n d r á : 
15347 1 Esta nueva forma de la 
2435 =:=®^~ ~~T fracción es la, que llamamos 

3-f- r - continua, y SQ puede definir 
toj_ diciendo que es una expre-

o_j_ ^ s^n compuesta de una parte 
o 7 entera, que puede ser cero, 

"̂•"29 m á s una fracción que tiene 
por numerador á la unidad y por denominador una parte entera 
m á s una f racción que tiene por numerador á la unidad y por de­
nominador una parte entera etc. Las partes enteras de los deno­
minadores se l laman cocientes incompletos y se l lama reducida á 
la parte de la f racc ión continua comprendida entre el pr imer co­
ciente incompleto y cada uno de los d e m á s ; así la primera redu­
cida se r á 6, la segunda la tercera 6-] — y asj sucesiva. 

Seg­
mente, 

Dado el valor de una fracción cualquiera, ordinaria ó decimal, 
podr ía transformarse en continua obedeciendo al procedimiento 
de divisiones sucesivas que antes hemos apuntado y que es idén­
tico a l que se emplea para hal lar el m. c. d, de dos n ú m e r o s , co­
mo puede comprobarse con el anterior ejemplo. T a m b i é n es fácil 
pasar de una t r acc ión continua l imitada á la ordinaria ó decimal 
que la dió origen, pero en cambio la indefinida solo puede calcu­
larse por a p r o x i m a c i ó n . 

Clasif ícanse las fracciones continuas indefinidas en per iód icas 
puras y mixtas según que se repitan los cocientes incompletos á 
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par t i r del primero ó desde cualquiera otro que no sea aquel, pe­
ro guardando el mismo orden que en los n ú m e r o s decimales. 

Aunque ligeramente, porque este estudio tiene poca ap l icac ión 
p r á c t i c a , vamos á examinar algunas propiedades de las reduci­
da s, partiendo de su formación . 

Teorema I.0 Una reducida se forma multiplicando el cociente 
incompleto que la, corresponde por los términos de la reducida an­
terior, y sumando con el producto la anteprecedente miembro á 
miembro. 

Sea la f racción continua 

F = m - ! - L a primera reducida es m = 

n - L - r 1^ segunda es m + ~ = ;líi 
11 r i 1 n n 7 

1 1 
P + . tercera es m + , m i —-

Ü4- n - - ~ . r 
. p m.ii ])-|-iii-|-p p(i i i .u+1; + 

= m + u . p + i ^ n.p+i ^ — J ^ r - que vemos ^ se forma 
conforme hemos dicho en el enunciado del teorema, luego para 
formar la 4.a mu l t i p l i ca r í amos por q á los t é rminos de la 3.a y 
les s u m a r í a m o s al numerador y denominador los de la segunda, 
luego ser ía : 

, ., q(ni.u p+m+p)+Cpa• u+1), 
q(p.n+l) + n 

De la demos t r ac ión de este teorema se deduce que los t é rminos 
de las reducidas son cada vez mayores, por ser de suma y mul t i ­
pl icación las operaciones que con ellos se e fec túan . 

Teorema 2.° I.a diferencia entre cada dos reducidas sucesivas 
es igual á una fracción que teniendo por numerador á la unidad 
se forma su denominador del producto de los de aquellas. 

Considerando la fracción continua que antes establecimos y 
tratando de hal lar la diferencia entre las reducidas 2.a y 1.a, 2.'* 
y 3.a, 4.il y 3.a, etc., después de reducirlas á común denominador: 

2 a ^ a. m.n-fJ ra m.n+l—m n i 4 
n i n i n ' 

•2 a--3 a ~ U M Í , U : n ^ + n l ± ? J = : _ m - n 2 p + m.n+np+l m.n2p+m.n+np; 
n n.p+i ; rít - •; 

n(n.p+l) n(n.p+l) 
m(h.p+l) " 
Examinando ahora los resultados, que desde luego prueban el 

teorema, se deduce que, siendo ^ > - ^ - + I - , las diferencias.entre 
las reducidas son cada vez menores y.que, ' habiendo de restarse 
de cada reducida par la impar que lá antecede ó la que le sigue, 
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podí'á éstáblecerse qUe Una reducida sel'ii mayor ó menor que las 
dos entre quienes se halla situada según sea par 6 impar. 

Corolario 1.° Las reducidas sucesivas si son pares aumentan y 
si son impares disminuyen. 

Hemos deducido que entre las tres primeras reducidas, la 1.a 
< 2 . a > 3 . a , ahora bien la diferencia 2.a-l.fl>2.a--l3.a y cerno á ma­
yor diferencia, para igual minuendo; corresponde menor sustraen-
do, l . a<3 .a j esta sería á su vez menor que las siguientes, luego 
las impares crecen. 

Partamos ahora de la desigualdad 2 . í l > 3 . a < 4 . a y viendo que 
las diferencias 2.a-3.a>4.a-3.a, cuyo sustraendo es igual , corres­
ponde el mayor minuendo á la mayor diferencia, es decir que 
2.a>4.a y esta se r ía á su vez mayor que las siguientes, luego las 
reducidas pares decrecen: 

Corolario 2.° Cualquier reducida par es mayor que las redu­
cidas impares. 

Del corolario anterior deducimos que estableciendo separada-
ihente las reducidas pares é impares por orden de magnitud: 
) l . a < 3 . a < o . a < 7 . a . . i Como la ú l t ima reducida par, que es la 
I 2 , a > 4 . a > t ; . a > 8 . a . . i menor de las de esta clase, es mayor que 
la ú l t ima impar, que es á su vez la mayor de todas las de la su­
ya, no cabe duda que cualquiera par supera á la mayor de las 
impares y por tanto á cualquiera de estas. 

A p r o x i m á n d o s e por defecto el valor de las reducidas impares 
al de la fracción continua de que proceden y las pares por exceso, 
se deduce que el valor exacto de ella es tá comprendido entre ca­
da dos reducidas sucesivas y que es tanto más p r ó x i m o cuanto 
menos se diferencien entre sí las reducidas, es decir, cuanto m á s 
distantes se hallen de la pr imera. 

Escolio. Las propiedades establecidas en los corolarios ante­
riores nos permiten apreciar el t í tulo de fracciones convergentes 
con que algunos designan á las reducidas, pues en efecto unas en 
su crecimiento y otras en su d isminución de valor tienden á apro­
ximarse al de la f racción continua total , que es una constante 
siendo las variables los valores de las reducidas, esa constante se 
l lama l ímite y es superior para las reducidas impares que aunque 
aumentan no llegan á igualarle, é inferior para las pares que al 
disminuir tampoco le alcanzan. 

Lo antes expuesto se refiere á las fracciones continuas indeíini-
tidas, pues en las limitadas pueden determinarse con exacti tud su 
valor que se r á el mismo de la ú l t i m a reducida. 

Para calcular con un grado de a p r o x i m a c i ó n determinado el 
valor de la f racción continua indefinida, basta hallar una reduci-
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da cuyo denominador exceda a l de la a p r o x i m a c i ó n / ó en la an­
terior siempre que el cuadrado de su denominador cumpla con 
igual condición, 

C A P Í T U L O 19-

T E O R Í A L O G A R Í T M I C A 
PROGRESIONES POR DFERENCIA 

*SÍe<!M&i 

8e l lama progres ión a r i t m é t i c a ó por diferencia una sér ie de n ú ­
meros tales que la diferencia entre cada dos consecutivos es cons­
tante. Dicha diferencia se denomina r a z ó n de la p rogres ión y los 
n ú m e r o s que forman esta son los términos . L a p rogres ión puede 
ser creciente cuando los t é rminos van aumentando y decreciente 
cuando van disminuyendo. Es l imi tada si consta de un n ú m e r o de 
t é rminos conocido y es indefinida cuando no se conocen el t é r m i ­
no primero ó úl t imo ó ninguno de los dos. En la p rogres ión l i m i ­
tada el primero y úl t imo t é r m i n o se l laman extremos, en la in ­
definida los extremos son arbitrarios. 

Se escribe una p rog re s ión por diferencia poniendo a l principio 
los dos puntos de la división separados por una p e q u e ñ a l ínea ho­
r izonta l y separando los t é rminos por medio de un punto, en esta 
forma, 5 . 7 . 9 . 11 . 13... y se lée : como cinco es á siete, es á 
nueve, es d oncef etc., pudiendo decirse t amb ién : como cinco es 
a r i tmé t t camente á siete etc. 

La p rogres ión : —- 9 . 12 . 15 . 18 . 2 1 . . . es creciente y su r azón 
es 3, en c a m b i ó l a progres ión- - ' r . . . 24 . 20 . 16 . 12... es decrecien­
te y su r azón es 4. 

De la simple inspecc ión de los t é rminos de ambas progresiones, 
se deduce que en la creciente todo t é r m i n o es igual a l anterior 
m á s la r azón y en la decreciente un t é r m i n o cualquiera es igual 
al que le antecede menos la r azón . Tanto en la una como en la 
otra conocido el pr imer t é r m i n o y la r a z ó n se pueden deducir 
de a q u é l los d e m á s . Asi la p rogres ión - r O . 12 . 15 . 18 . 2 1 . . . so 
puede escribir t amb ién bajo esta forma —|- 9 . (9-f 3 ) . ( 9 + 2 . 3) . 
(9-1-3 . 3) . ( 9 + 4 . 3). . . lo cual permite fo imular el siguiente p r in ­
cipio: en toda progres ión a r i tmé t i ca creciente, un t é i m i n o cual­

quiera es igual al primero aumentado en el producto de la ra­
zón por el n ú m e r o que e x p r é s e l o s t é rminos que hay entre el p r i ­
mero y el que se considera, y que por lo tanto el ú l t imo siempre 

19 
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s e r á igual al primero m á s el producto de la r a z ó n por el n ú m e r o 
de t é rminos de que conste la p rog res ión í cenos uno. En la ante­
r ior p rogres ión 21=9- | -4 .3 , puesto que 21 ocupa el quinto lugar. 

En la p rog res ión decreciente un t é r m i n o cualquiera es igual al 
primero disminuido en el producto de la r azón por et n ú m e r o que 
exprese los t é rminos que hay á la izquierda del que se considera; 
así en la p rog re s ión ~ 24 . 20 . 16 . 12, 12=24—(4 . 3) , puesto 
que á la izquierda de este t é rmino hay 3. 

Teorema I.0 E n toda p rog re s ión por diferencia, un té rmino 
cualquiera es igual á otro de los que le anteceden m á s ó menos tan­
tas veces la r azón como términos hay entre ambos, ó á uno de los 
que le siguen menos ó m á s tantas veces la razón como lugares hay 
desde el considerado hasta el que le sigue, según la p rog res ión sea 
creciente ó decreciente. 

Supongamos la p rog re s ión creciente t, . t2 . t . . . P . t P+1... 
t P + i . - . t 0 ! . cuya r a z ó n sea r , se p o d r á n establecerlas igualdades 
siguientes. 

[ p + 2 ^ P^ -'f-r / fumando ordenadamente: 
t p t s = t p + 2 - f r f t p + l + t p + 2 + t p + 3 + - . . t p + m ^ t p - l - t p + i - f tp-f-i . . . 

/-f-tp4-(m—i)--{-m. r , y suprimiendo cantidades 
[iguales de ambos t é r m i n o s : 

tp+m=tp+(m-- i )+r l tp+m=: tp + M • R' Ó 1 P ^ t p + m - m . r 

Si la p rogres ión hubiera sido descreciente: 

P+t—tp 1 i y sumando: t p + i + t p + 2 + t p + 3 + - j - tn+m= 
t p + 2 = t p + i - r , . f . f , f tp + t p + i - f tp+24- . . t p + ( m - i ~ m . r y suprimien-
tp-fo—lp-f-2—1 

do t é rminos comunes:t p+m = t p —m.r ó tp = 
t p + m + m . r; con lo cual queda aprobada la 
propos ic ión . 

tp+m—tp+(ni—1)— r 

E l teorema antes demostrado nos proporciona el medio m á s fá­
c i l de hallar cualquiera t é rmino de una progres ión por diferencia, 
conociendo la r azón y alguno de los que antecedan ó sigan á aqué l 
así como el sentido de la progresionalidad. 

Ejemplos: 1.° Hal la r el 5.° t é r m i n o de una progres ión por dife­
rencia creciente cuvo 2.° t é rmino sea 6 v la r azón 2. 

5 ^ 2 . 0 + 3 x 2 = 6 + 6 ^ 1 2 . -
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La p rogres ión se r í a : ; 4 . 6 . 8 , 10 . 12, en la cual vemos q u é 

se cumplen las condiciones exigidas. 
2o. Ha l l a r el 4.° t é r m i n o de una p rog res ión por diferencia cre­

ciente, cuyo 9.° sea 215 y 20 la r azón . 
4.0==9.0—5X20=215—100--=116. 
Siendo el 116 el 4 .° , el 5." se r ía 135, el B.0 155, el 7.° 175, el 

8.° 195 y el 9.° 215. 
Ha l la r el 8.° t é r m i n o de una p rogres ión por diferencia de Q O O. 

creciente, cuyo 3.° sea 212 y la razón 4. 

8 . 0 = 3 . 0 — 5 x 4 = 2 1 2 — 2 0 = 1 9 2 . Los t é rminos ser ían; 

3. °—212 
4. °—208 
5. °—204 
6. °—200 

/ 7.°—190 
[ 8.p—192 

Teorema 2.° K n toda progres ión por diferencia la suma de tér­
minos extremos es igual á la suma de dos té r mi nos cualesquiera eqiii-
distantes de aquellos. Sea la progres ión 1,. t2. t3 . . . tm+i. . . t q—m 
. . . t i , en la cual á tq -m le faltan m lugares para llegar al úl t imo y 
tra+ies el que se halla á los m t é rminos del pr imero; si la progre­
sión es creciente: 

t m + i — t . + m . r j 
¡y sumando ordenadamente: tm+i.-f-tq^m=:t,-f tq. 

t q - m = t q - - m . r \ 

Si la p rogres ión fuera decreciente: 
t m + i = t , — m . r i 

i y t m + l - | - t q _ m = t j - f t q -
t q - m = t q -hm . Y \ 

lo que demuestra el teorema. 
Teorema 3.° L a suma de todos los té rminos de una p rog re s ión 

po r diferencia l imi tada , es igual á la semisuma de los extremos 
mult ipl icada po r el número que exprese los t é rminos de que la p ro ­
gres ión consta. 

Representemos por $ la suma de todos los t é r m i n o s de la pro­
g r e s i ó n — f t , . t2. t.3 t . t . t , siendo igual el valor de una suma 

q~2 q—l q 
cualquiera que sea el orden en que se tomen los sumandos. 
& ~ ¿ i + t 4 - H 8 + + t q - 2 4 - t q - l - f t q ( lUCgO 2 S = (t1 + tq ) - f - ( t2+ 
S = t q + t q _ l + tq_2 + + t 3 - H i - l - t 1 / t q - l ) + ( t s + t q ^ + 
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4 : ( t ' r M i ) y ' p ó m o las;, sumas encerradas-entre pa rén te s i s ó.lo son 
de extremos ó de t é rminos equidistantes, que sabemos que son 
iguales, y como de estas sumas hay tantas como t é r m i n o s tiene 
la p rog res ión que son q, 2 S=(t i-f- tq) q y dividiendo por 2̂  S = 

t i + t q X q , que prueba el enunciado. 
2 
Ejemplo: ¿Qué valor t e n d r á la suma de los veinte primeros nú­

meros pares? 
Los 20 n ú m e r o s pares primeros forman p rog re s ión a r i t m é t i c a 

cuya r a z ó n es 2 el v igés imo s e r á igual a l l.0-[-19x2=40, la su-
2+40 

ma s e r á pues - 2~x20=420. 

INTERPOLACIÓN DIFERENCIAL 

Interpolar un cierto n ú m e r o de medios diferenciales entre dos 
cantidades dadas^ es formar una p r o g r e s i ó n por diferencia que, 
teniendo por extremos á dichas cantidades^ conste del n ú m e r o de 
t é r m i n o s que se quieren interpolar m á s los dos conocidos. Lo esen­
cia l en las interpolaciones es determinar la r a z ó n , pues aver i ­
guado el va lor de és ta , como son conocidos los dos t é rminos p r i ­
mero y ú l t imo , pueden descubrirse los d e m á s en función de aque­
l l a y uno cualquiera de estos. 

Y recordando que en las progresiones por diferencia el conoci­
miento de dos t é rminos cualesquiera nos puede conducir a l va lor 
de la r a z ó n , vemos que no ofrece dificultad alguna la investiga­
ción de esta. 

Sabemos,, en efecto, por lo demostrado en el teorema 1.° que: 
t p + m = t p - j - i m i ' ó tp+m=tp—-m, r , s egún fuera creciente ó de 

creciente la p rogres ión , en ambas igualdades puede despejarse el 
valor de r , siendo en la pr imera r= ( tp+m— t p ) : m y en la se­
gunda, r—(tp—tp+mj : m . Aplicando estas fó rmulas á la interpo­
lac ión de n medios diferenciales entre a y h y suponiendo a > b , 

la r a z ó n r = ¿ — ¿ , porque si la p rogres ión formada, que c o n s t a r í a 

de n-f-2 t é rminos , fuera creciente, a=b-f - (n - f - l ) . r y r = ~ f , si 

fuera decreciente b = a — ( n H - l ) . r y r = ^ j , que nos confirma que 
para hallar la r azón de una in t e rpo lac ión diferencial, basta d i v i ­
dir la diferencia que existe entre las cantidades dadas por el n ú ­
mero que represente los t é r m i n o s que se han de interpolar incre­
mentado en una unidad. 
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Ejemplo: Interpolar entre 4 y 22^6 medios diferenciales. 
R — - j — = ^ = 3 : la p rogres ión formada ser ía ;-4 . 7 , 10 . 13 . 

í 6 . 19 . 22 . 
Interpolando entre cada dos t é rminos de una progres ión por 

diferencia el .mismo n ú m e r o de medios diferenciales se forma­
r ía una nue\ra p rogres ión , porque como h a b r í a que d iv id i r las d i - , 
ferencias entre cada dos t é rminos por el n ú m e r o que indicara los 
medios á intercalar incrementado en una unidad y como a q u é ­
l l a diferencia es constantemente igual á la r a z ó n d é l a progre­
sión^ las razones de las interpolaciones r e s u l t a r í a n idén t icas y 
a d e m á s el ú l t imo t é r m i n o de cada p rogres ión parcial que se for­
mara con las cantidades interpoladas se r ía el primero de la pro­
gres ión siguiente, luego con todas las progresiones se podr ía for­
mar una sola. 

PROGRESIONES POR COCIENTE 

Progres ión g e o m é t r i c a ó por cociente es una série de n ú m e r o s 
tales que el cociente entre cada dos consecutivos es constante. 
Dicho cociente se llama, r azón d é l a p rogres ión y términos á los 
n ú m e r o s que la forman. 

Cuando la p rogres ión g e o m é t r i c a es creciente cada t é r m i n o se 
forma mult ipl icando a l anterior por la r a z ó n y si es decreciente 
dividiendo aquél por esta. Se conservan los nombres de l imitada, 
indefinida, etc. que hemos dado á conocer en la lección anterior. 

Una p rog res ión g e o m é t r i c a se escribe poniendo delante el sig­
no , que se lée como, y separando entre sí los t é rminos con los 
dos puntos de la p roporc ión ó división y se lée : como a es geomé­
tricamente á b es geométr icamente á c, etc., ó simplemente: como 
a es á b , es á c etc. 

Todos los t é rminos de las progresiones g e o m é t r i c a s pueden po­
nerse en función del primero y de la r a z ó n , pues, según antes de­
c í amos , multiplicando ó dividiendo por esta a l t é rmino conocido se 
h a l l a r á el siguiente y volviendo á repetir la ope rac ión se h a l l a r á 
otro y procediendo del mismo modo pueden formarse los que se 
deséen . Vemos, en efecto que las progresiones se pueden poner 
bajo estas formas: 

-H- 3:12:48:192:768:3072 
^ 12500:2500:500:100:20 

.::..3:(3x4):(3x42):(3X43):(3x4s):(3x4:;) , 
12500 12500 12500 12600 

: : 1 2 5 0 0 : - T :- .2 : 53 
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El úl t imo t é r m i n o de una p roporc ión g e o m é t r i c a creciente ó 
decreciente s e r á igual a l pr imero multiplicado ó dividido por la 
potencia de la razón" cuyo índice exprese el n ú m e r o de t é r m i n o s 
de que conste la p r o g r e s i ó n menos uno. 

Teorema 1.° E n toda p rog re s ión geométr ica , creciente ó decre­
ciente, un t é rmino cualquiera es igual á otro de los que le antece­
den multiplicado ó dividido por la potencia de la r azón cuyo expo­
nente indique los té rminos que hay entre ambos, ó á uno de los que 
le siguen dividido ó multiplicado por una potencia de l a r azón cu­
yo grado exprese los lugares que hay desde el que se considera 
hasta aquél en función del cual se vá á determinar. Sea la pro­
gres ión creciente ; ; T:T:T:..T:..T:... . .:T. cuya r azón sea R, va-

1 2 3 p p+m q 
raos á buscar el valor del t é rmino Tp+m que se halla á los m té r ­
minos de Tp; en función de este, para ello estableceremos el va­
lor de los t é rminos desde Tp+i mediante el anterior y la r a z ó n lo 
que dá lugar á las igualdades siguientes: 

Tp 1-1=1 p. R \ e multiplicadas miembro á miembro d á n : 
,n m p IT . T . T . T Tp+m. =xT . T . T T . Rm 
lp+2 — i • l t i p+L p+2 p+3 p+4 p p+l(p+2) p+(m--l i 

p+1 ' y suprimiendo t é rminos iguales en ambos miem-
Tp-f3=T . R }bros ; queda Tp+m«=Tp •. M ^ , de donde se deduce 

P+2 

Tp+m=-T R 
t a m b i é n que Tp-— 

p+(tíi—i) / 

Si la p rogres ión hubiera sido decreciente: 

T P Tp+i= -p \ que multiplicadas producen la igualdad: 
^ i T . T . T T 
i p + i T . T . T T -— p p+l p+2 p+(m—1 v 

lp+2— R I p+ lp+2p+3 p+m ' ' 

Tp+2 \ suprimiendo cantidades iguales de ambos 

. . . . . . I miembros: Tp+m= de la cual se deduce 

Tp+(m_i) I que T = T . Rm. 
T p + m = — K ; P P+M 

L a ap l icac ión de este teorema nos permite hal lar cualquiera 
t é rmino de una p rogres ión conociendo uno anterior ó posterior 
V la r a z ó n . 

Ejemplo. I.0 Hal la r el 4.° t é r m i n o de una p r o g r e s i ó n geomé­
t r ica creciente cuya r a z ó n es 2 y el segundo t é r m i n o 14. 
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4.*—2.óx2a=14x4—50. L a p rog res ión se r í a : | " 7:14:28:56 
2 . ° Ha l l a r el tercer t é r m i n o de una p rogres ión g e o m é t r i c a 

creciente cu va razón es 4 v el 9.° t é rmino 393.216. 
3.0 ̂  9.0: 4* -=393216:4096 == 96 
Siendo 96 el t é rmino 3.° , el 4.° =96x4 =3847 el 5.0=384X4^ 

1536, el 6.0~ 1536x4=6144, el 7.°-=6144x4=24576, el 8.°= 
24576x4^98304, y el 9.o=98304x4=393216. 

3. ° Ha l l a r el 5.° t é r m i n o de una p rog res ión decreciente cuyo 
2 . ° fuera 3072 v la r a z ó n 4. 

~ o 9 J o n 7 9 . n i . o * Siendo el 2.°: 3072; el 3 °: 768; el 
o. - 2 . . 4 _ 3 0 7 2 . b 4 _ 4 8 . 4 o l 9 2 y e l 6 4 a 

Teorema 2.° E n toda p rogres ión geométr ica el producto de dos 
té rminos equidistantes de los extremos, es constantemente igual a l 
de dichos extremos. 

Sea la p rogres ión ' ' T i : T2 : T3 T p + i : . T :q—pT q; en la que 

Tp+] dista del primero p t é r m i n o s v T q - p se halla p t é rminos 

antes del ú l t i m o , si aquella fuese creciente: |fpiJ+^_rp1> ^p | y mul ­

t ipl icando: T . T = :T . T . R P : R P = T . T . q Si fuera ' decre-
p-f 1 q—p 1 q 1 q 

i T = T : R P ] de donde T . T = T . T : R P . R P =± 
c í e n t e - ' p+1 1 > P+1 q--p 1 q 

' I T = T . R P i T . T , que prueban el teorema. 
' q—p q I 1 q 

Teorema 3.° E l producto de los té rminos de una p rog res ión geo­
métr ica es igual á la r a í z cuadrada del producto de los extremos 
elevada á una potencia igual al número de té rminos de que la p ro­
gresión conste. Representando por P el producto de los q t é r m i n o s 
de la p rog re s ión ;• ^ 2 ' q l i ^ ver i f i ca rá que, como 
el orden de factores no altera el valor del producto: 

TV rn rp rn T 
P = j . 2 . 3 _ i • f multiplicando ordenadamente: 
P ^ T T " T ' T p 2 = ( T T ) ( T T S 
1 q • q - 1 2 ' .1 J V 1 V 2 q ~ U 

/ T T \ / r r T \ 
( q—1 ' 2/ V i ' q / ' 60 este se8'ulldo miembro hay q factores 
iguales que son productos de extremos ó de t é rminos equidistan­
tes, luego pueden ponerse bajo forma potencial y q u e d a r á P - = 
/ T > T y y extrayendo la raíz cuadrada P = ^ ^ T ^ T y ? cor,. 

forme a l enunciado, 
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Teorema 4.a E n toda p rogres ión geométr ica creciente la suma 

de sus términos es igual al úl t imo midtijplicado por la r azón , me­
nos el pr imero, dividida esta diferencia por e l exceso que l a razón 
¡leve á l a unidad', y si l a p rogres ión es decreciente, dicha suma se 
obtiene restando del primero el producto del ú l t imo por l a razón 
y dividiendo á la diferencia por la que existe entre la unidad y ta 
razón . 

Sea la p rogres ión ; • T i : T-? : Tg ... Tm; creciente, y su r a z ó n 
l i ; sabemos que en toda p ropo rc ión la suma de antecedentes es á 
la de consecuentes como un antecedente es á su consecuente, 
principio generalizable á las progresiones que e s t án formadas por 
una serie de proporciones continuas de igual r a z ó n , en las que 
los t é rminos pueden ser antecedentes menos el ú l t imo y t a m b i é n 
consecuentes á excepcc ión del pr imero. Si pues r e p r e s e n t á m o s 
por S .la suma de todos los t é r m i n o s , se pod rá establecer que S— 

£ ; 8—^ : : í . : T0 v como ^ : ^ : : 1 : R, se t e n d r á S—T : 
xa. .1 1 ¿ " 1 2 ' ni 
S— T.:: 1 : R; en la cual (S—T ) R = S — T 1 , es decir S . R—T ' 

* V ni ' V m T ~ T R R = S — ^ y pasado S a l pr imer miembro y m al segundo, 

S . R — S = ^R— i y sacando factor común á S, queda S (R—1) 

T T Tni • R —I1] „ , , 
~ i y dividiendo por R—1, 8 = — ^ Z T f — , conforme a la 

primera parte del enunciado. 

Si la p rog res ión fuera decreciente i : % • : R : 1 teí)iendo eu 

cuenta esta p roporc ión y l aS— : S— ^ : l ' . 2, se í o r m a -

r ía la siguiente S— : S — , : : R : 1, en la que S— . = ( S—T) 

R = S . R - ^ . R v S—S . R=.T —T1 • R ó S ( l — R ) = T — ^ R 
1 m i " 7 m 1 

S = - - - — ^ ' que demuestra la segunda parte del enunciado. 

INTERPOLACIÓN PROPORCIONAL 
In te rpo la r proporcionalmente cierto n ú m e r o de medios entre 

dos cantidades dadas, es formar una progres ión por cociente que 
conste del n ú m e r o de t é r m i n o s que se quieren interpolar m á s los 
dos conocidos. H a b r á pues que investigar la r a z ó n de esta pro­
gresión, , para :1o cual nos basta el conocimiento de los dos t é rmi ­
nos que han de ser sus extremos. 
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Supongamos que entre los números /) y q quieran interpolarse 

(ir—1) medios proporcionales, según lo demostrado en el teorema 
1.° representando por x , la r azón y siendo q > p , q = p . x 
• nTq ) Si q > p y el cociente es potencia enésima perfecta la 

x _ 1 , , , ' r azón d é l a in te rpo lac ión t e n d r á forma entera, y si 
q < p , su forma se rá fraccionaria. 

Luego la r azón de una in te rpolac ión proporcional se halla ex­
trayendo la ra íz del grado inmediatamente superior al n ú m e r o de 
t é rminos que se deseen interpolar del cociente obtenido al d iv i ­
dir los extremos conocidos. 

Ejemplo: Interpolar entre 7 y 448 dos medios proporcionales. 
-7T¿ l3 . ( los n ú m e r o s interpolados ser ían 28 v 112 

| / 7 * > y se f o r m a r á la progres ión 7 : 28 : 
112 : 448. 

Interpolando entre cada dos t é rminos de una progres ión por 
cociente un mismo n ú m e r o de medios proporcionales se forma 
una nueva progres ión cuya razón ser ía el resultado de extraer de 
la razón de ta p r imi t iva progresión^ la ra íz de grado igual al nú­
mero de t é r m i n o s interpolados m á s uno. 

LOGARITMOS 
Cuando dos progresiones una por diferencia y otra por cocien­

te, que empiezan respectivamente por cero y la unidad, se colo­
can de modo que sus t é rminos se correspondan, forman un siste­
ma de logaritmos, l l a m á n d o s e n ú m e r o s á los t é rminos de la pro­
gres ión por cociente y logaritmos á los de la p rogres ión por dife­
rencia. 

Parece deducirse de esta definición que solo t e n d r á n logari t­
mos los n ú m e r o s mayores que la unidad, sin embargo observan­
do que las progresiones podían haber decrecido en lugar de 
aumentar, vemos que t a m b i é n los n ú m e r o s inferiores á la unidad 
tienen logaritmos, y en general podremos decir, que un sistema 
de logaritmos es tá formado por una p rogres ión por cociente y 
otra por diferencia, cuyos t é rminos se corresponden, sin otra l i ­
mi tac ión que la de corresponderse el cero de la por diferen­
cia con la unidad de la otra. Así las progresiones indefinidas 

i • • . } . . . , . .. • 1 .n.(v2.ps. . r jn , | 
•• " ' c n C 4 *C ' forman un sistema lo-

' ' . . .—nr.. .—-2r.—r.o.r.2r.3r. . . .nr ) 
1 

ga r í tmico en el cual—n r es el logaritmo de ^ ^ C l y u . r loes de 

C a > l . 
20 



— i 5 4 — 

P¿ira indicar el logaritmo de un n ú m e r o se le antepone á éste 
la ab rev iac ión log. s epa rándo los por el signo de igualdad. 

Así: log C 8 - 3 r . 
Base de un sistema logar í tmico es el n ú m e r o de la p rogres ión 

por cociente que se corresponde con la unidad de la por diferen­
cia. Si en el sistema antes apuntado r = l , la base se r ía C. 

Cualquiera que sea el sistema de logaritmos siempre el log. 
l = o y el log. de la b a s e = l . 

Interpolando un mismo n ú m e r o de medios en las dos progresio­
nes que forman un sistema de logaritmos pueden aproximarse 
entre sí los n ú m e r o s y hacer que una gran parte tenga logaritmos 
y no decimos todos porque hemos visto que para que un n ú m e r o 
pueda ser interpolado en una progres ión por cociente ha de cum­
pl i r condiciones especiales. F á c i l m e n t e podr í amos probar que 
estas condiciones son que contenga iguales factores primos que 
la r a z ó n , con potencias tales que guarden con los de los de és ta 
una re lac ión constante. Pero tanto és ta como otras demostracio­
nes, cuyo uso es poco frecuente en la p r á c t i c a , las pasamos por 
alto á fin de no hacer laborioso un estudio que tampoco es objeto 
de grandes aplicaciones. 

Siempre que en un sistema de logaritmos sea la base mayor 
que la unidad, el log. 0=̂ — 0̂, el l o g \ 3 0 = 3 0 , todo n ú m e r o ma­
yor que la unidad t e n d r á un logari tmo mayor que cero y á ma­
yor n ú m e r o c o r r e s p o n d e r á - m a y o r logaritmo. Si la base fuera me­
nor que la unidad p a s a r í a lo cont rar io . 

PROPIEDADES GENERALES C O T O E S A TODOS LOS S I S T E M A S 

Teorema I.0 El logaritmo de un producto es igual á la suma 
de los logaritmos d e s ú s factores. Sean a .b~c , para lo cual, si 
forman parte de una p rogres ión por cociente, aó h t e n d r á n que 
hallarse con respecto á la unidad á la misma d í s t ánc ia que el otro 
factor es té de c, por ser el producto de dos t é rminos equidistan-

?Í0TA Se llaman cantidades ó números negativos á los que existen de modo 
coutrario á los hasta aquí estudiados ó positivos- Se comprende su existencia 
admitiendo á cero, no como negación de cantidad, sino como limite inferior de 
los números positivos y superior de los negativos En toda diferencia, cuando 
el sustraendo es mayor que el minuendo, el resto tiene que ser un número que 
sumado con el sustraendo dé el minuendo y es claro que deberá existir do modo 
contrario á él para que al verificarse la adición resulte un número inferior á 
uno de los sumandos. Si A debe 5 pesetas á B y le entrega 12, la diferencia 5 -12 
=—7 quiere decir que no solo habrá saldado A su débito con B sino que éste re­
sultará ahora adeudándole al primero 7 ptas. E n . adelante toda cantidad que 
lleve antepuesto el si^-uo—la consideraremos como negativa y representará una 
cantidad á disminuir de las que no lleven signos ó tengan el + que serán posi­
tivas y supondrán aumento. 

(Para adquirir mayores explicaciones sobre esta materia véase el tratado de 
Álgebra). 
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tes de los extremos igual a l de estos; pero en la p rogres ión arit­
mé t i ca que se correspondiera con aquella^ el log. de a ó & dista­
r ía de cero tanto como el log. del otro factor distara del log. de 
Cj y como la suma de t é rminos extremos es igual á la de los t é r ­
minos que equidisten de ellos, log. c-j-o ~ log. a - í - log. b, es de­
cir log. (a. b ) = l o g . a j - log . b, porque c puede sustituirse por los 
dos factores á cuyo producto es igual . 

Esta proposic ión es cierta ya sean los n ú m e r o s mayores ó me­
nores que La unidad y es tén ó nó comprendidos en las progresio­
nes. En este úl t imo caso t o m a r í a m o s por defecto ó exceso los nú­
meros m á s p r ó x i m o s á ellos. 

Corolario 1.° El logari tmo de un cociente es igual á la diferen­
cia entre los logaritmos del dividendo y divisor. Sea A : B—O, en 
la que A - = ] > . C, y corforme á lo demostrado en el teorema log. A. 
= l ó g . B-j-log. C,4 restando ahora log. B de ambos miembros de la 
igualdad, log. A —log. B==log. G y como C—A: lí , queda eviden­
ciado que log. (A: B ; = log A —log . B. 

Corolario 2." El logaritmo de una t racc ión se obtiene restando 
del log. del numerador el del denominador. Ya sabemos que frac­
ción y cociente son expresiones del mismo valor y por consi­
guiente lo demostrado cu el corolario anterior es generalizable 
á és te . 

Corolario 3.° El logaritmo de la potencia de un n ú m e r o es igual 
producto del exponente por el logari tmo de la base. Sea logarit­
mo An , sabemos que A'u representa un producto de n factores 
iguales á -d ; que hacen log. A " = log. (A. A. A . . . . A . ) y aplican­
do el teorema anterior, log. An == log. A- j - log . A - f - . - . H log. A = 
n log. A,puesto que los n sumandos iguales se pueden poner bnjo 
esta forma. 

Corolario 4." El logaritmo de la ra íz de un n ú m e r o se obtiene 

dividiendo el log. del n ú m e r o por el índice de la ra íz . Sea I A = R , 
en donde A = R U y log. A = n log. R , dividiendo por n los dos 
miembros de esta igualdad, log. c = log. R = l o g . I ' 

n -cV. 

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS DECIMALES. ( I ) 

Una progres ión por cociente cuyos t é rminos son las diversas 
potencias de 10, empezando por la unidad, que es la potencia ce­
ro de todos los n ú m e r o s , y una progres ión por diferencia, forma­
da por la serie natural de los n ú m e r o s , dan origen al sistema dc-

(1) Llámaseles también vulgares ó de Bviggs para distinguirlos de los nepe-
r'ianos ó de Neper, inventor do esta parte de la ciencia. 
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f i m a l de logaritmos, único de que se hace aplicaciones cu la ac­
tualidad. (1). 

: : 1 : 10 : 102—100 : 10:i=1.000 : 10s=10000..v ¡ Estas dos 
- i — 0 . 1 . 2 . 3 . 4 ) progresiones 

indefinidas, originan el sistema decimal de logaritmos. Los té r ­
minos de la p rogres ión por cociente se l laman como ya hemos d i ­
cho números y t a m b i é n antilogaritmos y los do la p rogres ión por 
diferencia son los logaritmos. 

Sabiendo que por sucesivas interpolaciones pueden los t é rmi ­
nos de las progresiones aproximarse á voluntad del calculador, 
difiriendo cada dos en un error tan p e q u e ñ o como se quiera, se 
deduce que para conseguir que la p rogres ión por cociente con­
tenga la serie na tura l de los n ú m e r o s , al interpolar los medios 
diferenciales en la otra p r o g r e s i ó n , para obtener los logaritmos 
de aquellos, t e n d r á n estos que diferenciarse en la parte decimal 
que se aprecie. De aqu í puede deducirse que los únicos números 
comensurahles que tienen logaritmos exactos son las potencias de 
10. L a simple inspecc ión de las progresiones t a m b i é n lo demues­
t ra , porque en ellas se ve que log. 1 = 0 , log. 1 0 = 1 ; log. 102=2, 
log. 103=3. . . y finalmente log. 1 0 u = n . 

Los logaritmos de los n ú m e r o s pueden contener parte entera, 
l lamada ca rac te r í s t i ca y parte decimal ó mantisa. 

Teorema 1.° La ca rac t e r í s t i ca de l log . de tina potencia de 10 
consta de tantas unidades como indique el grado de la potencia. 
Hemos visto antes que 10 n = n . log. 10 y'como log. 1 0 = 1 , log. 10u 
— n . En general, sabemos que el log. de la potencia de un nú­
mero es igual al producto del exponente por el log. de la base y 
como 10 es la base del sistema y tiene por log. la unidad, el teo­
rema es cierto. 

Corolario. La mantisa del log. de un n ú m e r o no sufre altera­
ción aunque se mult ipl ique ó divida á éste por una potencia de 
10. En efecto el log. (N. 10 m) — log. N . - f m y log (JST: 10 m) = 
log. N—rin, es decir que la a l t e rac ión por aumento ó disminu­
ción la experimenta la c a r a c t e r í s t i c a , pero no la mantisa. 

Teorema 2.° L a ca rac te r í s t i ca del log. de un número entero 
consta de tantas unidades como cifras menos una tenga dicho nú­
mero. Sea IST. un n ú m e r o de n cifras, desde luego se puede esta­
blecer que 1 0 n - 1 < ]ST<10 n y tomando los logaritmos, n—1 < 
log. N < n ; habiendo de estar el log. N comprendido entre n y 
n — 1 , que se diferencian en una unidad entera, c o n s t a r á de 
n—1 unidades m á s la parte decimal. 

(1) Eu ol Algebra nos ocuparemos ele los logaritmos deducidos del cálculo 
exponencial. 
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Corolario. L a c a r a c t e r í s t i c a del log. de un numero decimal 

que carezca de parte entera, consta de tantas unidades negati­
vas como lugares hay desde la coma á la primera cifra significa­
t iva de aqué l . Sea o'.. . m n p g un n ú m e r o decimal en el cual 
entre la coma y la cifra m hay c —1 ceros, multiplicando á di ­
cho n ú m e r o por 10 c la mantisa del log. del que resultara ser ía 
igual á la del log. de o^... m n p q,, pero la c a r a c t e r í s t i c a h a b r í a 
aumentado en c unidades y r e s t ándo la s de l a c a r a c t e r í s t i c a del 
logaritmo del n ú m e r o m ' n p q que hab í a resultado de mul t ip l i ­
car por 10, como esta c a r a c t e r í s t i c a se r ía cero, por no tener el 
n ú m e r o m á s cifra de enteros que ra, q u e d a r í a como log—c*1 m á s 
la mantisa correspondiente. 

Complemento logarítmico es lo que le falta á la parte decimal de 
un log. para valer la unidad entera. 

Teorema 3.'J Cuanto mayores sean dos números y menor su 
diferencia tanto menor es la diferencia entre sus logaritmos. 

Sean N y N + D dos n ú m e r o s , tan grandes ó p e q u e ñ o s como 
se quiera, la diferencia entre sus logaritmos sabemos que equi­
vale a l log. de un cociente, es decir, log. (N + D) — log. N = 

log. ( ^ ~ ) — 10S'- y como el log. de 1 es cero, cuanto 

menor sea D y mayor N tanto menor s e r á l o g . ( l - f ^ ) . 
L a diferencia entre los logaritmos de dos n ú m e r o s consecuti­

vos (N- j - l ) y N , que es según la fó rmula anterior log. ( l - f - ^ ) se 
l lama incremento loga r í tmico . 

DESCRIPCIÓN Y USO DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS 

Entre las tablas de logaritmos de autores españo les de que dis­
p o n í a m o s , hemos elegido para hacer su descr ipción las del ilus­
trado Ca t ed rá t i co del Inst i tuto de Logroño Sr, Sánchez Ramos, 
cuya cuarta edición admirablemente estereotipada acaba de pu­
blicarse (Junio de 1901). Estas tablas, dispuestas de modo*seme­
jante á las de Schron, SDU claras, e s t á n perfectamente calcula­
das y su precio (6 pesetas) es más económico que el de todas sus 
similares. Aunque á la cabeza de ellas hace su autor una descrip­
ción completa, vamos á ocuparnos brevemente de su disposición 
y uso, solo en la parte concerniente á los log, de los n ú m e r o s , 
que es la que afecta á la a r i t m é t i c a . 

Comprende la tabla I los logaritmos vulgares ó decimales de 
los 30.000 primeros n ú m e r o s enteros, calculados coa SQÍS cifras 
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de a p r o x i m a c i ó n ; (pág inas 1 á G3) y consta de dos partes, la p r i ­
mera,, dispuesta á simple entrada ( p á g i n a s 1 á 5 inclusives), con­
tiene las mantisas de los logaritmos desde 1 á 999 en las colum­
nas encabezadas con la a b r e v i a c i ó n Log. y á su izquierda en co­
lumnas á cuya cabeza hay la in ic ia l iVlos n ú m e r o s á que corres­
ponden. L a segunda parte ('páginas 6 á 63) á doble entrada, con­
tiene las mantisas de los logaritmos de los n ú m e r o s desde 1000 á 
29999. E l encasillado de esta segunda parte es en cada p á g i n a , 
de izquierda á derecha y prescindiendo de las dos primeras casi­
llas ahora innecesarias, N para los n ú m e r o s ; L O que contiene 
las dos primeras cifras comunes á todas las mantisas que hay en 
el grupo de su derecha, m á s las cuatro cifras que completan las 
mantisas de los n ú m e r o s que hay en la casilla anterior y de los 
que resultan agregando á estos un cero; 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7; 8 y 9, 
en és tas casillas se contienen las cuatro ú l t imas cifras de las 
mantisas de los logaritmos de los n ú m e r o s que resultan agregan­
do á con t inuac ión de los que figuran en la pr imera las cifras del 
encabezamiento: ejemplo^ en la p á g i n a 16 frente al n.o603 se ha­
l lan en la columna L.O las dos cifras 78, comunes á todas las 
mantisas de los n ú m e r o s hasta 617, en que dichas cifras v a r í a n y 
son 79. Los n ú m e r o s 603 y C030 tienen como mantisa (col. L . O) 
7803J7, para las de los n ú m e r o s 6031, 6032, hasta 6039, las dos 
primeras cifras son 78 y las cuatro ú l t imas se buscan en la co­
lumna que encabece la cifra con que termine el n ú m e r o , así la 
de 6037 es 780821. 

Cuando las cifras l leven á su izquierda una estrellita; al for­
mar la mantisa se t o m a r á n las dos primeras cifras correspondien­
tes al grupo que siga a l que és tas pertenecen. 

L a ind icac ión — que aparece debajo de algunas cifras solo sig­
nifica que e s t án calculadas por exceso en menos de media uni ­
dad de su orden. 

A la derecha de las casillas antes dichas y en esta segunda 
parte de las tablas, hay otra encabezada cenias letras P.P (par­
tes proporcionales) que contienen las diferencias entre cada dos 
mantisas consecutivas y se l laman diferencias tabulares, figu­
rando é s t a s en n ú m e r o s de tipo mayor al empleado en las tablas. 
Estas diferencias encabezan unas casillas á cuya izquierda hay 
los^números desde 1 á 9 y á la derecha las partes proporcionales 
correspondientes, cuya parte entera pertenece al orden decimal 
de las ú l t imas cifras de las mantisas (sexto). 

Los problemas cuya resolución nos podemos proponer por me­
dio de las tablas, son dos: 1.° Dado un número hal lar su logari t -
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TOO y 2.° Conociendo el logaritmo de un número determinar éste, 
que es lo que se l lama buscar el anti logaritmo. 

Problema !.0 Dado el n ú m e r o hallar su logaritmo. Puede ocu­
r r i r que el n ú m e r o es té ó no comprendido en las tablas. Si es tá , 
basta buscar el n ú m e r o y á su derecha hallaremos el logaritmo. 

Ejemplos. Logari tmo 6 9 4 ^ 2 Í 8 4 1 3 5 9 (pag 17). 
Logari tmo 14548: se busca en la p á g . 33 el log. de 1454 (línea 

.V i cuya mantisa tiene por dos primeras cifras 16 y las cuatro 
restantes se buscan en dicha l ínea debajo de la casilla que enca­
beza el 8 y son 2893, y como la ca r ac t e r í s t i c a es 4; se t e n d r á 

log. 14548= 4'102803. 
Log. 4*326: se busca el de 432 (pág. 12), las dos cifras prime­

ras son 63 y las cuatro ú l t imas (casilla 6) son 6087, la caracte­
r ís t ica es cero, porque el n ú m e r o solo tiene una cifra entera, lue­
go log. 4*326^0^636087. 

Log. 0*00029543; la c a r a c t e r í s t i c a s e r á — 4 , para la manti­
sa se busca la de 2954 (en la col.a3) y se tiene log. 0^00029543= 
4*470455 (pág. 63). 

Si el n ú m e r o dado no está comprendido en las tablas, para lo 
cual es preciso que conste de cinco cifras significativas siendo 
la pr imera de la izquierda mayor que 2, se b u s c a r á el log, del 
n ú m e r o que resulte considerando las cifras de orden superior que 
formen un número que es té en las tablas y multiplicando luego á 
la pai te que no estuviera comprendida por la diferencia t abü ja r , 
se i n c r e m e n t a r í a en la parte entera de este producto a l log. apro­
ximado antes supuesto y el resultante se r ía el que se buscaba. 

Sea N- l -D un n ú m e r o no comprendido en las tablas pero sí en­
t re N y N - f 1 cuyos logaritmos podemos encontrar en ellas, re­
presentemos por l el log. de N , el de N-f-1 s e r á l - f / | siendo ^ 
la difer c 11 c i a tabular y como el log. c'e N - | D t e n d r á que hallar­
se comprendido entre los deN y N - f 1, no pudiendo llegar á l - f - / | , 
r e p r e s e n t é m o s l e por l - f x . Aunque la diferencia no es proporcio­
nal á la de sus Icgai itrnos, t egún viraos en el teorema 3.u de los 
logaritmos decimales, esta proporcionalidad es muy aproximada 

( N + l ) — N 
luego, con l igerís imo error, pod rá establecerse que 7,T - —-- — 

(' ' ™ - v simplifu ando los t é rminos - = ^ - , en donde x = D . 1 
( l - f x ) —1 c D x — 

y como x era el aumento que h a b r í a de recibir l para represen­
tar el log. de N - f - I ) , vemos que conociendo Z, D que es la diferen­
cia entre el n ú m e r o y la parte de él comprendida en las tablas y 
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A que es la diferencia entre cada dos logaritmos consecutivos del 
grupo en que se halle l , no hay ya dificultad alguna. 

Sea el logaritmo de 6548297, la c a r a c t e r í s t i c a es 0; para hal lar 
la mantisa no podemos buscar en las tablas más que la corres­
pondiente al 6548, que es 816109; ahora bien, prescindiendo de la 
cualidad del n ú m e r o , que solo afecta á la c a r a c t e r í s t i c a , se vé que 
log. 6548 < log. 6648*207 < log. 6549 y como el log. 6549 tiene 
por mantisa 816175 y la diferencia entre és ta y la del 6548 es 66, 
que era lo que antes representaba q , se p o d r á establecer que 
Iog.6548297=log.6548000-f0"297xüíü00066=6<816109-f-0'29<x 
0Í000066=6Í816109+0Í000019602 y apreciando solo unidades del 
sexto orden decimal y observando que la primera cifra que 
se desprecia es mayor que 5, por lo cual podr ía a ñ a d i r s e una 
unidad á la ú l t ima que se conserva, pero que en este caso no se 
debe hacer por estar la cifra de la derecha de la c a r a c t e r í s t i c a 
calculada por exceso, se obtiene para log. 6548297=6'S161'28. 

En la p r á c t i c a cuando quedan por buscar una ó dos cifras del 
n ú m e r o se prescinde de efectuar la mul t ip l icación y se buscan en 
la tabl i l la de partes proporcionales que encabece la diferencia 
tabular correspondiente, teniendo en cuenta que por cada cifra 
que se busque de la derecha del n ú m e r o , á excepc ión de la p r i ­
mera se daba considerar en la parte proporcional qu3 le corros-
ponda, corrida la coma un lugar á la izquierda. 

Ejemplo: log. 63<4879=lí892691 ) 0'79 

1 = 6 8 

6348 802637 
\ 7 47-'6 \ 6 32 
í 9 6 4 2 1 47 4 

53-72 

Problema 2.° Dado un logaritmo hallar el n ú m e r o ó antiloga­
r i tmo á quien corresponde. 

Para ver si e s t á en las tablas e m p e z a r á por buscarse en la co­
lumna L . O las dos primeras cifras de la mantisa, pues como sa­
bemos son comunes á varios, luego en el grupo de la derecha de 
estas dos las cuatro ú l t imas cifras y el n ú m e r o que se halle fren­
te á donde es tén é s t a s , tei'minado en la cifra que indique la co­
lumna en que se encontrasen, serla el buscado, una vez tomadas 
tantas cifras para su parte entera como unidades más una contu­
viera la c a r a c t e r í s t i c a . Así para hallar el an t í log .2 '146872 busca­
r í amos en la co lumnaL. 0 .14 (pag.a32) y en el grupo de la dere­
cha 6872 que es tá en la tercera l ínea debajo del 4 correspondien­
do a l n ú m e r o 14024, pero como la c a r a c t e r í s t i c a tiene dos unida-
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(ies; el n ú m e r o t e n d r á solo tres cifras de enteros y por tanto an-
t i log . 2 í 1 4 6 8 7 2 = 1 4 0 í 2 4 . 

Si las cuatro cifras ú l t imas no estuvieran en las tablas, vamos 
á examinar el modo de que nos podr íamos valer para, investigar 
el n ú m e r o . Sea 1 - f d el log. dado comprendido entre 1 y 1 - f - A 
de las tablas, estos dos úl t imos correspondientes á los n ú m e r o s "Ñ 
y N 4- í , l lamando x al incremento que h a b r á de sufrir N para 
representar al n ú m e r o cuyo log. sea l -f-d y estableciendo la pro­
porcionalidad aproximada entre las diferencias n u m é r i c a s y lo­
g a r í t m i c a s H + ^ ^ ( i + a , - i , 1 & en que ~ = d y por lo tanto x 

— , luego anti log. 1 - j - d—N -\- d: lo que, traducido a l lengua-
Je usual, quiere decir, que hallaremos el n ú m e r o correspondien­
te al ,log. inmediato inferior al dado, comprendido en las tablas é 
incrementaremos á dicho n ú m e r o el cociente que resulte de d i v i ­
dir por la diferencia tabular la que exista entre el log. dado y el 
inmediato inferior conocido, haciendo la s e p a r a c i ó n de la parte 
entera que la c a r a c t e r í s t i c a indique. 

Ejemplo. Ha l la r el anti log. 3^682974, en la p á g . 13 encontra­
mos las dos cifras primeras 68. y frente al 481, debajo de la co­
lumna 9 las cuatro m á s aproximadas á 2974, que son 2957, pues 
las cuatro siguientes 3047 son superiores a l n ú m e r o dado; la di ­
ferencia 2974 - 2957=17 y la tabular A = 90, dan como cocien­
te 17 : 90 =^ 0'188...., que han de a ñ a d i r s e á con t inuac ión del 
antilog. 4819 correspondiente á la parte de mantisa encontrada 
en las tablas, dando lugar al n ú m e r o 4819188...., en el que sepa­
rando de la izquierda cuatro cifras de enteros tenemos el n ú m e r o 
ó antilog. pedido, que es 4819488.. . 

APLICACIONES 
L a ut i l idad del empleo de los logaritmos solo se hace sensibl6 

por su apl icación cuando se han de extraer ra íces de grado ma­
yor que tres ó cuando hay que emplear las fó rmulas de la regia 
de in t e rés compuesto ó las anualidades, ya que en las abrevia­
ciones de mul t ip l icac ión , división y potencias no son de tan ab­
soluta necesidad. Vamos sin embargo á ocuparnos do la manera 
de operar en los distintos casos en que se puede hacer uso de los 
logaritmos. 

Para realizar un producto de varios factores se hal lan sus co-
21 
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rres pon dientes logaritmos, sumados estos se procede á investigar 
el auti logaritmo de la suma que se r á el producto aproximado. 

Ejemplo: 
log. 658^324 = 2 ¿ 8 1 8 4 4 0 
log. 35^96 = 1 ¿ 5 5 0 1 7 9 
log. 0 - 0 3 2 7 = 2 í 5 1 4 5 4 8 
log. 462í67 = 2 ^ 6 6 2 7 1 

Ant i log . 6*648438=353539'83737.... 
E l producto verdadero es 353539í656964. . . ; que difiere solo en 

2 d é c i m a s del obtenido por los logari tmos. 
L a división de dos n ú m e r o s por sus logaritmos se hace restan­

do del correspondiente al dividendo el del divisor y el antiloga­
r i tmo de la diferencia s e r á el cociente aproximado. 

•Ejemplos: 
log. 754^928 = 2 ¿ 8 7 7 9 0 5 
log. 4í8253=:Oí683524 

Ant i log . 27Í94381=-15()£451785 

log. 0^72538—2'8fi0518 
log. 463*54 -=2*666087 

Ant i log . 4 Í 1 9 4 4 3 1 = 0 - 0 0 0 I 5 Í 4 7 
Se halla la potencia de grado enésimo de un n ú m e r o , m u l t i p l i ­

cando por n al log. de la base y buscando el antilog. del produc­
to que s e r á la potencia aproximada. Ejemplo. Log (6584/) 
= 4 X l o g . 658-4x2*818226—11^272904; anti log. 11*272904-
187467916666=6684. 

Para investigar r a í ces de grado mayor que la cúb ica se divide 
el log. de la cantidad subradical por el índice de la ra íz y el ant i ­
log. del cociente es la ra íz aproximada que buscamos. Ejemplo: 

5 log 653S'42 ;V8[O47Í3 , 
k>g--/6538<42~ ~ ^ = —=—-•=0(763095; antilog. 0*76309o== 

5 ^ 
5*7955; luego V 6638Í42:::=5Í7955••• 

Interés compuesto. La fó rmula que ob ten íamos para el capi­
tal acumulado con los intereses en a anos a l t1, por uno, era C- -c 

(,l-ft*)a y para c=(-1+ttj,, apl icando en ambas los logaritmos 
log. C = l o g . c + a log. ( l + t ' ) y log. c = l o g . C - a log. (1+t*) ; de 

cualquiera de estas dos puede deducirse que a = ro'o^i+t/)"' 

Ejemplos 1.° ¿En qué cantidad se c o n v e r t i r á n 0580 pesetas 
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qüe han estado impuestas 6 años al 5 por % dQ in te rés com­
puesto? 

Log. C = l o g . 6580+6 log. lí05==3¿818226 f6x0¿021189= 
3̂ 945360; antilog.3í945360--=88177959; luego 0=8817^80 pesetas. 

2. ° ¿Qué capital necesitaremos imponer al 6 por 7o de in te rés 
compuesto para que al cabo de 4 anos se convierta en 13000 pe­
setas? 

Log. c = l o g . 13000—4 log. 1'06=4'113943—4x0-'026306= 
4í012719; antilog. 4Í012719=10297Í19; luego c = 1029749. 

3. ° ¿Cuántos años t a rd aran 6000 pesetas en convertirse en 
8500, al 5 por % de in t e r é s compuesto? 

log. S.WO-lofí. «OOO 3;929ál9-3'778151 „ • ' „ „ 
a = loJTiVOb) ^ — m m 13 a ñ o s = 7 años y 47 chas. 

E l exponente a de (1-ft/) que expresa los años de la imposición 
puede e s t á r expresado en forma fraccionaria refir iéndose á meses 
ó días. Sin recurr i r al á l geb r a , donde se explica que todo expo­
nente fraccionario equivale á extraer la ra íz de grado igual ai de­
nominador de la cantidad que resulte elevando á la potencia que 
el numerador indica al n ú m e r o ó expres ión á que afectan, hay 
facilidad para aplicar dicha forma en el in te rés compuesto, em­
pleando los logaritmos, porque si a = : ¡ ^ log. C = l o g . c - f ^ loga­
r i tmo ( l + f ) y si a^gl,, log. C = l o g . c - f ¿ , log. ( l + f ) . 

Anualidades. L l á m a u s e así las cantidades que un individuo 
entrega para amortizar una deuda ó crear un capital en un t iem­
po prefijado. 

De donde se deduce que abrazan dos problemas, el primero de 
amor t i zac ión y el segundo de cap i ta l izac ión . 

Problema 1.° Amort izar en n años el capital c y sus intereses 
compuestos al t por uno anual. Representando por a la anualidad, 
la satisfecha el primer año no d e v e n g a r á in te rés , la del segundo 
v a l d r á a (1 -\- t ) . la del tercero a ( 1 -f- t ) 2 . . . y la que se estre­
gué el año enés imo h a b r á producido intereses por valor de 
^ t) n—i. Estas cantidades forman una p rogres ión g e o m é t r i c a 
creciente; cuyo pr imer t é r m i n o es a, el úl t imo a (1 -|- t ) n - 1 y 

. a( l+t)n-a 
la r a z ó n (1 + t ) , luego su suma sera • y como esta can. 
tidad ha de ser igual al capital recibido acumulado con sus inte-

reses durante los n anos 1 = c ( 1 + t ) n ; y como la mcog 
ni ta es a, multiplicando por t y s a c á n d o l a factor c o m ú n para 
aislarla en el pr imer miembro; a ( ( 1 --f-1) ^ ~ 1 ) = c t (1 - | - 1 ) n> 
y dividiendo por la cantidad comprendida en los corchetes, a=^ 
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fórmula fáci lmente aplicable á logaritmos como las que 

sigan. Si lo desconocido fuera el capital , c = ^ - l : - t 
t (i + t) n 

Problema 2.° Aver iguar la anualidad que debemos entregar 
durante n años para que p roduc iéndonos el t por uno se convier­
ta en el capital C. Sea A. dicha anualidad, la pr imera que se en­
tregue e s t a r á produciendo intereses n—1 años , la segunda n—2, 
la tercera n—3 y . . . la ú l t i m a no p roduc i r á , la suma de las cant i ­
dades é intereses debe ser igual á C, luego G— A ( l - f - t ) n—H-A 
-i , ^ o , • . A( l+ t )n -A A(( l+t)u- l ) , " , ^ 
(i+1)11-2-]- + A — ~ - — t = — — \ de donde C t = A 

Ct 
( (1-f t) " — l ^ y por tanto A = ——' Esta fórmula y la que nos 

(i-j-t) i 
dá el valor de C son perfectamente aplicables á los logaritmos y 
bastantes sencillas. 



ndice de la Aritmética 

Preliminares 7 
N u m e r a c i ó n 10 
Adición y sus t r acc ión 15 
Mult ipl icación 21 
División 27 
Divis ib i l idad 33 
Máx imo c o m ú n divisor. . , 38 
Mínimo c o m ú n múl t ip lo 42 
N ú m e r o s primos 44 
Descompos ic ión factorial 48 
Fracciones ó quebrados comunes. . 51 
Fracciones ó n ú m e r o s decimales 65 
E v a l u a c i ó n fraccionaria. . 71 
Potencias 76 
Raíces en general 81 
Ra íz cuadrada. 82 
Raíz cúb ica 89 
Sistema m é t r i c o decimal 98 
Sistema antiguo de Castilla 102 
Equivalencias m á s importantes. 104 
Transformaciones y operaciones de los n ú m e r o s con­

cretos 105 
Pasar de la capacidad a l volumen ó al peso. . . . . 112 
Razones y proporciones 113 
Regla de tres 119 
Particiones proporcionales y regla de c o m p a ñ í a . . . . 122 
Regla de in t e rés 125 



Fondos públ icos , . 
Reglas de descuento. 

I d . de a l igación. 
I d . conjunta. . . 

328 
129 
131 
134 

A P E N D I C E 

Teor ía general de los sistemas de n u m e r a c i ó n , 
Pracciones continuas 
Progresiones • 
Logaritmos 

137 
141 
145 
153 















R 
46Y 


