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PROLOGO

Desde el afio 1886, en que hice mis primeras armas explicando
esta asignatura en la «Sociedad Cooperativa de Obreros de To-
ledo» hasta la fecha, no he cesado de ocuparme en la ensefianza
de las ciencias matematicas, v ya en el afio 1888 escribi, con in-
concebible atrevimiento, un tratadito tedrico-practico que valio
un honroso diploma en la Exposicion celebrada en el Centro Ins-
tructivo del Obrero, en Madrid. No cito estas dos fechas pa-
ra darme aires® de autoridad en una materia en la que no pre-
tendo estar por cima del nivel de mis dignos compafieros, mi ob.
jeto al estamparlas, es, demostrar que dedieado por completo &
estos estudios no es de estrafiar que mi escasa practica en asun-
tos literarios haga pobre el ropage con que se envuelven las ideas
vertidas en el libro, por cuya causa resultard arido y vulgar

Nunca me hubiera decidido & eseribirle, y mucho menos & pu-
blicarle, si la frecuencia con que me veo obligado & dar apuntes
& mis alumnos, para suplir unas veces lo que no hay en el texto
6 para aclarar lo que este dice, en otras, no me produgers ma-
yor trabajo. Agréguese & esto, el que, 6 son muy estensas 6 muy
compendiosas las obras que para explicar esta asignatura en las
Escuelas Normales hay que elegir, y se tendrd explicita la cavsa
que me decide & afladir una obra mas, de poco mérito, & las mu-
chas que ya se han producido.

Nada diré acerca del orden que en la exposicion de teorias si-
@0, ni trato de justificarme, acerca de lo que de malo haya en la
obra; me resigno al juicio que de ella formen mis compa-
fieros, ¥ admitiré con gusto cuantas observaciones se dignen
hacerme, por si algiin dia me encuentro con fuerzas para reim-
primiria corrigiendo sus defectos.

Que pueda facilitar el trabajo de mis compatneros y de los
alumnos que estudien la honrosa carrera del Magisterio, es mi
inica aspiracion. ¢

R wnanm,%
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CAPITULO 1.

Ciencia. s uu conjunto de verdades relacionadas entre si y
dependientes de un mismo principio.

Cantidad. Con este nombre, y con el de magnitud, se designa
a todo aguello que es capaz de aumentar 6 disminuir, como las
aprupaciones de objetos, los pesos, medidas, ete. Pero el aumen-
to 6 disminucion no se verifica en toda clase de objetos de la mis-
ma manera, asi vemos que mientras hay unos, como el tiempo y
el espacio que crecen ¢ disminuyen por partes tan peguenas co-
mo se quiera, otros solo sufren aumento 6 decrecimiento por ob-
jetos O partes completas, como un grapo de hombres, de darboles,
de mesas, ete. Las primeras de estas cantidades se llaman conti-
nuas v las segundas discontinuas 6 discretas.

Unidad. Todo objeto considerado en si mismo, es decir, aislado
de los demas, v hecha abstraccion de su pdeuliar modo de ser, es
lo que s¢ conoce como unidad. Por ejemplo, el hombre, presciu-
diendo de las diferencias de sexos, razas, eic¢., es la unidad hu-
mani.

Medida, es el acto de poneren relacion ¢ comparar una canti-
dad con otra de su misma especie y que nos es conocida, esta can-
tidad arbitrariamente elegida para la comparacion, también sc¢
Hama unidad.

Numero, es el resultado de la medida 6 comparacion de la
cantidad con launidad elegida. Cousidérase por tanto como nii-
mero d la reunion de unidades, y como ésta es la cantidad y:
medida, de aqui el que por antonomasia se designe & los nime-
ros con el nombre de cantidades.

Pero la unidad tipo, llamada también simple, es el elemento
mas sencillo que entra en la composicion de las cantidades. dis-
tinguiéndose con el nombre de unidad compuesta 6 colectiva & to-
da agrupacion de objetos 6 unidades simples que se, elige para
térming de comparacién de cantidades considerables. Un ejem-
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plo aclarara esta distincion de unidad simple y unidad colec-
tiva. El nifio es el elemento mas sencillo que entra & formar la
cantidad de los que asisten & la escuela, es por lo tanto la unidad
simple; pero al decir que hay un cierto nimero de secciones (su-
poniendo que estan constituidas por igual niimero de niiios) da-
mos & conocer la cantidad, tomando como unidad colectiva & la
seceion.

Formas del Nimero. Al comparar la cantidad con su unidad,
puede ocurrir que ésta esté contenida en aquella un niimero exac-
to de veces, y entonces la expresion de su medida se llama ni-
mero entero: pero cuando la cantidad que ha de medirse es me-
nor que la unidad de su especie y esta es susceptible de ser divi-
dida en partes iguales, la cantidad contendrda una 6 varias de es-
tas partes, llamindose entonces niumero quebrado 6 fraceionario
al resultante de la comparacion. En otras ocasiones, 6 la unidad
no admite la divisién en partes, 6 la cantidad no contiene exac-
tamente 4 ningupa de estas partes por pequefins que sean, v ¢o-
mo su medida no se puede expresar por ningdn namsro entero,
ni fraccionario, se dice que la cantidad es incomensurable.

El namero, vulgarmente Ilamado mixto, consta de unidades
enteras y fraccionarius.

Clagificanse los niumeros en abstractos, cuando no se refieren &
especie determinada y concrefos, chando pertenecen & especies
conocidas.

Ciencias matematicas. Daban los griegos este nombre, & todos
aquellos conocimientos evidentes ¢ demostrables que llegaron &
poseer; para nosotros se conocen bajo este nombre, Ja agrupa-
cion de ciencias que, valiéndose de procedimientos rigurosamen-
te exactos ¢ factibles de demostracion, se ocupan de las leyes
que rigen 4 la cantidad.

Las matematicas se dividen en puras o6 abstractas y mixtas,
aplicadas 0 especiales, segiin consideren la cantidad en si misma,
as decir, ajena & toda aplicacion en el estudio de sus leyes gene-
rales, 6 en sus muiltiples relaciones con las demas ciencias,

Las matemiticus puras, se subdividen en elementales y tras-
cendentales 6 superiores. Las primeras se ocupan de los princi-
pios mas sencillos, si bien mids importantes, tales son: Aritmeéti-
ca, Algebra, Geometria y Trizonometria. Las trascendentales o
superiores, analizan con gran profundidad los estudios propios
de esta ciencia, comprenden Jos cilculos diferencial, integral, in-
finitesimal, ete.

Aritmética - Es la primera y mas elemental rama de las cien-
cias mateméaticas que se ocupa de los nitmeros como deterniina-
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ciones de la cantidad, sus operaciones y propiedades Se deriva es:
ta paiabra de las dos voces griecas, avitmos (nimero) y techne
(ciencia). ;

Su antigitedad é importancia. Dificilisimo es fijar la antigiiedad
de la aritmética, pero observando las necesidades del individuo
ai sus relaciones con la Sociedad, puede arrviesgarse la especie
de que, si vien de una manera empirica, (como la conocen en la
actunlidad les pueblos salvajes) es tan antigua como el hombre.
Las transaceiones son indispensables en toda agrupacion de indi-
viduos, ¥ en ellas hay calculo, ya sea mds 6 menos perfecto. Sin
e nbargo, hasty Pitagoras no fueron reunidos en teorias los ruti-
1rios eonozimientos qu 2 poseian, cabiendp & este sabio inmortal
la gloria de haber parfeccionwdo estos, y haberlos constituido
cientificamente.

Para demostrar patentemente la gran importancia de los es-
v lios aritmébricos, basty fij wras enque da continuo tenemos que
splucionar problemas, en los cuales interviene el ealculo de
W matnera divecta.

Operacion2s. Clon este nombre se designan & las diversas ma-
neras metodicas de proceder para transformar los niimeros, bien
e sentido de anmento oen elde disminucidn, pero siempre contor-
me d reglas determinadas. Segin que las operaciones tengan por
ohjeto formar los niimeros en sentido de aumento, ¢ hacerlos per-
der valor, se distinguen las operaciones en de composicion y de
descomposiciin.

Calculo 6 algoritmia: es el conjunto de las operaciones que se
efectiian con los nameros. Algoritmo, es el modo peculiar de cada
operacion, y como estas tienen un simbolo especial que las re-
presenta, tambi¢n se designa & ¢ste con el wismo nombre.

Axiema se llama 4 toda verdad de reconocida evidencia, es de-
cir que la prueba su propia enunciacion. Ejemplo; el todo es ma-
yvor que cualguiera de les partes que le forman.

Postulado, se conoce con este nombre & las proposiciones, que,
siendo menos evidentes que el axioma, tdmpoco necesitan ser pro-
badas, porgue los razonamientos que empledramos obscurecerian
su sencillez: Ejemplo: Una perpendicular y una oblicun, trazadas
4 una recta en puntos distintes, se encuentran

Teorema. Is la enunciaeicn de una verdad que necesita ser
probada. Como 1odo utimero que divide & un producto de dosfac-
tores v s primo con uno de estos divide al otro. Los razona-
mientos que conduzean & demostrar ¢ comprobar la verdad del
enunciado de un teorema, deben basarse en verdades axiomdti-
cias 6 anteriormente admitidas como ciertas,



Lemi. Esun teorema menos importants que otro que sirve
para facilitar Ia demostracion de este.

Corolario. Se distinguen con este nombre a las proposiciones
menos importantes que los teoremas, deducidos de la demostra-
cidn de alguno de ellos.

Escolio. IEs una proposicién en que se hace el resumen de las
proposiciones demostradas en una teoria, aungue también se lla-
ma asi & ciertas consecuencias de caleulo sencillo, derivadas de
anteriores principios.

Problema.Es una proposicion de caracter practico, en la que
10s proponemos hallar una ¢ mas cantidades desconocidas (inedg-
nitas) valiéndonos de las relaciones que tienen con otras que se
nos dan (dates). En todo problema hay que distinguir dos partes:
el enunciado que es la expresion de las relaciones que existen
entre los datos y las incognitas, v la resolucién 6 sea el esclare-
cimiente de los valores desconocidos.

Representar simbdlicamente lag relaciones consignadas en el
enunciado de la cuestion es lo que se llama plantear el problema.

No pueden darss reglas-fijas para la resolucién de los proble-
mas, pues tanto el planteamiento como la série de operaciones
que nos han de conducir & la resolucidn, dependen, en cada caso,
del modo peculiar de ser la cuestion propuesta. Lo que desde lue-
go puede aconsejarse en términos generales, esque, una vez fija-
das las inedznitas, se supongan conoeidas, representandolas por
las altimas letras del altubeto: plantéese en tal forma, que apa-
rezean claras y bien expresadas las relaciones establecidas en el
eunnciado y operando luego con las igualdades 6 desigualdades,
resultantes, de modo que no sufran alteracidn, tiéndase & aislar
en cada miembro una cantidad desconocida y en el otro quedara
su valor numeérico,

Principales axiomas matematicos. El todo es mayor que las paites.

Si con cantidades iguales se efectian operaciones iguales, los
resultados seguirdn siendo, iguales Dos cosas ignales & una terce-
ra, son iguales entre si.

CAPITULO 2.

Numeracion. Is el conjunto de reglas que nos enseian & for-
mar, expresar y represcotarel ntmero Aunque sus principios
son convencionales, es la parte mis importante de los estudios
aritmeticos la numeracion, porque en ella se fundamentan todas
las feor’as. Pero el nlunero se puede expresar y se puede repre-
sentar, es decir, la numeracion se divide en nomenclatura 6 sea
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expresion verbal de los ntmeros, llamada también numeracidn
hablada, y noetacion numérica, entendiéndose por tal al conjunto
de simbolos con que en la eseritura representanios los nom-
bres de los ntmeros, Hamada también numeracidn escrita.

Fundamento de la nomenclatura. Los nameros se forman por
acumnlacion sucesiva de unidades, y como al mayor de los asi
obtenides, siempre se le pueden agregar mas unidades, obtenien-
do otros ntmeros superiores 4 ¢l, se deduce gue la série de los
niumeros es ilimitada. Pues bien, si & cada niunero le asignéira-
mos un nombre distinto, la série de nombres que necesitaria re-
tener la inteligencia humana para aplicar el c¢ilealo & les usgos
mads comunes de la vida, también seria indefinido y tan conside-
rable que aun los hombres de mejor memoria, no podrian con-
servar los nombres de los nameros de que se tendrinn que servir,
de donde se dueduce la necesidad de elegir para expresar estos
un conjunto reducido de palabras gque, combinadas sistemi-
ticaniente, no solo sirvan para enunciarlos, sino que 4 la vez
den idea desu composicion.

Bujo este concepto, serd preciso distribuir los niimeros.en agru-
paciones, que en su formacién obedezean & idénticos principios.
Cada una de dichas agrupaciones, reconocerd una unidad co-
lectiva, que llamarewos wnidad nunievativa 6 principal, con-
servando el nombre de unidad fundamental & la nnidad simple.
Pues bien, la agrupacién de unidades simples dé colectivas que
sirven para formar una unidad vomerativa del orden innediata-
nente superior es lo que Hamamos base del sistema de nuniera-
eign. Asi, serd decimal el sistema cuando cada unidad numerati-
v se forme de las diez unidades del orden inmediato inferior,
Serd cuaternario el sistema, cuando cada cuatro unidades nume-
rativas originen otra del orden superior. Ln base dd nombre al
sistema, y como el menor nimero de unidades que pueéden com-
binarse son dos, desde el binario pueden admitivse infinidad de
sistemas numeratiyos,

Nomenclatura decimal. Siendo el sistema decimal el tnico que
se sigue hoy en Enropa y en la mayor parte de las naciones ¢ivi-
lizadas, vamos & exponerle:

A la unidad simple, que es el primero de los ntimeros, se la lla-
ma vulgarmente uno; la reunidn de una unidad con otra da lu-
gar al dos; 1a de dos unidades y uns mas origina el fres; y pro-
cediendo de este modo, 6 sea aumentando tna unidad al nimero
antes formado se obtienen sucesivamente los conocidos con los
nombres de: cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve y diez & decena.
Se cuenta luego por decenas como hasta agui por unidades,
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diciendn dos devenas, Eres decenas, euttro deeceays, ete., hasta
diez decenas, que se le iy llamado al nivnero resultante clento 6
centend.

Se procede & la formacion de las cenfenns cotno antes, & las
decenas dandos lugar las diez eeatenas al nivnars llamado il O
unidad de miller.

Diezunidades de millar constitnyen ladecena de millar 6 diez mil.
Diez decenas de millar » Lveentena de millay 6 cien mil,
Diez centenas de millar » el millar de millares 6 milldn

El millén es una unidad principal, contindose por millones co-
mo por unidades simples y repitiéndose por tanto para estos toda
la nomenelatura antes expresada, sin mas que aiipdirles el nom-
bre de la nueva unidad.

El millén de millones forma el billdn.

El = de billones » el trillon.

El » de trillones a el euatrvillon.
El » de cuatrillones » el quillén.

El » de quillones » el sextillén.

El » de sextillones » el septillin.

ElL » de septillones » el octillén, ete.

Ahora bien, entre cada orden dz unid vles y su inmediato su-
perior se intercalan todos los nombres de los niimeros antes for-
mades; asi vemos, que entre dos decenas consecutivas se inter-
pondran los nombres de los nueve primeros nameros; entre dos
centenas los nombres de los noventa y nueve niimeros primeros;
enfre dos millares los de los novecientos noventa y nueve prime-
ros nimeros y asisucesivamente en todos los demas.

Clon los nombres antes apuntados se pueden formar todos los
nimeros, sin mas que tener en cuenta el signiente

Troresma. Todo nimero mayor que nueve puede descomponerse
en colecciones de unidades cada una de las enales contenga un
numero de ellas inferior 4 diez. En efecto, si el nlimero consta de
mas de diez unidades dard origen & una 6 varias decenas, que-
dando de las primeras menos de diez; si las decenas pasan de
diez formaran un nimero de centenas y las decenas restantes no
llegaran & diez y prosiguiendo del mismo modo vemos que se
demostraria el principio enunciado.

Particularidades y modificaciones de la nomanclatura. La mayo-
ria de los nombres de las unilades colectivas y muchos nimeros
del sistema decimal han sufrido en su nombre simplificaciones
que tienden & facilitar su enunciacion, asi vemos que las decenas



se nombran diez, veinte, treinta, cuaventa, cincnenta, efe., v que
entre la primera y scgunda decena se dice: once, doce, trece,
catorce, ete., en lugur de diez y uno, diez y dos, diez ¥ tres, diez
y cuntro, ete. -

Debe observarse que las unidades principales son la unidad
simple, el millén, billdn, trillén, ete., y que el millar es entre los
unidades intermedins la mas importante: que los nombres de uni-
dad, decena y centena se repiten dentro de eada orden principal
para las unidades simples y para los millares.

Notacion numérica. Asi como hemos visto que para expresar
los ntimeros era necesario adoptar un reducido conjunto de pala-
bras, al darles representacion escrita también se ha tratado de
hacerlo mediante pocos simbolos Ilamados cifras é guarisinos,
que son:

1 2 3 4 5 0 7 SHCN T
(una), (dos), (tres), (cuatro), (cinco), (seis), (siete), (ocho), (nueve),

A estas cifras se les ha dotado de dos valores, el absoluto que lle-
van en si por las unidades que contienen y el relativo 6 represen-
tativo que es accidental y depende de la eolocacion de las cifras
en la escritura de los nimeros, representa por tanto orden nu-
merativo.

Pero ni las cifras bastarian para eseribir todos los niimeros, ni
los valores de quese les Lin dotado tendrian racional explicacion,
i no se admitiera como cierto el sizuiente principio convencional:
Toda cifra colocada d la izquierda de otra representa wnidades
numerativas de la especie inmediata supervior. Asi, en el nlimero
7569, el nueve serd la cifra de unidades, el cinco decenas y el sie-
te centenas: los valores relativos de sus cifras los expresan los
nombres de unidades, decenas y centenas, respectivamente sefia-
lados al 9, al b y al 7 y sus valores absolutos son nueve, cingo y
siete unidades. '

Cifra cero. Al enunciar un nimero omitimos el nombre de la
especie de unidades de que carece; pero al escribirle, si prescin-
diéramos del lugar que habia de ocupar dicho orden, & todos los
superiores & aquel les habriamos hecho descender un lugar hacia
la derecha y por lo tanto no representarian su verdadero valor.
Para obviar este inconveniente hemos admitido una nueva cifra,
llamada cero (0), que careciendo de valores sirve para ocupar el
sitio correspondiente & las especies de unidades que no contiene
el niimero enunciado y que ha de escribirse. Asien 7080, el na-
“mero carecs de centenas y unidades y.se leera:. sigte millares y

ocho decenas, O sea, siete’ mil ochenta.
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Representacion de las unidades de diversos ordenes. Con la uni-
dad simple y con el cero se pueden representar las unidades nu-
merativas, sin mas que escribir el nimero necesario de ceros 4
su derecha.

Asi 10 serid una decena.

100 » » centena.

1.000 » » unidad de millar.
10,000 » » decena de id.
100 000 » » centena de id.
1,050,000 » » unidad de millon.

Lectura y escritura numéricas. Para escribir los nimeros se de-
be empezar por las unidades superiores y procurar que vayan
consecutivas las cifras que representen todos los 6rdenes conte-
nidos-en ellos, colocando ceros en los que fuesen necesarios.

Para leer los niimeros se les descompone en periodos de i seis
cifras, & contar desde la primera de la derecha, poniendo entre
la tltima de cada periodo y la primera del siguiente una indiea-
cion que corresponda & su orden; & su vez cada uno de estos pe-
riodos se descompone en dos de & fres cifras por medio de una
pequeiia coma colocada en la parte inferior.

Ejemplo: 3,504*862,930'654,807, se leeria de este modo: tres mil
quinientos cuatro billones, ochocientos sesenta y dos mil nove-
cientos treinta millones, seiscientas cincuenta y cuatro mil ocho-
cientas siete unidades.

Notacion romana. A titulo de curiosidad y porgque atn s¢ em-
plea en las inseripciones lapidarias y principios de los capitulos
en que estan divididos los libros, damos 4 conocer & continnacion
las cifras que constituyen la numeracién romana.

I, V, X, L, C; "Di M. 4 Las principales.cons
(uno) (cinco) {diez) (50) (100) (5007 (1000} | venciones admitidas
son: Toda cifra menor colocada 4 la izquierda de otra mayor la
disminuye su valor y si va situada a4 la derecha se le aumenta.
Asi XC (noventa) y CX (ciento diez) 6 IV (ecnatro) y VI (seis),
dan suficiente idea de la aplicacion practica de este principio. Pa-
ra hacer mil veces mayor & un nitmero escrito en caractéres ro- -
manos basta colocarle un trazo horizontal ea la parte superior:
Asi TV se leeria cuatro mil y M (un millon).

Necesidad de la representacion indeterminada para alganas de-
mostraciones. La generalidad que alcanzan algunos principios
aritméticos, que son ciertos cualquiera que sean los nitmeros &
que se apliquen y el sistema numerativo 4 que estos pertenezcan,
hace preciso el empleo de letras en la demostracion, porque ca-
reciendo estas de valores particulares los resultados se obtienen
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en forma funcional (formulas) y pueden hacerse faciles aplica-
ciones.

El empleo de las letras en los caleulos aritméticos para la de-
mostracion de las propiedades generales de los nimeros, ha he-
cho que algunos matemdticos comprendan con el nombre de
Aritmologia 4 esta parte general de las demostraciones aritméti-
cas, uniéndolas con otras que hasta ahora solo eran estudiadas
en ¢l dlgebra,

CAPITULO 8"

Operaciones de composicion: Adiccion 6 Suma.  Se d4i este nom-
bre & la operacion cuyo objeto es reunir en un solo nimero las
unidades contenidas en otros varios. Los niimeros conocidos cu-
yvas unidades han de reunirse se llaman sumandos y al que resul-
ta de su agregacion suma 6 total.

El algoritmo, propio de esta operacion, es la interposicion entre
los sumandoes de dos lineas cruzadas-f-(mas) y para separar 4 es-
tos del resultado se emplea el signo de igualdad, que consiste en
dos pequefias lineas horizontales y paralelas(=). En a+-b--c=m,
se expresa que reunidas las unidadesdea, by ¢ forman el nua-
nero ne, y se lée a mas b mas cigual d m.

Procedimiento elemental. De la definicion dada de la operacion,
se deduce que el mas sencillo de los procedimientos de suma con-
siste en i descomposicion de los sumandos en las unidades sim-
ples que contengan y su agregacion sucesiva al primero. Asi; si
intentamos sumar 6--4-+3 descompondremos al 4y al 3 en
sus unidades y diremos 6-+4--3=06-(1-4141- +1) 16 -1-1= T}
+{1+14+1)y como el resultado de la agregacion |7 1= 8‘
es 13, se deduce que (44— 83=13. 8 +1= 9

I’ero si los sumandos tuvieren crecido namero (9 --1=10
de unidades 6 fuesen muchos, la operacion efee- |104-1=11
tuada de este modo seria pesada é interminable [11-4-1==12
v deaqui nace la necesidad de estudiar medios mas |124-1=13/
breves de realizarla, llamados casos y de los cuales los mis im-
portantes, que debemos considerar, son dos: 1.” Sumar ntimeros
de una sola cifra ¢ digitos y 2.° Sumar niimeros compuestos 6 de
varias cifras.

Caso I.° Para sumar nimeros digitos, pueden emplearse in-
distintamente el procedimiento elemental ¢ las tablus de sumar,
que se retienen con facilidad en la memoria. Vamos 4 explicar
una de las mis sencillas, Se forma escribiendo en una linea hori-
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?é 23 Z'_f 2 _‘3 ?3 ﬁ ?U zontal losdiez primeros nimeros &
93 4 5 h 78 :} '1““ pﬁrtlr_del cero, debajo [}? eada uno de
;% 5 : 78 9 1 f 15 los numeros que constituyen dicha

k) AT :1 R 19 fila. s2 escriben los que resnltan de
'}:’ 9 ;; F ]'w 1.1)1 13 qoregarlos una  unidad, debajo de
7t M S 10 L1213 14 og4n seeunda  fila se forma la ter-
67 8 9 101112131415 cera, incrementando & los de la sa-
78 9 1011 1213 14 15 16 gunda en una unidad y escribiendo el
89 10111218 14 15 16 17 resultado, y por este mismo orden se
O 1011 1213 14 15 16 17 18 continia hasta un luwite arbitrario,

que suelen fijar la mayoria en el mismo nimero de filas que ci-
fras tiere la primeve. Ly manera de operar eaa ella es tan senci-
Hivcoma su form weidn, bastan al efecto busear un samando en la
primera filn y-otro en la primara eolumna v donde se encuentran
lits lineas que parten de ambos alli se hallurd la suma. Ejemplo:
Sumar 946, se pueden buscar de Lis dos maneras indicadas en la
Lihla v 1o suma es siempre 11,

Caso 2.° Sumarunimeros de varis cifras, Para este caso, el
procedimiento elemental no tiene aplicacion, pero observando que
torlo nitmero de variag cifras puede descomponerse en la sumn
de las colecciones de unidades que contiene y que se puede ope-
rilr con estas, basindose en el axioma de que loque se hace Gon
las partes guada hecho con el tode, puzde reducirse este caso al
aitterior en cuanto al principis operativo. Y antes de deducir la
réglia practica vamos a razonar un ejemplo. Supongamos que se
nos den para sumar log nimeros H6Y2 v 7328 Bl 5692 se puede
descomponer en H millares, 6 centenag, 9 decemnis, v 2 unidades.
asf como el T8Z8 consta de T millares, 3 centenas, 2 decenas y 8
uhidades: Lo rennion de las 8 unidades contenilas en el seguido
con las 2 del primero da 10 unidades, 6 sea una decena, teanenios
pues una decena de la simma de unid: ulea, que reunida um- lis 9
del printero y lits 2 del sezundo son 12 decenus, que son 1 cente-
na v 2 decenas, unida la centena resultante & los 6 del primero y
3 del segundo son diez centenas 6 sen 1 willur v este reunido con
los del b proxino y 7 del segundo di 13 millares. Cansta pnes la
suma de 13 millares, ninguna centena, dos decenas y ninguua gni-
dad, es decir la suma serfa 13020, eseri- i
biendose asi: '_’ f’ V.21 Gt

De lo antes expuesto, se deduce la @ 7328
siguiente regla [_Jlu( tien: Para sumar fl 3020 Stma
numeros de variag cifras se esariben
unos debajo de otros, de wodo que se correspondan las unidades
del mismo orden, se empieza la suma por la columna de la dere-
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cha que es la de orden inferior y se escriben debajo de cada co-
lumna las unidades que del mismo orden resulten, conservando
las decenas para sumarlas con la columna siguiente.

Consecuencias: 1. El orden de colocacion de los sumandos no
influye en el valor del resultado, pues cualquiera que sea el sitio’
en que estén contribuirdn & la suma con el mismo numero
de unidades.

2.* Los aumentos ¢ disminuciones que sufran los sumandos
se trasmiten & la suma, puesto que siempre el valor de ésta se
halla subordinado & los de aquellos.

8." Que aunque en la regla prictica hemos manifestado que
conviene empezar la suma por la derecha, es indistinto cuindo
la suma parcial de cada columna no llegue & diez empezarla por
cualquier lugar; pero, en general, es mucho més conveniente em-
pezar por la derecha para evitar rectificaciones,

Prueba de una operacicén es otra que afirma la exactitud de la
primera ¢ nos manifiesta si hemos cometido error. No cabe tener
certeza absoluta de una operacién, aunque se halle sometida &
pruebas, pues consistiendo estas en ofras operaciones, enlas cuy-
les cabe también equivocarse, no pueden dar de si mis que una
certeza relativa,

La suma, como es la primera de las operaciones, tiene la com-
probacién en s misma, es decir, basada en la primera de las
gonsecuencias que antes hemos deducido del cuaso general. Una
vez hecha la suma, cambinriamos de lugar algunos sumandos y
hecha nuevamente la operacion si los resultados coinciden se
puede tener certeza de ella. Por lo general no se cambia el or-
den de colocacion de sumandos y lo que se hace es sumar de
abajo arriba, ya que antes se habia sumado de arriba abajo.

Operaciones implicitas. Se conoce con este nombre & las ope-
raciones que se someten al ealeulo sin efectuar, es decir, en for-
ma indicada. Cuando se opera con numeros de valor determina-
do no es ventajoso sienipre conservar las operaciones como se
presentan, pero cuando se someten al c¢daleulo nimeros indeter-
minadoes; letras, por e¢jemplo, es imprescindible conservar dicha
forma, De aqui la necesidad de aprender & operar con cantida-
des implicitas.

L*  Sumar & un namere la adicion indicada de otros varios 6
al contrario: Para ello basta reunir la suma al munero 6 el -
mero 4 la suma mediante el signo correspondiente. Asi 9-{-(5-4-
34-2)=0--548-+2 y como ¢l orden desumandos no alteraria el
valor del resultado 9 (5—3-+2)=(b-}-8- 2)—+U=b-+8-4-2--9,

2% l'ara rennir variassumas indicadas basta formar una sola

=
.‘:‘



R i s

suma con todas ellas. En efecto: (3-42-4-T7)-}(4-+64-8)=12-L(4 4
648)=124-4+4-6--8=(3424-7) } 4 +G-+8=34-24-7T-}4 }6-L8.

Sustraceion 6 resta. s la operacion que tiene por ohjeto sepa-
rar de un numero, 6 quitarle & disminuirle, las npidades conteni-
das en otro ntimero dado. El primero se llama minuendo, el s¢
gundo sustraendo y las unidades que Ie quedan al minuendo des-
pueés de separarle las del sustraendo resto, exceso 6 diferencia.

El algoritmo de esta operacion consiste en una pequeiia linea
horizontal interpuesta entre el minuendo y sustraendo, separan-
do estos de la diferencia por el signo igual. Asi a-b==d, indica quo
quitando de las unidades que contiene a las existentes ¢n b, que-
dan ain  unidades, y se lée a menos b igual 4 d.

Procedimiento elemental. El medio mas sencillo de la sustrac-
cion consiste en considerar desecompuesto al sustraendo en sus
unidades simples ¢ irselas disminuyendo nna & una al minuendo,
en esta forma; T—4=7T—1—1—1—1=6—1—1—1=5—1—1=—4
—1=3, luego T—4=3.

Consecuencias. Siendo la diferencia ¢l niunero que represen-
ta las unidades que han quedado en el minuendo después de se-
paradas las del sustraendo, se deduce ciie el minuendo puede con-
siderarse, y es en realidiad, la suma de las unidades del sustraen-
do y la difereneia, pudiéndose dar para esta operacion una nue-
vit definicion, diciendo que tiene por objeto conocida la suma de
dos niumeros y uno de ellos hallar el otro.

También se deduce que si altera el minuendo ¥y no el sustraen-
do, la diferencia variard en el mismo sentido que aquél, porque
para que uny suma anmente 6 disminuya es condicion indispen-
sable que aumente 6 disminuya alguno de los sumandos, Si sufre
alteracion el sustraendo y no el minuendo, la diferencia variara
en sentido contrario & aquel, pues para que no altere la suma es
preciso que si anmeuta 6 disminuye un sumando otro sufra trans-
formacion contraria y en el mismo ntmero de unidades, Cuando
el minuendo y sustraendo varian en idéntico sentido, la diferen-
cia no altera. b

Casos. Hallar la diferencia entre dos nimeros considerables
por el procedimiento elemental resultaria muy pesado y con el
fin de hacer mas breve la operacion se estuldian varios c¢asos.

1.*  Restar de un ntimero de una o dos cifras otro de una sola
cuando la difetenein no llegne & diez. Para efectuarlo se puede
emplear el procedimiento elemental ¢ la tabla de sumar explica-
diven la anterior leceion. La tabla se emplea del modo signiente:
en la fila horizontal primera se busea el sustraendo y descendien-
do por la columua que este encabeza hasta hallar el minuendo



el nimero primero de la izquierda de la fila en que se encuentra
dicho minuendo es el que expresa la diferencia que se buseca.

2.°  Restar ntuneros dé varias eifras cuando todas las del mi-
nuendo son mayores que las del sustraendo. Propongdmonos res-
tar de 759 - 526 y consideremos descompuestos & ambos en sus
volecciones de unidades, restando estas separadamente y unien-
do las diferencias habran quedado por completo restados los dos
niimeros ¥ buseada su total diferencia. En efecto:

T centenas—>o centenns=2 centenas | En la practica se dis-

b decenas—2 decenas==3 decenas | poue la operaciin

9 nuidades—6 unidades=3 unidades } _ . [759 minuendo

759 - H26—233. 4811596 sustraendo

233  diferencia
La regla practica de este casgo se puede enunciar en esta for-
ma: Para restar ntumeros de varias eifras, cuando las del mi-
nuendo son mayores que las del sustraendo, se escribe este de-
hajo de aquél, de manera que se correspondan las unidades del
mismo orden y se efectia la sustraceion parcial de cada orden
eseribiendo debajo el resultado.
Caso 3.° Restar numercs de varias cifras cuando algunas del
minuendo son mayores qne sus correspondientes del sustraendo.
La operacién se dispone del mismo modo que hemos explicado
para el easo anterior y la resta se empieza por la derecha; pero
al llegur & una cifra en el mingendo que sea menor que su ¢o-
rrespondiente del sustraendo se incremeunta & aquella en diez
unidades del orden en que se opera y en una unidad 4 la cifra del
orden inmediato superior del sustraendo. con lo enal la diferen-
cia no altera. Ejemplo: Efectuemos la sustracecion siguiente:
- 25397 ;De 7 unidades no se pueden restar 8, pero aumentan-
—19648{do 10 unidades, de 17 se restan 8 y quedan 9; he.
Smc)s aumentado 10 unidades al minuendo incremen-
5749 |tando el sustraendo en 1 decena, la diferencin no ha-
bra variadg, ¥y diremos 9 decenas menos 5son 4 decenas. De 8
centenas no se pueden restar G, pero 13 centenas menos 6 son 7
centenas: ahora, por idéntica consideracion & la que antes he-
mos hecho aumentarfamos un millar & los 9 del sustraendo y se-
rian 10 que no pueden restarse de b, pero si de 15, quedando b,
aumentando al sustraendo una decena de millar & la que en él
hay serian 2, que restadas de las 2 del minuendo no dejan  dife-
rencia alguna.
La operacion se dispone en la forma que queda indicada & la
izquierda y la regla practica es ia siguiente: Para restar dos ng-
meros de varias cifras se coloca el sustraendo debajo del minuen-
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do, de modo que se correspondan las unidades del mismo orden,
se empieza la sustraccion por ladérecha y cuando se llegue &
uni cifva del minuendo que sea menor que su correspoudiente del
sustraendo se inerementa aquellaen diez unidades de suorden ¥
en una unidad del orden inmediato superior al sustraendo, conti-
niaando la operacion hasta haber restado las cifras del orden mis
elevado de ambos términos.

Aritméticamente es imposible toda sustraceion en que el mi-
nuendo sea una eantidad menor que ld del sustraendo.

Pruebas de la adicion y sustraccion. Temos dicho queen toda
sustraccion, el minuendo es la suma de las unidades del sustra-
endo y de la diferencia, de aqui se deduce la prueba de esta ope-
racion, pues sumando el sustraendo y la diferencia el resultado -
debe ger igual al minuendo.

La sustraceién nos proporciona un nuevo medio de comprobar
la suma, basta al efecto, después de verificarla, prescindir de uno
cualquiera de los sumandos, hacer la de los demis y la diferen-
cia entre ambas sumas debe ser el sumando suprimido.

Operaciones implicitas. 1." Sumar & un nimero la difer encia
indicada de otros dos. Basta para ello agregar al exprexado nii-
mero el minuendo y restar a la suma de ambos el snstraendo de
la diferencia. En efecto, sea, T--(8—5): agregar & 7 las 3 unida-
des de la diferiencia 8—>5, equivale agregar al 7 las 8 unidades y
restarle luego b, es decir, que T-4-(8—5H)=T7-+8—5.

2.7  Para sumar & un niunero 6 4 una suma una série de adi-
clones y sustracciones indicadas, se le agregan los sumandes y
minuendo 4 la primera y del resultado se quitan los sustraendos.
Ag] '8-L3-L5) (A1 7—92-L9 83— (B-3 L5 <-4.L D9 3
84-84544+4-7+9—2—3, y cerrando en paréntesis los minuen-
dos y sustraendos quedard (S —3-+b-F44+-7+9)—(243).

5% Restar de un niunero la diferencia de ofros dos: Para es-
to basta agregar al namero el sustraendo y restar el minuendo
de la diferencia. Sea 7T—(9—4). 8i el minvendo y sustraendo se
les hace sufrir un mismo aumento la diferencia no altera; in-
crementando 4 & los términos de la sustraceion anterior 7—
(9—d)=(T44)—(O—44-4) ¥y como—444=0, queda (7T--4)—9,
gegun enunciibamos,

4." Para restar & un nimero la suma de otros varios se res-
tan estos del primero en orden sucesivo. Asi 80—(9-+bH4-8)=
80—9—(548)=80—9—5—8=13.

De aqn! y de la operacion anterior se deduce que para hacer
explicito el sustraendo de una diferencia indicada, quitandole el
paréntesis, hay que cambiar de signo & las cantidades que entren
en el mismo.
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5.*  Restar de un nimero 6 de una operacion indicada uny sé-
rie.de adiciones y sustracciones: Basta reunir los que tengan sig-
nos iguales, cerrandolos en paréntesis, é interponiendo entre am-
bos el signo de la resta. Asi(9--5)—(7T—3-48—b-}-8—2)=0+4+5—
T+3—8--b—34-2=(9+5+8+45-}-2)—(7 —|—8+%1

Consecuencias. 1." La suma de dos niumeros anmentada en su
diferencia es igual al duplo del mayor. En efecto (7+4-3)4-(7—3)
=734 i-—d—i—l—r.

2.5 Lﬂ, suma de dos niimeros disminuida en su diferencia es
izual al duplo delmenor; Asi (T43) —(7—8)=T+3+43—7=38+3.

Complemento aritmético de un nimero es lo que le falta para
valer una unidad del orden inmediato superior; asi el complemen-
to aritmético de 8 es 2 porque aumentandole al 8 dos unidades
tenemos una decena; el de 764 es 246 que es lo que le falta: al
primero para valer un millar. Para hallar el complemento de un
nimero se pueden restar todas sus cifras de 9 excepto la de las
unidades que se resta de 10,

El complemento transforma en suma toda diferencia, pues si
al minuendo e agregamos el complemento del sustraendo y le
restamos la unidad del orden inmediato superior a las mas ele-
vadas del sustraendo se habra conseguido el objeto propuesto.
Porejemplo: 2724 —857=(2724 complemento de 857)— (857 4-com-
plemento 857)y como el complemento de 857 es 143, 2724 —857=
(2724 4 143)— (857-4143)=2867—1000=1867 y en efecto: 2724

Asi considerado, para una sola operacion, el cormpleto —857
no representa \*cnt.-aja alguna, pero sise considera aplica- 1867
do & una seérie de sumas y restas, entonces tiene una gran venta-
ja su empleo, porque ‘:tll]]pliflt'fb las operaciones. I’onuamox, un
ejemplo: Sea 7538 — 653 --845—T78+480—925-+4-463— gad -

7538 - TH38 (b3 9881
1347 Las operaciones necesarias Sé; qg? 9300
815 ara llegar al mis Vona s e :

35 PR 8881 2300

1075

463

13566

6581

CAPITULO 4."

Multiplicacion. Es la operacién que tiene por objeto hacer &
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un numero tantas veces mayor como unidades tiene otro. El nii-
mero que se va & hacer mayor se llama multiplicando, el que ex-
presa las veces que ha de hacerse mayor multiplicador y produc-
to al resultado de la operacién. El multiplicando y multiplicador
también reciben la denominacion de factores del producto.

Consecuencias: El producto de un wiimero por la unidad es el mis-
mo ntmero y el de cualquier niimero por cero es siempre cero, es
decir nulo.

Se expresa la operacidn interponiendo enfre los factores un
aspa 0 cruz inelinada, que se lé2 multiplicado por y también un
puuto, que tiene idéntica lectura. Asi: 53<3 6 5. 3 indican igual-
mente que al 5 (multiplicando)hay que hacerle 3 (multiplicador)
veces mayor.

Si alguno de los fuctores vd encerrado en un paréntesis se puede
prescindir del signro: (64-4-43) 5 es lo mismo que (64413 <.

Procedimiento elemental. La forma mais sencilla de hacer ma-
yor 4 un nimero tantas veces como unidades tiene otro es la re-
peticion como sumando del primero el niimero de veces expresa-
do por las unidades del segundo; asi al tratar de multiplicar
73<4 se formara una suma de cuatro sumandos iguales al 7; de
doude se deduce una nueva definicién que dice: la multiplicacion
es una suma abreviada en la cual se repite por sumando 4 un
niamero (multiplicando) tantas veces como unidades tiene otra
(multiplicador).

Pero este procedimiento elemental es lento y para efectuar con
mas brevedad la operacion hay que considerar los casos siguientes:

1.° Multiplicar nimeros de una cifra. Seria aplicable en este ca-
so el procedimiento elemental, pero se halla el producto con mas
rapidez por medio de cuzlquiera de las tablas que se aprenden de
memoria y cuyo fundamento reside en la lamada pitagdrica por
designarla con el nombre de su inventor. Se forma esta sencilla
tabla colocando en filn horizontal los nueve primeros nimeros
jl)i E 'é ?O ‘1]014 ?ﬂ 5138' que son sus productos por la unidad;
s 5 o y debajo de esta se eseribe el resultado
36 9 12 16 18121 24 27 | 4o sumar cada uno de log nimeros de
48 1216202428 5236/ ), primera consigo mismo, formando-
£ = 95 90 an < 5 5 2
5 10 15 20 25 30 85 40 45\ ¢¢ o5 productos por 2; debajo se escri-
G 12 ‘18 24 39 36 42 48 04 be el resultado de sumar ordenada-
731_3_1283‘)4249 56 63\ mente los nimeros de ambas filas v se
8 16 24 32 40 48 56 G4 72 | obtienen los productos por 3; suman-
9 18.27 36 45 54 63 72 81 ' do los de la tercera y primera fila se
forma la 4.%, que contiene los productos de los nueve ntimeros
primeros por 4 y se continia del mismo modo hasta el limite que
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se fije, que es generalmente 9. Pava usar Ja tabla descrita se bus-
ca uno de los factores en la primera fila y el otro en la columna
de la izquierda y en el encuentro de la columna y de la fila en-
cabezadas por ambos niimeros se halla su producto. Asi 7> 6=42.

Caso 2. Multiplicar un niimero de varias cifras por otro de
una sola. Sean 4728><5; seguin la definicion habra de repetirse i
4728 por sumando b veces, es decir 4728><b5=4728-1-47281-4728
47284728, pero en esta suma las cifras de unidades, decenas,
centenas y millares estin repetidas cinco veces, luego si supu-
siéramos al nimero descompuesto en sus colecciones de unida-
des efectuando el producto aislado de cada una por 5 y sumando
después los resultados, habrd quedado realizada la operacion en
esta forma:

4728 . En la préctica la operacién se simplifica
P escribiendo solo las unidades de cada pro-

= - ducto y agregando las decenas al siguien-
40 mmlades, y agreg 2

\te, de este modo:
10 decenas 47928
35 centenas & o
20 millares T e
23640 : 23640
= S N La regla practica de este caso se podrd enun-
ciar del modo signiente: Para multiplicar un numero de varias
cifras por otro de una sola, se escribe este debajo de las unida-
des del multiplicando, trazando por su parte inferior una linea
horizontal, se multiplica dicha cifra por todas las del multipli-
cando empezando por la derecha escribiendo debajo de cada
cifra las unidades resultantes de su orden y reservando las dece-
nas para agregarlas al produeto siguiente ¢ escribiéndolas cuan-
do no bay ya cifras superiores que multiplicar.

Casos particulares. 1.° Multiplicar un ntimero por la uaidad
seguida de ceros, Es convertir al namero en coleccion de unida-
des de la especie indicada por el multiplicador, para lo cual basta
agregar & la derecha los ceros que este contenga. En efecto
728 <1000 es hacer al 728 mil veces mayor 6 convertirle ¢n mi-
llowts, luego el producto serda 728000).

2.  Multiplicar un niimero por una cifra significativa seguida
de ceros, Sea H27><300, hay que formar una suma de 300 suman-
dos iguales, & 527, pero agrupando los sumandoes de tres en tres
quedaran 100 grupos cada uno de los cuales tendra por valor
H27><3, luezo los cien grupos valdran 527><3><100. Es decir que
para realizar este caso basta multiphear al multiplicando por la
cifra significativa del multiplicador agregando los ceros 4 la de-
recha del producto.
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Caso general. Multiplicar niimeros de varias cifras.

Sean 7346><542, el multiplicador es 5004042, luego si ha-
cemos al multiplicando 500-F40+2 veces mayor habremos ob-
tenido el producto deseado, sumando los productos hallados que
rec_;ihen el nombre de parciales para distinguirlos del total que
es |a suma de estos,

73 jg | Sabemos mul-
LR 'tiplicnr por 2 por
14692—17346<. 9 el caso2;°, por
293840="T846< 40 40 y por 500 por
36873000—7 346 5 500 el Sf'zguudo Caso
z particular antes

3,981.682=T7846> (500 +40 4 2) explicado, luego
se puede proceder & efectuar la operacién, que se dispone asi:
‘En la prictica se prescinde de los ceros que expresan el orden
inferior de las cifras del producto parcial, que depende del mul-
tiplicador, para que no haya confusiones se escribe dicha cifra
debajo de la del multiplicador que la engendra de este modo:
7846  (OpseRVACIONES. Siunod los dos factores ter-
~ > 54 2 minan en ceros se prescinde de ellos efectuando el
g 9 ! producto como sino existieran, pero eseribiéndo-

146 92! p o)
99384 losluegodla derecha de este & fin de que no altere.
367 Cualguiera que sea el ntimero de veces mayor 6

30 ' : ;
menor que se haga a un factor, ¢l producto se hace
3,981.532 el mismo numero de veces mayor ¢ menor.

El niimero de cifras de que consta el producto de dos nitmeros
es tantas como tienen ambos factores 6 una menos. Observemos
en efecto, que multiplicando la menor cifra de unidades por si
misma da una cifra para el producto teniendo dos los factores,
hagainos la misma operacién con la cifra 9, que es la mayor de
unidades y da 81, es decir un producto de dos cifras, teniendo
dos los factores y persistiendo en las decenas, centenas, milla-
res, ete., la misma relacion puede establecerse la ley gencral
enuticiada. .

Multiplicaciones implicitas. 1" Para multiplicar una suma in-
dicada por un nimero, es suficiente mmitiplicar por dicho niime-
ro 4 cada uno de los sumandos y efectnar la adicion de los pro-
ductos obtenidos. Sea en efecto, (94947)<d=(54+94T)+ (54
9+ (64947 )+ (b+8+7 )=b+5+5+b+ 94+ 9+9494T+7
T-+-7=5. 4+9. 4+7. 4,

Reciprocamente 6 (345-F2)=(6-6406)4(64+6+64646)-
(64-6,=06, 3+6, b6, 2, lo que tradycido al lenguage vulgar dj-

N
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¢e, que para multipliear un nimero por la suma indicada de otros
varios se multiplica por cada uno de los sumandos, reuniendo
luego los productos. 5

2% Para multiplicar la diferencia indicada de dos niimeros
por un tercero basta multiplicar al minvendo y sustraendo por
dicho tercer numero y restar los productos. Sea (9 - 5H) 3=()—5)
+(9- B)4+(9-6)=(9+9+9—(b+54b)=9. 3—5. 3.

Reeiproco: 6 (9—5H)=6. 9—06. 5 es decir que para mul-
tiplicar un ntamero por la diferencia indicada de otros dos
se multiplica & aquél por el minuendo y por ¢l sustraendo de
la diferencia restando los productos.

Escolio. Ocurre con frecuercia que un mismo nimero entre
en operaciones indicadas multiplicando & otros varios ligados en-
tre si con los signos—6—, la operacién que se lleva & cabo para
simplificar aquellas colocando dentro de un paréntesis los nime-
ros que son multiplicados y fuera el que los multiplica se llama
saear factor comiin.

3.  Para multiplicar una suma indicada por otra se multipli-
can todos los términos de la primera por los de la segunda, su-
mando los productos, Sea (T-+3) (D4-4)=(T+3)5-+(7T-L83)4=T.56-F
3. 6-4-7.44-34.

4. Para multiplicar la suma indicada de varios ntuneros por
la diferencia de otros dos, se multiplica aquella por el minuendo
y el sustraendo de la diferencia, restando luego los productos.
Asi: (B8-42) (T—4/=(8+42). 3=8.3-+42.3=8(T—4)-} 2(7—4)=8.7—
8442 7—2.4=87+42.7—8.4—2.4=(8-}2)7T— (B-+2)4.

5.  Para multiplicar una diferencia por otra se multiplican
los dos términos de la primera por ¢ada uno de los de la segunda,
afectando & todos del signo correspondiente, Sea (S—05) (7—3)=
(8—b)4 =84-—H.4=8T—38)—bH(T—3)=87T—8.2—(b.T—5b.8)=8.T
—8.3—5.T+0.3=(8-0)T— (8—5)3.

Cuando varios nimeros estin ligados entre si por el signo de
lIa multiplicacion forman un producto de varios factores. Ejem-
plo: 6. 4. 3. 6. Es claro que la realizacién del producto de varios
factores es bien sencilla, pues efectuariamos, como se indica, la
multiplicacion del primer nimero per el segundo, la del produc-
to por el tercero, la de este nuevo producto por el cuarto factor
v asi sucesivamente hasta llegar al iltime que nos daria el valor
definitivo 6 total del producto.

Ahora bien, cuando los factores son iguales, el producto se lla-
ma potencia, escribiéndose abreviadamente poniendo & la dere-
cha del factor aue se repite denominado base y en la parte supe-
rior, con cifra mwas pequefia, el que expresa las veces que se re



pite aquél: este pequefio niimero toma la denominacion de expo-
nente. El producto 7. 7. 7. 7. serla la cuarta potencinde 7, que
es la base, cuatro es el grado 6 exponente potencial y s¢ escribi-
ria asi: 7%

Toda polencia de la unidad es la wizma unidad y cualquier po-
tencia de 10 es la unidad sequida de tantos cevos como unidades
contiene el exponente.

Para multiplicar un ndmero porun producto de varios factores
O un producto de varios factores por un niimero, basta considerar
al nimero como un factor mas del producto. En efecto: (8. 7 . 4).
8=8. 7.5.4-}8, 7. 5. 418 7.5, 4=8 7.5. 4.3 y 6.2, 8=
6io4..9.-8

Para efectuar ln multiplicacion de dos productos de varios fac-
tores basta considerarlos como uno solo, compuesto con los fac-
tores.de amhos. Asi (5. 6.4) (7.8 .&)=5.6.4.7.3. 8

Prueba. Proposicion en que se l'ut'lrln.—-.“iiemio distinto el papel
que desempedian en la multiplicacion el multiplicando ¥ ¢l multi-
plicador, pues el primero es el sugeto y el segundo el agente pa-
sivo, pndlera creerse que si se Ldmh]dllﬂn de lugar los términos
alteraria el producto y vamos & demostrar que no ocurre asi, es
decir, que el orden de factores no influye en el producto. \"mnos
& probar que 63<3=3X6; en efecto:

63<8=(1-+1-+1414+14+1=34-34+3+8+3-4+8=8><0G, que lo
demuestra. Otro procedimiento.
\6=1-} 141414141
G>c e =1-+1 —{— 141 T1+l
f(-—l—!-r-l-l-l 411
6<8= B8-+3+313+3+3=38x6

Ampliandoe el principio & cuando son varios los fuctores, va
mos 4 demostrar que 7. 4, 5. 2. 6=7. 4. 2. b. 6: en efecto: 7. 4
2, 6=7. 4. (14+1414+141) 2 6.=(7. 447.44+7. 447 44
- 4)2. 6= (7. 4. 24-7.4,247.4.247.4.247.4.2)6=7. 4.2, b.
como se deseaba.

En este principio reside la prueba de la wmultiplicacion, pues
cambiando el papel de los factores ¢ su orden, subsistira el pro-
ducto.

i producto de varias potencias de un mismo niumero, es igual
4 otra potencia de este cuyo exponente sea la suma de los exno-
nentes de los factores. Sea en efecto, 7." 7.2 7.7 colocdndolos bajo
forma factorial.
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CAP|TULO 57

Division: Es la operacion que tiene por objeto averiguar las
veces que un numero contiene 6 estd contenido en otro. Tumbién
sedefine como Ty operacion gue se propone hacer & un nimero
tantas veces menor como expresa otro. El nimero que contiene
G se ha de hacer menor se lama dividendo, el que estia conteni-
do 6 expresa las veces que el primero se ha de hacer menor di-
visor y el resultado de la operacion eociente. Al dividerdo y divi-
sor se les denomina también términos de la division.,

El algoritmo de esta operacidén consiste en dos puntos inter-
puestos entre el dividendo y divisor, que se leen dividido por,
asi 25: 5, se enuncia 25 dividido por cinco ¢ también 25 entre 5.
Para indicar las divisiones de nimeros en formia implicita se en-
cierran entre paréntesis afectandoles del signo. También en la
practica se emplea lo que vulgarmente se llama eajin de la di-
rision, que consiste en separar el dividendo del divisor por una li-
nea vertical y a este del cociente por otra horizontnl, en esta for-

|
ma. Di o

(¢
Procedimiento elemental. El medio mds sencillo de averiguar
las veces que un nimero contiene & otro, consiste en separar por
restas sucesivas, del primero el sezundo tantas veces como fuera
posible, y es evidente que por cada sustraceidon que se hubiera
efectuado constaria el cociente de una unidad. . Supongamos la
la division de 24 entre 6; restemos del 24 el 6 cuantas veces se
pueda y vemos que el 24 contiene al 6 cuoatro veces exac-
¢ 24—6=18 | tamente, luezo el cociente de la division

\ 18-G=12(es 4 y por tanto diremos que 24:6=4. Ob-

? 19—6— 6 servando que hemos repetido al '{livir;m'_por

= W sustraendo tantas veces como unidades tiene

v b—=b= 0 /el cociente, y que por consiguiente el produc-

to de este por el divisor seria el dividende, podemos dar otra
nueva definicion diciendo que la division es la operacion inversa
de la muoltiplicacion, cuyo objeto es conocido un producto de dos
factores ¥ uno de estos hallar el otro.

La division que antes hemos efectuado, en la cual el dividendo
contiene un nimero completo de veces al divisor se llama exacta
para distinguirla de la inexacta en la cual queda una parte del
dividendo que no llega & contener al divisor y se dehomina resto
0 restduo. Asieu la division de 38 entre T, los restos sucesivos son
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38—7==31 | y como de 3 no puede restarse 7, 8 serd el residuo.
81— T7=24[ En esta division el dividendo es el producto del divi-
24 —T7=17 ; sor por el cociente mas el residuo.
17=7=10
10—7=3

Determinacion del orden mas elevado de las cifras del cociente
y nimero de estas. Hemos visto que el producto del cociente por
el divisor da unas veces el dividendo y otras el niimero méas apro-
ximado que contiene al divisor, pues bien, multiplicando 4 este
por la serie de uniditdes numerativas encontraremos al divi-
dendo comprendido entre dos de estos productos y podremos limi-
tar el orden més elevado de las cifras del cociente y el niimero
de estas.

Sea 182,527:743, vemos que; 143><10=T430<C182.5627 /

\ T43<100=74300<C182.527

) pero 743 > 1000—743,000> 182 527
luego & priori podemos deducir que pasando de una centena y no
llegando & un millar el valor del c¢ociente, el orden mais elevado
de sus cifras serd el de centenas y el niimero de cifras el preciso
para dicho orden, 6 sea tres. Y fijandonos en que una vez conocido
que el cociente oscila entre una y diez centenas, podianmos separar
las centenas del dividendo que han de engendrar las del cocien-
te, y visto que el niimero 1825 que asi resulta contiene una 6
mas veces al divisor 743, pero no llega & contenerle diez veces,
se puede formular la siguiente regla practica: Separando de la
izgquierda del dividendo cifras suficientes para formar un niunero
que contenga una 6 mas veces al divisor, sin llegar & contenerle
diez, el orden de la tltima cifra separada serd el de las unidades
superiores del cociente y este constara de tantas cifras como ten-
za el dividendo mas que el divisor si la primera de aquel es me-
nor que la de este, 6 una masen caso contrario.

Casos. Para el mas facil estudio de esta operacién considera-
remos tres casos: 1.° Dividir un niimero de una ¢ dos cifras por
otro de una sola cuando el cociente sea inferior & diez. Para rea-
lizar la operacidén en este caso podemos hacer uso del procedi-
miento elemental 6 de la tabla de multiplicar, esta se emplea del
modo siguiente: en la columna encabezada por el divisor se des-
ciende hasta hallar el dividendo 6 el nimero que mas se le apro-
xime, y el que encabace la fila en que se halle este sera el cocien-
te. Ejemplo, sea dividir 51 entre 8, deseenderiamos por la octuva
columna hasta encontrar 48 y 56, entre los cuales esta compren-
dido 61, el que mis se le aproxima es 48 y el nimero que enca-
beza la fila en que este se halla es 6, luego este es el cociente y

Y
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el resto lu diferencia entre 51 y 48 que os 3.

9." Dividir un niunero de varias cifras por otro de una sola. Sea
7843: 8, desde luego, con arreglo al principio practico que antes
expusimos, podemos afirmar que el cociente de esta divisién ha de
tener trescifras y que por tanto las de orden superior han de ser
centenas, pero como las centenas del producto pueden ser origi-
nadas por el producto de las centenas de un factor y las unidades
del otro, vemos que para hallar la cifra de las centenas del cocien-
te bastara dividir las T8 centenas del dividendo por las 8 unidades
del divisor, lo que sabemos hacer por el caso 1.°, hallada esta,ci-

343 ] 8 | fra del cociente, que es 9, averiguamos el resto
72 080 (deladivision parcial realizada, para lo cual es-
Yy ' ' cribimos debajo n:_le las centenas del dividendo el

: producto de la c¢ifra 9 del cociente por el divi-
“2] 4 » sor 8, y restamos este producto que es 72 de 78,
05 el resto pertenece al orden del dividendo, es de-
7843 | 8 cir, son centenas; reducidas & decenas, para lo
3 :E'I g0 | due bastaria agregar un cero & su derecha, é

increme:ntadas en la cifra de las decenas del dividendo, que ocu-.
paria el lugar de dicho cero, pasamos & obtener la cifra de dece-
nas del cociente dividiendo 64 entre 8, que nos da la cifra 8 para
aquél y el residuo cero que nose puede reducir & unidades porque
no las contiene, asi es que se dividen las unidades del dividendo
por el divisor y como no le contiene ninguna vez se pondra cero
para las unidades del cociente La operacion se dispone de la ma-
nera que se indica a la izquierda, y en la prictica se suele pres-
cindir de escribir los productos del divisor por el cociente, efec-
tuando simultaneamente la multiplicacion y la resta, escribiendo
solo las diferencias O residuos para convertirlos en diyidendos
pareiales, y en muchos casos, como es fiacil retener estos en la
- memoria, se escribe solo debajo de las unidades del dividendo el
residuo final de la operacion.

Casos particulares: 1.° Para dividir un namero por 10, 100,
1000, ete., basta separar de la derecha del dividendo tantas cifras
como ceros acompaiian & la unidad del divisor, siendo lo que que-
da & la izguierda el cociente y la parte separada el residuo. En
efecto sea 76843: 100, es investizar el nimero de centenas que
contiene 76843 y como estas son 768 y las 43 unidades no llegan
al valor de una centena, diremos que el cociente de la divisién es
768 y el residuo 43,

2.° Paradividir un namero cualquiera por una cifra significa-
tiva seguida de ceros, se separan de la derecha del dividendo tan- .
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tas cifras como ceros siguen a la cifra del divisor, se efectiua des-
pués la division de lo que queda & la izquierda en el dividendo por
la cifra del divisor y se obtendra el cociente, debiendo escribir 4
Ia derecha del residuo las cifras que separamos en el dividendo
para obtener el verdadero resto final. Sea 93682:500, es averi-
suar las agrupaciones de a5 centenas contenidas en el dividendo,
pero estas solo puaden estar contenidas en las 936 centenas de es-
te, luego dividiremos 936 entre b; ahora bien el resto no llega 4
cinco centenas, es decir & una agrupacion, y como escrito 4 su
deracha el nimero 82, que no llega & uaa e2ntena el valor del ni-

936,82 1500 ) mero formado no aleanzara al de 500 que es

43 1 87 [ el diviser, vemos que ese constitniria el resi-
36 . duo final. Ln operacion se dispone como
182 consta & la izquierda.
- /

Caso 3.° Dividir nimeros de varias cifras. Sean 87283 4:
G47. Dasde luezo y siguiendo la regla general establecida
tratariamos de determinar la especie superior de las unidades
del cociente, para lo cual separariamos de la izquierda del di-
videndo cifras bastantes para que conteniendo una 6 mis veces al
647 ‘no llegaran & valer diez veces este niimero, la parte sepa-
rada seria 872 y como el 2 pertenece al orden de los millares, la
especie superior del cociente ha de ser de este mismo orden y la
cifra correspondiente se hallara recordando que en los millares
del dividendo se encoatrarian los producidos por la multiplicacion
del divisor por la cifra de millares del caciente mds los resaltan-.
tes del producto de las centenas del cociente por el expresado
divisor tendremos pues, para investigar dicha cifra, que buscar
un numero que multiplicado por el di\*isor esté contenido en la
parte separada del dividendo, dejando ua residuo inferior al mis-
o divisor y es claro que antes de poner en definitiva la cifra ex-
presada hay que proceder por tanteos & determinarla; una vez
fijada se escribe en el lugar correspondiente, se multiplica por el
divisor y se escribe el producto debajo del dividendo, efectuando
la sustraceion correspondiente para conocer el residuo. Hallada
la primera cifra del cociente, se baja & continuacion del residuo
la que haya quedado & la derecha de la parte separada del divi-
dendo para hallar la segunda del esciente, efectuando también
138 tanteos necasarios, como antes se hiciera, y por razones igua-
138 & las que expusimos al tratar del caso 2.", bajando sucesiva-
mente las cifras que quzdarin 4 la derecha d>l dividendo ¥ cada
una de las cuales ha de engendrar una cifra en el ‘cociente, se-
gou sabemos. La operacion se dispone de cualquiera de las dos



— 31 —

87 g! 834 (647 formas indicadas & la izguierda, si bien en
o 1349 In priactica se usa mas la segunda en la

da

|

2258 que solo se escriben los residuos efectuan-
1941 do la multiplicacién y sustraccion menta-
3173 les y simultAreamente.

2588 La regla préactica se puede enunciar

del modo siguiente: Para dividir dos nu-
meros de varias cifras se escribe el divi-
dendo y & su derecha, separados por una

| & S
e el
[ a0 e}
Lo O
T =

S
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i linea vertical, el divisor, debajo de este

se frazard una linea horizontal para se-

872,834 G4 7 parvar el cociente. Una vez dispuestos de
295H8 1349 este modo, se toman de la izquierda del
3703 © 7 " dividendo las cifras necesuarias para que
D8 o4 “conteniendo el divisor no valgan diez ve-

31 ces este y efectuando la division del niime-

ro separado por el divisor se halla la cifra primera del cociente,
escrita esta debajo de aquél y efectuado el producto de la misma
por todo el divisor, se escribe este producto debiajo de la parte se-
parada en el dividendo y se resta, obteuiendo el primer residuo.
A L derecha de este, se baja la cifra siguiente, forméandose el se-
gundo dividendo parcial, que da la segunda cifra del cociente y el
seguudo residuo; procediendo del mismo maodo hasta emplear la
tltima cifra del dividendo que dard origen a la cifra de unidades
del cociente v al residuo final de la operacion.

Pruebas de la division y multiplicacion. Desde lnego se com-
prende que, como el dividendo se compone del producto del divi-
sor por el cociente, en In division exacta y en la inexacta de ese
misnio producto mas el residuo, In prueba consistird en efectuar
¢l expresado preducto, incrementindole en el residuosi lo hay
en la operacion, debiendo resultar un numero igual al dividendo.
Otra prueba de fa multiplicacion counsistivd en dividir el producto
por uno de las fuactores y el cociente exacto deberd ser el otro
factor.

Alteraciones del cociente por las que sufrir puedan el dividendo
y divisor. Considerado el cociente como un factor del producto
divideudo y siendo el divisor el otro factor, se comprende facil-
meute que las alteraciones del cocicnte y del dividendo se verifi-
can en el mismo sentido v las del cociente y divisor en sentido
contrario, pues ya hemos expuesto al tratar de la multiplicacion
que para que altere un producto es precisoy basta que uno de
los factores se modifique en el mismo sentido, y que para que no
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altere un producto habiéndose transformado un factor, el otro
tendra que sufrir la misma modificacion, pero en sentido contra-
rio. Por medio del cdleulo demostraremos estas misma alteracio-
nes al aplicarlas al residuo.

Caso particular en la division. Cuando el divisor 6 los dos tér-
minos de la division concluyan en ceros, puede prescindirse de los
que tenga el divisor y de igual nimero de ceros 6 cifras de la de-
recha del dividendo, operando con los nitmeros restantes, pero
teniendo cuidado de completar el residuo obtenido con las cifras
separadas en el dividendo a fin de que represente el verdadero
orten de unidades & que pertenece. Sea 754629: K900, la opera-
cion se efectuara considerando separado al 29 y pre:cindiendo de
los ceros que contiene el divisor, en esta forma:

76,4629 159.00  Se explica ficilmente que prescin-

164 1 9 7 diendo de los ceros del divisor y de igual
4606 _ niimero de cifras en el dividendo no al-
Hh329 tere el cociente, porque, segiin dejamos

explesto, el cociente no altera cuando se dividen porigual canti-
dad ambos términos de la divisién.

Divisiones implicitas: En la generalidad de los casos para obte-
ner mayor aproximacion en el cociente habra necesidad de hacer
explicitos los términos de la division, por la importancia que tie-
nen los restos que se desprecian, pero cuando no se exija gran ri-
gor, pueden aplicarse los principios expuestos i continuacion:

1% Para dividir la suma indicada de varios niimeros por otro
basts dividir & cada uno de los sumandos y reunir los resultados,
Asi (24-F18-1-36):6=24:618:64-36:6, pues componiéndose el di-
videndo de tres partes y quedando cada una de ellas hecha seis
veces menor, el todo queda heclio también el wmismo nimero de
veces menor.

2.  Para dividir la diferencia indicada de dos ntimeros por un
tercero es suficiente dividir al minuendo y sustraendo, restando
luego los cocientes respectivos. En efecto (76— 380):5=T0:5—30:0.
Para demostrar este principio basta recordar que siendo el divi-
dendo el producto del divisor por el cociente 7H - 80=H(76:5—
30:5) =76:6.h- 30:5.6 y como hacer i cada uno de los numeros
75 y 80, b veces mayor y b veces menor, equivale a dejurlos tal
como estaban queda probado el enunciado.

3.° Para dividir un producto de varios factores por uno de
estos basta suprimirle: (4. 9. 7. 6): T que esigual 4 (4. 9. 6) T:7=
4.9.6, porque hacer al producto 4. 9. 6, 7 veces mayor y menor
equivale & np alterarlo.
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4.9 Para dividir un producto por un ntimero que esté conte-
nido en uno de los firefores, basta sustituir & este por el cociente
que resulte de su division por aquél. Sea: (7. 2 4. 5):6, como tedo
producto s¢ puede sustituir por sus factores (7. 2 4. D):6=(7. 6.
4. Hj:6 =7. 4. 5, lo cual prueba la proposicion.

5.2 Cnandose hable de dividir un producto por un nimero que
no esté cantenido en ninguno de los factores, conviene efectuar
aquél antes de llevar & cabo la division.

TrEoREMA, Sien la division inexacta de dos nimeros, se mul-
tiplica 6 divide 4 ¢stos por un tercero, el cociente no altera, pero
el residuo queda multiplicado 6 dividide por dicho tercer niimero.
Supongamos que al dividir D entre d fuera ¢ el cociente, y » el re-
siduo, sabemos que DD =d. ¢+4r y multiplicando 6 dividiendo am-
bos miembros de la igualdad por el niimero m, se transformari en
- (D. m=(d. ¢). m+r. m=d. m. ¢-fr. m| que demuestran el teo-

1D m=(d. ¢): m--r: m=d: m. e-fr: m rema.

Ll cociente de dos potencias de un mismo nimero es otra po-
tencia de este cuyo exponente es la diferiencia entre el del divi-
dendo y divisor. Sea 7°: T'=(7. 7. 7. 7. 7. 7):(7. 7. 7. 7.) y prescin-
diendo en el dividendo y divisor de 1trual nimero de factores, que-
dan dos en el dividendo, que son ]os que forman el cou_cnlc pu-

-~

di¢ ndose expresar de este modo 7% TH=T—4=T2,
CAPITULO 6.

Maltiplo de un nimero se llama al que resulta de la mulnpll-
cacicn de este por otro cualquiera; asl 42 es mialtiplo de 6, por-
que puede obtenerse del preducto de 6:<7, el 6 recibe el nombre
de factor, dividisor 6 submiltiplo, es decir, que entendemos por

factor, divisor 6 submultiplo de un ntiimero al que esta contenido
exactamente en él. El nimero que 4 la vez es multiplo de otros
varios se llama wmailtiplo comirn de ellos y el que estd contenido
en otros varios se denomina su divisor comin. El cero es multi-
plo comiin de todos los niumerecs y la unidad es divisor comin
también de todos aquellos, Se indien que un niimero es miultiplo

de otro poniendo sobre el divisor el signo factorial, asi 24=6 vy
st lectura es 24 igual & un miltiplo do 6.

Lios mualtiplos de un nimero forman una série ilimitada y
para obtenerla basturia multiplicar la série natural de log niime-
ros por aquél enyos multiplos se deseen formar.

La serie de divisores de un ntimero esta limitada por la unidad
que es el menor divisor y el mayor que es el numero misnio.

Prepesiciones fundamentales. Teorema 1." Todo niunero que di-
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vide & otros varios divide & su suma. Efectivamente; cada suo-
mando representa un niimero de partes iguales al dividisor y estas
partes se reuven en la suma. Fjemplo: b divide 4 85 4 60 y 4 75,
debe dividir también & 170 que es la suma de estos, como suce-

=017 | sum: wdo estasizualdades se obtiene 170

de, porque :60=5. 12.- —5 745 1945, 15=>5 (7-+12-+156) =5,
7H=0 . l'i‘ siendo 170 multiplo de b, este estd conte-

nido en 170 un nimero exacto de veces, como se queria probar.
Consecuencins: 1.* Todo nimero que divide & otro es divisor
también de los multiplos de este otro: porque siendo el nniltiplo
de un namero la repeticion de éste por sumando determinadas
veces, el ntimero que divide 4 uno de los sumandos divide A todos
ellos, que son iguales, y por tanto & la sumi que es el maltiplo.

Asi 5 divide & 15, luego dividird & 60=16>¢4 =15,

2.% Kl resto de la division de la suma de varios nitmeros con
relacién i otro, esel mismo que se obtiene sumando los restos de
las divisiones de cada nimero por el divisor elegido, despusés de
descontar los multiplos del divisor que contengn la suma de los
expresados restos. Esta proposicion se puede enunciar mas facil-
mente diciendo: El resto de la suma es igual & la suma de los res-
tos con respecto al mismo divisor.

—6Y 4+2=06-+2| 26+33446=6+2+3+4, es decir 105=
33.—_6,\(5‘}-3:@5+3 l;i—‘i—b—}—b—]—d [;—}—% v en efecto 105

46=06 X T-+4=0644] =06<17-3.

Teorema 2.° Todo nimero que divide a4 otros dos divide 4 su
diferencin. Para demostrarlo notaremos que tanto el minuendo
como el sustraendo representan un namero determinado de ve-
ces al divisor y la diferencia le tiene también que represeutar,
por lo cual aquél serd un divisor exacto de ella. Sean T2—48;
ambos divisibles por 6, su diferencia vamos a probar gue tam-
hign 1 Fatits 2= 5. 12] restando ordenadamente 72—48

ién 1o es, onefecto |yq i " g7 ;. 12—6 . 8=6(12—8)=6 . 4=

t%, es decir 24215, como lo es en realidad.

Consecuencias. 1.* El namero gue divide & otros dos divide al
residuo de su division, porgue el residuo es la diferencia entre el
d vilendo y el mdltiplo del divisor expresado por el cociente.
Ejemplo 75 : 80 da 2 de cociente y 1D de residuo: 75 y 30 son di-
visibiles por 5, por serlo 30 también lo serd 80:<2 que es miltiplo
de 30 ¥y consecuentemente 1E=75—30>2.

2.2 Sial dividendo de una divisién se le aumenta 6 disminuye



una cantidud mattipla del divisor, el residus permanete inaltera-
ble. Es evidente que todo multiplo del divisor no deja residuo,
luzzo subsistird el primitivo de la operacion. Ejemplo: 52 : 6 da
S de cociente y 4 de rvesiduo, es decir que 52=6(><8-4; aumen-
tands 6 disminuyendo 12 al dividendo, como 12 es maltiplo de 6,
el cociente de la operacion resultante variard, pero el residuo nd,
asi se observa en las siguientes igualdades:
H =8B T e
§.9 o ['.i :f B '1- 0 1 B2+ 129=R{B+) 1’4
3. La diferencia dedos ntmarosque hayan dejads restos
iguales al ser divididos por otro, es multipla de este. Ea efecto:

61l=8>XT74+a) . Wy BT Q7T A)eees
BT =85¢4 45 restando ordenadamente 61—37=8(7T—4)=

8:<3=8.

Teorema 3. El resto que deja el producto de varios factores
¢on relacion 4 un cierto divisor, es igual al producto de los resi-
ducs de dichos factores con respecto al mismo divisor, una vez
descontados los multiplos que este producto contenga, 6 lo que
es igual: El resto de un prodicto es igual al producto de los res-

|p1=8><6+3=8+3/

l34—85ca+9—819)
denadamente las dos igualdades extremas:

D1><34=(84-5)(84-2)=8-}5 .8+8.2+3 . 2=8-1+3 . 2, lo cual nos
demuestra que si dividimos el producto de 51><34 entre 8, el re-
siduo sera 3. 2, segin se guiera probar.

Si fueran mds de dos los [factoves del producto considerado, el
procedimiento demostrativo sevia idéntico, sin mds que considerar
el producto de los dos primeros y el tercer factor y asi sucesiva-
mente.

Consecuencias. 1." Todo numero que divide & otros varios di-
vide & su producto; puesto que entonces siendo nulos los restos
de los factores también lo serin el del producto con respecto al
mismo divisor.

2.* Kl resto del dividendo en la divisién exacta, es igual al
producto de los restos del divisor y del cociente, comparados con
un mismo divisor. Pues considerado el dividendo c¢omo un pro-
ducto y el divisor y cociente como sus factores, basta recordar lo
demostrado en el anterior teorema.

Esta proposicién es también cierta para la divisién inexacta,
pero completiandola del modo siguiente: Kl resto del dividendo es
igual al producto de los restos del divisor y del cociente, mas ¢

tos de los factores. Sean multiplicando or-
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tasto del residuo con respecto al mismo divisor. Pues el dividen®
do 63 la sumadel producto dsl divisor por el ¢ociente, mis el re”
slduo, y hamasz demostrado antes qua el rasto de una suma es
igual 4 ln suma de los restos y el de un producto igual al del pro-
ducto de sus factores.

Forma de una unidad de cualguier orden con relacién & un
cierto modulo 6 divisor. Dividiendo la unidad seguida de uno, dos
O mas ceros, podremos determinar el resto correspondiente & la
unidad, decena, centena, ete., y en general se podra representar

bajo esta forma: 1000=103 =d Lr,

Cuando el resto 6 residuo es mayor que la mitad del divisor,
se puede suponer incrementando en vna unidad el cociente y en-
tonces el pruducto de éste por el divisor es mayor que el dividen-
do, hallandose la diferencia entre aquel producto y este, dicha
diferencia se llama resto por exceso y se le afecta del signo
—para distinguirle del resto 4 que antes nos referiamos en las
divisiones, llamado resto por defecto. Ambos se llaman comple-
mentarios porque reunidos suman el divisor. Cnando s¢ aprecie

el resto por exceso la forma de la unidad puede ser 10m :&—1‘,

haciendo de ambas una férmula general, 102 =d+r, que es siem~
pre aplicable.

Forma de una coleccion de unidades y de un nimero. Una colec-
cion de unidades es el préducto de la unidad de su orden por el
ntmero de las que contiene, por cuya razon su forma esa. 10" =

dxal,r.

Ahora bién, como todo niimero puede descompdnerse en colec-
ciones de unidades de diversos érdenes, & cuya suma es ignal, se
puede facilmente determinar su forma.

Supongamos un nimero M=a b ¢ d e, es decir, en el que e, d,
¢, b y a representan las cifras de unidades, decenas, centenas,
millares ete., elijamos como divisor a m y sean ¢, r, s y £ los res-
tos correspondientes & una deceuna, ceuntena, millar, ete., se
tendri:

£ | Sumando ordenadamente: N=a .10'-}-b .
a.10'=m=xa.t . :

10° +¢. 10*+d. 104e=m-}(e+d.q+c.r.

~+b.s+4a.t)y restando de ambos miem-

i bros de la igualdad la cantidad encerrada
d.10=m+ d.q| entre paréntesis:

e ==+ 1.e N——(e_-{:d. qj];c. H_~b : s-_{-gt. t)=m.

b.10>=m+ b.s

taP=m=x=e T
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Esta tormuala nos demuestra que para que el nimero M séa di-
visible por m es condicion precisa que también lo sea la cantidad
encerrada entre paréntesis, porque solo cuando dos nlimeres de-
jan restos iguales su diferencia es multipla del divisor. Y en ella
se apoya la teoria de divisibilidad que nos permite ver cuindo un
nimero esta contenido 6 1o exactamente en otro sin necesidad
de hacer la division.

Investigacion de las condiciones de divisibilidad correspondien-
tes i los divisores 6 modules 2, 8,5, 7, 9 y 11.

Dividiendo en cada caso la unidad seguida de ceros por el divi-
SOr que se ensaya se vé, que los restos y condiciones son:

Para el 2, no dejan residuo més que las unidades, luego la condi-
cion para que cualquier nitmero sea divisible por 2 es que lo sea
la cifra de sus unidades, esto es, aue el niimero termine en cero 6
cifra par.

Para el 3, las unidades, decenas, centenas, ete., dejan 1 de res-
to, la condicion serd pues que la cifra de unidades, mas la de de-
cenas, mds la de centenas, ete., compongan un miltiplo de 3, esto
es, que la suma del valor absoluto de las cifras del nimero sea
miiltiplo de 3 y el niimero serd también divisible.

Para el 9, los restos y condicién son idénticos que para el 3.

Para el 5, no dejan resto mas que las unidades, luego la condi-
cion para que un numero sea divisible por 5 es que lo sea su ci-
fra de unidades, esto es, que dicha cifra sea cero 6 b.

Para el 7, los restos son, 1, 3, 2, 6, 4 y b, pero como los fres
tltimos son mayores que la mitad del divisor, tomando los restos
sustractivos 6 por exceso, aquellos se formarin en este orden 1,
3,2,—1,—3 y—2, 6 sea: 1, 3, 2,—(1, 3, 2), y como se vé los res-
tos de unidades, decenas y centenas se repiten para lag unidades
simples y para los millares, sin otra variacion que el signo, esto
nos permite deducir la siguiente condieion: para investigar si un
numero es divisible por 7, se dividira en periodos de & tres cifras
empezando por la derecha, se sumaran los periodos de lugar im-
par y separadamente los de lugar par y restada de Ia primera su-
ma la segunda, si la diferencia es multipla de 7, también lo serd
el nimero. Si es preciso puede aumientarse al minuendo en uno 6
varios miltiplos del divisor, pues para nada afecta al residuo de
Ia operacién.

De la condideracion de los restos 1, 3, 2,—1,—3 y—2, se dedu-
ce también otra regla practica para la condicién de divisibilidad,
que puede expresarse asi: Para que un niumero sea divisible por
7, debe serlo el niimero que resulte sumando & la cifra de unida-
des el triplo de las decenas y el duplo de sus centenas, disminui-



T
do en las unidades de millar, mas el triplo de las decenas y el
duplo de las cantenas también de millar y continuando la opera-
cion eon los millones ete.

Para el Il. Los restos sucesivosson 1 y 10, 1 y 10, pero tomando
el resto por exceso correspondiente al 10,seran 1 y—1, luego
la condicion de divisibilidad sera que sumado el valor absoluto de
las cifras de lugar impar y disminuido en la suma de las de lugar
par, la diferencia sea cero, once 6 miiltiplo de once.

Aplicaciones. Prushas.  La suma y resta son tan sencillas que
sus pruebas por los médulos resaltan mas dificiles y no tienen
aplieacién, daremos sin embargo idea de ellas, asi como de las de
multiplicacion y divisién que son en las gque mas se emplean.

Los divisores ¢ mddulos elegidos para las pruebas deben ser
siempre aquellos en gue se necesiten usar las cifras de todos los
numeros, pues de lo contrario no resultarian tales pruebas, asi
como sencillos & fin de no hacer las pruebas mucho mas compli-
cadas que las operaciones mismas.

Para la suma: Se sumarian los restos de los sumandos y el de la
suma seria igual 4 la suma de aquellos.

Para la sustraccion: Se hallarian los restos del minuendo y del
sustraendo y la diferencia entre ambos seria igual al resto de la
diferencia.

Para la multiplicacion: Se hallan los restos del multiplicando y
del multiplicador y el producto de ambos restos debe ser igual al
resto del producto.

Para la divisién: Se hallan los restos del divisor y del cociente,
se multiplican, al producto se les suma el resto del residuo y el
nlmero que asi resulte debe ser igual al resto del dividendo.

Ejemplos empleando el mddulo 9.

4836, 49 00, . B84TB I 1)
137, —2.’ 347 910 {319, .0
38775 BB o e
14476
4825 ‘
661025 ... .2

CAPITULO 7.
MAXIMO COMUN DIVISOR.

Ya hemos dicho que cuando varios niimeros son divisibles por

otro toma éste el nombre de divisor comun. El maximo comin



divisor sera por lo tanto el mayor divisor que admitan los niime-
ros considerados. Y como el mayor divisor de un nimero es el
mismo, se deduce que el m. ¢. d. (1) de varios niimeros tiene que
ser igual 6 menor que el mas pequefio de los nitmeros.

Los ntumeros que solo admiten como divisor comtn 4 la unidad
se llaman primos enlre si, 6 primos dos a dos, o tres a tres, se-
gln se consideren agrupados.

La obtencién del m. ¢. d. de dos niumeros se funda en el prin-
cipio siguiente:

Teorema |.” Cuando dos niumeros no son divisibles entre si,
su m. c. d. lo es i la vez del resto de la division de ambos. Sean
los dos nitmeros 77 y 28, dividiendo el primero por el segundo el
residuo es 21. Ya hemos demostrado que todos los divisores del
dividendo y divisor de una division inexacta lo son también del
residuo, siendo pues los divisores de 77 y 28 comunes & los de 28
y 21, su m. ¢. d. también serd el mismo,

Dedicese de la anterior demostracion que el procedimiento
prictico para hallar el m. ¢, d. de dos nameros consistira en di-
vidir el mayor por el menor, éste por el resto, el primer resto por
el sezundo, el segundo resto por el tercero, prosiguiendo las divi-
siones hasta encontrar un cociente exacto, en cuyo caso el divi.
sorde esa operacion serd el m. ¢. d.que buscamos. La forma prac.
tica de realizar la operacion puede verse en el ejemplo siguiente .
| 2] 1|8 ... cocientes _

i 7. . . divisores v o p_ (77, 8)=T.

|

, | .+« . residuos
Como los divisores del dividendo y divisor son comunes a los

restos por defecto & por exceso, se abrevia la investigacién po-
viendo en lugar de los restos por defecto mayores que la mitad
del divisor los restos por exceso. En la anterior operacion en lu-
gar del resto 21 pudimos tomar el resto por exceso que es 28—21

=T y se habriasimplificado teniendouna divisién menos, en esta
forma:

| 814 Colorario. 1.° Cualquier numero que divida &
i 7!-2 Sr- 7 | otros dos también divide &4 su m. ¢. d. Basta obser-
8428 ( var que todo nimero que divide & los dos dados es
—7 0 , divisor del resto de la divisién de ambos, por divi-

(1.}, Con las iniciales nt. v.il. representaremos en adelante el nombre maximo
somiin divisor, que algunoes autores abrevian poniendo unw [7 ante el pardénte-
8is en que encierran los nuneros.
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dir al segundo de los niimeros y al primer resto ha de dividir al
resto secundo y continnando asi el razonamiento veriamos
que habria de dividir al m, ¢. d., que es uno de los restos de estas
divisiones sucesivas.

Corolario 2.° Multiplicando 6 dividiendo & dos niimeros por un
tercero, sum, ¢. d. queda multiplicado ¢ dividido por este tercer
nimero. Recordemos que al multiplicar 6 dividir los dos términos
de la division por unnimero cualquiera, el cociente no varia, pe-
ro el resto sufre igual alteracién aue dichos términos. Y como al
multiplicar 6 dividir dos niimeros cuyo m. ¢. d. hemos investi-
gado, el resto de la division de ambos quedaria multiplicado 6 di-
vidido ¥ todos los demas restos de las divisiones sucesivas irian
sufriendo idéntica alteracion, la habria de safrir también el m. ¢. d.
que es el pentltimo de los restos.

Corolario 3.° Los cocientes obtenidos al dividir & dos ntimeros
por su m. c. d. sen primos entre si. Seglin lo expuesto en el co-
rolario anterior, al dividir & los dos ntimeros por su m. e. d. este
vendria dividido por si mismo, es decir, seria la unidad; los co-
cientes resultantes de dividir & los dos nlfimeros no tienen mas di-
visor que la unidad, luego son primos entre si.

Teorema 2. Cuando un ntimero que divide &4 un producto de
dos factores es primo con uno de estos, divide forzosamente al
otro.

Consideremos el producto 1971 compuesto de los dos factores
73 y 2¢; el niimero 9 divide a4 dicho producto y es primo con 73,
vamos & probar qus divide al 27. En efecto; por ser 73 y 9 pri-
mos entre si su m. ¢. d. es la unidad y como hemos probado en el
corolario 2.% qus al multiplicar dos niimeros por otro su m. c¢. d.
sufre la misma alteracién, el m. ¢. d, de 7327 y 93<27 serd 1<
27=27. Ahora bién: 9 divide & T3=<27=1971 por la hipdtesis es-
tablecida, también divide & 9<27 por entrar como factor en tal
producto, y como segiia el corolario 1.7 cualquier divisor de dos
ntmeros también lo es de sum. ¢. d., siendo 9 divisor de 73:<27
y de 9<27, es obligado divisor de 27 que es el m. c. d. de estos
dos productos, lo cual prueba el enunciado.

Corolario. El m. ¢. d. de dos nimeros no se altera cuando S¢
multiplica 6 divide 4 uno de ellos por fuctores primos con el otro.
Porque se le aumentarian ¢ disminunirian al primero factores (ue
no tendrian mds divisor comin con el segundo que la unidid, por
la cual quedaria multiplicado 6 dividido el m. ¢. d. que es tanto
como no variar a este.

La investigacion del m. ¢. d. de varios nimeros se tumla en el

siguiente
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Teorema 3.° El m. ¢. d. de varios niumeros no altera al susti-
tuir 4 dos de estos por su m. c¢. d En efecto, suponiendo que se
tratara de hallar el m. ¢. d. de 84, 144, 162 y 435 y sabiendo
gque el m. c. d. de 84 y 144=12 como todos los divisores de 84 y
144 loson de 12 y los de este han de serlo de los dos nitmeros que.
son miltiplos suyos, vemos que el m. c. d. de 84, 144, 162 y 435

serin el mismo que el de 12, 162 v 435,

Luego en la priactica cuando se ha de buscar el m. ¢. d. de va-
rios niimeros se halla el de dos de ellos, luego el del m. c. d. de
estos y del tercer ntumero, después el del segundo m. ¢, d. halla-
do y el del nimero siguiente, continuando asi hasta haber opera-
do con todos los niimeros. Conviene empezar la investigacion por
les ntimeros menores por si resultara un m. ¢. d. que fuera divi=
sor de los niimeros restantes, en euyo caso no necesitariamos se-
guir, pues ese seria el m. ¢. d. de todos ellos.

Procediendo & la determinacion del m, c. d. de 84, 144, 162 y
435 se hallaria el de 84y 144 que es 12, luego el de 12 y 162,
que es 6y finalmente el de 6 y 435 que es 3 y este serd el m, ¢. d.
de los cuatro nimeros dados,

Todas las propiedades del m. ¢. d. de dos nimeros son exten-
s.bles al de varios sin variar mas que la forma demostrativa.

Corolario 1. Todo divisor de varios ntumeros lo es de su m. ¢. d.
Asi todo divisor de 868 y 588 lo es de 28 que es el m. ¢. d. de di-
chos dos niumeros y los de 868, 588 y 175 losonde 28y 176 y
por tanto de T.que es el m. c. d. de estos dos tltimos y por tanto
de los tres ntuneros 868, 588 y 175.

Corolario 2.° 8i varios ntimeros se multiplican 6 dividen por
otro sum. c¢. d. queda también multiplicado ¢ dividido por el mis-
mo numero, Sean los nimeros 84, 144, 162 y 435 cuyo m. ¢, d.=
3. La operacién dispuesta del modo siguiente facilita el razona-
miento.

84 ’

fag(m- o “'2“{111. o A=t
BAAA  tra)
Sty e s (o
lﬁ;“ Olm. e d=12x
1[;2}{;)
43525, . .

For halens e 11 uIllpl aco P--.l y ]44 por Hsum. c.d. 12 tam-
bién estara multiplicado por b, el m, c. d. de 162><5 y 12><5 se-
r4 tumbien 63<D v finalmente el m. ¢. d. de 436><b6 y 6X5 sera
33<5, lo que prucba la propesicién. Del mismo modo se demues-
tra cuando se dividen.

‘m. Ghdr=a

PBath= [s>\.)(
‘m. c. d=3x<b

~_ﬁ‘h-.._-
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Corolario 3.° Los cocientes que se obtienen al dividir varios ni”
meros por su m. ¢. d. son primos entre si. Aplicando lo demostra-
do en el corolario anterior, vemos que siendo 3 el m. ¢, d. de 84,
144, 162 y 435, el de (84: 5 144:3, 162:3 y 435:3)==3:8==1, lo cual
_prueba que los cocientes 26 48, B4 y 145 son primos entre si.

MINIMO COMUN MULTIPLO

El minimo comin miltiplo (1) de varios nimeros, es como su
mismo nombre lo indica el menor de los miltiplos comunes a to-
dos ellos. Y como el menor multiplo de un ntmero es ¢l mismo,
resulta que el m. ¢. m. tiene que ser igual 6 mayor que el mayor
de los niimeros (ue se consideren.

Sirve de base al procedimiento prictico paraobtener el m. ¢
m. de dos niumeros el siguiente:

Teorema I.° Dividiendo el producto de dos nimeros por el
m. ¢. d. de estos se obtiene el m. ¢ m.

Sean los ntimeros 104 y 96 cuyo mi.e. d. es 8 y los cocientes
primos de dividir aquellos por este son 13 y 12. Cualquier miiti-
plo de 104 y 96 lo es de 8><13 y de 8:<12, satisfaciendo por tau-
to 4 la condicion de ser divisible por 8,13 y 12 y siendo por con-
siguiente multiplo del producto 8:<13><12. Inversamente todos
los multiplos de 8><13:<12 por serlo de 8:<13 lo son de 104 y por
serlo de 8><12 lo son de 96, luego los dos nimeros 96 y 104 y el
producto 83<13><12, cuyos miiltiplos son comunes, tienen el mis-
mo m ¢. m. y coimo el menor miltiplo de 8><132<1¥ es este mis-
mo nimero, se deduce que este es el m. ¢. m.de Y96y 104. Pero
8>¢13><12 no altera al hacerle 8 veces mayor y menor y se con-
vierte en 8> 13><12><8:8 y sustituyendo en lugar de 83<13 y de
123« 8 sus ignales 96 y 104, toma esta forma (96104 1:8 confor-
me al enunciado del teorema.

Ahora bien, como 8><12:<13 es también igual &4 96:<12=96><
(104: 8) 6 & 104></96:8), se deduce que en la priectica se puede
hallar el m. c. m. de dos nameros multiplicande uno de ellos
por el cociente que resulte de dividir el ofro por el m. e d.
de amhos.

Corolario 1.° Los multiples de dos niimeros lo son también de
sum. ¢. m. En efecto, hemos visto que los miltiplos de 96 y 104
lo eran de 8 18 < 12 6 de (96 x 104):8 que era el m. ¢. m.

Corolario 2.° Elm. ¢ m. de dos nimeros primos entre si es

(1) En adelnute sustituiremos las fres palabras minimo comiin multiplo por
sus iniciales m, e. m,



su producto, porque siendo sum. ¢. d. la unidad al dividir el pro-
ducto de dichos ntimeros por la unidad el cociente serd ese mis-
o producto.

Corolario 3. Sise multiplican ¢ dividen dos niumeros por otro,
el m. ¢ m. de aquellos sufrird la misma alteracion. Ya hemos de-
mostrado que si &4 los nimeros 96 y 104 los multiplicamos por
otro, tal comon, su m. ¢ d. quedaran también multiplicado por
7y el m.e.m. adoptard entonces esta forma (96X n X 1043<nj:
(8% n), suprimiendo un factor n en el dividendo y divisor queda
OG><104 3 n):8 y comp el dividendo de esta divisidn estd multi-
plicado atin por n también quedara multiplicado el cociente que
es el m. ¢. m. De igual modo se procederia & demostrar que si se
dividieran los dos nimeros por otro el m. ¢. m. experimentaria
ignal alteracion,

Corolario 4.° Dividiendo el m. ¢. m. por los nlimeros que le
han originado los cocientes que se obtienen son primos enfre $i.
Desde luego si dividimos (96 104): 8 por 96 el cociente seria
104: 8 y si hubiéramos dividido aquél por 104 el cociente habria
sido 96; 8, es decir que los cocientes de dividir el m. c¢. m. entre
los niumeros son los mismos que se obtienen al dividir los nime-
ros por su m. c. d. y segin ya tenemos probadoe estos son primos.

Cuando se trata de investizar el m. ¢. m. de varios nimeros
se procede de un modo andlogo 4 lo hecho en el m. ¢. d., esto es,
se halla ma. ¢. m. de los dos primeros niumeros, luego el de este m.
¢. m. y el tercer niimero y se procede del mismo modo hasta ha-
ber empleado todos los niimeros, siendo el nltimo m. ¢. m. halla-
do el de los numeros dados. Se funda este procedimiento en el

Teorema 2.° El m. ¢. m. de varios nlimeros subsiste aunqgue
se sustituyan dos de ellog por su m. ¢ m. Segin lo, demostrado
en el corolario 1.7 los mitiplos de dos ntmeros y de su m. ¢. m.
son comunes, al sastituir en la investigacion este por aquellos se
conservan log multiplog y por tanfo el m. ¢. m. de log niimeros
dados, Conviene empezar la operacion por los niimeros mayores
por si hallamos un m. ¢. m. gue sea miultiplo de los demas. Asi
tratando de averiguar el m. ¢. m. de 68,32, 24 y 16,. procederia-
mog como & continuacién se expresa.

68 el

3of M & m=D4dly ¢ m—1639

2 e ’m.c.m.zlGSQ.
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Gteneralizacion de las prepiedades del m. ¢. m. de dos nume-
ros al de varios.

Corolario 1.° Todos los miltiplos de varios ntiumeros lo son de



sum. ¢, m, Segan lo ya demostrado los maltiplos de 68 y 32 lo
son de 544, los de este nitmero y 24 lo son de 1632 y como este es
mialtiplo de 16, 68, 32, 24, 16 ¥ 1632 tienen iguales multiplos co-
munes.

Corolario 2.°  Si se multiplican ¢ dividen varios niimeros por
otro su m. ¢. m. sufre la misma alteracion. Se sabe que al multi-
plicar 65 y 32 por 5, b44 también quedaria multiplicado por 5,
por estarlo éste y 24 su m. ¢. m. 1632 también estaria multiplica-
do. De igual modo se prueba que al dividir los niuimeros por otro
también el m. ¢. m. vendria dividido por el mismo nimero.

Corolario 3.°  Si se divide ¢l m. ¢. m. de varios niimeros por
cada uno de estos los cociertes que resultan son primos entre si.
Porque si no fueran primos admitirian un divisor comiin y divi-
diendo el m. ¢, m. por este divisor comin, obtendriamos un co-
ciente menor que diclio m. c. m., pero que seria miltiplo de los
niimeros dados, lo cual es contra razon, es decir absurdo, porque
no puede haber ningtin multiplo meror que el m. ¢. m., luego
absurdo es también que no sean primos los cocientes y por conse-
cuencia lo sén. A continuacion puede verse la forma cientifica de
esta demostracion: Sean A. B. C y D. varios niimeros cuyo m,
¢. m. llamaremos M.

M : A=A" ; no siendo primos entresi A" ;| A’ : d=A"

M:B=B" [ B'C y D admitirin un-di- | B’ : d=}3") Pex

M : C=C [ visor comin d y dejarin \ O 1d=C"[ T

Mis =" cccientcsl.&" 1S D B D=
‘M:A A=A @AY M ; i A i)
M=B. B'=B.d. Bl (o ouo esioual | M: =B . B'=B
?M:C Syt B [ e 2 i T i a=0 . 0'=0
M=D.D'=D.d.D" M:d=D.D"=D |

absurdo, luego A', B', C' y D' son primos entre si.
CAPITULO 8’ >
NUMEROS PRIMOS.

Primeras proposicioues.

Llamanse nimeros primos absolutos 6 simplemente primos 4
aquellos que solo son divisibles por si mismos y por la unidad,

Se diferenciw los niimeros primos abgolutos de los primos en-
tre si en que mientras los primeros, ademas de no reconocer otro
divisor comiin que la unidad, cada uno de por si no tienen otro di-



visor que ¢l mismo, los segundos considerados en agrupa-
cion solo reconocen como divisor comiun & la unidad, aun-
que particularmente cada uno de ellos admita varios divisores.
Los niimeros consecutivos son primos entre si, 14 y 15 por ejem-
plo, aunque no sean primos absolutos, pues 14 tiene como diviso-
resa 2y 7, y 15 es divisible por 3 y 5. Los nimeros primos se lla-
man también factores simples, designéndose i los que no son pri-
mos con el nombre de nlmeros compuestos.

De la consideracion que antes hemos hecho acerca de los ni-
meros primos se deducen estas dos consecuencias:

1.* Tode nimero primo absoluto es tambien primo agrupado
con los dem:s numeros excepto con sus multiplos.

2.* Todo numero primo que no divide & otro es primo con él;
porque el unico factor comiin que pueden tener es la unidad.

Teorema 1.° Si un nimero no es primo admitira un divisor primo.
En efecto, estando limitados los divisores de un nfimero entre él
mismo v la unidad, ha de haber forzosamente uno de estos divi-
sores (ue solo tenga como factor & la unidad, es deecir que sea
primo.

Teorema 2.° Si dos 6 varios nimeros no son primos entre si, admi-
ten un divisor primo comiin. En efecto, esos niimeros tendrén un

_m. ¢. d. distinto de la unidad, que si no es primo admitird un di-

visor primo que por entrar & formar parte del m. c. d. sera divi-
sor de los niimeros.

Teorema 3.° La série de los numeros primos no reconoce limite.
Representemos por n un nitmero primo y por P el producto de
todos los niimeros primos desde 1 hasta #. Afiadiendo & P una
unidad se formara el nimero P-}-1, con el cual pueden ocurrir
dos casos: 1.° que sea primo, ¥ puesto que es mayor que P en el
cual entra como factor n, evidentemente serdaun nimero primo
mayor que n, limite fijado. 2.° Que P-}-1 no sea primo, en cuyo
caso, segtn lo dicho en el teorema 1.° tendrd un divisor primo
que no puede ser menor que «, pues si entrara como factor en P,
tendria que dividir & la diferencia (P4-1)—P=1, lo cual es absur-
do, ha de ser pues el divisor primo de P-{-1 mayor que n que ora
el limite. En ambos casos se vé que hay siempre un niimero primo
mayor que el elegido como limite, luego este limite no existe.

Teoma 4.° Si en la série natural de los niimeros tachamos los
que se encuentren cada tres, cuatro, ete., lugares, 4 partir de
log niimeros 3,4, ete., habremos hecho desaparecer los miltiplos
de 2, 3, ete. Observemos que difiriendo todo niimero del que le
precede un lugar en una unidad, del que le precede en tres, cua-
tro, etc. lugares diferira en tres, cuatro, etc. unidades y como
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partimos de los nitmeros 3, 4, ete. habremos tachado los multiplo
de estos niimeros, como puede verse en los ejemplos adjuntoes:

4 R f I Este principio sirvio
’3—|—3—3><2=3 54 4+4=4>2=4} do hase & Eratéstenes

6 . para construir su tabla
. 8+8=B>3=5 f4 k3 4><3—4\ de nitmeros primos, lla-

3. 3+3=3><4=3 [ 4.34+4=4><4=4 mada criba.

Al formar una tabla de niimeros primos, hay que advertir que
una vez tachados los multiples de 2, para suprimir los del 3, se
empieza desde el cuadrado de este niimero, que es 9 porque el
primer multiplo de 3 es 3:<1=3, que es primo, el segundo multi-
plo es 3><2=F6, que es & la vez multiplo de tres, otro tanto ocurre,
por ejemplo, al querer hacer borrar los multiples de 7, de los cua-
les el primero es 7, que es primo, el segundo es 2 X T=

Ez el tercero es 7><3——1:!,e1 cuarto 7><4=-1'=E§, el quinte TXh=H

el sexto ;>\b—h=2, luego el primer multiplo que habra de tachar-
se es T<7=T2, lo que generalizando d& lugar al siguiente precep-
to: Una vez empemdﬂ. a formar la tabla de nimeros primos para
tachar los maltiplos de cada uno de estos se empieza por su clii-
drado y se suprimen de tantos en tantos lugares como unidades
tiene el nimero, no averigunando los multiplos inferiores al cua-
drado porque deben estar suprimidos por ser multiplos también
de otros ntuneros menores que ¢l que se considera.

Ls regla practica para formar una tabla de nimeros primos se
puede expresar en estas palabras: Escrita la série de los niimeros
impares, sin suprimir el 2, hasta el limite que se nos haya pro-
puesto, &4 partir del nueve se tachan los que se encuentren cada
tres lugares, a partir del 25 los que estén cada cinco lugares, 4
partir del 49 los que disten entre si 7 ¢ lugares, procediendo de
igual manera hasta llegar & un nimero primo cuya segunda po-
tencia sea mayor que el limite elegido. Los niumeros que no re-
sulten tachados serdn primos.

Los nimeros primos inferiores & 200 son: 1, 2,8, 5, 7, 11, 13,
17, 19, 23, 29, 31, 87, 41, 43, 47, b3, 59, 61, 67, 71, 78, 79, 83,
89, 97 101, 108, 107, 109, 113, 127, 131,.137, 139, 149, 151, 157,
163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197 y 199.

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS PRIMOS

Teorema I.° Si un namero primo divide & un producto de va-
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rios factores tiene que ser divisor de uno de ellos. Sea 3 un nime-
ro primo que divide al producto de 16><17x 18, vamos a probar
que tiene que dividir & uno de los tres factores. Dicho producto
16><17><18 se puede considerar compuesto de estos dos factores
16 vy 17><18, si 3 dividiera al primero quedaria probada la cues-
tion, pero si no le divide sera primo con ¢l y conforme a lo de-
mostrado en el teorema 2.° del m. c. d. tendrd forzosamente que
dividir al otro factor 17X 18, el cual & su vez se compone de dos
factores 17 y 18, si 3 dividiera al primero la cuestion quedaba
probada y sino le dividiera seria primo con él y dividiria forzo-
samente al 18, como en realidad sucede.

Corolario | ° Cuando un ntimero divide & un producto y es pri-
mo con todos los factores menos uno, divide i este factor. El pro-
ducto puede stiponerse descompuesto en dos factores, uno que
contenga & todos los que son primos con el divisor y el otro al
factor que no sea primo con éste, al cu.ﬂ segun lo demostrado
en el teorema tendria que dividir.

Corolario 2.° El ntmero primo que divide & la potencia de
otro namero es factor de la base. En efecto, si b divide & 3876=
15% sera divisor de 15, porque 3376=15=15. 15. 16 y como b
divide al producto tiene que dividir 4 uno de los factores y sien-
do todos estos iguales & 15 tendra que ser divisor de este nimero,
que es la base de la potencia considerada.

Corolario 3. Un ntmero esprimo con un producto cuando no
divide & ninguno de los factores de que este esta compuesto. Por-
que si dividiera &4 uno de los factores formaria parte del produc-
to que es miltiplo de ellos. _

Corolario 4.° Las potencias de cualquier grado de des néime-
ros primos entre si, son tambien cantidades primas entre si. De lo
contrario admitirian un factor primo comun que por dividir a las
potencias seria divisor de las bases, que por hipdtesis son niime-
ros que no admiten divisor comun.

Teorema 2. Un ntmero divisible por otros varios primos en-
tre si, es divisible por el producto de estos. Sea 630 que es divi-
sible por 5, 7 y 9 que entre sison primos, vamos a probar que
tambien serd divisible por el producto 5 7><9. En efecto, divi-
diendo 630 entre l:'r, el cociente exacto es 126 y por tanto 630=5
><126; el factor 7 divide al primer término de la igualdad, ha de
dividir por consiguiente al segundo, pero es primo con a, luego
debe dividir a 126, efectuando la division de 126 entre 7 el co-
ciente es 18y como 126—=7><18, sustituyendo este valor en el de
630 quedara 630=5x 7><18; ahora bien 9 divide al primer miem-
bro de la ignaldad y por lo tanto al segundo, pero es primo con
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by T, luego ha de dividir &4 18, de cuya division por 9 queda el
cociente 2, siendo 18=9.2 y 630=>5.<7X9><2, luego 630:(5><7x9)
=32, segun tratabamos de demostrar.,

Este teorema nos permite explicar de nuevo modo por qué el
ni. ¢. m. de varios nitmeros primos entre si es su producto, por-
que habiendo de ser el m. ¢ m. divisible por los niimeros y sien-
do estos primos entre si, no podria ser inferior al producto de
ellos, puesto que tambien por el producto habia de ser diyisible.

DESCOMPOSICION FACTORIAL

La descomposicion de un ntiimero en sus factores primos nos per-
mite apreciar a simple vista su forma factorial, conociendo en
virtund de ella los divisores que el niimero que apreciamos puede
admitir, Se funda esta operacion en el teorema siguiente:

Teorema 3. Todo nimero compuesto es igual d un producto de
factores primos. Supongamos el niimero 90, sabemos que por ter-
minar en cero es divisible por el nimero primo 2, dando como
cociente 45. Si este cociente fuera primo, el niumero 90 se com-
pondria de los dos factores primos en que se hahia descompuesto
al dividirle por 2; pero 45 no es primo porque el valor absoluto
de sus cifrassuma 9 y por tanto 45 es miltiplo de 3, dando por
cociente la division de 45 entre 3,15. Si 15 fuera prinio, como S0
es igual & 2X3><15, quedaba probada la proposicion;: pero como
también 15 es miultiplo de 3 vy el cociente de la division de 15 en-
tre 3 es b, que es primo, se halla para 90 el valor 2x3X3xb
que es un producto de factores primos. Como el fuctor 3 estd re-
petido dos veces se abrevia la forma factorial poniendo la poten-
cia de los factores que estén repetidos, asi 90—2x 3%<5.

Debe empezarse la descomposicion por los divisores primos
menores que, aparte de ser sencillas las condiciones de divisibi-
lidad por ellos, permiten operar con mayor facilidad.

Corolario. No existe mis que un solo producto de factores primos
igual d un nitmero determinado Si un ntmero se pudiera descom-
poner en dos productos distintos de factores primos, la diferencia
entre ellos consistiria ¢ en el valor de los factores 6 en las veces
que cada uno entrase en la formacion del nimero, lo cual como

ramos & probar es absurdo. Efectivamente, si suponemos que un
niimero N se pudiera descomponer en los dos productos distintos
de factores primos a. b.e. d. y p. g. r. como ambos son ignales al
numero serfan iguales entre si, es decir que a. b. ¢. d.=p. q. 13
ahora bien, cada factor primo de los que entran en el primer
miembro de la igualdad tiene que dividir a los nimeros del segun-
do miembro, que son primos y como para ¢ue un numero primo



divida & otro también primo tiene que ser ighal & él, se verifica-
ria, por ejemplo, que a=p, b=q, ¢=r y d—1, lo cual prueba
que no son dos productos distintos sino un mismo producto, toda
vez que los factores son iguales,

Lo demostrado en este corolario nos permite adoptar para la
descomposicion factorial los medios mas réapides y sencillos que
1os sean conocidos.

La forma que se usa en la descomposicion puede verse en los
ejemplos siguientes, ficiles de comprender:

902 ]

153 (6 =2.3 =

1518 90=2 .32 600=6<10011 0=2.5{6.10.10=0600=2" 3, 5=
5|5 (10=—2.5)
Ll

FORMACION DE LA TABLA DE DIVISORES DE UN NUMERO.

Ampliando lo dicho al tratar de la divisibilidad & ¢cuando los
nameros estin descompuestos en factores primos demostraremos
el siguieute

Teorema 4.° U'n wiimero sevd divisible por otro cuando los
factores primos de que éste conste se hallen en aquél afectados
de igual 6 mayor exponente. En efecto, el nimero divisible es el
dividendo que ha de contener las diversas partes de que el divi-
sor conste, 0 sean sus factores primos, forméandose el cociente del
exceso de factores primos comunes 6 distintos que tenga el pri-
mero de los numeros més que el segundo. Asl para que unh nii-
mero sea divisible por 15 tiene que serlo per 3 y por 5, pues 15
contiene & estos dos fuctores y todos los multiplos suyos también
los han de contener.

Del teorema anterior se deduce que si se combinan entre si, de
cuantas maneras sea posible, los factores primos de que consta
un aumero, se habra hallado la tabla de sus divisores. La regla
practica puede expresarse asi: Colocadas en diversas lineas hori-
zontales la unidad y todas las potencias de los factores primos
que el nimero dade tenga, se multiplican entre si los términos de
fue consten las lineas como si se operase en multiplicacion de su-
mas indicadas y los productos obtenidos son todos los divisor
del niimero propuesto.

Propongimonos, por ejemplo, averiguar los diviso
nimero 4400 que deseompuesto en factores primos es/l
s g j
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Explicacion: Escrita la primera linea, que contiene las poten-
cias de 2, se multiplican sus términos por 1, por b y por 5*=2j,
formdndose las tres primeras filas de los productos de la derecha,
que multiplicados por 11 dan las otras tres filas que estdn debajo
de aquellas,

Aunque al poner las potencias de los factores primos con-
tenidos en el nimero se empieza por la unidad, que es la po-
tencia cero de todos, no se multiplica mas que la unidad de las
dos primeras filas factoriales, pues no tomandola mds en cuenta
e evitan repeticiones inutiles, toda vez que no aporta divisores
que no existan ya.

Antes de llevar 4 cabo la formacion de la tabla de los divisores
de un nmimero pueden fijarse los que habri, sin més que observar
que cada série factorial de las que se someten 4 la multiplicacion
consta de tantos términos como unidades tenga el exponente del
factor primo mis uno, que es la potencia cero del mismo, y como
estas séries se multiplican entre si se formardn tantos divi-
sores del mumero como arrvoje el producto de los exponentes
de sus diversos factores primos incrementados en una unidad. Asi,
en el ejemplo anterior, el exponente de 2era 4, eldedera 2y el
de 11 era 1, incrementando estos cwonenmb en una unidad ¥
efectuando su producto (4+41) (24-1) (14-1)=5 .3 . 2=30.

Inego 30 serin los divisores de 4400, como puede verse.

La descomposicion de los ntimeros en factores primos nos pro-
porciona la ventaja de investigar con rapidez y seguridad el m.
e. d. y m. ¢. m. de varios de ellos sin las prolijas operaciones
que antes hemos explicado.

Observando que para que un namero sea divisor de oftros va-
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rios no puede contener otros factores primos que los gue sean ¢6-
munes i estos, con exponentes iguales 6 menores que los mas pe-
quefios que en dichos numeros tengan, se deducird que el m. ¢. d.
de varios mibmeros, una vez descompuestos estos en factores primos,
es el producto de los factores que sean comunes afectados del menor
exponente.

Asicomo el m. c. m. de varios nimeros descompuestos en facto-
res primos es el producto de los factores primos comunes afecta-
dos del mayor exponente y los no comunes con el que tengan. Por-
que ha de ser miltiplo de todos los nimeros y por consiguiente
divisible por ellos, lo cual quiere decir que no puede dejar de con-
tener ninguno de los factores de que aquellos consten.

Ejemplo: Hallar por el procedimiento que acabamos de expli-
car el m. ¢. d. y m. ¢. m. de 720, 840, 6562 y 56200,

720 =243%H L MO Dleg
) . ;1, = = INL. o —
810 =228 . 5.7 M. C. M.—=2 13

e R R (- R O
BG200 =23 52 981 23, 233" 417,200,

CAPITULO 9.
FRACCIONES 0 QUEBRADOS COMUNES.

Ya expusimos en el capitulo 1.° que al medir una magnitud po-
dia darse el caso de tener que dividir la unidad en partes, siendo
la expresion de las purtes que la magnitud contiene lo que da ori-
gen al ntunero quebrado ¢ fraceionario.

Otro origen de la fraccion reside en las divisiones iLexactus 6
indicadas, irrealizables, porque sea menor el dividendo que el di-
visor ¢ porque se deséen conservar asf.

Todo quebrado o6 fraceion consta de dos términos:el denomina-
dor, que indica las partes en que se divide la unidad y el numera-
dor que manifiesta el nitmero de esas partes que la magnitud con-
tiene.

Algoritmo y lectura de la fraccion: Se escribe una fraccion 6 que-
brado poniendo el numeradorencima del denominador separados
por una pequefia linea recta. Asi '/; expresa que dividida en
7 partes la unidad la magnitud con quien la hemos comparado
solo contiene 4 de dichas partes: 7 es el denominador y 4 el nu-
merador.

Una fraceion se lée nombrando el numerador y enseguida el
denominador aiiadiendo la terminacion avos cuando este pasa de
diez, pues no llegando & dicho ntmero se le llaman medios, ter-
cios, cuartos, quintos, sextos, séptimos, octuvos, novenos ydécimos,

155 1931528 =
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»EIL}_f_v.Lfn que el denominador sea respectivamente 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,

6 10,  Asl la fraceion ® , (8 partido por 14) se leerd ocho cator-
ceavos ¥ la ¥/5 (5 partido por T) einco séptimos.

Unidad entera y fraccionaria. Una fraccién cuyo numerador y
denominador sean ignales, valdrd siempre una unidad entera,
porque se toman todas las partes en que la unidad fué dividida.

Llamase unidad fraceionaria & la fraceion cuyo numerador es
la unidad.

Las fracciones se distinguen con los nombres de propias é im-
propias segun valgan menos 6 mas que la unidad entera, es decir,
que las propias deben tener menor el numerador que el denomi-
nador, mientras que en las impropius se verifica lo contrario:
i/, es una fraceion propia y 7/, es impropia.

Valiendo la fraccion impropia mas que la unidad entera, pode-
mos proponernos averiguar el namero de unidades enteras que
contiene y su parte fraccionaria, lo cual se hace con suma senci-
llez teniendo en cuenta que el valor que tendria una unidad ente-
ra, al expresarse en partes alicuotas iguales & las de la fraccion
impropin que se considere, seria el de una fraceidén cuyo numera-
dor y denominador fueran idénticos al denominador de dicha
fraceion impropin y por consiguiente esta tendria tantas unidades
enteras como veces contuviera su numerador al denominador mas
la parte fraccionaria que no aleanzara al valor de una de estas
unidades. Asi Y/, contendria 7 unidades enteras, que son las ve-
ces que 46 contiene 4 6, mas cuatro sextas partes, luego Y/, =
/BRI
Y como apuntamos al principio de esta leccion que una frac-
cion equivale & una division indicada, en la que el dividendo ha-
ce de numerador y el divisor de denominador, se puede deducir
que para completar el cociente de la division de enteros, habre -
mos de agrezar, & lo que hasta aqui hemos llamado cociente in
completo 6 inexacto y en adelante debemos llamar parte entera
del cociente, una fraceion que se dice complementaria, ¥ que ten-
dra por numerador el residuo de la divisién y por denominador el
divisor. La expresion Ty '/, que antes hemos deducido como va-
lor de la fraceion ¥/, puede ser representacion fiél del cociente
completo de la division de 46 entre 6, pues aplicando el principio
de que en la division inexacta ha de ser el dividendo igunal al
producto del divisor por el cociente mas el residuo, 46=06X 7-}-4,
ge ve que es perfectamente realizable.

Llfimase exepresion fraceionaria & la reunion, por medio del sig-
no de la suma O sin signo alguno, de nlimeros enteros y fraceio-
narios, siendo la mas sencilla de todas sus formas el nimero miw-
1o que se compone de un enfero y una fraccion, como 9%/,,.

.
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Toda expresion fraccionaria se puede transformar en fraceion
sin mas qoe redueir la parte entera 4 la especie de Ia fraceion
que la acompaia, lo cual es ficil recordando la forma de la uni-
dad entera al transformarse en fraccion, pudiéndose dar la si-
guiente regla practica; para reducir una expresion fraccionaria
O pumero mixto & fraceion se multiplica el entero por el denomi-
nador de la fraccion sumandole el numerador de ésta v peniendo
el niimero obtenido como numerador de la fraccién resultante &
la que se Ic pondrd el mismo denominador que la primera tuvie-

ho941 5 9945 14
ra. Asi 9 == =1

Por la analogia que hemos sefialado entre las fracciones y las
divisiones indicadas, podiamos pasar por alto las variaciones que
sufren aquellas, concretandonos & citar el parrafo correspondien-
te & la division, pero nuestro deseo es aclarar y dar a4 conocer
con la extension y profundidad necesarias las partes mis impor-
tantes de esta asignatura. Pasemos pues & tratar de las alteracio-
nes de la fraccion,

Teorema 1.° De dos 6 mds fracciones que tengan el mismo deno-
minador es mayor aquella cuyo numerador lo sea también. Es evi-
dente que cuando la unidad esté dividida en igual nimero de par-
tes, serd mayor la magnitud que mas partes contenga y como
estas las da & conocer el numerador, seran mayores las fraccio-
nes de mayor numerador: Asi '%>7/,>% >

Teorema 2.° De dos ¢ mds fracciones de igual numerador es ma-
yor la que tenga menor denominador. La certeza de este princi-
pio se comprueba con solo tener en cuenta que siendo constante
la unidad cuanto menor sea el nimero de partes en que se la di-
vida mayor sera cada una de ellas y como en todas las fraccio-
nes se toman las mismas partes, representard Inayor magnitud
aguella cuyo denominador sea menor: Asi ®/;>%/ =%/~ ...

“Teorema 3.° Cuando se multiplica ¢ divide el numerador de una
fraccion por un nimero cualquiera el valor de la fraceién queda
multiplicado 6 dividido por el mismo nimero. Sea la fraceion ?/,,,

s\a 27
al multiplicar 9 X 3, se forma la fraccion ——

=5+ obsérvese que
la unidad sigue dividida en igual munelo llt, partes y que en la
¥/, tomamos tres veces mas partes que en la '/ ,, luego la mag-
nitud cuyo valor representa aquella es tres veces mayor, lo cual
quiere decir que ha sido multiplicada por 3.
Sien vez de mult:pllc'lr hubiéramos dividido 9 por 3 la frac-
cion resultante */,, indicarian que se tomaba tres veces menos
magnitud 6 que el valor de la fraccion era tres veces menor, estd

es, se dividia por 3
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Teorema 4.° Cuando se multiplica ¢ divide el denominador de
una fraccidn por ur nimero cua?gmerrf, el valor de la fraccion
queda dividido o mm’hplwmio por el mismo nitmero, es decir, que
experimenta alteracion igual pero en seutsdo contrario. Para de-

9 12
mostrario comparemos Ia l'mcmén . LO]J la B0 108 obsor-

vamos que en esta segunda tomamos 1 ual niimero de partes de
la umnidad que en la primera, pero eat._l:: partes son seis veces me-
nores, pues siendo el valor de la unidad constante se ha dividido
en seis veces mas partes, luego el valor de la fraceion se ha he-
cho seis veces menor, quedando dividido por el mismo ntimero
por quien se ha multiplicado al denominador.

bl por el contrario d1v1dlmos el denominador de la fraccion

12
por 6, en la resultante o= las partes en que la unidad se

lm. dividido son seis veces mean, luego cada una de ellas es seis
veces mayor y como el namero de partes que contiene la magni-
tud es el mismo en ambas fracciones, el valor de la primera seri
seis veces menor que el de la segunda, esto es que se ha hecho 4
la fraccion tantas veces mayor como indica el nimero por quien
se ha dividido al denominador.

Corolario. Una fraccion no altera si & la vez se multiplican 6
dividen sus dos términos por un mismo numero. Pues segiin se
deduce de las consideraciones hechas en los teoremas anteriores
se hace la fraceion el mismo nimero de veces mayor y menor.

Consecuencia de este corolario son dos operaciones importan-
tes que pueden realizarse con las fracciones, que son, la reduceion
a wn comun denominador y la sunphﬁcacwn

Reducir fracciones & un denominador comiin es conseguir que
varias fracciones tengan el mismo denominador sin que el valor
de ellas haya alterado, lo cual se consigue, con suma facilidad,
multiplicando los dos términos de cada una por los denominado-
res de las otras.

Sean /., %/, v ¥/, las fracciones que queremos reducir & comin
denominador.

180 Transformacion que no

4 439
,‘T:f_'g_‘ﬂ a2 variado el valor de las
2 97.9 phftmr,uuﬂea porque se han
Observemos que: 5T 550 — a5 multiplicado sus dos térmi-
’ﬂ 87.5 o80|nos por cantidades iguales
5=

5 815 'y sin embargo nos las pre-
senta 4 todas con el mismo denominador.

La operacion de reducir fracciones 4 comin denominador es
mportantisima porque sinella seria imposible la comparacién



fraccionaria y la homogeneidad de partes necesaria para algunos
caleulos. ) '

Simplificar una fraccion es reducir sus términos 6 haeerlos mas
pequefios, sin que el valor de ella cambie. Esto se consigue divi-
diendo el numerador y denominador por los factores comunes
que contengan. La simplificacién es posible hasta que se lleguen
& convertir los términos de la fraceion en numeros primos, lla-
mandose & la asi obtenida fraccion irreducible. Es claro que para
conseguir la irreduccién ¢ simplificacion total de una fracecion
basta dividir & sus dos términos por el m. c. d. de los niumeros
que loS representen.

Teorema 5.° Cuando una fraccion es irreducible cualquiera otra
que le sea igual tiene sus términos equimultiplos (1) de los de aque-
la. Sea ™/, la fraccion irreducible y supongamos que sea igual
ala I:—, vamos & probar que m es miltiplo de 7 en ¢l mismo grado
que =z lo es de 11. Reduciendo ambas fracciones & comin deno-
minador, para compararlas, se tendra —]'—l"-lnz-:{'::y como las frac-
ciones son iguales y los denominadores idénticos entre los nume-
radores habra igualdad, es decir que 7 n=m.11. Pero 7 divide al
primer miembro de la igwildad, luego dividird al segundo y como
es primo con 11 tendrd que dividir 4 m, esto es, m: 7 dara un co-
ciente exacto que podremos representarle por 5, por ejemplo, de
donde m=7.5 y como T.n=wm.11, sustituyendo en lugar de msu
valor 7.5. se verificard que 7.2=7.5.11 y suprimiendo 7 en am-
bos miembros de laigualdad, n=>5.11, lo que prueba el enpncia-

S R 5 i
do, puesto que la fraccion = se puede poner bajo la forma -

Una fraccion simplificada totalmente se dice también que esta
reducida & su més simple expresion.

Las fracciones pueden reducirse al minimo denominador e¢o-
mumn, estén 6 no simplificadas, hallando el m. e. m. de los deno-
minadores y multiplicando los dos términos de cada fraccidon por
el cociente que resulte de dividir dicho m. ¢. m. por el denomina-
dor respectivo. Esta operacion se emplea con ventaja cuando los
denominadores de las fracciones no son primos entre si, si bien
practicamente tiene poca aplicacion por ser mas larga que la re-
duccion & coman denominador antes explicada. Aplicando & un
ejemplo, sean las fracciones ? %/, v 7/,,.

(1) Equimnltiplos, quiere decir mialtiplos en el mismo grado.
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120:12=10,, 5= 7=

La sencillez con que las operaciones estin hechas no necesita
explicacion alguna.

Otras alteraciones experimentan las fracciones distintas de tas
que antes hemos explicado y que por su importancia merecen no
ser pasadas por alto, son éstas las que afectan por suma ¢ resta
4 los términos de la fraccion y de las que vamos i ocuparnos en
las proposiciones signientes.

Teorema 6.° Si d los dos tcrminos de una fracciin se les suma
una misma cantidad la fraccidn vesultante se acerca miis al valor
de la unidad, parvalo cual si es propic awmenta y si es impropia
disminuye. Sea la fraccién propia de /-, que por ser menor que
la unidad tiene menor numerador que denominador, es decir 67,
aumentemos & los dos miembros de esta desigualdad la cantidad
m, resultard 6-+m<7-}m; comparando ahora la unidad con ca-

. A G4-m , : &
da ana de las fracciones */; y - se vé que con la primerala uni-

—0h—
190 0 ip DS B
R—9 ¥ ‘.130 18==10y, 8.5 i |
15=3. b{ m. ¢ m=213.5=120 190 15=8,, =g =1 |
2 =3 | il b %
J?:l‘ =) ! . 7 210 g
0 |

7w
S 3 3 ' . : T4m
dad?/, diferiria de la fraccion®/; en '/;,mientrasque la unidad e
o i g e S 1
comparada con la fraccién - diferiria en -—— y como '/;>
3 F .

| ) T I}Juu/‘[_
Tim YEmos que */; <o ‘

Si la fraceion fuera impropia, tal como Y/, por ser 9=5, O+ m>
5-Fm y la comparacién entre la unidad %/, y la fraccion "/, daria
' F - a+m
un exceso de '/, mientras que la unidad 5 comparada con la

f e 94m Jorh e6) -! & 4 o 4
", i e ara s X b ST I S Y Cow - T
raccion ;- - dard s6 olltc exceso —— partes y como Y/;> ot
o - -m - +
se verificard que °/;> = =1, segiin se pretendria demostrar.
Corolario. Si d los das términos de una fraccion se le yesta una
misma cantidad la fraccion resullante se aleja de la unidad parae
lo cual si es propia disminuye y si es impropia awmenta. La siniple
consideracion de las desigualdades finales de los razomunientos
hechos en el teorema anterior nos permiten sin gran esfuerzo ver
=l 2 - 6
la certeza de esta proposicion, pues si ®/;<< .;#L <1, se compren-
v : X . B4m
de que la °/; que resultaria de restar de la fraccion propia 2=
en sus dos términos, la cantidad m se aleja mas del valor de la

3 i i

T T




unidad que esta segunda, para lo cual le ha sido preciso dismi-
nuir. Por el mismo medio probariamos que la °/; se aleja mas de

s Sl o Dfm .
la unidad que la fraccion impropia 5rm baralo cualle ha sido
preciso anmentar y que la primera se deduce de restar en los dos
términos de la segunda la cantidad m.

Teorema 7.° Si se suman miembro d miembro dos fracciones
desiguales la resultante se halla comprendida entre ambas, es de-
cir, que es menor que la mayor y mayor que la menor. Sean las

- . a m “a ¥ " .
fracciones - = = reduciéndolas & comun denominador, para com

pararlas, b. - i \r puesto que los denominadores son iguales

la designaldad emstlm entre los numeradores, siendo a. n> m. b+
W a-m
Comparando ahora cada fraccion con la {1 que resulta de su-

marlas miembro & miembro, se verificara que

a a{b+n) a.bla.n

e T bﬁH.,,J‘ la.b+a.n>a.btm.b

a4m (ad+m)b sbm b a-f-1m

bin i b tb+“ b ““950 b= b+n

atm_ (a+m)n_ a.n+m.n

b+n _m__!_ﬁ {b+4nin

m m (b-fn) m . b+4m .n

u_ n [b-_F_u_) n (b+n)

En resumen:

a > n—f—m

Iy b—l—n
Consecuencias |." Sise sumaran varias fracciones desiguales,

miembro & miembro, la fraccion resultante se hallaria compren-

dida entre la mayor v la menor. 2.* Si se sumaran fracciones

iguales, numerador con numerador y denominador con denomi-

nador, la fraccion resultante seria igual & cualquiera de ellas,

CAPITULO 10.

ja.nfm.nz-m. b~4m .1

v a-tm 1m
\. lLlEg‘G. I_.--i—_n_ = 5

m " .
> [ segun se quiere demostrar.

OPERACIONES CON LOS NUMEROS FRACCI ONARICS.

Adicicn. Ampliando la definicion dada antes, diremos que es
la operacién que se propone reunir en un solo niimero las unida
des 6 partes de la unidad contenidas en ofres varios

El algoritmo es el mismo que empledbames al efectuar la ope
racion con nimeros enteros.



Los ¢asos que vamos &4 considerar son:

1. Sumar fracciones de igual denominador.
2 Sumar fraceiones de denominadores distintos

o

0
3° Sumar d un entero una fraceion 6 inversamente.

4 ° Sumar expresiones fraccionarias 6 niimeros mixtos.

Caso I.” La suma arbitraria de las fracciones seria inexplicable
puesto que nu habria medio capaz de expresar la relacion que
existiera entre la suma y los sumandos, ni entre aquella y el mo-
dulo & unidad.

De esta reflaxion y de la eorvelacion que existe entre la idea de
homogeneidad en los enteros é ignaldad de denominadores en las
fracciones podriamos deducir la regla para este caso, pues basta-
ria renniv las parvtes que cada sumands eontuviera, que nos son
conocidas por el numerador y referirlas & la misma unidad &
que aguellas pertenecian, para lo cual couservariamos el deno-
minador, expresando la rezla en estos términos: Caando las frac-
ciones que hayan de sumarse tengin el mismo denominador bas-
tara sumar los numeradores poniendo al resultado el denomina-

5 S £ 5484 2
dor de aquellas. Asi: m-}--:a—!—%—_:-' -:; = :ﬁ.

Pero vamos & razonar por qué se procede asi. Sabemos que el
valor de una fraceion depende de la relacion que existe entre el
numerador v el denominador y como & este valor le podemos dar
una representacion grafica cualquiera, en las fracciones */ ¢, %/ 15
y 4/, podemos llamarle m, n y p, se tendra pues que */,;=m,
Y e=ny " s=p. Pero una fraccién esun cociente indicado ¥
cuando eéste se conoce el dividendo se obtiene multiplicando el
divisor por el cociente (1), lnego 5=18.m, 3=18.a y4=18py
sumando miembro & miembro las tres igualdades: H43-+4==
18(m-+n-+p), en cuya ignaldad dividiendo por 18 & los dos miem-
bros y recordando los valores de m, » y p, se verifica que
“ili;’;"': m+n-+p= 'l’ﬁ-|— ':B-#%' segtin querian demostrarse.

Caso 2." Como siempre es posible reducir fracciones cuyo de-
nominador sea diferente & otros que le tengan igual, sin alterar su
valor, es claro que este caso es solo una ¢onsecuzneia del ante -
rior, v su regla se puede expresar asi: Para sumar fracciones de
denominador distinto se reducen 4 un comun denominador, se su-
man los numeradores de las resultantes y & la suma se le afecta

(1) Bl valor de una magnitiad es izual al producto de Ja unided de su especie
porla medida de agqualln: el valor astireprasentado por el dividende & numera-
dor, la unidad de la especia por el divizor ¢ deneminador v la medida por al
cociente O lo qua antes amanios valor de la fraceion (que se conoce implieita-
mento).



del denominador comin. Ejemplo: Sea sumar ,.-!— n;!—

continuacion la manera de proceder:
2 2239 44 0

[T éase &

T 728 t] 14 ]Lj 414 - 098 966 4144 6984166 2078

5 Bl "+ J‘F" T UL P T i 7 s 7Y TRt 7
28 mn 111.1*.1 24

6 07.28 966 EET
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Caso 3 ?  Recordando que todo entero se puede transformar en
fraccion multipliciandole por el mismo niimero que haya de llevar
como denominador, no ofrece dificultad dar Ia regla practica de

este caso, que serzt Para sumar & un entero una fraceion 6 & una

fraceion un entero se sunia al numerador de la fraccién el pro-
ducto del denominador por el entero, poniéndole A esta suma el
mismo dcnominncloi} que {n fr :1)(*.:;1{'):‘1] tenza, x}si:1 b atn )
11, 8 1+8 102 - 8.15_448.15 49

lH‘u THT 1l BT R W B

Transtormacit’m idéntica & la que se hace para reducir el nime-
ro mixto A traccion.

Caso 4.° Dos medios & cudl mds sencillos nos ofrece la simple
observacion para efectuar la suma de iimeros mixtos 6 expre-
giones fracceionarias, en que entran, como sabemos, parté entera y
fracciones; uno consiste en separar los enteros de las frac-
ciones, efectuar la suma independiente de ambos grupos y
unir las sumas; el segundo es transformar los ntmeros mixtos
en fraceiones, sumar estas vy averiguar la parte entera v frac-
cionaria que la suma contenga. Aungue ambos procedimientos
son igualmente sencillos, muchos recomiendan el primero porgue
operando con numeros menores es de creer que sea mas dificil
cometer errores 6 equivocaciones; nosotros expounemos 4 conti-
nuaciéon un ejemplo resuelto de ambos modos.

Po T e e SR
B ‘)lU ag) oodnT Teqy 20T 12D

4 8 o7 5y__73 20 8504 2180 | 1160
4 'e\ (H DG =i = e
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3 321:1:28 B0 01
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sﬁ:tracclon. Ampliando la definicion dada en los niimeros en-

teros, diremos que es la nperauon cuyo objeto consiste en separar

de un ntmero las unidades 6 partes de la unidad que otro contiene.
Bl algoritmo y nomenclatura son los ya conocidos en los ente-

ros al tratar de esta operacion,
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Casos. |.” Restar fracciones de igual denominador.
Restar fracciones de denominador diferente.
Restar de un entero una fraecion.
Restar de una fraceion un entere.
Restar expresiones fraccionarias ¢ niimeros mixtos.

Caso I.° Por consideraciones andlogas i las que hemos hecho
en el primer caso de la suma de tmu.lonu,, podriamos deducir la
siguiente regla operativa, que vamos & demostrar por el cdlealo:
Para restar fracciones que tengan igual denominador se restan
los numeradores <Lfeblld.lll{0 ala dlf(,ren: 1a del denominador co-

‘I' £
min. Sean: - F=my i --n como ya hemos expuesto 12=17 . m,
y8=17.n, 1‘est.mdu miembro & miembro ambas igualdades 12—
L : Bl . 12—8 2 8
8=17 (m—n) y dividiendo por 17, I —I—h= — que con-
firma la regla.

Caso 2.° Sele puede referir al anterior una vez que las fraceio-
nes se reduzcan 4 denominador comin, dando Ly regla siguiente:
Para restar fracciones de distinto denominador, se reducen & un
comin denominador restando los numeradores de las resultantes

y poniéndole & la diferencia el denominador comin. Ejemplo:
1 5 G685 H\—-i) ql

TR O O S ] i Ti

Caso 3.° Para expresar la regla basta recordar la forma frac-
cionaria que se le puede dar al entero, pudiendo ser expuesta en
estos términos: Para restar de un entero una fraccién se multi-
plica el entero por el denominador de esta, del producto obtenido

se resta el numerador, poniendo & la dlfﬁl‘cl]tltl el denominador
4. 7 4.7--5 u%
de la fraccion. Asf: 4—~— T T
Caso 4.° [@s c,oudlc-lun mdmpcmah]e para la, realizacion de es-
te caso que la fraccién minuendo sea impropia y de mayor valor
que el entero que ha de restarse, por lo demas, bastara restar del
numerador de la fraccion el producto del denominador por el ente-

ro, poniendo & la diferencia el mismo denominador de la fraceion.
1‘4 68 4.18 MA8—-4.13 IJB—.J.. i d

Bnefecto: g—l—— (% = 5 -1

Caso 5.° Dos procedimientos operativos pueden darse para la
sustraceion de niuneros mixtos, uno es restar separadamente las
partes eunteras y fraccionarias reuniendo luego las diferencias; y
el ofro consiste en transformar ios niumeros mixtos en fracciones
restando luego estas conforme & las reglas dadas. En el procedi-
miento primero puede ocurrir que sea la fraccion del nimero mix-
to sustraendo mayor que la del minuendo, en cuyo casose toma
una unidad (6 mas si fuera preciso) de la diferencia de log enteros

2 o
3."
4‘.0
5 a

I]U'
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reduciéndola & la forma fraceionaria y agregandoséle & la frac-

cion minuendo. A continuacion vi expuesto nn ejemplo de cada
clase.
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2 146 m 780 516 154 19
(165)—(25)=5—5—5—5—5—"2%

Multiplicacién. ‘No necesita ser modificada la definicién general
que dimoes de esta operacion diciendo que en ella se trata de ha-
lar un ntmero que se forme del multiplicando como el mumph-
cador se forma de la unidad.

El algoritmo es el ya conocido y los casos que vamos & consi-
derar son:

1.” Multiplicar una fraceién por un entero.

2.° Multiplicar un entero por una fraccion.

3.2 Multiplicar dos fracciones.

4.° Multiplicar niimeros mixtos.

Caso I.° Sea multiplicar '/;3<5, es formar una suma de tantos
sumandos iguales al muhipliumdo como unidades tiene el multi-

444 14| 444

plicador, esto es: t,+ 14 (,—i— L,+ 5= 5 . pero en el pume-
rador esta repetido 4 einco veces por sumnndo, 10 CU.J.[ puede
sustituirse por el producto 4><5; por tanto q>\5__ 3 1o que da

origen a la regla siguiente: Para multiplicar una fr uccmn por un
entero basta multiplicar por dicho entero el numerador de la
fraceion conservando el denominador. Regla que también tiene
su comprobacion en lo dicho acercade las alteraciones, pues
quedd demostrado que al multiplicar el numerador de una frac-
cion por un namero, el valor de la fraccion quedaba hecho el
mismo nimero de veces mayor, que es ofra de las acepeiones de
esta operacion.

Caso 2.° Sea ‘b(“f,,, recordando la definicién, nos propone-
mos hallar un numero que se componga de 9 como "/, se compo-
ne de la unidad, luego el producto habra de ser las 6 onzabas

partes del multlp]u,ando 9y LUmO una onzaba parte de 9 es ¥/,

96
las seis onzabas partes serdn -—xb——--i-. Lo que nos permite
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formular esta regla: Para multiplicar un entero por una fraccion,
se multiplica el entero por el namerador de la fraccion pouiendo
al producto el denominador de esta, Confirma la comparacion
de este caso y el anterior, que el crden de faclores no afecta al
valor del producto, aunque estos factores scan de diferente
forma.

Caso 3.° Tratemos de multiplicar */;><%/. ¥y como antes hemos
dicho, el productose formara de */, como "/, se forma dela uni-
dad, esto es el producto sera las seis séptimas partes de */y v co-

¥ . E - 4 - ¢
mo una ‘-‘ephma[mrtr'e‘i,—'—— las seis séplimas partes serdan

WHX( , 1o cual da lugar & la siguiente regla: El producto

de dos naLuones se obtiene multiplicando sus numeradores y de-
nominadores ¥y partiendo el producto de los primeros por el de
los segundos. Para razonar este caso hemos podido fundarnos
también en las alteraciones.

Caso 4.” Maultiplicar niimeros mixtos: se efectiia con suma fa-
cilidad esta operacion reduciéndolos & fracciones y multiplican-
dolos bajo esa forma, aunque mis adelante veremos que hay otro
medio de I'eahznr la operacion aur qno sea col mt.nos brevedad.

i 40 2852

Ejemplo (8 ) T)‘-:;/(—ll; --l:-—'3 =

Division. El concepto que formamos de esta cperacion al ex-
plicarla en los niimeros enteros nos permite prescindir de la defi-
nicion y algoritmo que son perfectamente aplicables & las frac-
ciones, por cuya razon pasamos & explicar los casos que son:

1. Dividir una fraceién por un entero.

2.° Dividir un entero ¢ fraccion por otra fraceion.

3. Dividir nimeros mixtos.

Casol.? Recordando que manifestamosen las alteraciones que
una fracecion se hacia un cierto niimero de veces menor dividien -
do al numerador 6 multiplicando al denominader, y como se tra-
ta de hacer & la fraceion tantas veces menor como exprese el en-
tero divisor, se puede afirmar que para dividir una fraccién por
un entero se divide al numerador por dicho entero, cuando Ia
operacion sea posible, conservando el denommador 6 bien se
conserva el numerador de la fraceidon poniéndole como deaomi-
nador el producto del que tenia antes la fraceién por el numero

4 4:2 g 2y 4 _ 2
entero. Asi: —: 2= —-= y también 5 :2=g"-==g5

Caso 2.° Sea D un niimero entero 6 fraucionurio que deseamos
diyidir por 7/, ¥ representemos por C el cociente, entero o0 frac-
cionario, que ha de resultar. En toda division sabemos que el di-
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videndo es izual al producto del divisor por el cociente, luego I
="/,. €, es deciv que 1) es las siete novenas pﬂltcs de C toman-

1
do una séptima parte de la iznaldad anterior - =T

y C=7 0
siendo, como se ve en esta igualdad, la %L*p*lmﬂ parte de D) ignal
4 la novena parte do C y Ill’.‘LC-‘:ltdlldﬂi‘aC nueve novenos de C para
conocer sit valor se tendra 'y D="/, C=C, lo que prueba que
para Liallar dicho cociente hay que multiplicar al dividendo por
la fraceion divisor invertida.

Aplicando el principio deducido & casos concretos vemos que:
J'l e 1—:—1— i La Lert(za dv esta operacion se prueba viendo

4
si el producto del coc 1eutc 7 ° por el divi isor . produw el rh\l-

dendo, despucs de ‘aimplllmdl como asi es, pmque = \< L

)
Tumbién es cierto que 6 :;--——'—“E?:-;" pues G i _\-' '1 :-:-j Ti’:
Cuando sea posible efectuar la divisién de los numeradores y

denominadores, [ nede realizarse la operacion en esta forma, sien-

do el cociente una fraceion cuyo numerador sea el cociente do los

:mmer.uinrea \'Pl denominador e! de los denominadores. Ejemplo:
88 7T 98: 4 Tx4 38

BRI h =. ]*ron;ue también | § X TN 5%

Caso 3." Lu manera mas practica y sencilla de dividir dos nu-

meros mixtos es reducirlos a fru ciones \' operar como ya w.e ha
) W

02

dicho para estas. Ejemplo: (h ) (3_ = B0

D i

i)

125"

Generalizacion de algunas reglas:

Todo el procedimiento operativo explicado al tratar de los
nitmeros enteros de forma implicita es aplicable & las frac-
ciones, sin ofra viriacion que la que impone la manera espe-
cial de ser estas. 'asando por alto lo menos importante, ve-
mos, por ejemplo, que para multiplicar una suma por un en-
tero, se multiplicaba cada sumando; pues bien, asi los térmi-
nos de la suma como el niunero por quien se ha de wultiplicar
pueden ser fraccionarios, realizdndose no obstante la operacitn
de idéntica manera. Ejemplos: (—,!“Fr: —I—g _)l.‘:: ;;‘ﬁ-[u ;xl_'i—ir: =0,
porque para hacer seis veces mayor i la suma hay que hacer seis
veces mayores 4 los sumandos. Si fuera (3-44-5) °/- indicaria que
habiande tomarse las /5 de la suma, que se com por;drm de la buma

de las seis séptimas partes de los sumandos y serla igual & 33< = z
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-j-4><—+o,<~ Finalmente si Iuopemuuufucm( -I- s iy ))=
} o
§x ol Tt
Del mismo modo se multiplicaria una diferencia de ntumeros
enteros 6 fraccionarios por un entero 6 una fraccion y podrian
generalizarse las proposiciones todas explicadas para los enteros.
Se vé que, como decinmos en la multiplicacion de ntmeros

mixtos, se pueden someter estos al cilenlo c.‘s sl pl‘opm forma,

¥ aplicando el mismo e[emplo vemos que ( 8 ) ( 45 ):( 8+~)
(44+7)=8 . 44" +8 . 1+5 =824+ “‘+-p MESYE

ll‘l-_}_ff____ﬂq _'_3‘_“*__5‘ + 3 _que nos da el mismo requltado

Varios nttmeros fraccionarios ligados por el signo de multipli-
car dan lugar al producto de varios factores fraccionarios, y la
prictica operativa con estos es la que explicamos para los ente-
ros, que consiste en multiplicar el primer factor por el segun-
do, este por el tercero, este por el cuarto y asi s,me-sw.uncntc

92 4 06 3.
hasta lmbel los multiplicado & todos. Ejemplo: 7.2 . =, &=~

i 6 By d 16" 8.3 408
g5 .,“,.n-»_? 5. 750:8 "

Si los factores de un producto son iguales forman la potencia,
segnn sabemos y aplicado & las fracciones diremos que la poten-
¢ia de una fraccion esta formada de las potenu 15 del arado indi-

T [ | e -
cado del numerador y denominador, pues ( )_I_'T'f"? =5
Bib-5.5._ 5
Wiy 1 7

" i

No siempre se presentan los términos de la fraccion en forma
tan clara como los hemos considerado, sino que a veces la reali-
zacion de ciertas operaciones nos conduce & hallarlos en otra
i
T su denominador es

(3
olra fraccidn 6 cociente, luego pucde ponerse bajo la forma
T T h

b . En el caso en que fuera 6, en que el numerador es
10 £ i

més complicada. Examinemos la espresion

- . . b L oy Y
fraccionario su valor se transforma en ;=g .. Tewmbién pueden

¢er fraccionarios los dos términos, afectando la forma



T
;x; ; que es lo mismo que %D - cuyo valor podia dar idea del de la
primera. Esto es lo que altrunos llaman fraccion de fraccién y
otros fraccion multiple.

Jxpusimos que si dos nimeros son primos sus potencias tam-
bién lo son y esto nos induce & deducir una consecuencia de las
potencias de las fracciones y es que cuando una fraceion es irre-
ducible sus potencias también serdn fracciones irreducibles.

CAPITULO 1
. FRACCIONES 0 NUMEROS DECIMALES

Se llama fraccion decimal & la que tiene por denominador la

458 46
unidad seguida de ceros; asi T To60 SO0 fracciones decimales.
) 1

Las unidades fraccionarias decimales son 10 ]—'1,0’ 1600° Fxl_:'f_w__; que
se llaman respectivamente décima, centésima, milésima, diezmilé-
sima, ete., partes de la unidad. Puede obgervarse que cada uridad
fraccionaria decimal es diez veces menor que la que le precede y
diez veces mayor que la que le sigue y que guardan por tanto
los diversos érdenes decimales, en cuanto & su formacion, igual
ley que la establecida para los niimeros enteres, de lo cual cabe
deducir que, adoptado un medio para separar la parte entera de
la fraccionarian decimal no habria inconveniente en escribir 18s
cifras decimales del mismo modo que las de los enteros, este me- -
dio es la coma de la escritura, que se coioca en la pfnu, stiperior

derecha (1) de la cifra de las unidades. Asi ]m—ﬁ ;“,—-h 28,

Las denominaciones de los érdenes decimales guardan perfec-
ta analogia con las de los enteros, tomando como punto de parti-
da las unidades, & la derecha de estas se escriten las décimas,
centésimas, milésimas, diezmilésimas, cienmilésimas y milloné-
simas, ete., & su izquierda las decenas, centenas, miles 6 millares,
decenas de millar 6 diezmiles, centenas de millar 0 cienmiles y
millones, ete. 3

A la fraccion decimal que contiene unidades enteras se la lla-
ma generalmente namero decimal.

Como regla para la eseritura de nimeros decimales puede de-
cirse que se empieza por cseribir Ia parte entera 6 un cerosino
la hubiesey & continuacion la parte decimal, separandolascon una

(1) Algunos colocan la coma en la parte inferior; lo cual puede veuduvicd
ervores en ¢l curso de una operacion.

9

e T e
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coma y cuidando de poner ceros en los drdenes de unidades cuya
denominacion se omitiese en el nimero.

La lectura de los nimeros decimales se hace empezando por
la parte entera y agregando 4 la expresion de la parte decimal
la denominacion de su tltima cifra. Ejemplo: 47905 se leera cua-
tro enteros, siete mil novecientas cinco diezmilésimas.

En algunas ocasiones se lee la parte entera y decimal sin ha-
cer separacion alguna, pero expresando la especie decimal infe-
vior que el niumero contenga. Asi: 1684, se puede leer mil seis-
cientas ochenta y cuatro centésimas,

Todo ntimero decimal, como antes hemos visto, es equivalente
4 una fraccién que tiene por numerador las cifras que forman
el nimero y por denominador Ia unidad seguida de tantos ceros
como cifras decimales tiene, 85'324 se puede expresar en forma

85324
fraccionaria de este modo = Bajo este concepto podrian some-

terse los niimeros decimales al procedimiento operativo de las
fracciones ordinarias, de las que sole son un caso particular, pe-
ro también se pueden llevar & las transformaciones del caleulo
en forma entera, lo cual ofrece notables ventajas, de aqui el que
se haga su estudio independiente del de las fracciones en general ©
y como extension del de el sistema décuplo de numeracion den-
tro del cual cabe esta teoria, asi como sus operaciones sin mas
que alguna pequeiia modificacion.

Propiedades de los numeros decimales. 1." Una fraceién ¢ nime-
ro decimal se hace diez, ciento, mi 6 més veces mayor 6 menor
gegun se corra la coma & la derecha 6 & la izquierda uno, dos,
tres, 0 méas lugares. 8i en el niimero 6830426 corremos la coma
dos lugares & la derecha, se convertird en 6835426, comparando
este con el anterior se ul, erva que eada una delas cifras ha
quedado hecha cien veces mayor y como lo que se hace con las
partes queda ya hecho con el todo, el numero €8354°26 es cien
veces mayor que GR35426.

Si por el contrario hubiéramos corrido ln ¢coma en el primero
de los niumeros dos lugares & la izquierda, se habria obtenido
6886426, cada una de lus cifras del cual ha descendido dos luga-
res en la escala de las denominaciones, es decir se ha hecho cien
veces menor y por lo tanto el namero 6835426 es cien veces me-
nor que 6835426,

Consecuencia: Hacer al ntimero digz, ciento 6 mil veces mayor
es multiplicarle por 10, 100 6 1000, y hacerle ese niimero de ve-
ces menor eg dividirle por 10, 100 6 1000, luego aplicando la pro-
piedad anteg enunciada diremos que para multiplicar ¢ dividir -
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un nimero decimal por 10, 100, 1000, ete., bastara corret 14 co-
ma & la derecha 6 4 la izquierda une, dos, tres, ete., lugares.

2.* Un ntmero decimal no altera cualquiera que sea el nunie-
ro de ceros que se agreguen o quiten de su derecha. En efecto, la
gitnacion de lag cifras del nimero con respecto & la coma no va-
riara aungue se agreguen ¢ quiten ceros y como el valor del nii-
mero solo depende de aquella circunstancia, mientras subsiste el
niumero no cambia de valor. Asi 3°85=385000. Tamhién puede
probarse esta propiedad escribiendo el nimero decimal en forma
fraccionaria y observando que al agregar ceroes se le multiplica
y divide & la vez por la misma potencia de 10, lo cual hace que

el niumero no altere. Refiriéndonos al ejemplo anterior, se vé que
s BB aupmnn 8000 BE6X100 B oo

8'85= y55 ¥ 3'85000="555""100 x100 — 1d0— > S"

OPERACIONES CON-LOS NUMEROS DECIMALES

Adicion Los niimeras decimales se someten & la suma de la
misma manera que los enteros, escribiendo unos debajo de otros
de modo que se correspondan sus diversos ordenes de unidades
y es claro que la coma que separa las partes enteras y decimales
se corresponderd también. Empitzase la suma por la derecha y
se eseriben lasapnidades procedentes de eada columna debajo de
esta y agregando las decenas & la columna signiente, teniendo
cuidado de colocar en la suma la coma de modo que se corres-
pondn con las de los sumandos, con lo cual el resultado tendrg
tantas cifras decimales como el dato que mas contenga.

Ejemplo:
374485 374850
90682|  Esta suma podia haberse escrito de| 9°0682

21436 | este otro modo, para buscar la homo- /2143600

28'934 /oeneidad de las partes fraccionarias,) 28°9340

~ 0%62 | necesaria para esta operacion. 06200

29044672 290°4672

Sustraccion Se efectia esta operacion como con los nimeros
enteros, es decir, escribese el sustraendo debajo del minuendo de
modo que se correspondan las cifras de sus diversos érdenes y
con ellas las comas, pudiendo agregar cerog & la derecha del mi-
nuendo si la parte decimal no existiera 6 fuese menor que la del
sustraendo, poniendo tras la parte entera la coma en el primer
caso, y realizando la resta del modo explicado para los enteros,
no olvidandose de colocar la coma en la diferencia, de modo que
se corresponda 6 forme columna con las del minuendo y sus-
traendo. Ejemplos:
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i.-]-i‘i_i'ES-': 2‘—’?’3?““? No es preciso en este "gr(_’””
[=-8TB43 | 191888 yen wnreeir Jog ceros \Hh‘n‘lgf
267855 (i‘l(illj, al minuendo. 31472

Multiplicacion. Esta operacion conserva la definicion, signo y
forma que hemos explicado al tratar de los nimeros enteros, pe-
- ro en cuanto & la especie del producto hemos de considerar los
cis0s siguientes:

1. Maltiplicar un decimal por un entero.

2.°  Multiplicar un nimero entero por un decimal.

3.° Multiplicar dos niumeros decimales.

Caso I.” Sea multiplicar 75328 por 27, equivale segiin sabe-
mos & formar una suma de 27 sumandos izuales 4 75'328 y como
los sumandos y la suma tendrian el mismo nimero de cifras de-
cimales, equivaliendo esta al producto, se podra dar la regla si-
guiente: Para multiplicar un nimero decimal por un entero se
efectiia la operacion como si se tratase de enteros, separando
luego en el producto tantas cifras decimales como tenga el mul-
tiplicando. En el ejemplo antes citado se procederia asi:

= {319 o a
: 13 828 Caso 2.” Podriamos basar el razonamiento de
S =0 este caso en el principio demostrado de que el orden
527296 de factores no altera el producto, pero puede tam-
150656  bién deducirse su regla observando un ejemplo: Sea
- 9033856 2874523, sabemos que el producto es respecto al

multiplicando lo que el multiplicador es respecto & la unidad, y
como este es H23 centésimas partes de lu unidad, el producto se-
ra las 523 centésimas partes del multiplicando y es claro que si
el producto expresa centésimas, tendrd que constar de dos cifras
decimales que seran las de su derecha: de donde se dedace la re-
gla prictica siguiente: Para multiplicar un entero por un decimal
se efectiin la operacion prescindiendo del cardcter del multiplica-
dor, esto es, como si se operase con enteros, separando en el pro-
duacto tantas citras decimales como contenga dicho multiplica-
dor. Haciendo el ejemplo arriba expuesto, se procederd asi:
2874 TPanto este caso como el anterior pueden razonar-
>~ ‘3"3‘5, se también fundindose en que al prescindir de la

8622 coma en el factor decimal se le hace mayor, refle-
0748 jandose en el producto la misma alteracion, y para
14370 conseguir que este sea el verdadero, se hara tantas

1A081.02  veees menor como mayor se le hizo al factor al su-
e ) -

suprimirle la cora.
Caso 3.° Tratemos de efectuar la multiplicacion de 65324 por
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345, y prescindiendo de la coma del multipiicador, con lo gue
se le hace cien veces mayor, queda reducido al caso 1.* y como
va hemos expuesto en ¢l separariamos en el producto las tres ci-
fras decimales que el multiplicando tiene, pero este producto es
cien veces mayor que el verdadero, por la alteracion sufrida en
el multiplicador, haciéndole pues cien veces menor, para lo cual
hastarda correr la coma dos lugares hacia laizquierda, nos encon-
traremos en ¢l con cinco cifras en la parte decimal, 6 lo que es lo
mismo tantas ¢omo suman las del multiplicando y multiplicador.
De lo cual podemos deducir la regla siguiente: Para multiplicar
dos niimeros decimales se hace la operacién como si fuesen ente-
ros, separando de la derecha del producto tantas cifras decimales
como ambos contengan. Realizando el ejemplo citado:

(5'324 S en un producto entraran varios factores deci-
< 345 males se efectuaria, prescindiendo del cardcter de
326620 estos, pero separando en el producto tantas cifras
261206 decimales como reuniesen todos los factores.,
195972 Jonsiderada la potencia de un niunero como el
99536780 Ccaso particular de un producto de varios factores

en que todos son iguales, se deduce que la potencia de un niimero
decimal constard de tantas cifras decimales como dé el prodvcto
de las que cuente el nimero por el grado de la potencia; asi la
quinta potencia de 6328, 6 sea, 6‘328%, tendra 8><h=1b cifras
decimales.

Division. Como en la anterior operacién se conservan la defini-
¢ion, algoritmo y forma que conociamos al ecuparnos de esta ope-
racidon con niumeros enteros, solo hay que atender & la especie de
unidades del cociente conforme & las que contengan el dividendo
y divisor, para lo cual vamos 4 considerar los siguientes casos:

1. Dividir un ntmero decimal por un entero,

2.° Dividir un decimal por otro cuando el dividendo tenga
mas cifras decimales que el divisor.

3. Dividir un decimal por otro que tenga igual 6 menor ni-
mero de cifras decimales.

4.° Dividir un entero por un decimal,

Caso |.° Propongamonos hallar el cociente de dividir 34547
por 65, y como sabemos que el cociente se forma del dividendo de
modo andlogo & como el divisor se forma de la unidad, siendo
centésimas el dividendo y unidades el divisor el cociente serdn
centésimas, es decir, que contendré dos cifras decimales que son
tantas como el dividendo tiene; de donde se deduce que, para di-
vidir un decimal por un entero se efectia la operacioén prescin-
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diendo de la cualidad del dividendo, pero al cociente se le hace
pertenecer al mismo orden, para lo cnal se separan de su dere-
cha tantas cifras decimales como tenga aquél. Realizando el

ejemplo anterior:
34547 |{'i.'3 Tanto en este caso como en los demds de que va-
240  5'31 mos & ocuparnos, el resto 6 residuo pertenece siem-
097 pre & la especie de unidades del dividendo que le en-

0,32 gendra.

Caso 2.° Vamos & dividir 753248 por 3°15. Si corriéramos la
_coma tantos lugares en el dividendo como cifras decimales tiene el
“divisor no alterard el cociente, aungue el resto vendria multipli-
cado por ciento, con lo cnal quedaba este caso reducido al ante-

rior, pues habria de dividirse 753248 por 315, y por lo tanto el
cociente eonstaria de dos cifras decimales, que son las que tie-
ne mas el dividendo que el divisor. Unicamente al resto habra
que considerarle con cuatro cifras decimales. La regliu practica
puede expresarse del modo signiente: Para dividir un decimal por
otro cuando contenga mayor nimero de cifras decimales el divi-
dendo que el divisor, se efectiia la operacion comao sise tratase
de nimeros enteros, Separando en el cociente tantas cifras deci-
males como contenga el dividendo mis que el divisor. También se
puede razonar este caso fundindonos en la multiplicacién, consi-
derando al dividendo como un producto cuyos factores son el di-
visor y el cociente y ya sabemos que el producto tiene tantas ci-
fras decimales como los factores, luego si el producto tenia cua-
tro y dos un factor, el otro tendria que contener otras dos cifras
decimales. Realizando el anterior ejemplo:

758248 | 315  Caso 3.” Si el dividendo y divisor tienen igual

1232 23,91 numero de cifras decimales el cociente es entero,
2874 porque al correr en aquellos la coma & la dere-
0398 cha el mismo nimero de lugares se convierten en
040083 enteros sin que el cociente haya sufrido- altera-

cion, luego también sera entero.

Si el dividendo tuviera menos cifras decimales que el divisor,
podriamos conseguir que se igualaran agregandole los ceros ne-
cesarios al primero y es claro que hecho esto el cociente de la di-
vision seria entero.

Ejemplos de ambas formas: 32645 : 4'23 y 653 : 2'345.

32645 | 423 66300 | 2345
3085° 97 18400 - 27
074 1985

Caso 4.° Todo nitmero entero puede reducirse 4 decimal, 6

/]
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hacerle que tome esta forma, agregindole ceros 4 la derecha des-
pués de poner la coma ccerrespondiente, lo cual no afecta al va-
lor del niumero, siendo esto siempre factible queda reducida la di-
vision de un entero por un decimal al caso anterior y ambos son
considerados como derivaciones del segundo. Realicemos el ejem-
plo siguiente: 47 : 0°825.

47000 | 032 8i hubiersmos deseado obtener en el ccciente

1450 1,44 nalgunas cifras decimales bastaria haber agregado
1260 mas ceros al dividendo, aunque podrian afladirse-
0200 le después de llegar & la forma en que la divisicn

estd, sin mis precaucion que la de poner la cema a la derecha de
las cifras halladas para el cociente entero a fin de separarle de
la parte decimal que se obtuviera.

CAPITULO 9."
EVALUACION FRACCIONARIA

Reducir una fraccion a otra de denominador dado es expresar-
la exacta 0 aproximadamente en partes alicuotas de la unidad
de las que irdica el nuevo denomivcdor Se comprende que’ 10
siendo posible efectuar con exactitul siempre esta reduccion,
conviene investigar las condiciones en que puede llevarse & cabo.

Teorema l." ['ara que se pueda transformar una fraccién irve-
ducible en otra de dinomincdor dado, es condiciin indispensable
que el nuervo denominador sea multiplo del que antes tenia la frac-
céon. Sea In fraccicn irreducible */; que queremos expresarla en
qf¥imas partes de la unidad, representando por a al numerador
desconocido de la fraceion equivalente, habra de verificarse pa-
ra que la transforn acidn sea exacta, que ‘:z }I y reduciéndo-
Hi] . .
T T prescindiendo de los deno-
minadores 3.q=>5.x y dividiendo por 5, para hallar el valor de x,
X =(3.q1:5; habiendo de dividir & al producto 8.q y siendo primo
con 3 deberd dividir forzosamente & q, pues si esta condicion no
se cumpliese el valor de x no podria ser exacto.

Teorema 2.° Si nua fraccion no es exactamente reducible &
otra de denominadcr dado, esta comprendida entre dos que ten-
dran conio denominador el nimero dado y como numeradores el
cociente de dividir al producto del numerador dela fraccion y
el niimero dado por el denominador de aquella, y el nimero- in-

ax
.

las & un comin dencminador



—Tha
i

- . . . 3 'l . sy
mediato superior 4 este cociente. En efecto sean - la fraccion y

X ¥ x-+1 los que expresen el niumero de gfimes partes que dicha

. % I ey
fraccion contenga, se verificard que %<% -:% y multiplican-
do por g los miembros de esta designaldad: x{a—;!<x-}-l, X Yy

X-1 representan los numeradores que comprenderian el de la
. & & . v ;s . .

traccion - reducido & g#ines y estos se obtienen por defecto y
exceso de la division de a ¢ entre b, lo cual prueba el enunciado.

REDUCCION DE LA FRACCION ORDINARIA A DEGIMAL

La mayor aplicacion que tienen en la actualidad las fraccio-
nes decimales que las ordinarias hace conveniente y en muchos
€nsos precisa esta reduccion que ofrece por otra parte notables
ventajas en la practica de las operaciones.

Puede considerarse la evaluacion decimal de los quebrados or-
dinarios como un caso particular de la reduccion de fraceion a
otra de denominador dado, pues aunque en muchos casos no se fi-
je de antemano la unidad decimal que ha de representar el grado
de la aproximacién, podemos fijarla de un modo arbitrario.

Si quisiéramos reducir la fraccion ordinaria ', a nitmero de-
¢imal, asignando & la evaluacion un error menor que una milési-
ma, sabemos que la fraceion & que habria de convertirse la 1; ten-
dria como denowinador mil, luego multiplicariimos el numerador
por 1000, dividiriames el producto por el denominador 13 y el co-
¢iente obtenido representaria el mayor numero de milésimas con-
tenidas en dicha fraccion por defecto, ¥ el niimero obtenido incre-
mentando adicho cociente una unidad las milésimas que por exce-
80 contendria la fraccion dicha. De donde podemos deduacir estiv
regla: Para reducir nna fraceion ordinaria & decimal, con un error
menor que una unidad decimal dada, se multiplica el numerador
de la fraccion por la potencia de 10 indicada en la aproximacion,
dividese el preducto por el denominador de la fraceion v en el
cociente se separan tuntes cifras decimales ecmo ceros se aiia-
dieron alnumerador. Haciendo aplicacion al ejen plo antes ¢itedo:

A : S
18030 18 Podria establecerse que 14461 <2 << 1°4(2y co-
GO 1461 mo los términos extremos de la limitacion difie-
020 ren en una milésima, menor serd la diferencia
02‘9 que existe entre cualquiera de los dos valores y
{ el de la fraccion '/,,.



Cuando no se marque la aproximacion puede efectuarse la di-
vision del numerador por el denominador, afiadiendo ceros al res-
to y separando las cifras que se obtengan para el cociente de las
que antes hubiera por medio de una coma. Asi 7/, reducida &
fracecion decimal serfaigual & 0°6G363.

0 |11 En el teorema 1." hemos demostrado que para
40 0636  que una fraccién pudiera reducirse 4 otra de deno-
70 minador ¢, era condicién indispensable que el de-

4 nominador de la fraccién dividiese a ¢; siendo g un

multiplo de 10, al efectuarse la transformacién de una fraccion
ordinaria & decimal, se comprende que para que un niimero ledivi-
da no podra contener otros factores que los que este coatenga, que
son 2 ¥ 5, luego toda fraccion ordinaria irreducible en cuyo de-
nominador extren solo los factores 2 y 5, se reducird exactamen-
te & decimal y aquellas cuyo denominador no cumpla con esta
condicion no se podran reducir exactamente, dando origen &
fracciones decimales indefinidas.

Observando que en toda division el ntumero de residuos distin-
tos que puede haber son tantos como unidades menos una tenga
el divisor ¥ que en cuanto se repitiera un residuo en la reduc-
cion de fracciones & decimales se repetirio el dividendo parcial y
con ¢l la cifra obtenida antes para el cociente, vemos que las
fracciones decimales engendradas pueden tener partes gue se re-
pitan en un orden determinado, que es lo que llamamos periado,
denomindndose & las fracciones decimales en que esto sucede
periddicas, y distinguiéndose en puras y mixtas, segtin que el pe-
riodo empiece en la primera cifra decimal, 6 en una cualquiera
que no sea la primera. Un ejemplo de fraccion decimal periodi-
ca pura seria 3'5E85685(8...... Jque con ohjeto de simplificar
st representacion se escribe: 3668, uno de periddica mixta se-
ria 0,23194194...... cuya forma abreviada es: 023194, la parte
sobre la cual esta colocada la linea se lée independientemente
del resto del numero, afiadiéndole la palabra periodo, asi las frac-
ciones decimales antes consideradas, se leerian de este modo:
tres enteros, quinicntos scsenta y ocho - peviodo y cero enteros,
veintitres, ciento noventa y cuatro perviodo.

Conversion de la fraccion decimal en ordinaria: Es hallar una
fraccion ordinaria equivalente a la cantidad decimal conocida.

La fraceidn ordinaria & que se reduce una decimal se llama
fraccion generatriz.

Se comprende facilmente que para hallar la fraccién ordina-
ria generdtriz de una decimal limitada, basta poner 4 esta como

10
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numerador, prescindiendo de la coma y como denominador & la
unidad seguida de t'mtos ceros como cifras decimales tuviera

aquella. Asi 0848—"00 y 24T15="1 0=

Teorema 3.° La fraccion generatriz de una decimal periddica
pura se halla poniendo por numerador el periodo y por denomi-
nador tantos nueves como cifras tenga el periodo, si la decimal
no contuviese parte entera, pero si-esta existiera se antepondria
al periodo restéandola después.

La prinecipal dificultad al tratar de reducir exactamente a frac-
cion ordinaria una decimal periddica, estriba en que el periodo se
repite infinidamente, pero observando que el valor de los altimos
periodos seria infinitamente pequefio, vamos & probar el enuncia-

do del teorema. Sea T‘——O‘B‘ﬁ, multiplicands por 1.000 los dos

m

miembros de la anterior igualdad 1.000 -::324‘@ y restando de

- i
esta segunda la primera, miembro & miembro; 999 - =324, de don-

824 1 : :
de n—;z'z@, que evidencia la parte primera del teorema.
Si: ?: 6324 y restando: 999 E==(539-_L-—!i. de donde ~
E b i
T 6G324—6
1.000‘5:6524‘334 =g que completa la demostracion.

Teorema 4.° La fraccién generatriz de una decimal periddica
mixta que no tenga parte entera se forma poniendo como numera-
dor la parte no peviddica seguida del periodo menos la parte no
periddica y por dencminador un nimero compuesto de tantos nie-
ves como cifras perviddicas existan y tantos ceros como cifras no
peviddicas haya en el mimero decimal,

Sea la fraccion f=0°34621.

multiplicando por 100.000, 100.000 f=34621°621 | Restando
Id. pordel. .y s 100 f= 84621’ ordenada-
mente y observando que los periodos se destruyen, 99.900 f=
. s 21 —84
34621—34 y dividiendo por 99,900, e M
enunciado.

Si la fraceion decimal contuviera parte entera, bastaria ante-
pouerla & la parte no periodica, sin que se altere lo demés. Asi,
siendo f=8'34621; 100000 f=834621°621 , ¥ restando 99.900 f

100 £.=834¢621\ =0834621—834, divi

= 5’3 l:'nz =
diendo ahora por 99.900, quedaria f= .'1,-({,;0—%-1

qoaop @ que demuestra el

.
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Teorema 5.° Cuando una fraccién ordinavia se reduce exactd-
mente d decimal consta la decimal equivalente de tantas cifras de~
cimales como unidades contenga el mayor exponente de los facto-
res 2 6.5 de su denominador.

Sabemos, en efecto, que para que una fraceion ordinaria irre-
ducible se convierta exactamente a decimal no debe contener su
denominador m4s factores primos que el 2 y el 5 6 uno cualguie-

m
ra de ellos, serd pues de la forma: —-.--—__-,multiplicar.ldo los dos tér-

minos de esta fraccion por 5* se tranbformﬂra, sin variar su valor,
m.5 m,bH
s)l ‘)l IU‘;

les, 6 sean tantas como Lil‘li(lddl‘s tenia el exponente de 2 que es

3

el , que como se ve constard de tres cifras decima-

. Blee
el mayor. Asi la fraceion l(' z* se reducird exactamente & de-
]

cimal con cuatro cifras, en efecto: i—t::= 08125, que podiamos ha-
130 | 16  berreducido multiplicando los dos términos de la
VR19n 621
22{) O8IZ5  fraccion por H'=625, reduciéndola & 1;;%;;)=
S0 31256 L
0 101 -=()'8125.

Teorema 6.° La fraccidn ordinaria cuyo denominador no con-
tenga los faccorves 2 y 5 ovigina una decimal periodica pura, en la
que el ni mero mdwimo de cifras decimales serd tantas menos una
como unidades haya en el denominador.

Como los residuos son menores siempre que el divisor, al ¢abo
de nnas cuantas divisiones, que seran & lo sumo tantas como uni-
dades menos una tenga el divisor, se repetira uno de aquellos y
tras él reapareceran los que antes le seguian dando cifras iguales
para el cociente, que desde luego podemos afirmar que sera una
fraccion decimal periddica, no pndmndo dar lugar & una fraccion
periddica mixta, porque al volver & reducir esta 4 ordinaria con-
tendria ceros el denomlnador, admitiendo por lo tanto los factores
2 y b, que es contra el supuesto, luego tiene que ser periddica
pura,

Teorema 7.° La fraccién ordinavia irveducible en cuyo f?eno-
minador entren, dla vez que otros, los factores primos, 2 y 5, ori=
ging una decimal periddica mi.'r.ta, en la cual el wimero de cifras
no periddicas es igual al de las unidades del mayor exponente de

; e 17
dichos factores 2 y b. Sew T30’ CUyo denominador descompuesto
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“en fiactores primos es igual & 28 X5x 3, si multiplicamos los dos
. i 5 ol & 5
i e ot
2'.6%.3 3 10¥
mera de estas dos fracciones en que se ha descompuesto el valor

miembros por 5% se convierte eu Ia pri-

.p 17 » . .k . o e
de la fraccion ;5 da lugar & una fraceion decimal periddica pura

T 1 A
con parte entera, pero al multiplicar por Joppiue es lo mismo que

(¥
dividir por 10%, hay que correr la coma & la izquierda tres
lugares, entrando 4 formar parte decimal no periddica tres
cifras (6 ceros y cifras) de la parte entera, con lo cual que-
da demostrado el teorema.

Y en efecto: -, =01416666.....=01416.

Una fraccion decimal que conste de niimero considerable de ei-
fras que no se repitan periédicamente, es imposible poderla redu-
¢ir 4 fraccidn ordinaria, pero observando que aun exigiéndose
en el cdleulo gran exactitud hay ciertos valores que por su in-
significancia no pueden influir sensiblemente en las operaciones
& que hubieran de ser sometidos, por cuya razon y para sim-
plificar ¢l mecanismo de esas operaciones, deben despreciarse;
no hay inconveniente en admitir un pequefio error & fin de en-
contrar el valor aproximado de una fraccion indefinida y no pe-
riodica al fratar de hallar su generatriz. Para elio, pueden des-
preciarse las cifras que sigan 4 la del ultimo orden decimal que
quiera apreciarse, incrementando en una unidad 4 la inferior
que quede si la primera que se desprecia es ignal 6 mayor que b
v no variandola cuando sea menor. Asi, la fraccion ordinaria ge-
neratriz de la decimal 0‘842965328.... .. apreciando hasta las mi-

L { 842065 168508
llonésimas seria ;e ="s05000

CAPITULO 18.

Potencias. Propiedades generales.  Ya hemos definido la poten-
ciade un niunero como el resultado de repetir 4 éste varias veces
por factor, hemos visto las potencias del niimero entero y frac-
cionario y algunas de sus propiedades, vamos ahora & estudiar las
potencias de los nimeros que estén expresados en forma implicita.

Teorema |.° La potencia de cualquier grado de un producto, es
igual al producto de las potencias del mismo grado de los fuctores,
Sea (7.3 .5/, sabemos que equivale & un producto de cuatro
factores iguales a7. 3.5, esto es, (7. 3. H)(7. 3 .5)(7.3.5)(7.8.5)

- _ﬁam



=7.7.7.7.8.3.3.3.5.5.5.5, puesto que el orden de fac-

¥ tores no influye en el valor del producto; pero observando que en
i el producto obtenido los factores 7, 3 y b estan repetidos cua-
; tro veces, se podra poner en forma potencial, siendo igual &4 7!

3154 como se desea demostrir.

Teorema 2.° La potencia de un cociente, es igual al cociente de
las potencias del mismo grado del dividendo y divisor . 20 : b=4,
vamos 4 demostrar que 20*: 5’=4% en efecto, antes hemos visto
que siendo 20=54 y 20°=5"><4*, dividiendo por 5%, queda la
jgualdad reducida & esta otra 20 ; 5'=4". como pretendinmos
; demostrar. Esta proposicién se generaliza mds haciendo que Ja

division tome la forma fraccionaria, porque sabemos que la po-
i tencia de una fraccion es igual 4 la petencin del mismo grado del

i T 2} 203 .
numerador y denominador: Asf (‘20:.-:}*‘:(g )3= —,=20%: 5",

2]

Teorema 3.° La potencia de la potencia de un nimero es el
mismo numero afectado de un exponente igual al producto del que
antes tenta por el que expresa el grado d que se la quiere elevar.
En efecto (7")? indica que & T* hay que repetirle tres veces por
factor, siendo el producto 74.7%.7" y como para multiplicar poten-
cias de la misma base se suman los exponentes, dicho producto se
podri poner bajo la forma 74+4+1=71.5 que eslo que se queria
2 demostrar.

i Teorema 4.° La condicién general con que han de cumplir
b - los niimeros para ser potencias perfectas de un grado determi-

nado, es que los exponentes de los factores primos de que aque-
i llos consten sean miultiplos de dicho grado. Sea N un niimero que
! es potencia quinta de ofre tal como A, y supongamos que descom-
g puesto 4 en sus factores primos sean estos a, b™ y ¢, se podran
i establecer las igualdades siguientes:
. N=A?" (AP=(a.b™c)’=a’.b™.c* | La igualdad altima de-
: A=a.bt.c N=A%=al bhmd ¢f Ymuestra el enunciado, por-
1 que vemos que N se compone de los fuctores a, b y ¢ elevados &
potencias multiplas de 5.
De aqui se deduce que para que sea un ntmero cuadrado per-
fecto sus factores primos deben estar elevados & pofencias pares
. ¥y para que sea cubo perfecto los exponentes de dichos factores
& deben ser muiltiplos de 3.
! Teorema 5.° Siun nimero entero no fuera potencia perfecta
de otro entero tampoco lo serin de una fraceion. Porque esta
fraccion tendria que ser irreducible y ya sabemos que las poten-
cias do una fraccion irreducible son también fracciones irreduci
bles. No puede ser potencia de una fraccion reducible porque al
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simplificarla se convertiria en irreducible 6 en un nimero entero
y por hipétesis no es potencia de otro entero.
Cuadrado. Se llama cuadrado de un nimero & su seguunda po-
tencia, es decir, al resultado de repetirle dos veces por faetor.
Los cuadrados de los diez primeros nlimeros son:
1— 1 El enadrado goza de algunas propiedades par-
2— 4 ticulares de las cuales las que mas nos interesa
3— 9| conocer son las signientes:
4— 16| Teorema l." El cuadrado dela suma de dos ni-
! b— 25 | meros se compone: del cuadrado del primer su-
De{ 6 _ 36 | mando mds el duplo del primere por el segundo
T— 49 | mads el cuadrado del sequndo.
8=~ 64 Sea: (5-+8)*=(5+8) (b4-8)=.(5-+8)6-F (5 }-8)8
9— 81|=5.548.5bH.8}8.8=5H42.5.848 al sim-
10100 | plificar la suma obtenida de multiplicar fodos los

sumandos del multiplicando por cada uno de los del multiplica-
dor, los dos sumandos 8 .5 ¥ 5. 8 los hemos puesto bajo la for-
ma del producto 2. 5.8 que le ¢s igual v que nos ha condueido

al resultado que nos proponiamos. Como aplicacion del anterior
teorema se obtiene el siguiente:

Corolario: El cuadrado de un ntmero compuesto de decenas y
unidades, es ignal al cuadrado de las decenas mas el duplo de las
decenas por las unidades més el cuadrado de las unidades. Todo
nimero compuesto de decenas y unidades puede descomponerse
en dos sumandos, las decenas que irdn seguidas de un cero 6
multiplicadas por 10 serdn uno y el otro las vnidades, hecho lo
caal no hay mds que aplicar el teorema precedente. Asi: 28'=(20
-+-8)2=2074-2, 20, 84-8*y también 28%—=(2. 104-8)’=2 2 10*-}-2. 10,

8+ 8

Teorema. 2.° El cuadrado de la diferencia de dos nimeros es
igual dla suma de los cuadrados de dichos nitmeros menos el doble
de su producto.Sea: (11—7"=(11—7)(11—7)=(11-7). 11—(11—
7= (11. 11-7. 11)—(11. 7—7.7)= 11*-7. 11—11. 747*
=11%4-72—2. 11 . 7.

Corolario I.° La diferencia entre los cuadrados de dos nimeros
sucesivos es igual al doble del menor mas una unidad. En efecto:
9'—82=—(841)"—8*=8*-2. 84+ 1*—8*=2.8+1. Esta demostracion
nos permite hallar el cuadrado de un niimero conociendo el
del superior ¢ inferior sin més que disminuirle 6 aumentarle 4
aquél el duplo del menor y una unidad. Por ejemplo, sabiendo
que el cuadrado de 12 es 144, averiguarlos de 11y 13; 11?=12%—

TR S
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(2. 114-1)=144—23 =121 y 18*=12"}(2 . 124 1}=1444-26=169.

Corolario. 2.” EI ptoducto de la suma de dos nameros por su
diferencia es igual a la diferencia entre los cuadrados de dichos
nimeres. Sean [8—}—5‘1 (8— b’_r8+ﬁj 8—(8-4D5)E=(8. 84b.8)—
(8.540.5)=8 7 *pH,8—8, Hh—b'=R*-b*,

Puede'reconncerse a simple vista, en muchos ¢asos, si un ni -
mero es 6 no cuadrado perfecto por las circunstancias que en ¢l
conenrran, sin que sea preciso descomponerle en factores primes,
quedando desde lnego excluidos de serlo aquellos que no reunan
ciertos requisitos que algunos autores dan prolijamente en esta
teoria con el nombre de caracteres de exclusion y de los cuales no
hemos de considerar sino los mas esenciales, por la indole ele-
mental de este tratado.

Habiendo de terminar ¢l enadrado de un namero en la misma
cifra que el de sus unidades y no termilmndo el cuadrado de nin-
guna de las nueve primeras cifras en 2, 3, 7 ni8, podremos afir-
mar desde luego que todo ntimero que tormmu en cualquiera de
estas cuatro cifras no es cuadrado perfecto. Tampoco lo serd el
numero que terminando en ceros no entren estos en nuinero par,
porque los cuadrados de los multiplos de 10tienen un ntimero par
de ceros en su terminacion.

También deia de ser cuadrado perfecto el niimero gue termi-
nando eu b no tenga 2 como cifra de decenas y una cifra par en
gus centenas; porque suponiendo el cuadrado de un nimero cu-
vas decenas f‘uerﬂn d y las unidades b, se verificaria que (d . 104-
b) 2a2004+2.d.10.5452d21004+d . 100425 y sacando & d .
_]I_O fuctor comiin en los dos primeros sumandos, se obtendria d ,
100 (d41)-25; como el producto de los dos ntimeros consecuti-
vosd y d--1 es siempre par v representa centenas, por estar mul-
tiplicado por 100 ¢ terminado en dos ceros, .cuyos lugares serian
ocupados por las cifras 2 y 5, al sumar did--1) . 100 y 25, vemos
gue las centenas deberian ser en niimero par, 2 las decenas y b
las unidades: Faltando cualquiera de estas cifras dejaria de serel
ntmero cuadraco perfecto.

Una fraccion crdinaria serd cuadrado perfecto de otra cuando
sus términos lo sean considerados como enteros y también cuan-
do lo fuera el pl oducto de dichos términos, porque si suponen‘os

que la h-‘nccmn ; fuera cuadrado perfecto de la irreducible , la
primera habia L(‘ tener sUs tu mmos equimiltiplos de la begunda,

es decir, que alendo (b) b“ , el menor valor de 4 seriaa® y

el de B seria b?; pc.ro si fueran



A= m. a* /multiplicando ordenadamente A. B=m?a?b? que
B= m. b*\comprueba lo que antes estableciamos.

Una fraceion decimial serd cuadrado perfecto cuando conste
de niumero par de cifras decimales y lo sea considerdndola co-
mo entero. En efecto, para que el nimero decimal m n p q sea
cuadrado perfecto, puesto bajo la forma de fraccién ordinaria
Siaa, constando de niimero par de cifras decimales que hace
que el denominador lo sea, es preciso que lo fuera el numerador
que es el nimero decimal, abstraccion hecha de su  coalidad, es
decir, considerado como entero. Si el nimero constase de impar
cifras decimales, se puede hacer que tenga un nimero par de
aquellas agregande 4 su derecha un cero, pero entonces el nu-
mero no es cuadrado perfecto, porque ningtun entero terminado
en impar ceros lo es.

Cubo: es la tercera potencia de un namero 6 el resultado de re-
petirle por factor tres veces.

Los cubos de los diez primeros niimeros son el de:

1-1 Las propiedades particulares méas interesan-
28 tes del cubo son las siguientes:
3-27 Teorema 1.° FEl cubo de la suma de dos ni-

4—G4 | meros es igual al cubo del primer sumando, nids
5—125 | el triplo del cuadrado del primero por el se-
G—216 | gundo, mdas el triplo del primero por el cuadra-
T—2343 | do del sequndo, mds el cubo del seqgundo suman-
8-512 | do. Sean(7-+4) 3(T+4)2(74 4)= (T*-}2.7.4 + 4%,
V-T2 1 (T44)=(74-2.7.4. 4447 H(T2 4274+ 4) 4=
10 =1000 7042 T34 H4274-T24 2.7 24 4° =794 3,74 -1 8.
7. 44", conforme se queria probar.
Corolario I.° El cubo de un ntmero compuesto de decenas
v unidades es igual al cubo de las decenas mas ¢l triplo del cua-
drado de las decenas por las unidades mas el triplo de lus dece-
nas por el cuadrado de las unidades, mids ¢l cubo de las unida-
des. Kn efecto 27'=(20-} 7)'=20"4-3.20°74 3.20.7*+ 7%, 0 bien
o= f?..ll’)—]—?)":i).i' 10°4-8.2.°210%7 +3 2.10.7°+ 577
Corolario 2." La diferencia entre los cubes de dos nimeros
sucesivos es igual al triplo del cuadrado del menor. mas el triplo
del menor mas una upidad. Sean 8- V= (T4 1"— 77=7 "4 8.71¢
148 7. 1°4- 19— ¥1=3. 7. *+ 8. 7T-F1.
La aplicacion de este corolario nos peimite hallar el cubo de
un ntmero inmediatamente menor 6 mayor que otro conocido, sin
mas que inerementarle en el primer caso 6 restarle en el segundo
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el triplo cuadrado del manor mas el triplo del menér mis una uni-
dadd ~Sabiendo; 1mneremplo\que B'=h12, l]dllﬂl los Lubos de v }*9 :
(TR =8 (BT Tl ==D12— | (9=2543. 7 4 i B3
HA=B"1 (8 8t 8:841 =D 24 217=729. 3 e s Ay
Siendo los caracteres de exclusion del cubo menos usuales que
“los del enadrado, solo consignarenos los mis principales.Para que
g pimerotermingdo epreeros sea cubo porfecto; es preciso que
el nimero de eeros sea multiplo de tres; pues: siendo el cubosde
LB mil, por - el cero que-un nflmr-.l'n contenga debe tener tres
st cubo,
Un niimero éntero 1o puede ser ¢ uhn perfecto, si slcm!u multl-
plo.de 3 a0 lo ¢s i la vez.de ), 6 si awnentado 6 disminuido-en
upiv unidad no es multiplo de 9, porque siendo todo niunero de una

de estas tres formas: 3, 3+ 1y 34-2=3-—+1, que se reducen & dos:
3 y 31, para qua sea cuba porfecto de otro entero habra de ve-
rificarse, llamando N al mimero, que N=3'=27=90, 6 que N=

(B4 1P =97 427+0+1 =0+1, Juego N§1=9, qre-confirma lo ex-
puesto antes.

Una fraccion ordinaria sara cubo perfec,to cuando los sean sus
dos términos considerados comy enterps, 6 cuando lo sea el pro-
tiu ‘to del numera: lor por el cu ull ado 1ln! denomumdm pues si

A 1_‘:1.3 a'y 3% SR8 i 1‘\—111 p
oo e A Ib? (h) . B~ ('(]} M E=m. (l ,‘BV m'
4" de donde:A. H“mm 8 SRS TR TR G S S R

Finalmente para_que un nimero chmml sea cubo pertecto
ademis de serlo Consideérado "¢omo entero debe contener uff nu-
mergde cifeas decimales-multipla.de tres, 3
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Como no tolos los nimeros son potencias perfectas del grado
cuya raiz 8e quiera hillar, no tolos tendrin raiz exacta de ese
grado, luego el problema que generalmente pretendemos resol-
ver es extraer la raiz de un cierto grado exactamente si los ni-
meros son potencias perfectas de él, aproximada en menos de una
unidad de la especie inferior representada en la raiz si no son po-
tencias perfectas y con el grade de aproximacion que se marque

cuando se exprese esta condicion,

Las raices inexactas son generadoras de nimeros incomensurables,
Las reglas generales comunes a toda clase de raices, se ¢om-

prenden en los siguientes principios:
Teorema |.° La raiz del grado n de un producto de varios fac-
tores, es igual al producto de las raices endsim s da dichos facto-

n
res. Seay/ ;A [ (, supongamos que

V"L’i=a) dedonde A B.C=
elevando & la potencia n es- ‘A—‘ | arbie? =(.b.c)?

\:B= ‘tas ignaldades se obtendré: ;8_1‘ng y e\“’-“)e“dO la

1-"6_____0, I‘.uzn.‘/_;\ 0=

n 1
a.b. c—‘/A VB .V, segln queriamos demostrar.

Teorem12.° La raizde grado a del eocieatz dz dos cntilules
es igual al cociente de las raicas endsimas d2 dizhs cuntilules.
n

VW establezeamas ¢)no en el tearem v anterior que
(V’A_ﬁ ;’&—u. ) A B=an:ibE=Iq" b}" y extrayendo la raiz »:

"V’B ¥ B—.J"\ y A: B=2%! b-—pf\ 1, Bqneprucb.l.cl terema.

Corolario. Siendo un cocieute equivalente & una fraccion en la
que el dm Iendo es numemdo: v el divisor denominador, se de-

N la raiz del grado # de unn
faweiesy &_ =VA: B= VA VB‘—“ , fraceion se hallard me-

n . .7
1/-13 diante In determinacion

de las rajces de ese mismo grado del numerador y deneminador.

Raiz cuadrada. Apiluando la definicion antes aada diremos que
la raiz cundrada de un hiamero es otro que elevado al cuadrado
reprodice el propuesto. Y que por lo tanto vamos & proceder i
hallar lus riices cuadradas exactas de los nimeros que sean cua-
drados perfectos y las aproximadas en menos de una unidad de
log que no cumplan aquella condicion,
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Consideraremos dos casos: 1.° que el namero sea menor que
100 y 2. que sea mayor que 100.

Ea el primer caso la raiz cuadrada serd menor que 10 puesto
que este nmero lo es de 100, constard por tanto de una sola ci-
fra y se averizuara recordando los cuadrados de los nuéve .pri-
meros nitmeros. Asi 4 95=0y 1/4( es mayor que 6 y menor que
T; 6 representaria la raiz cuadrada por defecto y 7 por exce%O
de 40. _

Denominamos resto 6 residuo de la extraceion 4 la diferencia
entre el niimero y el cuadrado del v mayor raiz contenida en 61:
asi cuatro es el resto de la extraccion de la raiz cuadrada de 40,
porque es igual & 40 - (*=40-- 36. T: wbién se puede cousider: v
¢l resto por exceso que es la diferencia que existe entre el cua-
drado inmediatamente superior al nimero dado y este; refiricn-
donos al ejemplo anterior 9 es el residuo por exceso, pucs es igual
i T —40=—49-40

2. Caso. Cuando un nitmero es major -que 109 su-miiz, cua-
drada es mayor que 10, constard por lo tanto de dedénas y uni-
dades y vamos 4 estudiar en los teoremus que & continnacion se
insertan el modo de investigar las cifras de laraizy cenocer por
consiguiente esta.

Teorema |.” La cifrade las decenas de la raiz cuadreda de un
ntimero se obtiene extrayendo la raiz cuadrada de las centenas de
dicho nimero.

Representemos por N un niunero ecaya raiz cunadrada conste
de d decenas y w unidades Tcdo ntumero es ignal al caadrado de
su raiz cuadrada mis el residuo que podemos representarie pop »;
luego N=/d.10-}u*- ry desarrollando el cuadrado iudicado:

N =d* 100-42d.10.u-} u*~r; serd pues N Z d%100 y N<<(d 412100
y como d*100 y (d+1)% 10D expres i utt 1;31'05 exactos de cante-
nas, representando por C las contenidas en N, C;r_l" y C<{d--
1)? y extrayendo la raiz cualraly de ambas desizuldades

‘(C;‘ d y V0<d+1,lo que demaastra que la cifra d de las de-
cenas de la raiz se obtiene de la 4/, que es lo que pretendiaios
demostrar.

Este teorema nos permite descomponer en periodos de & dos
cifras el niimero cuya raiz cnadrada quiere obtenerse, empezan-
do por la derecha.

Teorema 2.° Si después de restar de un nimero el cuadrado
de las decenas de su raiz cuadrada se dividen lus decenas que en
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aquel quedan por el duplo delas d{- la vaiz, se obtieie: !{f cifra_de

.

las unidades 6 un cociente mayor:

il

Sea'N = CLI 10 +a)*~r, que ya hemas "visto que se convierte en
N=d" 1l10—|~‘zd 10. u—[—u‘-{-r‘matemos de Tos dos miémbros de es-
ta igualdad: d’,lOQ, que es el cuadrado de las decenas de la raiz y
quedarzi N—d41.100=2.d.10.0-}u’-f-r, despreciamos u*-.r, y obh-
servindo que 2d.10.u por entrar el factor 0" terminaria en cero
y seria un nimero éxacto de 2 d u decenas, llamando ) las dece-
nas de la diferenciy qitm Ny d 100, set tondri que D=0=24d.uy
dividiendo por 2d, P:: dﬁ 6 =u, segun deseabamos acmob{mi' ;

Ahora bien, una. vez obtf:nul 1 la ul: a de unidades y no lmblen—
do restado del uumere mas Quu d®, lutl quc es el (.Lhulr.tdo de-las
decenas, f.;lt.t por restar 2. 10 u-tu®, en gu\.\ suma, sacando
factor comin 4 u se obtlcnu u ‘)d 10-}-uJ, lo que m.pl’eqaldn en el
lenguage vulgar quiere decir'que una vez hallada la cifra de las
unidades, de la raiz cuadrada se escribirvia & la. derecha del duplo
de las decenas (pues en la suma 2.L10 4u, el primer- sumando
terminaria en un cero, cuyo lugar ocuparia la eifran)-y-el mi-
mero. asi formado se multiplicaria pordicha cifra de unidades,
restando el producto de la diferencia que hubiera quedado - entre
el nimero y el cuadrado de las decenas de la raiz. Cuoapde  esta
diferencia no pueda efectuarse, Ia cifra de las unidadas es mayor
que la verdadera y habria que irla rebajando unidades hasta ha-
lar la cifra que fuera buena; pero, si por el contrarie, después
de restar aquel producto {a diferencia 6 residuo es mayor que el
duplo de la raiz mas una unidad, la cifra es menor que la verda-
dera y habria que aumentarla unidades hasta encontrar una cuyo
resto no excediese del duplo de la cituda raiz, porque siendo la di-
ferencia entre los cuadrados de dos nameros sucesivos igual al du-
plo del menor mas una unidail, siempre que el resto fuern mayor
que el duplo de la raiz, el nimero seria mayor que el cuadrado
de la cantidad lnmeLluu superior & aquélla,

Vamos 4 aplicar los anteriores principios 4 la extraccion de 1
raiz cuadrada de 5834, Por ser este namero mayor que 100 su
ridz constard de decenas y unidades y como segin el teorema 1.°
Ia raiz cuadrada de las 58 centenas dard la cifea de las. decenas
de In raiz, vemos que esta no puede ser otra que 7, euyo cuadra-
do es el mayor contenido en 58; elevemos 7 al cuadrado y serd
4%, y como 7 pertenece al orden de decenas terminard en un ce-
ro y sucuadrado en dos, es deciv que habri que restar de 5834,

4900, siendo la duet(:m,u 031, 'wﬂun lo expuesto en el teorema


http://esta.no

__gs'_

ST nR ‘34 76 Lc] 10+ur (raiz) %\ 2.¢ habra gne separar’
(11’.'1()('} ' 4ll 0ol : ) las 93 decenas de la di-
' 9 34 140><J;( 110 u)><u _-fe!'e*;ti?ﬂ'd 3'.1 dtilviil'lfﬂ'ei_s
2 ' ; por 14- duplo e Ja ©i-
CLIOFU=8 101 im0 s NraGballadesen itz
A= "q‘ HIE SO ! el cociente es 6, ]neg‘o
eat‘t es la cifra de unul.\ies. ‘qie para comprobarla hemos  de: 08-
cribirla & la derecha del duplo de la raiz formandese el i ™ 146
que-multiplicado por ésa¢ifra nos da el duplo de decenss - por
unidades mas el sundrado de unidades; representado por 876=
1403<6-f-6><6, v que restudode la diferencia 934 antes obteyida,
nos-deja el residuo H8queses bueno: Lit raiz de 5834 serd pups 706
y el residuo 58. Luw opém( ion se dispon@ en la forma que mas
urrl’m lo dejumios”hecho, si bien“en lapractica se presc inde de
los ¢eros que siguen al 49 y de-las anotaciones cue, d-fin de que
se cumprenda mejor la open.u,i'nn hemo& puesto. <
Si‘el niimero cuya raiz éundrada se quiere halla¥ tuviese nids
de dos periodos, se bajaria 4 continuacion del resto el tercer pe-
riodo, considerando como decenas la raiz obtenida y procediendo
]Jl')l wzonaimiento aniilogo 4l qué hemos hecho para hallar Ja eifra
(3, & buscarila que en-este caso seritvde las unidades y© compro-
h:mdol-t liego en forma-igual & la antes empleada se encontraria
el residuo 6 se contitiuaria de Ia misma manera laoperacion has-
ta haber empleado todos los periodos en que hubiése sido descom-
puesto el niunero. Puede establecerse en vista de ll. operacion
antes efectuada lw siguiente regla practica: a4
Para extraer la raiz cuadrada de un nimero mayor que 100 se
le descompone en periodés de & dos cifras empezando por la de-
recha, pediendo tener dos 6 una el primero de laizquierda. He-
cho esto se extrae la raiz cuadrada del primer periodo de lx iz--
quierda, obteni¢ndose la cifra de orden superiorde la raiz, esta
cifra se elevid al cuadrado, el cual se resta del primer periodo.
A continuacion del resto obtenido se escribe el segundo périodo,
separundo del nimero formado ly cifra de la t{vt_'Lclld y dividien-
do lo gque queda i la izquierda de esta por el duplo de la rafz ha-
llada; el cociente de esta divisidon nos dard la-segunda cifra de In
ritiz, Ia cual se escribe & continuacion del duplo de la cifra antes
obtenida para la raiz, el niunero asi constituido se multiplica por-
dicha segunda cifra restando ¢l producto del niumero formado por
el primer residuo y el segundo periodo. Al resultado de esta sus-
traceion se le escribe & la derecha el tercer periodo, separando
la cifra de tas unidades y dividiendo el total de las decenas’ por
el duplo del ntmero formado por las dos cifras de que ya consta
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- la raiz, eseribiendo & la derecha de este numero el cociente que
se obteng v y multiplicando el qua se forme por la tercera cifra,
restando el prolucto de I seraad diferenci v seguida del tercer
periodo. Bajando 4 la darechy del residun el cuarto periado y
continuando la oparacidn de mo b id3atico al artes expresado
hasta aparar los pariodos ea qie s» hihiera descompuzsto al nit-
mero. ‘Aplicwn by laregla & uiejenplo y onitiendo el razona-
miento por lo muy repetilo que va yau, sea :
v 6.97.28.54 2904 I wre nos observar que si las decenas
' ~del ndmers qua s:x-fHrreme poniea lod la de-
rechu de un resto el periolo qu: corres:
295 pondabajar no contienen al dup.o dela raiz
93 85 4130 —0 halla da, la Cifra cero represeutard el or-
%0 Oi 61500154 den cox:t:espn.ndicnlc i este perio lo en la
2o el raiz, bajindose &4 continuwcivn el periodo
2 83 8 siguiente y pudiendo utilizar el duplo antes
hallado para la raiz sin s que afiadir un cero & su derecha.

La simple observacion hace ver que la ralz constara de tantas
cifras como periodos tenga el numero.

Pruzhas. Se comprueba la extraceion elevando al cuadrado
la raiz é incremantando & este ¢on el residuo, siel niunero re-
sultante es izual & aguél del cual ha sido extraida la raiz, la ope-
racion estara bieu hecha, de lo contrario habrd que rectificarla,

También puede comprobarse por medio de los restos eligiendo
un divisor en que como el 9, el 7 6 el 11 se opere con todos los
nimeros. Para ello se averigua el resto de la raiz con relacion
al divisor clegido, se le eleva al cuadrado, se le afiade el resto
del residua respecto al mismo divisor, se descuentan los mi'tiplos
de este que contengan y el resto final debe ser ixual al que re-
sulte de la comparacion del n@naro caya raiz se hi extraido,
con el divisor fijado. Aplicando esty pruebu al anterior ejemplo
vemos quz el restode la raiz con respecto al divisor 9 es 2, su
cuadrado 4, el resto del residuo es 3, sumados este y el anterior
dan 44-3=7, que es el mismo que deja el nimero 6,272,854 con
respecto al divisor 1.

Raiz cuadrada da las frazzion2s. Consideremos tres casos: 1.°
que la fraceion este form vy por ndnsros qu2 s2an cuadrados
perfectos; 2.” que el deao.ninador s2u cuadrads perfecto y el nu-
meradorno; 3.” qua ninguno da los dos términos lo saa:

1.° En el corolario del teorem 2.% de las raices en general,
hemos demostrado que para extraer la raiz de grado enésimo de
una fraceién se extrae la ruaiz de ese mismo grado de sus dos tér-
minos, aplicando este principio se demostraria qu2 la raiz de una

4
22y 15:<H
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feaccion cuyos términos sean cnadrados perfectos se parte la raiz
cuwdrale dal nunzrados por la del denominador. Pero también
k I
: ” £ il f
puede probarse directamente. Sea | 'Ia":l (I) la raiz ha de
. dlon N

ser una cantidad tal que al etevarla al cuadrado reproluzey la
a

subradical y en este caso no puede ser otra gue p Quecumple las

condiciones enunciadas, por ser a= "2y b= 1"}z

2.2 Cuaando el denominador sea cnadreado perfecto y no lo sea
el numerador &e extrae la raiz aproximada de éste y se parte por

e b i0g : Es
la exacta de aqucl: osi viendo la fraecion 6" sebemos que /g9

< iuuf‘fo = a2 < ¢ pudiéodose tomar como raices aproxi-
6
madas 7/, y o ]n. pnmer.l por defecto y la segunda por exceso y
defererciindose cualquiera de ellis de la verdadera en neunos
geits

3.° No siendo ninguno de los dos términos de la fraceion cua-
drade perfecto es necesario conseguir que el denominador lo sea,
toda vez gque no puede consilerarse dividida la unidad en un na-
mero iuwmpleto de partes, [\H‘.I conseguirio sin alterar el valor
de la fraceidn se puedenmu.tip'icar los dos términosde esta por los
fictores que le falten al denominador para ser cuadrado perfecto,
es decir, luu.a que los exponentes de dichos fictores sean parcs.

Ejemplos: | 13 '_1‘5 = 13,3 >.7__ | 18.3.¢ ;_=
\/5(80 1"22.3'55. ( 1!2'%.’5{-.)%(2 1 /(2.823.7)2
Sy o, 5
"f13ﬁﬁ . 15{10/ T I S | J)(l] 1 l)h> ]]

2.395.7 fr30< o /11 J 10 i< o

La raiz cuadrada rle los nitmeros decimales se extrac del mis-
mo modo que la de los enteros, con la sola diferencia de tener que
completar los grupos ¢ periodos de cifras decimales de modo que
no resulte nirguno conteniendo parte entera y decimal, pues en-
tonees habr'a una cilra en la raiz cuya especie no podrin deter-
minarse, v teniendo presente que por cada grupo decimal hay
gue separar una cifra en la raiz, contandose de derecha d-izguier-
da, puede aiiadirse algin cero para hacer que las cifras decima-
les entren en niimero par. Reside el fundamento en la transfor-
macion siguiente:
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s e s g P et I
1953 ]-i(" _)').3_1 4""”‘ i )_-2‘1-,';;._(1%' cousti: de
110000 1) 10¢ 10 100

tamtu-a ufm: dcumaleu Como gripos u‘o ados contenia eluiumero, S

253
(3340 ¥ |1.h4:1 A
hul-m-m sido ¥ Gasi= ¥ 5a5io=" 1020 = 0=
110000 101 %
\o poth ia conservarse el nimero G354 porque su denominador,
habria sido 1.000 que o es cuadrado perfecto.

Raiz cuadrada con aproximacion. IHallar la vaiz cuadrada de un
NINEra con un error menor que una encsima parte dela unidad
es hallar el mayor nimero de enésimas cuyo cuadrado esté con-
tenido en el namero dado.

Teorema 3.° Pura eatraer la vaiz cuadrada un nimero con un

V4 iza‘a;j—

'—.N:;-f

1
ertor menor que — basta multiplicar al wimero por n*, extraer la
riiz cuadrada def pm:hrrfo y pouer d esta el denominadar  n. g
Sea extraer la 4572 en menos de '/; y represantem)s por x el

mityor nimero de sépltimos, contenido en (lu.,lm raiz;-severificard
Gue

B 2y 3 Berkl .cIL\Jmln LTV R S PN s
7 S VHT8S T Sctindrado b OIS gy multipli-
.mdo ROV, (_‘\tl‘l)ulf'o laraiz_ cuadrada y dividie wdo por. 7 :
w_.*..ns okl \ o Fat AL
T'<‘ L v es L‘I:I.I‘O que habiendo sito 7= n, ¢30 las

i
mianmn npcr.muuea habriamos Hegado 4 la f-wmcnlc designaldad:
pa < <t r.que confirma el exuncindo de l woanl.l
]

Cerolario. ~ P ra (strier la raiz cuidrada LTQ- i 1 mero con

up crror meror gue una urigad cegimal del orden. endsimo (14)"‘
basta multiplicer al lmmﬂo [01 el « nr(‘:rrfo e 10 hln er la
18z cuedrd dt_. det'rioducto v Lr[:f a1 en este’n I!if”k 4 f‘“hh'll(“-a,
que equivale .1 dvidir por 10 Addicha raiz T ctecto, -i’ 1ri thnios
de e\lmbr L8 @ L; hLOI' error menor que 00Ol 0!~L1‘ v i oqm 001
b 1 T e o s o
_-_——'— e “ ‘n a 0 " I al I s -3
100 {0 gun lo L] cn el aptcriol tc:.r:lna hahra que

miktiplicar 4 2306>4( 10“r’~—‘23ﬂ><10‘ extraer la rmz rlc esté pro-
duecto v dividirla por 102 La operacion practica serfi:-

R |
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iwe s ToreL
v 2.86.00 0”‘ 15386 1586 < 1 95 <<15°37 desigualdad que prue-
136 20><b  ha que cnalquiera de los dos ntimeros 1536
1100~ B03>C3 ¢ 1537 pueden tomarse como valores de la
19100 130666 4754 con error menor que 001,
0704

Si el nimero cuya raiz aproximada quiere hallarse fuera frac-
cionario 6 decimal se procede de andloga manera, sin mds que
efectuar la division del producto del numerador y la aproxima-
cion por el denominador antes de extraer la raiz 6 separar las
cifras devimales, segiin el caso. Si la aproximacion fuera decimal,
se reduciria Ja fraccion ordinaria & decimal caleulando duplo ni-
mero de ceros de Jos que se pidan en la aproximacién, y si la
fraccion es decimal se afiadiran los ceros necesarios hasta tener
tantos periodos decimales como cifras de esta especie se pidan en
la aproximacion, ddespreciando las cifras que sobrasen si constase
aquél de méas que las necesarias. En los ejemplos que ponemos
a continnacion van expuestas las formas de proceder en cada

5. L |5597 1»58_7 V043, Worpalse  pe
Gigo. logB <ot 122" 3 '}'-:G E<g gL iLﬁ L
VT TR g s R ;:‘2|102;«2, 8
48|
B 5 L i 6. Nz Vogs Tt (o092 |6 7
7 a1 i 471 11822 I'?zﬂ""
107 |
=S ?h:.: -_‘);: I‘;-' Pl i)
| H*34258, E <0001 5/34:25.80 Cl
184 43543
0525 4615<1
' 1839

0839506425 B < 0001
b rs3.25.96 | 0912
2 20 HSTZT I ricmorori neis
(04496 1822:<2 0:S0 2oloa S His
0852/
CAPITULO 15.

RATZ CUBICA
La raiz ctibica de un niimero es otro ntimero que elevado al cu-
12



bo reproduce el primero. Como hemos visto,no siendo todos los ni-
meros cubos perfectos, tampoco tendrin raiz cibica exacta, lue-
go el problema que en esta teoria nos proponemos resolver es la
extraceion de la rafz cibica exacta de los niimeros que sean cu-
bos perfectos 6 la aproximada de los que no cumplan esta con-
dicion.

Lo mismo que en la extraccion de la raiz cuadrada, tenemos
que considerar en la cibica dos casos: 1.7 que el numero sea me-
nor que mil y 2.° que sea mayor que esta cantidad.

Caso 1. Siendo el niimero menor que 1.070, su raiz cibica se-
ra menor que 10, constando por consiguiente de una sola cifra,
para hallar la cual basta recordar los cubos de los nueve prime-
ros numeros. El resto 6 residuo de la extraceion es la diferencia

i]
entre el niimero dado y el mayor cubo contenido en el. |“g45="T
3
Y Vgip varia entre 8 y 9, pudiendo ser el primero de estos nii-
meros la raiz cibica por defecto de 615 y ¢l segundo su raiz eabi-
ca por exceso, siendo en el primer caso el residuo G156—512=
103, ¥ en el segundo 729—615=114.

Case 2.° Cuando el nimero cuya raiz ciibica quiera extraerse
sea mayor que 1000 aguella serd mayor que 10 constando de de-
cenas y unidades y para determinarla se precisa el conocimiento
de los teoremas siguientes:

Teorema |.° Lacifra de las decenas de la raiz cibica de un ni-
mero se obtiene extrayendo la raiz ciabica de los millarves de dicho
nimero, Sea en efecto, N un niimero cuya raiz clbica conste de
d decenas y u unidades. Siendo el namero igual al cubo de su raiz
citbica mas el residuo, N=(d . 104 u}*-+1=d*"10C0-- 342100, u 4
3d.10. u 4u'+}r, prescindiendo de lo que sigue en este nltimo
término de la igualdad al primer sumando, se tendra N;i] F1000
y N<Z(d-+1)% 1000 y como log segundos miembros de estas desi-
gualdades son numeros exactos de millares, representando por M
los que N contenga, se verificara que I\-‘I;r_l" y M<(d+1;* y ex-

B == &
trayendo la raiz cibica: | j>d y I'3<<d-1, no pudiendo con-
tener la raiz cibica mas decenas que d con lo cual queda demos-
trada la proposicion.
Mediante lo que se deduce de esta demostracion, se efectia la
descomposicion del niimero cuya raiz cubica quiere hallarse en
periodos de & tres cifras, principiando por la derecha, 6 sea por
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las unidades inferiores, y pudiendo contener tres, dos & una cifra
el primer periodo de la izquierda.

Teorema 2.°  Si después de vestar de un nimero el cubo de las
decenas de su raiz cubica, se dividen las centenas que en agquél
quedan por el triplo cuadrado de las decenas de la raiz se obtiene
la cifra de las unidades de esta ¢ un cociente mayor. Sea N=(d .
10<4u)* +r, que como hemos visto en el teorema anterior se con-
vierte en N=d% 100043 d* 10) u+43 d. 10. u*-fu'+r; restemos de
los dos miembros de esta icualdad d %1000 y se reducird & N—d?
1000=3 d# 100 . u-+-3d . 10 . u*+u+r, despreciemos lo que si-
gue en el segundo miembro al primer sumando 3 d2100, u y ob-
servando que por entrar 100 en este producto serd un nimero
exacto de centenas y representando por C las unidades de este or-
den contenidas en la diferencia N—d* 1000, se verificara que C;
3 d2uy dividiendo por 3d* ambos miembros de la desigualdad: C :
3 d'f;u, que es lo que querinmos demostrar.

Una vez hallada la cifra de las unidades y habiendo restado
del numero solamente el cubo de las decenas, falta que segregar
de aqueél el triplo del cuadrado de las decenas por las unidades,
méas el triplo de las decenas por el cuadrado de las unidades mas
el cubo de unidades y lo gue después quedara constituird el
residuo. Pero 8 d%.100.u-}-3 d.10 u*+u’*=u(3 d*1004-3 d. 10.u-|-u?)
v sacando nuevamente el factor comin w que hay en el se-
gundo y tercer sumando del paréntesis, se obtiene: u(3d* 1004~
(3 d.10.u-Fuu); lo que traducido al lenguaje comin quiere de-
cirque obtenida la cifra de ias unidades se escribe & la dere-
cha del triplo de las decenas multiplicando el nGmero asi
formado por la expresada cifra y sumdindo el producto al tri-
plo cuadrado de las decenas seguido de dos ceres (6 corriendo
aquel producto dos lugares a la derecha) se vuelve a mul-
tiplicar la suma obtenida por la cifra de las unidades y si se
puede restar el producto de lo que en el niimero quedé después
de segregar el cubo de las decenas, dicha cifra de unidades es
buena; de no poder restarse seria esta mayor que la verdadera
y habria que rebajarla unidades hasta encontrar una que some-
tida 4 Jns operaciones dichas cumpliese la expresada condicion.
Si no solo pudiera restarse el niimero antes obtenido, sino que el
resto que dejara fuera mayor que el triplo cuadrado de la raiz
hallada més el triplo de dicha raiz, la cifra de las unidades serin
menor que la verdadera y kabria que incrementarla unidades
hasta que se obtuviera una que dejara un resto menor que la su-
ma del triplo de la raiz con el de su cuadrado. Que no debe llegar
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el resto alvalor del triplo cuadrado de la raiz mas el triplo de esta,
se deduce de que la diferercucin entre los cubos de dos nimeros
consecutivos es igudl tiplo cuadrade del menor mds el triplo del
menor mas una unidad, si el resto excedierade aquella cantidad
nos demostraria que en el ntmero estaria contenide el cubo de
otra raiz mayor que la hallada.

Procednmoq 4 la aplicacion de los anteriores principios extra-

yendo la l 08 . 396, Segin lo dicho en el teorema 1.° la ¢ifra de

las decenas de la raiz cibica se encontrard extr ‘Lynndo la raiz de
este grado de los 98 millares del nimero dado y como el mayor
nimero cuyo cubo estd contenido en 98 es 4, esta sera la cifra
de las decenas de la raiz. Si de 983906 restmnns el cubo de (4.10)
la diferencia serd de 34396, en la cual para busear la cifra de
unidades de la raiz hay que separar conforme & lo dicho en el
teorema 2.7, las centenas, que son 343 y dividirlas por el triplo
cuadrado de 4 que es 48; pero este cociente que es 7, eserito & la
derecha del triplo de las decenas, multiplicando por el namero
formado (127<7) y sumando el producto (889) con el triplo cua-
drado de las decenas seguido de dos ceros, da como suma H689 que
multiplicada por T es izual 4 39823 que no puede restarse de 34396,
por euya razon hay que rebajar al 7 una unidad sometiendo el
niimero 6 qua resultn & las operaciones que antes hicimos con
7, ditndonos como producto definitive 33330 que puede restarse
de 34306, por cuya razon la cifra 6 es buena para las unidades,
siendo el resto final 1060 gue cumple la condicion de no exceder
al triplo cnadrado de la raiz mas el triplo de la misma. La raiz
cubica de 98396 aproximada en menos de una unidad es pues 46,
Se dispone la operacion prictica como consta & la izquierda y se
puede dar la siguiente regla practica: Para extraer la raiz eubi-
H]

i
198,396/ 46 tis z eni | ca de un nimero
64 000 350 4°—48  (34—12), 126<6—7b6| mayor que 1000,
343‘95 756G se divide en ‘I)E‘
333 36 BBH6<6=53336 "j.?“"s gs e
—_— cifras, empezan-

; 1060) do porladel:*echa,
V98396 | 46 ! pudiendo conte-
ol R T ner una, dosotres
8 126<6 el primero de la

348,96 | 766 izquierda; se ex-
333 SBI BRo6><6 trae la raiz ciibi-
1060 | ‘.' ca del primer pe-




riodo de la izquicrda y la cifra que se obtenga serd la del orden
mias elevado de Ia raiz; se resta el cubo de esta cifra de
dicho primer periodo y & continuacion de la diferencia se escribe
el segundo periodo separando las dos cifras de la derecha y
dividiendo lo que queda & la izquierda del nimero formado por el
triplo cuadrado de la primera cifra de la raiz escrito, 4 este efecto,
4 la derecha de la linea que separa al niimero de la raiz y debajo
de ésta, la cifra hallada para el cociente se coloca & la derecha del
triplo de la raiz multiplicando el nimero que asi se forma por la
expresada cifra y sumando el producto con el triplo cuadrado de
la raiz, como si estuvieraésteseguido de dos ceros, es deeir corrien-
do aquél dos lugares a la derecha, & la suma obtenidase lamultipli-
ca por la cifra tltimamente hallada, restando el producto del ni-
mero que se formo con el resto del primer periodo y el segundo de
éstos. A la derecha del nuevo resto se baja el periodo siguiente y
para hallar la nueva cifra para la raiz se procede de anidloga ma-
nera #i como se ha dicho para la segunda, sin ofra particularidad
que la de poder obtener el triplo cuadrado de la rafz hallada su-
mando el cuadrado de la ultima cifra con el triplo de la primera
por el cuadrado de la segunda més el nimero que se obtuvo de
sumar a ¢ste el triplo cuadrado de la primera cifra. Se continta
el procedimiento expuesto hasta haber utilizado todos los perfo-
dos en que fué descompuesto el niunero dado.

Cada periodo del niemero debe producir una cifra en la raiz y
por lo tanto cuando afiadiendo d la derecha de un rvesto el periodo
siguiente no contenga el mimero de sus eentenas al triplo cuadra-
do de la raiz, la cifra correspondiente serd cero.

En la practica se adoptan formas diversas para algunas opera-
ciones, por cuya razon y solo a titulo de curiosidad, sin comentar
las ventajas 6 inconvenientes que presenten las damos & conoeer,
realizando un ejemplo con cada una.

bi

v 16.6126 |25 33<285<hH .. . 60 centenas
8 12 .. 5 1325, . . 150 decenas
2 |12...5 o b
6,25 | ? S AR :__1_20 unidades
76 25 7625

(T



o =G
oy 14.716.125 245
8 12.....4]24'=13824
(7,06 :
147 16 |
138 24
8921,26 1728 . ... . 0 245%=14,714i. 125
14,716,125
14 716,125 |
0
i L e
v 14.761.125 | 245 Pruebas. Se compruebala extrac-
8 i"lg' G434 cion de la raiz cabica de un niimero
16 | o358 elevandola al cubo y sumandola el
_',"_)E "‘;f resto, el nimero resultante debe ser
?8..‘_‘_ | 1466<4 igual & aquel cuya raiz cibica he-
88‘31,29| =8 mos extraido. !
8821 29| 0og 795¢E Tambien se puede someter esta
0 | 3695 operacion a4 la prueba de los restos

hallando el de la raiz, elevandole al

| 176426<H
cubo, suméandole al resto del residuo de la extraccion y descontan-
do los multiplos del divisor elegido, se debe obtener un resto igual
al que deje el niimero dudo al compararle en el mismo divisor.

Asi en la extraceion de la 1, 983000 el resto de la raiz es, con res-
pecto al divisor 9,4--6=10,10—9=1,1"-}-7 que es el resto del re-
siduo, es igual A 8, resto que se obtiene también comparando
98396 con el divisor 9, lo cual demuestra que se habia efectuado
bien la operacion,

Raiz cuabica de las fracciones. Consideremos tres casos: 1.° que
la fraccion sea cubo perfecto de otra; 2.° que siendo cubo perfec-
to el denominador no lo sea el numerador y 3.° que ninguno de
los dos términos sea cubo perfecto.

1.° Aplicando el corolario del teorema 2.° de las raices en ge-
neral, habra que hallar la fraccion que elevada al cubo dé el va-
lor de la propuesta, lo que se conseguird extrayendo la raiz ctbi-
cn exacta del numemdor y dividiéndola por la del denominador.

a s 125 4[5 5
38.__5. A T 31256 ;]o_=|(o ran
En efecto: 1-"Ib“ 7 b) b Ejemplo Vi 1:/ )




2.° En el caso de que sea cubo perfecto el denominador, se
extraerd la raiz ciibica aproximada del numerador, partiéndola

por la exacta de agquél. Tratandose de hallar la ‘:/l;;g ¢omo

3
V218 >6 6, .;-249
(i 1» 729
mados los términos extl emos de la limitacion anterior que dife-
ren ciandose entre si en ', se diferencian del valor exacto de di-
cha raiz en menos de'/,.
3.° No siendo ninguno de los dos términos de la fraccion cubo
perfecto hay gue hacer que lo sex el denominador sin que el va-
lor de aquella altere, por la considegacion expuesta al tratar de
este ¢caso en la raiz cuadrada, lo cual se consigue facilmente mul-
tiplicando & los dos términos de la fraccion por los factores nece-

sarios para que los del denominador tengan exponentes multi-
b

<‘ se pueden tomar como valores aproxi-

A T ] N , 13.22325 1/.2340 13
plos de 3. Asi: % =", = — ——
Y1200 V243.5* ¢ 25335 223.5 60
La raiz cubica de las fracciones decimales se extrae de modo
andlogo o la de los enteros, sin otra diferencia que la de tener que
completar los grupos de las cifras decimales, de modo que la par-
te decimal couste de un nimero exacto de ellos y que no puede
haber ningin grupo en gue entren parte entera y decimal, pues
no se le podria asignar especie i la c¢ifra que en la raiz se origina-
ra por este. Tal transformaeion obedece & los sencillos principios
aplicados & la signiente igualdad:

“ , i}
‘, 9(;° 55“-—‘ 2[3‘5581?01]_‘ _hf}“ﬂtﬂ(]_q)h}&hﬂﬂ v "‘1384(00
v 1000000 V' 10% 108

Hallada la raiz del numerador, que es decimal, considerindole co-
Mo entero, pero completados los periodos decimales,se le divide
porla unidad, sezuidade tantosceros como periodos de 4 trescifras
decimales contenia el nimero. 8i se hubiera conservado el niimero
263847 al ponerle como denominador la anidad seguida de ceros
esta no habia rcsultado cubo perfecto y para conseguirlo ha sido
preciso completsr las cifras decimales hasta que resultara un nu-
mero de ellas n.altiplo de tres.

Raiz cubica con aproximacion. Teorema 3.° Para extraer la

ratz cibica de un niimero en menos de . hay que multiplicar al ni-

mero por w', extraer la raiz del grado md!cho del producto y po:
nerle d ésta como denominador d n.
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mero dc novenos contenidos en la expresada raiz, se ver iﬁuu'ci que
3 > -

% SO £ L e x

G V78 <—({;—, elevando al cubo esta limitacion 5 < o=

(x+41)?, R G~ =0y
----- =7 multiplicandola por 9%, x? < 76.9* <(x4 1)y extrayen-
H]
o all
do Ia raiz cabica : x << vV 76.9'< x-1, encontrade el valor de x,
efectuando la raiz cibica del producto de 76:<9%, solo habra lue-
st , 88 5 2%
o que dividirle por 9, asi @ <y < 5
Si el ntumero hubiera sido A y el grado de aproximacion dado u
= An’
g An?  x-+1 : I
S e < e que confirma la proposicion.
Corolario. Para extraer la raiz cabica de un nimero con un
! . . ]
error menor que la unidad decimal del orden enédsimo (E_)’ bas-
i\ Y/

ta multiplicar al namero por 105 extraer la raiz cibica del pro-
ducto y dividirla por 102, 6 sea separar de su derecha » cifras de-
cimales, con lo cual sus unidades inferiores serdn del orden pe-
dido en la aproximacion. No hay mdas que aplicar el teorema an-

X
terior y haciendo que n se convierta en 10"y se tendria que T

=) x—+1 aLoris
< x < T elevando al cubo y multiplicando por 108, x?
! n

< A 10 < (x41)" y extrayendo la raiz cubica y dividiendo

luego por 107, queda X — l A0 - x+1 que confirma el
10" ]0“ 100

enunciado. Ejemplo: extraer ].L ‘ 42 con un error menor que 0'01
=t

i

luego dos cifras decimales en la raiz. Resultaria pues 347 << V gr
<3 48 y como 348—347=0'01 el error cometido al tomar cual-

IOlP habra que extraer la 1 42100 ""_l 42000000 y separar
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V 42.000.000| 8447 quiera de estos dos niimeros co-
27 97 9d>cd mo raices ciibicas de 42, se apro-
iggg[i 376 géng}?gla la verdadera en menos
~98960.00 Boiﬁx‘l Si el nimero cuya raiz aproxi-
24779 93 |=rmer __ mada quiere hallarse fuera frac-
Lo = L Oth 1027><7 cionario ¢ decimal se procede
2180 77 | 7189 de manera analoga sin mas que
|-5?33?J§9><7 efectuar la division del produc-

to del numerador y la aproximacion por el denominador 6 tener
en cuenta las cifras decimales, segiin la clase de fraccion. Sila
fraccion, cuya raiz aproximada se desea en menos de una unidad
decimal,fuera ordinaria se reduciria & decimal calculando el tri-
plo nimero de cifras decimales que las pedidas en la raiz; pero si
fuera decimal bastaria considerar un grupo de 4 tres cifras de es-
ta clase por cada una de las que en la aproximaciéon se pidieran,
afiadiendo ceros si no aleanzaban las cifras dadas 6 despreciando
las que excediesen de las necesarias. Por la sencillez con que es-
tan hechas las operaciones que & continuacién insertamos, no
creemos preciso dar explicaciones detalladas para aclarar en ca-
da caso el modo de proceder.

i 1 a3 ['
e e e e 3
V02553 — V§2io—1" 8_0b1|4 E <001 * =0'363636

3 V11 11

8

BI i_ Vo 0,363686=071 V17932 E <0'01

Y1
“f_',".' o PR g
Vo 3h:5bdh‘ 071 1\ 4*793 200 | 3 36><6
20636147 2111 37.93 216
o726 211 6 972, QODIolhxb
149111 515 68 | 54
i:(ﬁS 4888
| 8904
| 80704:><B

13
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i} i
V7932 = 1468 V 3842605821 E < 0°1
b2

V38431 .
98,4318 35D V3482605 =1
168 175
4755
CAPI[TULO 16.

SISTEMA METRICO DECIMAL

En el estudio que llevamos hecho de los niimeros los hemos
considerado en el coneepto de pluralidad de unidades, pero ha-
ciendo abstraccién de las distintas especies & que pudieran refe-
rirse, esto es en su forma abstracta, pero en el momento en que
éstos niimeros se aplican 4 la resolucién de los problemas pric-
ticos de la vida tienen ya especie conocida, es decir se hacen
concrelos, y & bien las reglas operativas dadas les son apli-
c¢ables, hay diversos medios de proceder en sus operaciones, por
cuya razén creemos de necesidad el estudio independiente de
ellos, empezando por el conocimiento de las especies de unidades
4 que puedan referirse.

Al estudio de las unidades coneretas 6 practicas le llaman al-
gunos autores metrologia, pfllabm derivada de las griegas mefrin
(medlda ) ¥ loges (tratado), 6 sea tratado de las medidas.

De largos afios viene plnnteado en las naciones no solo del
(:ontinente Europeo sino también en América, el problema de uni-
ficar los sistemas, de pesas medidas y monetario, reduciéndolos 4
un tipo comun. Sentiase en Espafia atn mas esta necesidad por
la considerable variedad de medidas que estaban en uso en sus
diversas provincias, haciendo fatigosos los cdlculos precisos para
las fransacciones comerciales.

Puestas de acuerdo algunas naciones (Francia y Espaiia, en-
tre estas) para elegir una unidad fija é invariable & la que poder
referir las demas del sistema de medidas, fué encargada una co-
misién de sabios (1) para efectuar la medicién del cuadrante del
meridiano terrestre que desde el polo Norte va al Ecuador y se
designd por ellos la diezmillonésima parte de dicha longitud, su-

(1) Representaron i nuestra patria en dicha Comisién los eminentes D. Jor-
e Juan y D. Antonio Ulloa.

o |
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puesta su medida sobre un plano, como el tipo fundamental para
el sistema, llamandosele metro y construyéndose de platino los
modelos 6 patrones que la representasen con la mayor exactitud
posible. El patron del metro que se construyo para. Espafia obra
en el Archivo de Simancas.

De esta unidad fundamental recibié nombre el sistema y para
harmonizarlo con el de numeracion se convino en que sus mil-
tiplos y divisores se adaptaran a la escala decimal, de cuyas cir-
cunstancias fomo la ultima parte de la denominacion con que se
le distingue. ;

Fué adoptado el Sistema Métrico Decimal por Ley de 19 de
Julio de 1849, pero la rutina, enemiga de todo progreso, fué sus-
citando obstdculos & su propagacion y a4 pesar de que en 1.° de
Enero de 1869 se decreté como obligatorio su uso, no puede ase-
gurarse adn que se practique, con excepeion de todo otro medio
de pesar 6 medir, en todos los pueblos.(2)

Ya hemos dicho que la unidad fundamental es el metro, que sir-
ve para medir las longitudes y que se escribe abreviadamente
con la letra m.

Las unidades principales son: .

De superficie: el metro cuadrado, =, que es un cuadrado cuyo
lado mide un metro. '

De capacidad, cibica ¢ de volumen: el metro c¢iibico, m*, que
es un cubo que tiene de arista un metro.

De capacidad para aridos y liquidos el Zitro (1), que es un c¢ubo
cuya arista es la décima parte del metro. '

De peso: el gramo (g) que es lo que pesa (en el vacio) la canti-
dad de agua destilada & 4 grados centigrado contenida en un
centimetro eibico.

De numerario ¢ monetario: la peseta, moneda acufiada, de pla-
ta, de b gramos de peso y 23 milimetros de didmetro,

Se forman losmultiplos de las unidades principales anteponien-
do al nombre de estas las palabras griegas:

Deca que significa diez y se escribe D
Hecto » ciento » H
Kilo » mil » K
Miria » diez mil » M
Mega » un millén » Meg

Los divisores se forman anteponiendo también & las unidades
principales los nombres siguientes, tomados en latin:

[12) _Reciente es la publicacion de la Ley y Reglamentos que regnlan el uso
del Sistema Métrico decimal, se dié la primera con fecha 8 de Julio de 1892 y el
sogundo en b ds Beptiembre de 1895,
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Deci que significa décima  y se escribe d

Centi » centdsima » ¢

Mili » milésima » m

Hace povos ailos que en las obras de ciencia se admite un di-
visor, aun menor, formado con la palabra griega micron, que sig-
nifica millonésima y el nombre de la unidad.

Multiplos y divisores de las diferentes especies de unidades y

sus valores.

Longitudinales.
Megametro (Meg.m) . 1000.000 metros
Miriametro (Mm) . . ... 10.000 »
Kilémetro (Km).. . . .. .. 1.000 » (unidad itineraria)
Hectémetro (Hm). . ... .. 100 2
Decdmetro (Dm),. . ...... 10 »
Metro (m) (unidad lineal)
Decintetro (dm); « «xives oo 01 »
Centimetro (em) . . .. ..... 001 »
Milimetro (mm),, . . .. ..... 0001 »
NHeromelro. . v v v s esieie g 0000.001 »
Superficiales.

Siconstriido un cuadrado dividimos dos lados contiguos en diez
partes iguales cada uno y por los puntos de division trazamos pa-
ralelas & los lados, se formaran cien cuadrados iguales cada uno
de los cuales tendra por lade una longitud igual 4 la décima par-
te del valor del lado del primero, de donde se deduce que cada
unidad superficial equivale & cien veces su inmediata inferior y
que por consiguiente las unidades superficiales crecen y decre-
cen de ciento en ciento. La série de multiplos y divisores sera:

Miriametro cuadrado (Mm?).. . . . 100,000.000 metros cuadrados

Kilémetro fd:  (Em¥..... 1,000.060 id.
Hectémetro id. (Hectarea) (Hm?).. . 10.000 id.
Decametro id. (Area) (Dm?).. . . 100 id. {Unidad
Metro cuadrado (Centiarea) (m?).. . . 1 agrarig
Decimetro [ (ARt st o 0‘01 id.
Centimetro {0 B 1 e s Kl o 00001 id.
Milimetro FE I N i o e 0000001 id.
De volumen.

Un cubo es un cuerpo geométrico regular terminado por seis
planos perpendiculares dos & dos ¢ iguales llamados caras. 4ris-
tas del cubo son las intersecciones de las caras, que también son
entre si perpendiculares. Vértices son los puntos en gue se reu-
nen cada tres planos y por lo tanto las aristas de éstos.
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Si dividimos en diez partes iguales cada una de las tres aristas
que se reunen en un veértice del cubo y trazamos por cada divi-
sion planos paralelos & las caras opuestas, se formarin diez le-
chos de a cien cubos, 6 sean mil cubos, iguales, cada ano de los
cuales tiene por arista la décima parte dela del primero. Luego
cada unidad cabica contiene mil veces 4 su inmediata mfcuor y
puede dedueirse que las unidades etibicas crecen y decrecen de
mil en mil, Los multiplos y divisores son:

Miriametro eubico (Mms) 1?000.000'002.000  metros ciibicos.

Kilometro fd. (Km?),.. . 1.000%000.000 »
Hectémetro  id. {th”_‘a o 11'000.000 *
Decgmoatro |, fd:- (DmY.. .. 1000 »
Metro s D i AR SN Ge AL MR ) 1

Decimetro gl 1316 ol I Mt el A 0‘001 »
Centimetro:  id. (em®............ 0‘000.001 »
Milimetro id. Mmoo v s sen e o GO00000001 s

De capacidad para aridos y liquidos.
Mirialitro (Ml1). . 10.000 litros

Kilolitro (Kl). .. 1.000 » (Se le llama también tone-
Heectolitro (HI). .. . 100 » lada de arqueo.)

Decalytro (D)e v . . 10 »

Litro T 1 »

Decilitro (dl) ... ... 0‘1 »

Centilitro. (cl) . .. ... OQL -

Mililitro (ml). .. ... 0001 =

Ponderales 6 de peso.

Aunque ya hemos dicho que la unidad principal es el gramo
para los usos comerciales se admite como tal el Kilégramo por
ser aquella excesivamente pequefia v se han aumentado dos miil-
tiplos méas, que son la tonelada y el quintal métrico.

Tonelada métrica [T‘I.‘*).. ... 1000  Kg 6 1°000.000 gramos

Quintal métrico (Qm.® 0 qq). 100 » 6 100,000 id.
Miridgramo (MEYS v o s 10 » 0 10.000 id.
Kildgramo (Bl . e 1 » 0 1 000 id.
Hectégramo (Hai s 041 » 0 100 id.
Decagramo 11D 001 » O 10 id.
Gramo (¢ Y R 0001 = o 1 id.,
Decigramo [dg)esia e a 0°000L = & 01 dd.
Centigramo BNy e ety 0'0000L » o 001 id.
Miligramo G157 R 0‘000001 » & 0°001 id.

De escasa importancia comercial, pero de frecuente uso en
Farmacias y Droguerias son los dwmmes del gramo.
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De numerario. _

Las monedas sirven para facilitar los cambios de las cosas, re-
presentando un valor convencional. La division que se hace
de ellas es en efectivas, imaginarias, de cuenta y de cambio. Efec-
tivas son las monedas acufiadas con arreglo & las prescripciones
legales. Imaginarias son las que no estando acufiadas tienen asig-
nado un valor que se refiere al de aquellas que lo estan.

Son de cuenta las usuales comunmente y de una manera oficial
y de cambio las cartas ordenes, libranzas y demdas documentos de
crédito que facilitan las transacciones comerciales.

. Los metales empleados para fabricar las monedas son: oro, pla-
ta, cobre y bronce.

Para dar consistencia al oro y la plata se les mezcla una can-
tidad determinada de cobre, denominandose ley de aleacion la can-
ridad de metal puro que contienen expresada en milésimas.

Lldmase pié 6 talla al nimero de monedas que pueden sacarse
de una barra de aleacién del diametro de aquellas y de un Kilo-
gramo de peso. Se conceden sin embargo ciertos permisos 6 to-
lerancias en razon & lo dificil que es obtener en la acufiacion igual
peso en todas las monedas.

Aunque en el D. de 19 de Octubre de 1868 se establecian las di-
versas clases de monedas qua habrian de ser acuiiadas, en virtud
de modificaciones posteriores no se han puesto en circulacion més
que las siguientes:

VALOR ~ PESO EN GRAMOS | p/imETRO

METAL | de las monedas Exacto ‘ Tolerancia || en m/m
Oro 100 ptas. 32268 | 0‘001 35
R RN 80645 | 0002 24
| 5 = 25000 0003 | 35
2 » || 10000 | 0O'00% 27
Plata. .0 37 . || “s000.| 0005 | 93
060 » | 2¢000. .| 0007 || 18
| 040> || 104100 | 001 | 30
(  0°05-» 5000 | 001 | 2
Bronce.) 002 » 26000 | 0015 || 20
001 » 1000 | 0015 | 15

SISTEMA ANTIGUO DE PESAS Y MEDIDAS

~ El defectuoso sistema que se ha venido siguiendo en Espaiia
desde el 26 de Enero de 1801 hasta la implantacion del métrico-de-



— 103 —
cimal, es el siguiente, salvo las modificaciones reglomles de que
N0 €8 po=slble tratar en esta clase de obras.

Medidas longitudinales.

Legua=1666 %/, estadales. Estadal=—4 varas. Vara=3 piés.
Pié=12 pulgadas. Pulgada=12 lineas. Linea==12 puntos.

También se dividia la vara en 4 cuartas y estas en 12 dedos,

Patron: la vara de Burgos.

Superficiales.

Fanega=1 ""/,; aranzadas. Aranzada=8"'/, celemines. Cele-
min=4 cuatro cuartilos. Cuartillo=12 estadales cvadrados. Esta-
dal cunadrado=16 varas cuadradas. Vara cuadrada=9 pieés cua-
drados. :

Cibicas 0 de volumen. )

Tonelada de arqueo=S codos ctibicos de rivera 6 T0°189 piés
clibicos.

Vara cibica=27 piés cubicos. Pié¢ cilibico=1728 pulgadas cti-
bicas

De capacidad paraaridos.

Cahiz=12 fanegas. Fanega=12 celemines. Celemin=4 cuar+
tillos. Cuartillo=4 ochabas.

Patrén; la media fanega de Avila.

De capacidad para liquidos.

Moyo=16 cantaras. Cantara=4 cuoartillas. Cuartilla=2 azum-
bres. Azumbre=4 cuartillos. Cuartillo=4 copas.

Patrdn: 1a cantara de Toledo.

Para aceite.

La arroba=26 libras. Libra=4 panillas. Panilla=4 onzas.

Ponderales:

Tonelada=4 quintales. Quintal=4 arrobas. Arroba=25 libras.
Libra= 16 onzas. Onza=8 dracmas. Dracma=2 adarmes.
Adarme==3 tomincs. Tomin=12 granos.

Para metales y piedras preciosas: Marco=8 onzas. Onza=—8§
ochavas. Ochava=6 tomines. Tomin.=3 quilates.

En las Farmacias: libra=12 onzas. Onza=8 dracmas Drat,—
ma=3 escrupulos.

Patron: el marco (media libra) del Consejo de Castilla.

Monetario.

Oro. Onza=320 reales, media onza=160 reales. Doblon==8&0
reales. Escudo=40 reaies Veinten==20 reales.

Plata: Peso fuerte 6 duro=20 reales. Escudo=10 reales. Pese-
ta columnaria=>5 reales. Peseta ordinaria 4 reales. Media peseta
.columnaria=2 y ¥ reales, Media peseta ordinaria=2 reales.
Real=34 maravedises.
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Bronce: Medio real=17 maravedises. Dos cuartos=8 marave-
dises. Cuarto=4 maravedises, ochavo==dos maravedises. El ma-
ravedi puede considerarse como moneda imaginaria, pues apenas
si tuve circulacion.

Principales equivalencias entre las unidades del sistema anti-
guo de pesas y medidas y el métrico decimal.

Los datos que & continuacion insertamos, estin tomados de los
publicados oficialmente por la Comision designada al efecto.

Unidades longitudinales.

1 Legua == 5672705 metros (1) 1 Kilometro=0°179446 leguas.

1 Estadal= 2°'3436 » 1 metro =1'1963D8 varas.
1 Vara = 0‘8359 » 3'68892 pies.
1Pié ==0'2786 » 1 centimetro= 0, 431 pugds.
1 pulgds.=0'0232 »

Para calculos de poca precision se pueden tomar como equi-
valentes 6 varas y b metros, es decir que cualquier niumero de
varas pueden reducirse 4 metros descontdndole su sexta parte,
y por el contrario cualquier nimero de metros se puede reducir
4 varas aumentandole su quinta parte.

Superficiales.
1 Vara cuadrada = 0698737 m®
1 Pié cuadrado = 007 763746 m*

1 Fanega = 643956 Areas 6 Dm®
1 Celemin = 53663 Areas 6 Dm’®
1 m*=1‘431153 varas cuadradas.
1 Hectérea (Hm?)=15629 fanegas
1 Area = 143°11528 varas cuadradas.
De volumen:
1 vara cibica=0'084078 m?*. 1 m® =1‘T121 varas cibicas.
1 pié cibico=002163256 m*.
1codo » =0°17306 m®
1 tonelada de arqueo=2518 m?,
De capacidad

Para aridos.
1 fanega =>05'601 litros Litro=0‘216212 celemines.
1 celemin= 4'625 « M =1801769 fanegas.
Para liquidos.
1 cuartillo=0'6042 lits. 1 L =1'98251 cuartillos.

1 cantara =16°133 lits.
Para aceite:
1 Libra= 0503 lit. 1 L=1089977 libras.

(1) Esta medids itineraria _pueda computarse por 20.000 piés geométricos
equivalentes & 5555’65 metros, siende de 20 al grado.

salhay
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1 arroba. =12°'6635 litros.
Ponderales:
1 Libra =460 gramos 1 Kilogramo=2173°4T7 litros.
1 arroba=11'602kilgrms. 1 Ton." mét."=21°734 qtles. castellanos
1 gquintal=46'009 Kilgrms. | quintal métrico=2173474  «
1 tonelada=920°156 » 1 Gramo=20'03074 granos.

CAPITULO 17.
NUMEROS CONCRETOS

Segin hemos dicho en la leccion anterior, se llaman nimeros
concretos & aquellos cuya especie es determinada 0 se nos da &
conocer. Se dice que varios de estos ntimeros son homogéneos
cuando perterecen & la misma especie y son heterogéneos si su
especie es diferente. Asi 12 hombres, 15 hombres, y 27 hombres,
son ntimeros homogéneos; 13 mesas, 20 bancos y 6 libros son ni-
meros heterogéneos.

Se dividen los ntimeros concretos en complejos é incomplejos;
en los primeros existen variog 6rdenes de unidades de la misma
especie; en los incomplejos no hay mis que un solo drden de uni-
dades. Ejemplos: 24 arrvobas, 3 libras y 9 onzas es un complejo
de peso y 250 metros es un incomplejo de longitud; 7 cahices, 3 fa-
negas y 8 celemines es un complejo de medida y 23S fanegas es
un incomplejo de igual especie.

Como en las operaciones con los niimeros coneretos no solo de-
bemos atender 4 las reglas que para realizarlas llevamos conoci-
das sino también 4 la especie &4 que el resultado ha de pertene-
cer, se hace necesario en muchas ccasiones preparar los datos
con que ha de operarse 4 fin de que siendo lo mas sencillos posi-
ble no puedan dar lugar & errores. La preparacion obedece & los
siguientes principios.

1.“  Para transformar un incomplejo en otro de orden inferior
se multiplica d aquel por el nimero de veces que sus unidades con-
tienen d las del ovden en que se quiere expresar, y para reducirle
d otro de orden superior sele divide por el ndmero de veces que
sus unidades estén contenidas en el de aguel al cual le vamos d re-
[eriv -

Si queremos saber las onzas que tiene el incomplejo (7'/;) arro-
bas, observaremos que hemos de pasar por los drdenes librag y

L arbs.=25 lbs.
1 lbs. =16 onz.\
luego, siendo 1 arbs.=26><16 onz., las (7'/,) arbs,=(7"/;1><255<
16=2880 onz.

onzas, cuyas equivalencias, segiin sabemos son

14

&
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Supongamos que se trate de averiguar el ntiimero de cahices
que alcanzarin 396 celemines: para elevarse de este orden al de
cahices ha de pasarse por los de fanegas y cahices, cuyos e _ui-
1 cel.=='/,, fanegas
1fag.='},, de cahiz

cahiz y por consigniente 396 cels.‘:( 396><1‘l—u)cahiz=?%f Ch. =
108Ch , 8

2. Para transformar un complejo en incomplejo de orden in-
ferior, se reducen Ias unidades de cada orden 4 las de su inmedia-
to inferior agregédndole las que el namero contenga de este y efec-
tuando la misma operacion hasta que se obtenga aquél en que ha
de expresarse; pudiendo llegar también & igual resultado conside-
rando cada orden de unidades como un incomplejo que se ha de
reducir 4 la especie inferior conocida y sumando después los equi-
valentes obtenidos. Sea el complejo 3 arbs., 16 libs. y 9 onz. que
queremos expresarle en onzas, las dos formas que nos conducen
al resultado deseado son las signientes:

3 arbs. | 3 arbs.=3><25H><16 onz.=1200 onz.

1 11
valentes son } luego 1 cel. =155 cahiz=4

4 25 libs. | 16 libs.= 16><16 onz.= 236 onz.
T libs. o

- 16 =14065 onz.
g1 libs:

4 16 onz. } 3.  Para transformar un complejo de orden
T .:s'u])er.'ior 0 intPf'njedio, se reduce &4 incomplejo del
a1 inferior y se divide por los equivalentes necesa-
— |\ rios para llegar al orden que se desea obtener.
1456 onz. | Sean: 1.° reducir 3 cahices, 6 fanegas y 9 celemi-

4= 9 nes 4 incomplejo de cahiz y 2.° expresar el nume-

1466 onz. | ro de horas que compondran 3 dias, 11 horas y 37
minutos.
n el ejemple primero reduciremos los 3 cahices, 6 fanegas y
9 celemines & incomplejo de celemin y luego dividiremos por 12:<
12 que son los equivalentes necesarios para pasar del celemin al
«ahiz, en esta forma:
3 cahices=38:¢12:x12=432 celems. mas 6 fangs.=6x12=72
celems., mis los 9 que el nimero contiene que hacen en total 513
: . : ; 514 513 9
celems., que reducidos ahora & cahices serian ;5 1..,_:1—41:31—6
cahices.
También puede plantearse asi la operacion:
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g 1 3- Ry e
3 ch. 6 fangs. y 9 celems.= {-1‘) T +1“x1’ 12“2__,34_
612490 8x12x1246x1249 518 . 9

1212 eIz, = 44 16
En el segundo ejemplo: 3 dias, 11 horas y 37 minutos=(3><‘24+-

. 37 A
11—1—{%) horas=83 s horas. Este mismo resultado habriamos ob-

tenido reduciéndolo todo & minutos y dividiendo por 60 que es el
equivalente en minutos de una hora.

4. Para reducir un incomplejo 4 complejo da drdenss inferio-
res, cuando tiene la forma fraccionaria, se extraen los enteros
que contenga, los cuales perteneceran al orden del incomplejo, la
fraceion complementaria del cociente hallado se reducira al or-
den inferior inmediato, averiguando después la parte entera que
contenga que expresara unidades de este orden, y se continta
operando del mismo modo hasta llegar al orden iuferior que que-
ramos expresar, si antes no se ha obtenido un cociente exacto.
Supongamos que deseamos investigar las arrobas, libras y onzas
contenidas en la fraccion '/, de arroba, -:oprouc:!er;’n del modo
siguiente:

11 arbs. |7 Luego '/, arbs.=1 arbs. 14 libs. y 4Y/,
4 1 arbs, | OnZas,
a2 e ehilibs, - o S St
100 1il L ] 0."  Para trasformar up incomplejo en
30 S 14 libs, | complejo de érdenes superiores se le di-

9 libal 17 ' vide sucesivamente por las unidades de
T T _ ) eada orden que equivalen & una del in-
a 16 onzas "y 2as | mediato superior, siendo los restos de las
32 onzas ! divisiones que realicemos los represen-

4 » | tantes del orden de que provienen.
Asi al querer expresar el incomplejo 923 cuartillos en complejo
de ordenes superiores, habria que efectuar las operaciones si-

guientes:

993 cuarts. l 4 (euarts, que tiene la azumbre)
| S (azumbres rllw tiene la cintara)

12 230 azumbl‘es
03 cuarts. 7p 98 cantaras | 16 (cnnt-, del moyo)
6 azumbres 12 cantaras moyo
luego 923 cuartillos=1 muyo, 12 cintaras, 6 azumbres y 8 cuar-
tillos.
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Transformaciones con los nimeros métricos decimales.

Adaptindose estos al sistema de numeracion ofrecen gran ven-
taja para la prictica de sus transformaciones, gue vamos & con-
siderar en las reglas siguientes:

1.*  Para expresar unidades de longitud, peso 6 capacidad en
otras de orden inferior se correrd la coma tantos lugares & la de-
recha como grados se desciende en la escala de las denominacio-
nes, agregando los ceros que sean necesarios. Reciprocamente:
Para expresar en unidades de orden superior otras de peso, longi-
tud 6 capacidad dadas, se correra la coma & la izquierda tantos
lugares como grados se avancen en la mencionada escala.

Ejemplos:

\ % g}—%g 1DL° | luego 249 T1.
1.° Reducir 4 centilitros 29 Hl. - 1 L':10 L. 1 =29000 cen-
1Dl —1001. | Hlitros.

(1 Em=10Hm.) 1280
2.° Expresar en Kms: 2738625 ms. <1 Hm.=10Dm.} ~ o 7

= — 2738625
(1Dm.=10m. | s ctros.

3. Quentmero de Kgs. compondran 14983 gs. 1 Kg.=1000 g.
luego 14983 gs.=14983 Kgs.

2% Verificindose el crecimiento 6 descenso en las unidades
superficiales de 100 en 100 y de las cibicas de 1000 en 1000, pa-
ra expresar en su orden inferior 6 superior cualquier niumero de
unidades de superficie 6 volamen habra que correr la coma & la
derecha ¢ & laizquierda tantas veces dos'o tres lugares como gra-
dos se descienda ¢ avance en la escala de las denominaciones.

Ejemplos:

Cuantos metros superficiales constitui- ( 1 Hm®*=100 Dm?*
ran 720 Hm.2 7256 Hm.2=725000 m*. | 1Dm*=100 m? k
Que niimero de metros clubicos tendrin { 1 m?= 1000 dm?*
75283 em.” 75283 em.*=C*075283 m.". | 1 dm®== 1000 cm"}

3." Las uninades de longitud, peso y capacidad que se presen-
ten en forma compleja se reducen & incomplejo escribiendo unas
& continuacion de otras las cifras que manifiestan sus diversos
ordenes y poniendo la coma # la'derecha de la que exprese aquél
al que ha de referirse el incomplejo, después de colocar ceros en
los Ordenes intermedios que carezcan de representacion. Ejemplos:

8 Kg., 6 Dz., 8 g.y 5 ¢g. qué gramos contendran? puede obser-
varse que faltan los érdenes de hectégramos y decigramos, luego
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poniendo ceros en su lugar y la coma después de los gramos, el
namero de estos sera 8)68,05; qué niimero de metros constituiran
3 Km., 2 Hm., 8m., 9 nm. y 6 cm. ?faltan los decimetros y de-
cimetros, que sustituidos con ceros dan 3208°096 ms.

4."  Las unidades superficiales y cubicas que se presenten en
forma compleja se reducen & incomplejo eseribiendo las cifras 4
continuacion nnas de otras si por cada orden superficial hay dos
y por cada uno de los citbicos tres, 6 completando estas con los
ceros necesarios y poniendo la coma en el lugar correspondiente
4 la denominacion del incomplejo.

Ejemplos: ;Cuintos metros cibicos compondran 6 Hm.?, 28 Dm.?,
b13 dm.® y 72 em.*? Observemos que en los decametros falta una
cifra, en los metros tres, y en los centimetros una, luego ponien-
do los ceros, seran 6028000513072 m.?, ;Qué metros superficiales
compondrin 28 Am.%, 5 Dm.%, 3m.”, 17T dm.? y 5 cm.??: falta una
cifra en los decimetros, metros y centimetros, supliéndolas con ce-
ros, seran: 2805031705 m.*?

5. Se reduce & complejo un incomplejo de longitud, peso 6
capacidad separando sus unidades de diversos 6rdenes y asignéin-
dolas la denominacion correspondiente.

Agf: 32728456 m.=3 Mm. 2 Km. 7T Hm. 2 Dm. Sm. 4 dm. y 5 cm.

246953 litrs.= 21K. 4 HIl. 6 D¢. 9 1. Hdl y3el.

6.* Se reducen 4 complejo los incomplejos superficiales 6 de
volumen separando agrupaciones de dos 6 tres cifras y ddandolas
la denominacion correspondiente & su orden.

Asi: 589624635892 m*=05689 Dm®, 624 m?, 635 dm®y 892 e¢m?.
26904280624 m*=:2 Mmn?,==69 Km?, 4 Hm?, 28Dm®, 6m* y
24 dm?.

OPERACIONES CON LOS NUMEROS CONCRETOS

Adicion. Siendo la homogeneidad el caracter distintivo de la
suma, es aqul aplieable cuanto acerca de esta operacién hemos
dicho antes al tratar de los niimeros enteros y fraccionarios.

Los sumandos pueden estar expresados en forma compleja 6
incompleja, siendo siempre posible reduacirlos & incomplejo del or-
den’en que se desée la suma; pero cuando esta condicion no sea
precisa se conservan en la forma en que se den, procediendo con
arreglo 4 la siguiente regla prictica:

Para sumar niimeros concretos se colocan unos debajo de
otros, de modo que sus diferentes especies de unidades ofrezcan
leuulumhd en cuanto 4 su colocacion, se principia la operacion
por la columna de ¢lase inferior, e\tm} endo de la suma de ca-
da colunna las unidades que I'esulten del orden inmediato supe-
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rior que se couservan para agregarselas eportunamente y eseri-
biendo debajo de aquella las sobrantes de dicha extraceion, pro-
cediendo de la misma manera hasta haber sometido i la opera-
cion los diferentes 6rdenes de unidades contenidos en los suman-
dos.
La operacion se dispone de este modo:

(1) ) 235845 metros
24 dias 8 horas 7' 15* 32346 .«
T e e 728266 «
6 ¢ 2 26534 6443 «
30 dias 14 horas (76) (68) 3183°491 metres
5 7 16¢ 8¢«

Sustraccion.

El caracter especial de esta operacion consiste en descompo-
ner un nimero concreto (minuendo) en dos partes homogéneas
con aquél y entre si (sustraendo y resto 6 difevencia).

Los términos de la sustraccion pueden estar expresados en
forma compleja 0 incompleja, pero siempre es factible su reduc-
cién 4 incomplejos del orden en que se guiera la diferencia; no
obstante si se desea conservar la forma compleja, puzde aplicar-
se la siguiente regla:

Para restar dos niimeros concretos se colocn el sustraendo de-
bajo del minuendo cuidando que se correspondan las unidades de
cada orden, se restan estos empezando por el inferior, como si
fueran abstractos, y si en alguna de estas operaciones faera el
sustraendo mayor que el minuendo, se toma una unidad del or-
den inmediato superior descomponiéndola en sus eqguivalentes
del que se considera, teniendo presente que hemos de disminuir
dicha unidad al operar en su respectiva columna. Ejemplos:

24 quintales 2 arbs, 17 libs. 9 onzas 684,85 Kgs.
s « Wl IS — 96'418 «
8 « L SR T i TR SRR 687932 «
30 dias— 19/, dias = 30 dias — (19 dias y 18 h.) = 10 dias y 6
horas.

Multiplicacion. Esta operacion referida & los nimeros concre-
tos se propone hallar el equivalente de cierto numero de unida-
des, conociendo el de una unidad y el namero de estas. Es claro
que para llevar 4 cabo la operacion no hay mas que recordar
que el producto se forma del multiplicando, como el multiplica-
dor se compone de la unidad, de lo cual resulta que el multipli-
cando debe ser siempre el equivalente de la unidad conocida,
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pues & su especie ha de referirse el producto, y el multiplicador
es el niimero de unidades expresado en incomplejo del orden a
que pertenezca la unidad dada.

Por no hacer mds complicada esta operacién, que en si es sen-
cilla, no vamos & considerar los casos de mull;iplicau'-mcon_lple;as
6 complejos, pues reducidos 4 incomplejos sus términos siempre
es posible transformar el producto en complejo sometiéndole &
los principios que ya nosson conocidos. :

Razonemos la multiplicacion en este ejemplo: Por una fanega
de trigo nos ofrecen 8 arbs., 61ibs. y 9 onzas de garbanzos, que
cantidad de estos nos daran por 3 cahices, 4 fanegas y 8 celemi-
nes? Siendo 3 arbs., 6 livs. y 9 onzas el equivalente de la unidad
actuara de multiplicando y el multiplicador sera 3 cahices, 4 {a-
negas y 8 celemines reducido 4 incomplejo de fanega que es la
espacie correspondieate & la unilad. El multiplicando puede re-
ducirse 4 incomplejo de onza y la operaciou se indicara y reali-
zara del modo siguiente: &
(3 arbs. 6 libs 9 onzas)(3 cahs. 4 fags. 8 clms.)=1305 onzas 75

mr,;iﬁ onzns—_-.iifl-g—m onzas=2398 qqs. 2 libs. 8 onzas.

La costumbre generalizada de tomar en la practica como
multiplicando el nimero de unidades y como multiplicador el
equivalente deuna, se basa en que siendo conocida la especie
del producto, se consideran los factores como ntumeros abstrac-
tos en los que sabemos que el orden en que se tomen no afecta
al valor ni & la especie del producto. Asi cuando deseamos saber
cuanto valdran 835400 Kgrams de una sustancia cualquiera cu-
yo precio es 145 ptas. el Kg°. se suele tomar como multiplicans
do el niimero de Kilogramos, no debiendo ser asi, pues el produc-
to y el multiplicando han de ser homogéneos, pero sabemos des-
de luego que el valor de los citados Kilogramos ha de ser un ni-
mero de pesetas y céntimos que lo mismo puede obtenerse multi-
plicando 835400>< 145 que 145 por 835400, aunque esta segun-=
da forma sea la racional.

Division.

Dos problemas podemos resolver en la division de concretes,
el primero, invers) del que hemos estudiado en la multiplicacion,
se propone darnos & conocer el equivalente de una unid «d, cuan-
do sabemos el de varias y el nimero de ellas; el segundo, deri-
vado tambien de aquel, nos facilita el medio de hallar las unida-
des 4 que equivale un valor dado sabiendo el precio de una uni-
dad, i
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En el primero como en el segundo es dividendo el equivalente
de las varias unidades, el divisor en el primero es el numero de
unidades, mientras que en el segundo es el equivalente de una
unidad y puede fundamentarse el razonamiento en ambos casos
considerando esta operacién como inversa de la anterior y rela-
cionando el producto que hace de dividendo, con el divisor y co-
ciente que son sus factores

Vamos # realizar algunos ejemplos de las dos clases,

1. Hemos adguirido en 34220 ptas. 236 metros de tela: 4
qué precio nos habra resultado el metro? Se comprende que
34290 ptas. equivalente de los 236 metros ha de ser el dividendo
y este altimo nimero el divisor y que la operacion se reducira 4
hallar el cociente (34220 : 236), que és 1°45.

2.° Sipor 3 arbs,, 4 libs. y 8 onzas de una sustancia nos han
dado 6 moyos, 9 cantaras y 3 cuartillas de liquido cudnto co-
rrespondera & 1 libra?

El dividendo sera 6 moyos, 9 cairtaras y 3 cuartillas, el divisor
3 arbs , 4 libs. y 8 onzas expresado en incomplejo de la unidad li
bra y el cociente sera el valor de esta. La operacién se dispone
y efectiia de este modo:

/6 moyos, 9 cantaras y 3 cuartillas):(3 arbs. 4 libs. y 8 onzas)=

: : 1801, 124 ¢ | ;
423 cuartillas: —= libs. =550
85 :
15 cuartillas.

PASAR DE LA CAPACIDAD AL VOLUMEN 0 AL PESO.

g Cuartillas = 1

(5] 3 =
— ¢uartillas =9

cantara 1 cuartilla y

Al tratar de los nimeros métrico decimales, dijimos que el li-
tro era un cubo cuya arvista era el decimetro, cualguier niimero
de litros de capacidad equivaldra & igual nimero de decimetros
ciibicos y por lo tanto un metro ciubico serd la capacidad de mil
litros es decir un kildlitro.

Bsta sencilla relacién nos permite resolver con suma sencillez
los problemas de la capacidad refiriéndolos al volumen, ¢ inver-
samente el volumen de una basija de capacidad conocida.

Si tuviéramos un tonel cuyo volumen fuera 1164 m* y desedi-
ramos saber el niimero de litros que podia contener bastaria
convertir 4 aquel en dm?® para lo cual no hay mas que suprimir-
le la coma y agregarle un cero y el ntimero resultante 11641 re-
solveria li-cuestion.

El gramo deciamos que era lo gue pesaba en el vacio un centi-
metro cibico de agna a4”, centigrado, que es cuando el agua al-
canza el masimun de densidad, y como nun dm.'=1000 c¢m.?, el



peso de 1 dm.? de agua serd aproximadamente 1 kilogramo y el
de 1 m.* 1000 kilogramos 6 sea una tonelada.

Para iguales volimenes la relacion entre el peso de un cuerpo
y el del agua se llama densidad de dicho cuerpo. Si pues repre-
sentamos por pypor ¢ elpeso y'elvolumendel agua, sabemos que

P —=1,llamando P al peso de otro cuerpo V& su volumen y D & su
o

densidad g*--*D, de donde se deduce que P=V. D, es decir que ol

peso de un cuerpo es el producto del volumen expresado en cm.’
por la densidad expresada en gramos. De la relacion anterior

3 P . St
también se deduce que =V, esto es, que el cociente de dividir

el peso de un cuerpo cualquiera por su dengidad, expresados am.
bos en gramos, da el volumen del mismo en centimetros citbicos,

CAPITULO 18.
RAZONES Y PROPORCIONES.

Se llama razdn la relacion que liga & dos cantidades de la mis-
ma especie 6 al cociente indicado de su divisién, La primera de di-
chas cantidades se llama antecedente, la segunda consecuente y
ambas términos de la razdn.

Se expresa una razon escribiéndola en forma de fraccion 6 co-
ciente, poniendo como dividendo 6 numerador el autecedentb y

como divisor ¢ denominador el consecuente, .1.51 6 A B, son

razones y se léen A. es &4 B.

Teorema |.° La relacion que liga d dos magnitudes de la misma
especie es igual d la que existe entve los nimeros que las miden
cuando se comparan con una tercera tomada como unidad. Sean P,
y Q dos magnitudes, elijamos U. para su medida y sean p. y g.
los niimeros que expresan las veces que U. estd contenida respec-
tivamente en aquellas.

Toda magnitud es igual & la unidad de su especie multiplicada
por su medida, asi, una pieza de tela siempre sera igual & la lon-
gitud del metro por el nimero que indique las veces que éste se
halla contenido en aquella.

v.p)

Luego seran y dividiendo miembro & miembro las

Q U

! S 08
dos igualdades: Q"'{’T‘E y simplificando esta segunda fraccion
P ' S :
0= f_:, que demuestra la proposicion,

et b .



—_— 114 -—
Para obtener una razon igual & otra conocida basta multipli-
car 6 dividir los términos de esta por una misma cantidad.
Cuando varias razones tienen un mismo valor sin que sus tér-
minos sean idénticos se dice que forman una série de razones

e AaliaEd B O - :
guales. Asl: p=p=p =;=... son una série de razones iguales en

a5 | ue se verifica constantemente que %g%'ﬂ%:g:g:' .
lo que traducido al lenguage vulgar nos dice, que en toda série
de razones la suma de antecedentes guarda con vespecto « la de
los consecuentes la misma velacidn que cualquiera antecedente con
su consecuente.

La igualdad de dos razones forma una proporeion, (1) Ha-
mada tambien igualdad fraccionaria por la manera de repre-

- - A (} - -
sentarla, pues se suele escribir =55, si bien muchos autores

conservan la costumbre de unir las razones por medio de cuatro
puntos, simétricos dos a dos, de este modo A:B::C:D. En ambaos
casos selée A es d B como Cesd D, 6 A partido por B igual da C
partide por D,

Cualquiera que sea la forma que se adopte para representar
las proporciones se denominan términos extremos el antecedente
de la primera razin y el consecuente de la segunda y medios el
consecuente de la primera y el antecedente de la segunda. En

g L Nl VR =
las proporciones: = -6 45:5::36:4, 45 y 4 son los extremos y
by 86 los medios.

Cuando los medios son iguales la proporcion se llama continua
v el término igual medio proporcional. En la proporeion: 44:20::
20:10, 20 es el medio proporcional entre 40 y 10. La proporeion
continua se escribe abreviadamente <=10:20:10, que se lée como
40 es d 20 es d 10,

Teorema 2.° En toda proporcién ¢ igualdad [raccionavia el
producto de los téyminos extremos es igual al de los medios. Sea

- B MO K 4
la proporcion =", reduzcamos las dos razones & un denomina-
: : A an  bun
dor coman y se transformard en - = y como cuando dos frac-
ciones iguales tienen el mismo denominador la ignaldad de sus
numeradores es evidente; a.n=b.m, ros prueba el enunciado.
Reciprocamente. Si cuatro nimeros son tales que el producto de

dos de ellos es igual al delos otros dos, con ellos puede formarse

(1) Algunos antores la desigpan también con el nombre de equicociente O pro-
porcion geométrica y llaman proporcion aritinctica 6 equidiferencia d la igual-

dadde dos diferencias.
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wna proporeion o igualdad fraccionaria. (1) En efecto si 14x3=
7<6, dividiendo los dos miembros de la igualdad por 73<3, se

143

» H b 7 KG td H HH Ll « rs . 1 14——
verificard que —=-"5 y simplificando ambas fracciones. =

—: nos di la proporcion.

Consecuencias. 1.* Que aunque se cambien de lugar los tér-
minos de una proporcion ésta subsistird siempre que se verifique
la igualdad del producto de extremos y el de medios.

2." Que en la proporcion continua el producto de los extre-
mos es igual al cuadrado del término medio.

3.* Que un extremo sera siempre igual al producto de medics

R 5 - LI
dividido por el otro extrenio. Porque siendo en la proporcion ;=
m bim, bym

y s n=b min———0n—
4] n n

4."  Que un medio serd siempre igual al cociente de dividir por
otro medio al producto de los extremos. Pues siendo a.n=b.m.

a.mn a.n

B =

i Y b

0. Que en la proporcion coutinua un extremo sera igual al
cociente de dividir el cundrado del término medio por el otro ex-
tremo, y el medio es igual & la raiz cuadrada del producto de los

n

) a m 4
extremos. En efecto siendo =, es evidente que m*=a.by m =
2

i
=

La operacion de cambiar de lugar los medios de una proporcion
se llama altenar y no varia el valor de aquella y denominamos
invertir al acto de pasar los antecedentes 4 consecuentes y estos
al lugar de aquellos. Alternando ¢ invirtiendo en orden sucesivo,
se pueden deducir de una proporeion, ocho iguales.

Senildsy 1163

) : m?
abéa=yyb=

alternando 14 : 6 ::7 :3 | al invertir esta tltima se obtiene la
invirtiendo 6 :14::3 :7 | primera. Obsérvese que en todas
alternando 6 :3 ::14:7 | ellasse verifica que 14><3=T <6,

invirtiendo 8 :6 ::7 :14 Teorema 3.° Una proporcién en

alternando 3 : 7 ::06 :14| la que sea fraccionario alguno de
invirtiendo 7 :3 ::14:6 | los términos, se podrd expresar en
alternando 7 :14::3 :6 | formun entera suprimiendo el deno-
minador de aqudl y multiplicando d los demds por dicho deno-
minador.

(1) En adelante prescindiremes del nombre deigualdad fraccionaria aungue
1o wa perfectamante aplicable cuanto acerca de las proporciones vamos 4 decir
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En efecto, esta operacion equivale & multiplicar por un mismo
nimero las razones que forman la proporcién, con lo cual esta no
> ¢ b
varia porque aquellas tampoco sufren alteracion. Asi a: Loim:n,

ge transformaena.c:b::m.c:in.ec.

Teorema 4.° Si muh‘iplicamos ordenadamente los antecedente-
y consecuentes de dos proporciones, los productos obtenidos gquar-
dan proporcion.

43122 11}

8 o T :
=i'1( multiplicando miembro &
015 1o} miembro estas dos igualda-

. 8
Sean { o4 . 9
= | des resulta una nueva igual-

0
9, 2 S ¢ 2y
dad, en la que-: A ;;=ﬁ— %2, es decir, %‘;ﬁi?,wx%:zﬂxﬁ::
225<12 1 11<3, 6 sea 192 : 24 : : 264 : 33 que es verdadera,
Corolario 1.° Sise dividen ordenadamente los antecedentes y
consecuentes de dos proporciones los cocientes guardan propor-

8 22
e 4 2
cion. Vimos antes que ’ 1o enlas que dnldiendo b
\
12, 8:24 22:12 8x6 2%
-3 O4g—u.s Y también o 11~<"l)

Corolario 2.° Formando cuatro nameros proporcion, sus po-
tencias 6 raices de igual grado tambien la formaran. En efecto,

a!n cm ‘il ‘.I'I_
ie A% mIC- A ir—=7—106 la= |c queeslo
siendo b h) (d) je8 detd pm—dm’ Iy 1-"'51'q
I -

|z e
mismo que e .

n 'I'I.'_

Vi -V

Teorema 5.°  Si dos proporciones tienen una razén comin con
las ofras dos razones puede formarse proporveion.

8 ‘~”  como dos cosas iguales &

Sean |8 una tercera lo son entre si,

14 ::22:11 \
1922 :11::30: 1 ;éf

.-153 "‘"l

30
~——1—D, seglin queria demos-

trarse.
Corolario. Cuando los antecedentes ¢ consecuentes de dos pro-
porciones son iguales, con los otros términos se forma proporeion.

259582

« 4 :
Dean: 45 6+ =00 3k alternando en ambas, se convierten en



l‘?~2:32 :9: 4| de donde, segin lo. demostrado en el teorema
45:20::9:4 ) anterior, 72 : 32 : : 45 : 20. Si las proporciones
hubietan: alio: 75:95::24:8 |alternando [ 75:24::25: 8
"175:15::24:4'8/enlasdos: | 75 :124::15: 48 |
de donde se obtiene 25:8::15: 48, :
Teorema 6.° En toda proporcion se verifica quela suma
0 diferencia del antecedente y consecuente de la primera ra-
z6n es 4 la suma 0O diferencia. de iguales términos de la
segunda, como el antecedente ¢ consecuente de la primera
son al antecedento 6 consecuente de la segundd. Sea la pro-

_ 52
pore¢ion 9 7, sabemos que sumando 6 restando una misma can-

tidad & los doa miembros de una igualdad esta no altera, luego

72 729 =4
—q—_l_%:tl yefectuandolasoperacionesindicadas: e

o 9 4 L
29 '9
en las que alternando:

v
39=+4 4 y como en la Proporuén pri-

9
mera, después de alternar se tiene = vemos que 32:1:4-—52—-

.-52 4
;-, que demuestra el enunciado.

Corolario. En toda proporcion la suma ¢ diferencia de los an-
tecedentes partida por la suma 6 difevencia de los consecuentes es
igual d wn antecedente partido por su consecueute. En efecto, en

i I 32 .
la proporcion g==1, alternando 7=y y segin lo demostrado en
3216 32 18

el teorema precedente T Wt que prueba la proposicion.

Consecuencia. Tanto en el teorema anterior como en el coro-
lario puede observarse que si separamos la suma de la diferencia
y se alterna despueés la proporeion que resulta de igualarlas, se
obtendra 1.° que la suma de antecedente y consecuente de la pri-
mera razon es & su diferencia, como la suma de antecedente
y consecuente de la segunda es & su diferencia; porque siendo

7249 72 7249 729
7949 7\ i [ que forman la propormén Wi sy en la
— e 5 s
32k4 B 'é‘i_i :, que alternando se tiene ffg g:"'i, 2° que

la suma de antecedentes es & su diferencia como la suma de con-

secuentes es &4 la suya, pues por ser

216 b E
g+ Separable en las dqs
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S Si 4’_5 sera:
pruporciones 216 @ 3'2+lb 13_15 ’ 52416 844
: {_3—4 =2V e s yaiternando. T

Los valores que hemos sometido 4 las transformnuunes de la
proporcionalidad dependen constantemeute de las magnitudes en
que se originan, y para establecerlos es preciso conocer de ante-
mano el sentido de dicha proporcionalidad.

Se dice que dos magnitudes son directamente proporcionales,
cuando varian en la misma relacion, es decir, que el crecimiento
¢ disminucion de la una supone alteraciones iguales en la otra,
por ejemplo: las distancias recorridas por dos moviles, en un
mismo tiempo, son directamente proporcionales i sus velocidades,
porque el de mayor velocidad recorrerd mayor distancia. La obra
realizada, en un tiempo determinado, es directamente proporcio-
cional al nimero de operarios que 4 ella se dedican, porgue ma-
yor nimero de operarios produciran mayor trabajo. Por el con-
trario, dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando
varian en sentido contrario, es decir, que el aumento de la una
lleva consigo el decrecimiento de la otra. Por ejemplo: Para un
nmismo espacio, los tiempos empleados por dos moviles en reco-
rrerle son inversamente proporcionales i sus velocidades; por-
que & mayor velocidad corresponderd menor tiempo invertido en
‘el recorrido. Para una obra determinada, el niimero de obreros
que la realizan es inversamente proporcional al tiempo que en
hacerla inviertan, porque aumentando los obreros tardarin me-
nos tiempo en concluirla.

Llamamos valores simultaneos de dos magnitudes 4 los que se
verifican al mismo tiempo; cada série de valores simultineos de
dos 6 varias magnitudes propias pueden provenir de compara-
ciones distintas.

La demostracion cientifica de los principios antes entmeciados
para reconocer el sentido de la proporcionalidad, se explica en
el teorema siguiente.

Teorema 7.° Cuando dos magnitudes son directamente propor-
cionales, se reconoce, en que al multiplicar wun valor de una de
ellas, por cualquier nitmero, su simultineo de la otra queda tam-
hién mtattsplacado por el mismo nivmero, y si aguellas son inversa-
mente proporcionales y al valor de una de ellas se le multiplica
por un nimero sw simultdneo de la otra magnitud queda dividido
por el mismo nitmero.

Sean A y B dos magnitudes a‘ y a‘*‘ dos valores de la primera
que se verifican simultineamente con los b‘y b‘‘ de la otra,
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siendo couellas divectamente proporuonales se podré ebtableoer

s bnl
que_,=j: ¥ si suponemos que c==m, 6 que a‘‘=a‘m, ;- tam-
bién sel‘a'l igual & m y por LOHSIgUlCBtO b =b’.m,

Pero si suponemos que fueran las magnitudes inversamente
o bi i it
proporcionales ]a relacion serin a' =y 8l ::Hmda ==ASm)
Lt .
]-:——m b‘=b*“.m y b“=b‘:m.

El reciproco del anterior teoremu es cierto, porgus si:

\ a‘‘=a‘.m ? z:l:n] ( ‘.L_-.__I £t

)

Yy por el contrario, siendo

) £y ; [ant a’ Iy
| b=b‘m ) L =m \ '
L et &
8 =a".m i — =—1n ‘ SR L2
o ¥ o= que da d conocer en los dos ca-

b*
1j——1’1] I :
sos que las magnitudes varian en la misma relacién é en relacion

distinta siendo dll‘L(.I:d. 6 inversamente proporf_loud[eb

[

o A bt
Las relaciones . =) (ransformable en }. r Y ].L =paenla

que a‘*“. b =a*.b* nos dicen que en las mugmtudca dlleutamente
proporcionales la relacion entre los valores simultaneos es cons-
tante v en las inversamente proporeionales el producto de dichos
valores simultdneos es también constante.

‘=Db'm ?

Rezlade tres.

Entre las mds importantes aplicaciones de Lvproporcionalidad
fizura indudablemente la que con el nombre de regla de tres 6 de
oro se da & conocer en las aritméticas y tratados de calculos
mercantiles.

El objeto de estaregla es la resolucion de los problemas relati-
vos a las magnitudes proporcionales,

Re divide en sinple y compuesta, segin que sean dos 0 mas de
dos las especies que se relacionan, en el primer caso basta para
soluc’onar las cucstiones una sola proporcién, en la segunda
hay que plantear dos 6 mas proporciones.

Debe su nombre & que se dan conocidas tres cantidades para
hallar la cuarta (incognita 6 desconocida) en funcién de aquellas.

La regla de tres simple se subdivide en directa 6 inversa, con-
forme a la especic de plopmcmnahdad que una & las magmtu-
des.

Teorema |.° En toda regla de tres simple directa, e& calor c_l_es_—.
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conocido de una magnitud se obtiene multiplicando el valor cono-
cido de la misma por la relacién que existe entre el nuevo valor
y el que antes tenia la otra magnitud.. Sabemos que cuando dos
magnitudes M y N son directamente proporcionales la relacion
entre sus valpres simultineos es constante. Bajo tal hipotesis si
llamamos m‘ y n* dos de dichos valores y queremos hallar el co-
rrespondiente & M, cuando n‘ cambia en n*, representandole

- ik
por X, se puede establecer que m%——*:‘ en cuya proporcion: x=
n* :
m‘.;, conforme al enunciado.

Teorema. 2.° En toda regla de tres simple inversa, el valor des-
conocido de una magnitud se obtiene multiplicando el valor conoci-
do de la misma por la relacion que existe entre el valor que antes
tenia y el actuol dela otramagnitud. Cuando dos magnitudes PyQ
gon inversamente proporeionales el producto de sus valores gimul- -
taneos es constante, si pues representamos por pf, y p* los valo-
res de la primera y q° y x los de la segunda, se verificard que p‘.

¢ ok .
(‘=p‘‘ X y en esta igualdad x =p‘£--=_—q‘:;.,‘ segin hemos dicho
en el enunciado.
Ejemplos. Una locomotora recorre 15000 metros en 60°
cudnto tardari en atravesar una distancia de 2000 metros? Para

dspacio ilimitado y velocidad constante el camino recorrido es.

directamente proporcional al tiempo empleado, Iuego} 1113:%
oy 2000

de donde x==60';-=8"

45 obreros tardan 90 dias en realizar una cierta obra, emplean-
do 60 obreros scuanto tiempo tardarian en hacer otra obra igual?
Para un trabajo determinado los hombres y el tiempo estan en
relacion inveérsa, luego %J= i) x:BO,—if)::ti'F d- y:12°h:

Hay otro procedimiento para resolver los problemas de la re-
gla de tres, conocido con el nombre de método de reduccion dla
unidad, fundado en que cuando estd determinado el valor de una
unidad es facil de averiguar el de un nimero cualquiera de uni-
dades homogéneas con aquella De la manera de proceder en él
nos dard idea la resolucion de los problemas siguientes:

1.° 8i 10 obreros fabrican en una semana 85 cajas Jcuantas
haran 25 obreros en igual tiempo?

Resolucion: Si 10 obreros hacen 83 cajas, un obrero en el mis-

: . ok e FLER VT
mo periodo de dias hard 5 cajas y 25 obreros haran 5<25=212
tajas y media.
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Sabiendo que 22 hombres han tardado 20 dias en realizar un
trabajo determinado, averiguar el nimero de dias que tardaran
8 hombres en hacer otro trabajo igual.

Si 22 hombres tardan 20 dias, un hombre tardara 20 veces mas,

e 6
esto es 225<20 dias y 8 hombres empleardn '—“?'—' dias= b5 dias.

La regla de tres compuesta se aplica & la resolucion de pro-
blemas en que entran mas de dos especies proporcionales.

Para resolverla desde luego basta examinar sila proporcionali-
dad que liga & la especie de la incognita con las otras dadas es
directa o inversa, multiplicando el valor conocido de la especie
de la incognita por las relaciones de los nuevos valores 4 los que
antes tenian las magnitudes directumente proporcionales y de
los valores anteriores & los nuevos las inversamente propercio-
nales.

Ejemplo: 16 hombres en 29 dias han abierto una zavnja de 124
metros de longitud por 9 de profundidad y 4 de ancho; se desea
saber los dias que tardaran 20 hombres en hacer otra zanja de
150 metros de largo por 7 de profundidad y 6 de ancho.

El planteamiento se hace de este modo:

Especies. hombres dias ms. long. ms. ancho ms. profund.
I.°* Valores simultaneos. 16 20 124 | 9
- N T 8 id. 20/ X 150 6 7
Proporcionalidad entre hombres y dias inversa, entre dias y
- g (LA 54 A T 28 16X 15X GxXT
trabajo directa, lnego x==29. TS T TR B Rt~ v T TRy T T
MO )
AR 3b dins. - -

T ambién puede resolverse la regla de tres compuesta estable-
ciendo las diversas proporciones & que darian origen las reglas
de tres simples que contuviera, suponiendo en el planteamiento
de cada una las ofras condiciones comunes, La incognita de la
ultima propoicién seria la verdadera solucién del problema y
para hallarla pueden seguirse dos caminos distintes, uno noinves-
tigar el valor de las incdgnitas accidentales que se introdugeran
v que al multiplicar las proporciones se destruirian y otro ir ha-
lando el valor de dichas incdgnitas ¥y sustituyéndolas sucesiva-
mente hasta Hegar al deseado.

Aplicando ambos medios al ejomplo antes resuelto diriam os:

1" Si 16 hombres hacen nna zanja en 29 dias sénanto tarda-

¥ ol p g AN L
rian 20 hombres en hacer otra igual? 54

oy
2.% En ydias se ha becho una zanja de 124 metros longitud
: - IR i LR
sendnto se tardard en bacer otra de 1507 5 =
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3.2 Enzdinsse ha hecho una zanja de 4 metros ancha scadntos
. v gl m
emplearan en hacer otra de 6 men‘os.‘{-—:;.
4. Fn u dias se ha constrnido una zanja de 9 men'ots de pro-

. [ . X
fundidad scudnto tardardan en hacer otra de 7 metros? {-,—u

Multiplicando ordenadamente las cuatro proporeiones, se nene :

‘lln 1530 6 SR b I 16 1570 % e
ST Y S esdedit 5y -_.F‘zw""
1f- %7 .
donde =29z ],j =02 1D,

El segumlo prouecllmwnto i que antes nos referimos consis-
te en hallar el valor de y en la proporeién primera, sustituirlo en
la segunda, despejar en este el de z, sustituir este en la tercera,
en la que se encontraria el de o, que en la cuarta servirvia para
hacernos conocer el de ..

Cualquiera de estos procedimientos ofrece menos veutajas y es
mas expuesto 4 errores v mas lento que el primero que explicamos.

El método de reduceion & la unidad, aunque también es aplica-
le 4 la regla de tres compuesta, ez muachs mis leato en su desi-
rrollo ¥y no ofrece ventaja de ningin género, por cuya razon omi-
timos su exposicion.

CAPITULO 19.

PARTICIONES PRDJ23I0NALES, RZGLAS DZ COMPANIA,
INTERES Y FONDOS PUBLICOS.

Dividir un nmero en partes proporeionalez & otros dados, es
descomponer el primero en nimeros tales que la relacion que
guarden con los dados sea constante,

El repartimicnto proporcional de una cantidad en orden & otras
que le son afines es el fundamento de la regla de compaiiia.

Teorema. Una cantidad se reparte proporcionalmente @ varios
nimeros dados multiplicando aguella por las relaciones que ten-
ga cada uno de losninzros con la suma de todos ellos.

Vamos & repartic el nfimzeo 72 eapartes proparcionues 4 7,
8y 9. Rapresentemas por ¢, y y zlas partes correspoadisntes &

( X+y-bz =672, porque
dichos nimeros v deberd verificarseque | = v el toto
( T8 e esigual
4 la suma de Ias partes, y como en toda serie de razones la suma
de antecadentes es respacto i la de cons2cuzntes como un ante-
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— ]23 S
g e P A S B o
cadente es & su consecuente: g = 7= g—y* Isualando cada

razon con la privieva, después de sustituir en esta en lugar de
x-+y-z su valor 672, se tendra:

672 Bi2xT 1

e - X 1t e —pg T y_o2 — 7y
a7 o0l ques X=rrry =672 (s = Y
8 612z 9
S I W W i e e s Ly I G
=012 5\ Trag9— 9 20 2 Tey

De cuyas igualdades deducimos los tres valores desconccidos,
x=196
siendo : y=224 x4 yv-+2z=072, que demuestran el teorema.
z=252

Si los nimeros en quien hubiera de repartirse la cantidad fue
ran fraccionarios se podrian reducir a4 comun denominador y
distribuiriase proporcionalmente a los numeradores de las frac-
ciones resultantes, siguiendo el procedimiento antes empleado
con los enteros.

Llamase regla de compaiiia 6 sociedad d la que tiene por obje-
to determinar la ganancia, pérdida o parte del capital que co-
rresponde a eada uno de los individuos que se asociaron para
realizar una empresa, proporcionalmente & los capitales que
aportaron y al tiempo que estuvieron dedicados & ella.

Su fundamento reside en que el que puso mayor capital 6 es-
tuvo en la empresa mayor tiempo corrio riesgos mayores y con
arreglo & ellos debe contribuir & la ganancia ¢ pérdida comun.

Descartado ¢l caso en que los asociados impusieran capitales
iguales y estuvieran un mismo tiempo, porque se resuelve me-
diante una simple division, hemos de considerar los siguientes:

1.°  Que sean ignales los capitales y distintos los tiempos.

2.° Que sean iguales los tiempos y diferentes los capitales,

3.% Que los capitales y los tiempos sean distintos.

1. Cuando los capitales sean iguales la ganancia 6 pérdida
debe distribuirse proporcionalmente & los tiempos,

Ejemplo: Establec:do un comercio el dueiio admitio al afio un
socio que le entrego un capital igual al que empled aquél para
abrir su establecimiento, 2 ailos mds tarde se les unié un tercer
socio entregando un capital igual al que aquellos babian puesto.
Hecha la liquidacion dos afios mas tarde resulté una utilidad de
145 000 pesetas squé parte le corresponderd & cada uno?

El 1.° arriesgd su capital, 5 afios, el 2.° 4 afios y el 3. 2 afios,
$73=00.90910
1

al 2.° 1450005< 55 5

luego les toca percibir il 1.7 1450005 —

5

4|

=52.727'27
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yal 3.7 1450005 =

]
1 =26.863°63
J4-82 el

l-i:nnnnn

2.% Cuando los ticmpos son iguales y los capitales ditfercutes,

la ganancia 6 pérdida se reparte proporcionalmente a4 los capi-
tales.

Ejemplo: Cuatro socios establecieron una casa de banea, apor-
tando uno 30000 pesetas, otro 27000, el 3.° 43000 y el 4.° 20000,
al liguidar se ha tenido una pérdida de 5000 pesetas y deseamos
saber cuanto debe abonar eada uno.

30:000

El 1.°  5000><i55505—1200 pesetas
EL2.° 5000 or—1.125  «
FLB." 50005 o=1.T91,67 «

El 4.° 50003 20-00_g33:33 &
120000 5000 -

3.7 Onando los capitales v los tiempos son distintos la ganan-
cia 0 pérdida debe distribuirse proporcionalmente & los productos
de los capitales por los tiempos. ’

Ejemplo: Tres individuos Iegaron & constituir sociedad en es-
ta forma: el primero aporté 16000 pesetas y estuvo afio y medio,
el 2." concurrid con 12000 pesetas que retird & los 3 aflos y el 3.°
puso 9000 pesetas que retird a los b afios ¢Cndnto debe percibir
cada uno de las 50.000 pesetas que ganaron?

© 50.0005< R ) —11.428%7
SAZio0 11.1J0u><1','g—|-1*3uw><3 +90003<h o
Bl 2." 50.000< Ll 17. 142,86
D e 1600051y 120005<3 +- 900055+ =t

) 900035 e
El 3.7 50.000:< =21.428°H7

]n()nrr <1, —[-1Wlll()><; } -mo <5
50.000°00
Las sumas que figcuran como suma en los ejemplos antes re-
sueltos son la comprobacion natural de las operaciones efectuadas.
Regla de interds.
Se di el nombre de interés al beneficio que reporta un capital
al que le presta & impone en una negociacion durante eierto tiem-
po. La regla de interés resuelve los problemas relativos & éste.
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LlAmase tanto por eiento al interés que en la unidad de tienipo
producen cien unidades de dinero. La unidad adoptada general-
mente como tipo del tiempo es el ailo, fraccionable en 12 meses O
en 560 dias, para los usos melcautllcs

El 1ntmé:, puede ser simple y compuesto: es simple cuando se
considera solo el beneficio que dev enga anualmente el capital, sin
que sufra éste ineremento; es compuesto ¢uando al finalizar cada
afio se acumulan los intereses al capital para que 4 su vez te-
ditaen. i

Las cantidades que entran en la determinacion del interés son
el capital, el ticmpo y el tanto por ciento. La proporcionalidad
que une & los intereses y Lapltalca es directa, la de interesés v
tiempos, tantos por cientos é intereses son directas también. Pue-

den, por consiguiente, resolverse los problemas del interés por
medio de la regla de tres.

Interds simplaoe.

Teatemos de hallar el interés que produacird un capital ¢., im-
puesto al tanto por ciento ¢. durante a. afios. Desde lnego podra
establecerse que si: 100 unidades de dinero en 1 afio producen t.

C: » »° en a. » producirian I.
e C. t 4.0

lnego I=t . {15= o - cuya formula traducida al lenguaje
usual nos expresa que para hallar el interés producido por un
cierto capital, se multiplica éste por el nimero de aftos y por el
tanto por ciento, dividiendo por 100 el producto.

e t...0: il

Si, a=1, I=gz==0. 5> luego para determinar el interés
anual basta multiplicar al capital por el tanto por uno, que cs el
cociente de dividir por 100 el tanto por ciento.

7 n = 5
Si a==; que expresa un niimero cualquiera de meses:

i foinde
= . TR 12 Gema0. b

Tn__— 1060 12100 = 1200

Si, a=y ﬂw que indica un namero de dins.

n
I= .Ejﬁﬁ.(, t.n e, t. <DL
e T =605 1007 86000

De la formula I="" qu -, se deduce que I, 100=t ., a.c, y esta
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igualdad nos proporc¢iona los medios de hallar los valores de
1. 100
=% .a. | cuya traduccion verbal es bien sencilla, y que pueden

L1 [ reducirse también 4 los casos en que sea a=1; 6

e

({-1 _T.10) .= 3@, convirtiéndose en:
t.c.

: 1.1200 L. 36000 |

IS S ) A S . Problemas I.° Se han impuesto
‘t L by s:.rn_; | 8000 ptas. al u por °/, por el plazo
‘J fSamivel J = e ) de un afio Jqué interés nos repor-
- [.1200 : I.86000 / tardn?

m.== n=—

100 ptas. en 1 afiorentan 6 . 50 __ o SN

8000 5 » en» » rentardan \E SHEMI00 8000, “3” =500

0‘06=480 pesetas.
2.° ;Cudnto produciran en 9 meses 1700 ptas. preatadas al 8por”/

100 ptas. en 1 afio producen S
17000 » en 2 » 5 E b8 al:whlz 8_--._1:001}_«: o

12 00 120
1020 pesetas.
Sien lugar L].C huhlémmos puesto *m que expresa los meses

en dias.
8 1T000% 270

I=——=7-—=1020 pesetas.

3.° ¢Qué capital necesitaremos imponer al 12 por °/, para que
nos reate 2500 ptas. al afio? Planteando, sin utilizar la férmula &
pesar de que con esta nos ahorrariamos ol planteamiento, diremos

100 ptas. en l.afio producen 124  ~— ..o 20 o

pesetas. _
4. Hace 8 meses que invertimos 18000 ptas. er un negocio

que nos ha producido un beneficio de 1300 4 qué tanto por cien-
to anual resultard el interes?

- 1200 1300
Por la férmula: t.:mm--—m 83. Por planteamiento
T 10 ¢ R S J 12 103 s -
18000 .. 8...180 ¢ de donde t.==1800 Zx¢ 102 __ 1B0XIN0 _ ;o
3 2 ) = R =108,

5.° ¢(Queé tiempo tardaremos en sacar un beneficio de 1100 pe-

setas & un capital de 30.000 al 12 por °/, anual?

1001, 100 110000 11
a'_:ﬂmxlg B8RO0 96 de afio= 110 dlaS
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Caso particular.

Juando al finalizar el plazo por que estd impuesto un capital se
desean retirar éste y los intereses, bastard acumular estos al capi-
tal ¥ Hamando €. & la suma del c:npitul (', intel eses, :-,u valor sera:

t.a-¢. ¢ J004+t.a.c. (1“1}+t

C=c.tl=Ct—5-=— 1% SN0,

Si conociéramos el capital é intereses y desconociéramos el
capital:

4 ] 2 . 100

C.100=c.{ 100}t .0 Ty G =TT . .

Ambas formulas, que son clil‘eutfuneut.c aplicables, pueden ex-
presarse también en el lenguaje usual. Del valor dela primera
pueden deducirse ademas las correspondientes al tiempo y al tan-
Lo por ciento, que en nada varfan de las obtenidas antes, perque
si bien estas aparecen bajo la forma:

10 E, }Ullll( —a) A i
“ = pr=——— ﬂ como C.=c.+1 y por
joo 1. { ¥ abora son 1,,,((. .y tanto I=C.—c., las se-
f“"=- r'\ o= ﬁ:;uudms son idénticas a

las primeras,

Interds compuesto.

Ya hemos dicho que cuando al capital se le acumulan los inte-
reses para que estos & su vez produzean 6 redition, el interés se
Hamaba compuesto.

Podria hallarse el interés compuesto producide por un capital
efectuindo tantas operaciones como afios durd la imposicion, pe-
ro siendo pesado tal procedimiento, vamos & demostrar que para
hallar el valor de un capital y sus intereses compuestos en un ui-
mero determinado de afios, basta multiplicar ef capital por la po-
tencia de uno mas el tanto por utro cuyo exponente sea el niime-
ro de afnos,

Siendo t. el tanto por uno anual, el interés de ¢, serd al afio
¢.><t.° ¥ sumando este interés al capital, este acumulado con su
interés sera al final del primer aiio C'=c.-}-c. t."=c¢. (14-t.°); es-
te es el capital al empezar el segundo aiio y su interds durante ¢l
e, (14-t.5)t." asique el capital mas el interés serda C.¥=c.(1-}1.")
e (14690 =c. (1 F-t. ) (L4t “)=c.(14-t.4)%, cuyo capital deven-

ga en el tercer afo ¢.(1-4£.°)5t° y acumulandose & aquél C.7=c,

(14602 Fe. (Lt ) 2t = (L -9} 1+ t. =e A8, Férmu-
las que generalizadas para a afios, dan, C.*=c.(14+t.9)%




L e
Cuaido se conociera C.* y se desconociera c., dividiendo los
dos miembros de la igualdad anterior por (1-4t.°)" se tendria ¢.—=

a
F%E'*ﬁ?’ que expresa su valor.

Ejemplos:  :Qué capital tendremos al cabo de dos aiios, pres-
tando 26000 ptas. al 6 por ¥/, de interés compuesto?

C.*=26000 (1-0°06)*=26000 =< 1G6*=26000>< 1 1236=29208G0
pesetas.

sQué capital habra sido preciso imponer para que en 3 afios al
12 por %/, se convierta en H898°50 pesetas.

BSOSO HRUES
C= 'TE_‘—U: ’Tj?_,;u =3860°34 pesetas.
IFondos ptiblicos,

Como aplicacion de la regla de tres se estudian también los
problemas relacionados con los fondos piublicos, con ¢uyo nom-
bre se conoce & los titulos de renta que los Gobiernos emiten
cuando, para cubrir atenciones de importancia, contratan un em-
préstito.

Los titulos de la Deuda 6 papel del Estado representan una
cantidad que se llama su valor nominal: & la cual tiene derecho
¢l que los adquiere, pues como son negociables ¢n las Bolsas 6
establecimientos de crédito, unas veces domina la demanda y
sube el precio de los titulos y otras veces escasea vy baja dicho
precio; las cantidades que en moneda de cuenta se satistacen por
aquellos se Hama valor efectivo. Cambio corriente es el precio &
que se pagan en metalico eada cien unidades del valor nominal.

El precio gque por cada cien unidades nominales fijo el Gobier-
no al poner el papel en circulacion se llama cambio de emision.

La Deuda se divide en amortizable cuando tiene un plazo limi-
tado para extinguirla mediante sorteos que se veritican en perio-
dos regulares (generalmente por semestres) v perpétua cuando
no se le ha fijado plazo de amortizacion. Tante una como ofra es-
tan divididas en scries atendiendo al valor de los titulos y épocas
de las emisiones.

El interés que satisface el GGobierno por eada cien unidades no-
minales se llama tanto por ciento nominal y el que resulta para
cada cien unidades enweetalico se denomina tanto por ciento efec-
firo. '

Las cuestiones que se nos pueden presentar son las siguientes:

1.*  Para hallar el capital efectivo que habra de emplearse
para adquirir un capital nominal determinado, se multiplica el
capital nominal por el cambio corriente ¥ se divide por 100 al
producto.
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Ejemplo ;Cudnto ¢ostardn 50,000 pesetas eén papel amortiza-
ble cuyo cambio estd al 72 pY/,?

}'\' 100 unidades nominales cuestan 72

Planteamiente & i
/90,000 « <« costaran ve

de donde

far=T 23 "“;;'L:M:—_ 36,000,

2% (Cuando se desee saber el capital nominal que podra ad-
quirirse con un capital efectivo conocido, se multiplicara éste por
ciento dividiendo al producto por el cambio.

Ejemplo: Empleando 14000 pesetas al 70°/ ) ¢qué cantidad ad-
quiriremos en titulos de la Deuda?

bR miente (.l.tJH unidades nominales valen 70 efectivas
. \¥n . “ e 14000 «

1K, .
donde vy=100X 0 =20.000 pesetas.

3.4 Stconocemos el valor nominal y el efectivo v deseamos
saber el precio del cambio, bastara multiplicar por 100 el valor
efectivo y dividir el producto por el valor nominal.

Ejemplo: Habiendo pagado 13700 pesetas por 16000 nominales
s edmo nos salio el cambio?

{ 16000 ¢ostaron 13700 100

Planteamiento ¢ _ (x=187005¢ — —
o RO g x 16000

en

o5 R o i o

i.;lﬁll't}l‘mul:'lrs para determinar el tanto %/ efectivo conociendo
el nominal &si como para aplicarestas cuestioncs a la regla de
interés se comprenden facilmente y para el manejo prictico de Jas
operaciones resolveremos los dos ejemplos siguientes:

1.7 Que tanto ¥/, efectivo cobraremos de la deuda amortizable
del 4 7/, habiendo estado el cambio cuando adquirimos los titu-
los al 78.°/,7
75 producen 4 g 040~ o
100 produciran x\~ @ @ Y

2.7 Qué capital habremos de invertiv en titulos de la deuda
del 5°/, adquiriéndolos al 68 p°/; de cambio para tener una ren-
ta anunal de 2500 pesetas.

(i8 p!‘OLll_il'_’(_‘ll O e L:\MI.____I_ W00 _a 1600 pesetas.
¢ producirin 2500 ) ) ]

CAPITULO 20.

REGLAS DE DESCUENTO, ALIGACION y CONJUNTA.

Se da el nombre de descuento & 1 cantidad que pereibe de m e
17
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nos el que presenta al cobro 6 hace efectiva una letra antes del
dia en que vence.

Es costumbre, muy extendida en el Comercio, ln de pagar los
géneros que se adguieren al por mayor, en los grandes depositos
6 almacenes, en un plazo prudencial que suele ser de 90 dias. Pe-
ro cuando el almacenista necesita reunie fondos entrega letras a
los Banqueros para su negociaeion ¥ si estos consideran gue
aquél reune garantias bastantes por su crédito se las pagan anti-
cipadamente v sin perjuicio de devolverle las que no sean admi-
tidas por aquellos sobre quienes van giradas.

Pero asi como el almacenista recibe antes de su debido tiempo
cantidades que manejadas convenientemente pueden reportarle
beneficios, el Banquero d el pangador de la letra se desprende de
un dinero que hasta el cobro de las letras le podrin producir in-
tereses, por cuya causa el primero pierde una parte del valor de
las letras proporcional al beneficio que el seaundo obtendria ne-
gociando su dinero, y que en compensacion recibe éste.

Tal es el fundamento de la regla de descuento, que no ¢s sino
una aplicacion del interéds, pues se descuenta lo que rentaria el
valor de la letra desde el diague se presenta al cobro hasta aguel
en que venee, i un tanto per ¢iento estipuladoy que varia segun
las plazas comerciales,

Las férmulas que hemos deducido en In regla de interés simple
en el caso en qne viniera expresado el tiempo en dias, son apli-
cables aqui, sin mas que poner en lugar del capital el valor no-
minal de la letra, esto es, la eantidad que por ella debe pagarse
4 su vencimiento, y en lugar del interés el descuento, porgue el
tanto por ciento subsiste

oe obtendra pues el descuento comercial de una letra, multi-
plicando el valor nominal de esta por el niimero de dins que se
anticipa el cobro y por el tanto por ciento y dividiendo este pro-
Vi ><p it

36000
cuyo valor se deduce que d.36000=V,.p.t. v por tanto

ducto por 36900; que expresado en formula es: d = ile

]

d'36000 | 1 : :
o i e Este descuento se considera abusivo, porque se

n
Pt Jhace sohre un valor que realmente no tiene lu le-
qt= (] 36000 \tra ¥y ha dado origen al llamado (]e‘-cum]lo mate-
VoD mauLo quese verifica sobre el valor exacto de

4.8C000 la letra y es en su consecuencia la tl:ferenc_m en-
p=-— - trelos valores nominal y efectivo de aquella.
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Para determinar ¢l valer efeetive de la letra se hace uso de la
formula que en el caso particniar del interés simple nos da el vulor

c.=Va.
> © 109 5 j C.=Vn.
del capital, que era: c= . Fin esta se hacen } LB iy se
; | 860 |
: = Vo100 e, 83000
convienten en Ve=="00+1. P = 507 = v como el descuento ma-
340 i

tematico (d.*) es la diferencia entre el valor nominal y el efecti-
V. 86000

¥ e ) 1717 3 8, G l-:‘ _'l:r — e e —
vo, se hallard de da formula=Vy. =V 0.=V, SR

Vi, 860004V, t. 15— Vi 36000 Vi fe e i
e =0 Cierto es que este descuen-
to ¢s menor que el comercial, por tener mayor divisor, pero para
letras cuyo valor no sea excesivamente grande es tan insignifi-
eante la diferencia que, atendiendo & la brevedad con que se ope-
ra en ¢l segundo, se desprecia aquella,

Ejemplo: ¢Qué descuento habia de sufrir una letra de 1400 pe-
setas que se presenta al cobro 60 dias antes de su vencimiento,
con un G por 7/, de dafio,

1400360 6 RRRN L 00 p o e

== THB 00 = pesetas. 'I'.::-u-'.- TR ﬁ:]-:i‘-'ﬁﬁ 1d.—d.f*=14
—13'86=0°14,

Las formulas que antes hallamos para Vo t, y p., nos propor-
cionan los medios para investigar cualquiera circunstancia que
fuera desconocida al negociar una letra, la primera da el valor
nominal, lo segunda el tanto por ciento y la tercera el ntiimero de
dias; hay sin embargo un caso que exige ecaleulo particular, es
este, cuando se desconoce el eapital sobre el cual se ha verificado
un descuento sabiendo el liguido satisfecho, el tiempo que se apre-
cio y el tanto por "/, v para hallar aquél s¢ multiplicara 100 por
la cantidad pagada y ¢l producto se divide por 100 menos la par-
te del tanto por "/, correspondiente al tiempo.

Ejemplo: Hemos satisfecho 12300 pesetas por una letra que se
pagd 60 dias antes de vencer al¥ por ®/ de dafio, ;Cudl seria
su importe?

l'.'l? .N"_'I..f_.].'.,l} 12300 =

X o= 100—8ix ==

A

O Ll i !
N 100= 1248985 pesetas.,
- IR

Itegla de aligacion,

Dos clases de problemas se tratan de vesolver en esta regla; el
primervo consiste en hallar el precio medio de una mezela cnando
se conocen las cantidades que han de mezclarse y sus respecti-
vos precios; en el segundo se pretende descubrir la proporcion en
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que se habran de mezclar dos 6 mis substancias euyos precios
conocemos para que resulte al precio medio fijado de antemano,

Tanto al problema primero como al segundo pertenecen todos
los que por Su significacion les sean similares; tal es determinar,
por ejemplo, la gradaacion media que aleanzard un liquido en c¢u-
ya composicidn hayan eutrado cantidades varias de graduacion
diferente, 6 hallar las cantidades de ciertos liguidos que han de
mezelarse para que resulte el compuesto 4 determinada gra-
duacion.

Problema I.° Se comprende desde luego que el precio medio
que nos proponemos hallar debe ser tal, que multiplicandole por
las cantidades mezeladas dé un total igual al que se obtenga
multiplicando las cantidades por sus precios respectivos; luego
podra conocerse dividiendo @ la suma de los productos de las can-
tidades por sus precios por la suma de dichas cantidades. En
e b. d. f_ las cantidades |y P el precio me-

| p. pfp. preea.. los precios | dio, se verificard que:
Pr. (a.4b. +~Ll+{l.—!—_‘.%=a. p. b pt e plttadi Pttt L
y . pot-b.p.ettpt
60 PR e =

B |emp10. Se han mezclado 95 fanegas de trigo de 12 pesetas con
145 de 4 13 y 342 de 4 11 pesetas. ;i qué precio medio resultara
la fanega de mezcla?

95 fangs. & 12 ptas. valen 1140 pLas, J

efecto se

S : Bl
AR T 7 ?’3?-” 1 fanega valdr :.gu'
:'}42 » {-’l ]_1 W » !;[ []‘) e il
ey ptas.=11%66 pesetas.
582 fangs. . . » G787

Problema 2.° Las cantidades que I| i de entrar 4 formar par-
te de una mezcla son inversamente proporcionales & las diferen-
cias entre sus precios y el precio medio, por cuya razon la canti-
dad que haya de tomarse de cada precio estd expresada por la
diferencia entre su opuesto v el precio medio. Hemos visto en el
problema primero que:

Pm: (b, )=a. p.-+Db. p.*; si suponemos p.>>p.* y desarrolla-
mos el producto indicado en el primer miembro de la igualdad

Pm.gPm. b =aq. p.-tb. p' (y como P.>Pm->>p.¢) Pm-h,—p.‘b
=a. p.—Puwa y b (Pm —p.")=a. (p.—Pm:) y como siendo el pro-
ducto de dos cantidades igual al de otras dos con las cuatro se
puede formar proporeion, ‘si(,nfln medios L l‘-, de un miembro y ex-

Pm.—p* =Po.—p. -
tremos las del otro, == =", de donde |, _ =~ o \ segin an-
tes expresabamos. Pero el pl‘oblcum en (“-st(l‘: {muiiciones es in-

. B
determinado porque la fraccion |~ no solo es igual 4 Ia LR plp
(1}
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no & las que resnlten de multiplicar 6 dividir los dos miembros de
esta por unmismo nittwero. Para que el problema sea deterniinado
necesiti conocerse O una de las cantidades o el valor de la suma
6 diferencia de ellas, vy entonces no habria mas que aplicar el teo-
rema de la propm'.:lmmlulnd que fuera necesario.

Cuando las cantidades que se hayan de mezelar sean mdas de
dos, se combinan entre si, dos & dos los precios que comprendan
al medio dado.

Ejemplos 1.” ;Quéniumero de litros de alcohol de i 60.° habra que
mezclaraotros de 27 paraque resulte una graduacion mediade 35.7

GO 81., Para cada 8 ]m‘oa de &4 60.° hay que mez-
30 [ clar 25 de 4 27.° asi como también pueden
27 25 1.} combinarse los mismos miiltiplos de 8 y 25,

O sus cocientes para igual divisor.

2" Cuantas arrobas de garbanzos de & 14 pesetas arroba ha-
bra que mezelar & otros de 4 9 para que nos resulte la mezela
4 10560, haciendo la mezcela un total de 40 arrobas?

i .
i 1100 ®rb8. L. () g5 150’ 3400 150

0 ( == de donde

9, ... 860 » ¥\ 10 v o=
5 1450 1450 5 40 . '
\ -I:_J:;__- X =—a—==12 arhs ) Luego para 12 arbs, de &
5 50 15040 ‘ 14 pesetas se mezclarin 28
‘ T e S =28 arbs. arbs. de 4 9 ptas. y resulta-

ran las 40 arbs. a 10 a0 pesetas seguu se deseaba.

3. Tenemos alcohol de estos cuatro precios por Hl. 85,
100, 130 y 140 pesetas y queremos hallar las cantidades en que
se deben mezclar para que resulte el HI. 4 120 pesetas.

Precios. ~ Cantidades.
85 20 " Se pueden re-
100 10 J ferir & los miil-
Pm. =120 . tiples 6 diviso-
130 20 res del Hl. asi
140 30 ! como también

pueden tomarse los miltiplos de las cuatro cantidades ¢ sus co-
cientes para un mismo divisor.

La comprobacion de este ejemplo se verificaria del modo si-
guiente:
20 HI, & 85 ptas. valen 1700 ptas.
10 » 4100 » » 100G »
20 » 4130 - » 2600 »
30 » 4140 o» » 4900  »
85 » & 120 » 102000 »

luego es cierta la operacién,
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IRegla conjunta.,

Se llama asi & la que nos ensefia los medios de investigar el
valor de las unidades de una especie determinada por las equi-
valencias que gnardan con otras coneeidas,

Bajo este punto de vista se establecen, mediante ella las rela-
ciones que cxisten entre los pesos medidas, y wonetaviode dife-
rentes naciones y ann las de un mismo pais. Esta circanstancia,
n0s permite tratar en esta lo que algunos autores llaman regla
de cambio internacional, que no es otra cosa que la reduccion re-
ciproca de las unidades monetarias entre plazas mercantiles de
distinfas naciones.

Denominase eambio internacional al premio que recibe 6 des-

cuento que sufre el que reduce monedas de una nacion A las de .

otra. El cambio estd con beneficio cuando Se recibe mayor nime-
ro de unidades equivalentes que las que se entregan, en el caso
contcrario se dice que sufre quebranto ¢ ésté con dafio. :

El cambio estd & la par euando se reducen unidades monetarias
de una & otra nacion sin beneficio ni daiio.

Se dice que el cambio es directo cuando en la operacién no in-
tervienen mas que las dos plazas, la remitente y la aceptante, v
es indirecto cuando hay que servirse de varias plazas mercanti-
les. Si, por ejemplo, queremos pagar una factura en Paris y en
esta plaza se admite la moneda espaiola, con beneficio & que-
branto, el cambio ser# directo; pero si necesitamos negociar un
crédito en Grecia y paraello tenemos que reducir nuestro dinero
4 francos y estos & libras esterlinas para pagar en estas mone-
das que alli circulan 6 reducirlas & dracmas, que son las del pais,
la operacion realizada habra sido de cambio indirecto.

Como la mayoria de los casos en que tiene aplicacion esta re-
gla es para la reduccion monetaria, & esta clase vamos 4 referir-
nos en los problemas, que pueden resolverse con suma sencillez,
bien tengan dos 6 mas especies equivalentes, sin mas que tener
en cuenta que deben relacionarse estas de tal modo que cada
equivalencia contenga su primer miembro homogéneo con el se-
gundo de la anterior y que resulte ser la incognita 6 el primer
miembro de la primera equivalencia 6 el segundo de la ultima,
que deben tambien ser homogéneos.

Fjemplos. 1.° Estando el eambio de pesetas & francos con el
30 p?/, de dafo scudntos francos valdran 915 pesetas?

100 francos=130 pesetas ;K:_]_U_(J_;ﬁ]_n:.n:j?"fii Franes"
915 pesetas=x francos 180 _
2.° A codntos marcos equivaldran 9200 pesetas sabiendo que

'1
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250 pesetas valen 200 francos, 56 francos valen 2libs. y que 12
libs. valen 375 marcos?
xm=H200 ps.
250 ps. =200 i‘rs.g Ll
o6 fr.==2 libs. )Kru—- A0 v.T!r_-.]'_-‘.
12 libs. =370 ni
3.°  Averiguar el cambio i que habrin resultado 16 libras es-
terlinas por las que Lemos abonado 520 pesetas. Las 16 libs. & In

par monetaria valdrian 4 25 1:c~[= B una 400 pesetas, luego
= <100 H2000) .
520:40):: 190 4-x: 100, de donde x=" i lUJ—_ g 0=
130 = 100=230: el cambio ha sido cobrado al 30 p°/, de beneficio
para las libras.

PAR MONETARIA DE ALGUNAS NACIONES
Comparativamente a la espaiiola (excluido el cambio).

1200 3200 < 2% 875
821428 marcos.

VALOR
NACIONES MONEDAS en pesetas
NASTRMIR =4 e el BETRS. . e 1,26
Austria-Ungrit. o0 | Corangy o @ .+ o 1°00
Pelpieae= T r e STRRGe0E e e e 1580
dhf e R A T T BRI, 550 70 A e 200
3P A RS NS B 57" TSt s 100
el ORI § A SR (R
DIHMETATCR: 2 G o ] COTONA e ol 1°35H
Egipto. . . S e el RIS e e s 29
istivdos Lmdm ot e L 1 ) e e T oo
B e AT ST el C P (' 7o i L 1400
(i LA O Sr o I RS USA IB BT T R S R S 1700
Halanda. = . =« + = Florin. e 2400
Inglaterra.. . .« .. .| Libra esterlini.. . 4 25,00
L8 Ty g ey o L o B ) T [ 7 T ! 140
s (U Dol S s Y PR G R 50
Marruecos., . . . . Diastra, i D80
Mejico. - . . o+« Peso: gl oy 540
Suecin y Nomc“ -l EoreR: L G : 1430
157 e T 3 e T o5 Tl 500
Portugal. FCAIR 1§ o5 e g 550
| ST pu e g M SV (S 211 13 VAo N s = 4400
SHE e e T s o AR Eee L R E S LS 1400
Turquia. . . 2 i SERREERRL S 025

Republicas Amuluums s P e A e 500
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APENDICE

CAPITULO 1.

Teoria general de los sistemas de numeracion.

Al hablar de los fundamentos sobre que se establecia la nume-
racion, en el capitulo 2.°, digimos que las leyes i que obedece la
formacion de las unidades numerativas es convencional, si hien
son constantes dentro de cada sistema, una vez elegida la base;
gque ésta daba nombre & aquél y que desde el binario puede con-
siderarse un numero indefinido de sistemas.

Si copservando como fijo el principio de que toda cifra colocada
d la izquierda de otra representa unidades numerativas tantas ve-
ces mayores como unidades simples contenga la base, pretendiéra-
mos formar un sistema de numeracion cuya base fuera b, en el
cnal podriamos establecer arbitrariamente los nombres de las
unidades y nttmeros, la forma que estos y aquellas tendrian se-
ria la siguiente:

Unidad simple...... |—igual para todos los sistemas.

Base 6 unidad de 2.7 orden...h. Las b=—1 cifras primeras serian
simples v podrian representarse por las que se han adoptado pa-
ra el sistema decimal, afiadiendo O quitando, segun fuera b=¢
< 10.

Unidad de 3er. orden...b* - Porque b veces b es igual lrxb_b

¢ ded® id ...0'=Dvecesb’.
w.r de DY L. bi=h e B

Suponiendo que las cifras de este sistema fueran m, n, p, ¢, »,
s, t, u, y tratando de averiguar la forma de un ntimero N>, di-
vidiriamos N:b y 1L*||re~enl.mdo por N el cociente y por g el resto:

N=bh. N'+q. 8i N =0 y Haméimos N* al cociente de Ia divi-
sion de N©entre b, siendo p el resto: N==b. N“-p. Sierdlo N>
y origindndose de la division del primero por ¢l segundo ¢l co-
ciente N“* y el residuo 1. N**=b.N**'--f, Procediendo con los co-

cientes sucesivos dela misma manera y suponivndo gque llegira-
mos & uno Q en ¢l cue Q=50Q s, s siendo Q'<<b, Q* tendria que
ger igual & una de las cifras m, n, Py Byt d(,l gistemia: sea
Qf=n, y el numero N estaria eXpresada buio 1;1 forma:

o
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N=bmn--bo—ls4- . ... -bLt +-h.p+q porque siendo
N=b.N‘+4-q y N'=h.N“f-p, N=b(bN*“+p)-+q=b N "+b p4q
y como N“=b. N+t N=b*b.N“*4-t)-+b p-l-q=b . N*“-L-b*t +b.
p-+q y continuando las sustituciénes, y suponiendo que hubiera
m igualdades hasta la de Q‘=n, se obtendrin la férmula antes
anotada, en la cual g representaria unidades de primer orden; p
de segundo, f de tercero y...... i de-emésimo.

Dos clases de problemas podemos proponernos al operar con
utmeros que pertenezean i sistemas de numeracién diferentes:

1." Dados ciertos niimeros expresarlos en otro sistema distin-
to y 2 ° Operar con los niimeros de cualquier sistema.

El primero vamos  estudiarle dividido en tres partes: 1.* Da-
do un numero de cualquier sistema expresarle en el decimal. 2."
Convertir un nitmero del sistema decimal & otro sistema de dis
tinta base y 3. Pasar de uno & otro sistema un nimero dado.

Problema I.° — 1." Parte. Dado un numero de cualquier siste-
ma expresarle en el decimal.

Cono hemos visto antes, las unidades numoarativas de cual-
quier sistema son las potencias sncesivas de la base. Multiplican-
do pues las cifras que representasen los ordenes de unidades que
el miumero contuviera por ¢l valor de las unidades numerativas
correspondientes, expresadas por una potencia de la base cuyo
exponente seria igual al numero de cifras que sigan & cada
una de las que se consideren, la suma de los productos serin el
nimero decimal equivalente.

Ejemplo: El nimero 54 m 27 n del sistema duodecimal expre-
sarle en el decimal. Admitamos que las cifras del sistema deci-
mal hayan servido para el duodecimal afindiendo m cuyo valor
sea 100y n que valga 11.

anidades;s " = w2 = 1
Las unidades numerativas\decenas by, . . . . — 12
en ¢l sistema duodecimal valeni centenas (b*, . . . — 144
millares (b*). . . . — 1728
Ldecenas de millar (b')  — 20736
RSl RS 11
las cifras que constitnyen el\7.b=7.12—=,, ., . . 8i
hie= 2 = o 2EE
m,b?=10.1728= ..~ 17.2%0
nunero 54 m 27 n valdran ’4 b =4.20736 = 82 944
8, b'=:5.248332-=1,244 160
Inego en el sistema decimal 54 m 27 n="1.344,767

Siel sistema en el cual se diera expresado el nimero fuera in-

|
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" ferior al decimal habria algunas cifras de este que carecerian dé
representacion en anquél. Asien el sistema octogesimal, las eifras
8 y Y no existirian.

2. Parte Convertir un niimero del sistema decimal 4 otro de
distinta base.

Recordando el procedimicnto que hemos seguido para investi-
gar la forma que afectariz un niunero, umlquwl'a que fuera el
sistema de numeracion, al suponer que este tuviera & b como ba-
e, se deduce que bastard dividie dicho niimero por la base, asi co-
mo también & los cocientes sucesivos que se obtengan hasta lle-
gar & uno menor que la expresada base, siendo los restos por el
orden en que se producen de unidades, decenas, centenas...y el
iitimo cociente la cifra del orden saperior del niumero buscado.

Ejemplo: Expresar en el sistema duodecimal el niimero 1344767
del decimal Operarvinmos del modo siguiente:

1344767 | 12 WIS :
El niimero del sistema

12 1 -
1_’}_ 112063, 933812 duodecimal equivalente
"';Lr[.. J“L. 93 778 12 v al 1344767 del decimal

h ) s & = ey

47 {03 08 58 GAANTE o

11==n 7 2 10=m- 4 & =

3." Parte Pasar de uno & ofro sistema un nitmero dado.

Este easo podria resolverse facilmente pasando el niumero da-
do al sistema decimal y luego del decimal & aquél en el cual qui-
siera expresarsele, pero puede efectuarse desde luego la opera-
¢ion sin mas que tener en cuenta que cada cifra 6 resto antes de
ser unido & la cifra siguiente debe ser multiplicado por la base.

Ejemplo sea el n”. del sistema duodecimal 43 n 8 m que se  de-
sea expresar en el octogesimal. EI procedimiento operativo seria
el siguiente:

43 n8m(3 Fxplicacion del procedimiento
an 66T S ’ operativo: 4 decenas duodecima-
78 5n 98n° , les valen 48 unidades mas las 3
4m 77 18 1205\ delasdos cifras primeras del ni-

2 3 4n 67 19 ° | mero son 51 que dividido entre

3 7 b 2| 8dabde cociente y 3 de residuo;
este reducido 4 unidades inferiores vale 3><12=36 y afiadi¢ndole
la cifra n=11 que existe de ese orden alcanza i 47, que dividido
por 8 cla de cociente 5 y de resto T; este resto 7 expresado en el

orden siguiente vale 7T><12=384 incrementado en las 8 unidades
de ese orden asciende & 92, que dividido entre 8 da para cociente
11 y para residuo 4. Del nu:.mo modo sigue efectuindose la opera
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cion hasta obtener el cociente 2<Z8. Resulta pues que el numero
43 n 8 m del sistema duodecimal equivale al 257332 del octogesi-
mal.

Problema 2.° Efectuar las operaciones fundamentales con ni-
meros de cualquier sistema.

Prescindiendo de la manera de ser particular del sistema deci-
mal, las leyes operativas en ¢l establecidas son aplicables & nu-
meros de cualquiera otro, sin mas consideraciones que las que
se deducen del covocimiento de la base. Asi, por ejemplo, para
sumar niimeros del sistema sexagesinml se eseribiran unos deba-
jo de otros de modo que se correspondan sus ordenes de unida-
des y por cada seis que sume una columna se agregard una uni-
dad & la del orden inmediato superior. Véase la forma de la ope-
racion en el ejemplo siguiente:

:'f'zj” La suma de unidades es 14 que forman 2 decenas
2031 | 2 unidades; la de decenas es 15, 6 sean 2 centenas y
- _}‘3 decenas; la de centenas es 11, que forman un millar
1524 s:')centezms, y la de millares 7 que que hacen 1 millar
11532 Juna decena de millar.

En la sustraccion se conserva el procedimiento operativo y
cuando alzuna cifra del sustraendo sen menor (ue la del mismo
orden del minuendo se le agrega & este una unidad del orden su-
perior inmediato descompuesta en las equivalentes de su orden
y para que no altere la diferencia se le agrega otra unidad del
mismo orden de la del minnende al sustraendo.

ot

o

Ejemplo, enel sis-s‘y%g”f al restar las unidades la cifra 4 es
] V162370 menor que la 7 del sustraendo, para
tema octogesimal (94715 \efeutum' la operacion agregamos una
decena, que consta de 8 unidades, al minuendo 4, convirtiéndose
este en 12 del cual puede restarse 7 dejando 5 de diferencia. La
decena agregada al minuendo se compensa afiadiéndole otra & la
cifra 3 del sustraendo que expresa las decenas y que puede res-
tarse ya con dicho awmmento de 5 dejando para diferencia 1. La
sustracecion de las centenas no ofrece dificultad, pero la de milla-
res hay que efectuaria agregando una decena de ese orden como
antes hicimos en las nnidades simples. _

Para la mnltiplicacion es preciso formar primero la tabla co-
rrespondiente al sistema en que haya de operarse, & menos que
se prefiera reducir los factores al decimal y pasar luego el pro-
ducto al sistema en que se daban los datos. Como ejemplo efec-
tuaremos el produacto de 3524><467 en el sistema octogesimal,
euya tably insertamos & continuacion:




3 "41”‘%

. 3524 | Para efectuar
gt i e R S I 51 61 7 467 | el producto se
st | 31514/ hace uso de la

- | | 95770 ( tabla y se si-
240 4 6110| 12| 14 | 16| 16520 Sguen las leyes
e R SR Pt (S () e o BT T N (- 1
| T A 2143414/ multiplicacion
3 6 11 14|17 | 22 25 | gy otra particularidad
Bk Wesuliion ? —| quela de tener en cuenta
om0 R = 30 B M en la suma delos produc-
416 ; 1e | 20 | 24 730 . 3| tos parciales que cada 8
————————71 7 1 | unidades de ¢ualquieror-
b| 12 | 47 | 24 | 81 ‘ 36 i 43 | den forman una del supe-
; , rior inmediato,

e e Enla division es con-
6 14 | 22 | 80 | 36 | 44 ‘ 52 | veniente empezar for-
bbb b b b ) mando los miiltiplos del
| - . i . divisor, en la base elegi-
= 1g | 93 | 43 | 52| 6 agt S
716 | 25 | 34 | 43 B 61 | da, practicandose la ope-
. - racidon de igual modo que

hemos estudiado con los niimeros del sistema décuplo.
Ejemplo: Dividir 26542 por 534, en el sistema octogesimal, los
productos del divisor por los 7 niimeros digitos del sistema son:

/B84, 1= 534\  9pp4,2|084
534 . 2 = 1270 2560 41
\ 534 | 5 — 2024 T

{ 534 . 4= 9560 ) e

B34 . b = 3314 i
f 534 . 6 = 4050 206
| 534 .7 = 4604 /

CAPITULO 2.

AMPLIACION DE LA TEORIA DE FRACCIONES

IFrracciones continuas,

Al resolver un problema cualquiera 6 al efectuar una opera-
cion en el resultado podemos encontrarnos con una fraceién
irreducible, de términos bastante grandes para formar & simple
vista idea de su yvalor. Por no ser simplificable hay que someter-
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la & transformaciones tales que nos permitan apreciar la canti-
dad de magnitud que mide. Supongamos que la fraccion sea
ob4 3
l;-?a,_z, que es irreducible, hallando su parte entera serd igual &
ﬁ—a—.,—;-ff- y como la fraccién complementaria es aun bastante con_
2435

siderable tratemos de reducirla & otra menor sin que altere su
valor, para ello, dividiendo los dos términos por el numerador,
T 1 1

3 L D —_— . i - .
se obtiene omnaamyant . 224 y verificando igual operacion con
S £
) g SRR SSa0A SHLE Iy :
Iy =tareai—, | &, en la que Zii=516 =3B continuando
T i

del mismo modo se harfan cada vez menores las fracciones com-

plementarias de los cocientes; pero si hacemos las correspondien-
tes sustituciones se tendra:

16347 - 1 Esta nueva forma de la

oa35 -0t 1 fraccidn esla que llamamos

. 34 —————-—— continua, y se puede definir

a1 1 diciendo que es una expre-

i 5 1L sién compuesta de una parte

$ T")'_ 7 entera, que puede ser cero,

2455 mas una fraceicn que tiene

por numerador 4 la unidad y por denominador una parte entera

mas una fracciéon que tiene por numerador & la unidad y por de-

nominador una parte entera ete. Las partes enteras de los deno-

minadores se llaman cocientes incompletos y se llama reducida &

la parte de la fraccion continua comprendida entre el primer co-

ciente incompleto y cada uno de los demas; asi la primera redu-

. ) . B = s £ 1
cida serd 6, la segunda 6--, la tercera h-|—' 1y asi sucesiva-
i Ej'

mente.

Dado el valor de una fraceién cualquiera, ordinaria ¢ decimal,
podria transformarse en continua obedeciendo al procedimiento
de divisiones sucesivas que antes hemos apuntado y que es idén-
tico al que se emplea para hallar el m. ¢. d. de dos niimeros, co-
mo puede comprobarse con el anterior ejemplo. También es facil
pasar de una fraccion continua limitada & la ordinaria 6 decimal
que la dio origen, pero en cambio la indefinida solo puede calen-
larse por aproximacion.

Clasificanse las fracciones continuas indefinidas en periddicas
puras y mixtas segiin que se repitan los cocientes incompletos 4



partir del primero o6 desde cualquiera otro que no sea aquel, pe-
ro guardando el mismo orden que en los nlimeros decimales.

Aunque ligeramente, porque este estudio tiene poca aplicacion
practica, vamos & examinar algunas propiedades de las reduci-
das, partiendo de su formacion.

Teorema |.° "na reducida se forma multiplicando el cociente
mcompleto que la corresponde por los términos de la veducida an-
terior, y sumando con el producto la anteprecedente miembro d
smiembro.

Sea la fraccion continuan

- e e b 1) primera reducida es m=
! ‘ 1 ) 1 ead
[« AR s i la segunda es m+u=—“ ila
1
'J+ e . e ) =3
| Z 1 tercera es m—l—“ T I=mnpgi
ST =p P
=i P e pdatpe plmend 4m ¥ i ] i
= i i s ue vemos que se forma

conforme hemos dicho en el enunciado del teorema, luego para
formar la 4.* multiplicariamos por ¢ & los términos de la 3.* y
les sumaviamos al numerador y denominador los de la segunda.
luego seria:

i ptan )4t n-1),

w__, U O T s
3= qlpn+1+n

De i demostracion de eéste teorema se deduce gue los términos
de las reducidas son cada vez mayores, por ser de suma y multi-
plicacion las operaciones que con ellos se efectian.

Teorema 2.° La difervencia entre cada dos reducidas sucesivas
e igual d una fraccion que teniendo por numerador d la unidad
~se forma su denominador del. producto de los de aquellas.

Considerando la fraccion continua que antes establecimos v
tratando de hallar la diferencia entre las reducidas 2.* y 1.4, 2.*

v 3.4 4.0y 3% ete., después de reducirlas & comin denominador:
! 28 ;|:lll-l'l+I__ i ::’m.'b:l-!ﬂ__zl .
s n 1 n.1 u

on_ Eln:i;h_l;_-l- [‘__1_11_11,_137!-_'1_[-1-I-'£U1-u2p+ wiFnp-1 Ln.nj"]--t- W+ up.

._ | n u.pt1 nin.p+1) ST n{n.p41)
& ot
3 Examinando ahora los resultados, que desde luego prueban el
't' teorema, se deduce que, siendo 1l;>'n(n%+l'," las diferencias entre
- las reducidas son cada vez menores y que, habiendo de restarse
- de cada reducida par la impar que 14 antecede 6 la que le sigue,
!
W
1
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podia establecerse qtie una reducida serd magor 6 menor que las
dos entre quienes se halla situada segiin sea par 6 impar.

Corolario 1.° Las reducidas sucesivas si son pares aumentan y
si son impares disminuyen.

Hemos deducido que entre las tres primeras reducidas, la 1.*

< 2.2>=3.", ahora bien la diferencin 2.%-1,*>2.%--3." y ccmo 4 ma-

vordiferencia, para igual minuendo, corresponde menor sustraen-
do, 1.%<C3.", esta serfa 4 su vez menor que las siguientes, luego
las impares crecen.

Partamos ahora de la designildad 2.">>3."<4." y viendo que
las diferencias 2.*-3.">4."-3.", cuyo sustraendo esigual, corres-
ponde el mayor minuendo & la mayor diferencia, es decir que
2.7>4." y esta sevfa & su vez mayor que las signientes, luego las
reducidas paves decrecen:

Corolario 2.° Cualquier reducida par es mayor que las redu-
cidas impares.

Del corolario anterior deducimos que estableciendo separada-
thente las reducidas pares ¢ impuares por orden de magnitud:
| 1235 <h.5<T. . | Como la ultima reducida par, que es la

128445 (." > 8.%. | menor de las de esta clase, es mayor que
la tltima impar, que es & su vez la mayor de todas las de la su-
va, no cabe duda que cualquiera par supera i la mayor de las
impares y por tanto & cualquiera de estas.

Aproximandose por defecto el valor de las reducidas impares
al de la fraccion continua de que proceden y las pares por exceso,
se¢ deduce que el valor exacto de ella esta ‘comprendido entre ca-
da dos reducidas sucesivas y que es tanto mds proximo cuauto
menos se diferencien entre si las reducidas, es decir, cuanto mas
distantes se hallen de la primera.

Escolio. Las propiedades establecidas en los corolarios ante-
riores nos permiten apreciar el titulo de fracciones convergentes
con que algunos designan a las reducidas, pues en efecto unas en
su crecimiento y otras en su disminncion de valor tienden & apro-
ximarse al de la fraccion continua total, que es una constante
siendo las variables los valores de las reduuma esa constante se
llama limite y es superior para las reducidas impares que aungue
aumentan no llegan aigualarle, é inferior para las pares que al
disminuir tampoco le alcanzan.

Lo antes expuesto se refiere & las fracciones continnas indefini-
tidas, pues en las limitadas pueden determinarse con exactitud su
valor que sera el mismo de la ultima reducida.

Para calcular con un grado de aproximacién determinado el
valor de la fraceién continua indefinida, basta hallar una reduci-

—m
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da’ euyo denominador exceda al de la aproximacion, 6 en la an#
terior siempre que el guadrado de su denominador cumpla con
I ignal condicion.

¢ : :

k TEORIA LOGARITMICA

I —_—

' PROGRESIONES POR DFERENCIA

| - ——— R O———

! Se llama progresion aritmética 6 por diferencia una série de ni-
& meros tales que la diferencia entre cada dos consecutivos es cons-
k'. tante. Dicha diferencia se denomina razdn de la progresion y los

nimeros que forman esta son los términos. La progresion puede
ser ereciente cnando los términos van anmentando v decreciente
cnando van disminuyendo. Es limitada si consta de un nimero de
términos conocido y es indefinida cuando no se conocen el térmi-
: no primero 6 fltimo 6 ninguno de los dos. En la progresién limi-
P tada el primero y ultimo término se llaman extremos, en la in-
definida los extremos son arbitrarios.

Se escribe una progresién por diferencia poniendo al principio
los dos puntos de la divisién separados por una pequefia linea ho-
rizontal ¥y separando los términos por medio de un punto, en esta
forma, —>5.7.9.11.13... y se lée: comn cinco es d siete, e§ d
nuerve, es d once, ete., pudiendo decirse tambien: como cinco es
aritmétswcamente d siete ete.

La progresion: —* 9..12 . 15. 18, 21... es creciente y su razén
es 3, en cambio la progresion—-... 24 . 20, 16. 12... es decrecien-
te v su razon es 4. s

De la simple inspeccion de los términos de ambas progresiones,
se deduce que en la creciente todo término es igual al anterjor
mas la razon y en la decreciente un término cualquiera es igual
al que le antecede menos la razon. Tanto en la una como en la
otra conocido el primer término y la razon se pueden deducir
de aqueél los demas. Asila progresion—9.12.15. 18. 21... se
puede escribir tambicn bajo esta forma - 9. (94+3) . (942, 31,
9438, 3). (944 . 3)... lo cual permite foxmular el siguiente prin-
cipio: en toda progresicn aritmctica creciente, un téimino cual-
nquiera es igual al primero avmentado en ¢l producto de la ra-
zon por el nimero que exprese los términos que hay entre el pri-
mero v el que se considera. y que por lo tanto el {ltimo siempre

19
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serd igual al primero mas el producto de la razén por el numero
de términes de que conste la progresién genos uno. En la ante-
rior progresion 21=94-4.3, puesto que 21 ocupa el quinto lugar.

En la progresion decreciente un término cualguiera es igual al
primero disminuido en el proedacto de la razén por el niimero que
exprese los términos que hay & la izquierda del que se considera:
asl en la progresion —>24.20.16. 12, 12=24—(4 ., 3) , puesto
que & la izquierda de este término hay 3.

Teorema 1.° En toda progresion por diferencia, un término
cualquiera es igual d otro de los que le anteceden mds 6 menos tan-
tas veces la razon como términos hay entre ambos, ¢ d uno de los
que le siguen menos 6 mds tantas veces la razin como lugares hay
desde el considerado hasta el que le sigue, seqin la progresion sea
creciente ¢ decreciente,

Supongamos la progresion creciente —t, . * .t.., P, 01
t.p+l...t 9. cuya razon sca 7, se podran establecer las igualdades
siguientes.

bp1=t pt-T Sumando ordenadamente:
tpta=tp14r L
tp+g=tpro-r Cp+1t-tp4a-Llpta+t-e.tptm "-:!fp—f Tpf L tpt2...
3 U Htpg(m—1) -Fm. r, y suprimiendo cantidades
ighales de ambos terminos:
e L B DT
tl"“i*lf;:t[l-{-fflu—-l‘l‘f—r tp+m—-tp rm.r, oty "_tl“l'“i n. r.

Si la progresion hubiera sido descreciente:

tp+l=tp_r

y sumando: ty41+tptettpis... Ftppm=—
tp+2=tp41-—r

tptpa1t+ips2-4 . tydim—1 —M.r v Suprimien-
e B . "|"'| Evh ptin Y sup

T e A T do términos comunes:t 4w =ty —HLY 0 tp=
A T \thr,],—}—m. ri con lo cual queda aprobada la
tp+m=bp+{m—1)—T proposicion.

El teorema antes demostrado nos proporciona el medio mas ti-
cil de hallar cualquiera término de una progresion por diferencia,
conociendo la razén y alguno de los que antecedan 6 sigan & aquél
asi como el sentido de la progresionalidad.

Ejemplos: 1.” Hallar el 5. término de una progresion por dife-
rencia ereciente cuyo 2.7 término sea b y la razon 2,

0. =2. "3 2=—6-1-6=12,
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La progresion seria: >4 .6.8.10. 12, en la cual vemos que
se cumplen las condiciones exigidas.

2°.  Hallar el 4.° término de una progresién por diferencia cre-
ciente, cuyo 9.° sea 215 y 20 la razon.

4.°=9,"—5><20=21H—100-=115.

Siendo el 115 el 4.°, el 5.° seria 135, el 6.% 155, el 7.° 175, el
8.° 195 y el 9.° 215,

3." Hallar el 8.° término de una progresion por diferencia de
creciente, cuyo 3.° sea 212 y la razdon 4.

[ 3.°—212

4.°—208

ol g0 = - B T tel bt b S T A
8.%=8."—H>4=212—20=192. Los terminos serian: G.°—900
- J g T

8./ —192

Teorema 2.° En toda progresion por diferencia la swma de tér-
minos extremos es igual dlaswma de dostérminoscualesquiera equi-
distantes de aquellos. Sea la progresion — - .ty tytmat.. bt g—m
<.t en Ia cual & tg— g le faltan m lugares para Hegar al altimo y
tm+1es 2l que se halla i los m términos del primero: si la progre-

sion es creciente:
tm+1=t-ftm.r

f_y sumando ordenadamente: tm-1-Hy-m==t-I-tq,
fp—m=lg— 1.1\
Sila progresion fuera decreciente:
tm+]_:t:l —m.r
[V U wmtrttg—m= t,-+ty.
t"l --111-"_—-['.:['!'111 el o i

lo gue demuestra el teorema.

Teorema 3.° La suma de todos los términos de una progresion
por diferencia limitada, es ignal & la semisuma de los ewtremos
multiplicada por el niimero que exprese los términes de que la pro-
gresidn consta. ol

Representemos por 8 la suma de todos los términos de la pro-
gresion —t,. ty. t.g t . ‘)t . lt , siendo ignal el valor de una suma

=& =—
cualquiera que sea el tu'deln cuqque se tomen los sumandos.
Se=t F-tg+ty+. ..o tg-2-4-tg-1-+ta {Inego 2 S=(ty+tq)+(t2+
8=ty ta—t1-Fbqo-tenee - toHtatty ) tat)F(tat-ta—2)Fee s
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== ([t ¥y como las sumas encerradas: entre paréntesis 6.lo son
de extremos 6 de términos equidistantes, que sabemos que son
iguales, y como de estas sumas hay tantas como términos tiene
la progresion que son (, 2 S=(t1-}-t,) q » dividiendo por 2, S=

t1 -+t ><q, que prueba el enunciado.

Ejemplo: (Qué valor tendra la suma de los veinte primeros ni-
meros pares?

Los 20 ntumeros pares primeros forman progresiéon aritmética
cuya razon es 2 el vigésimo serd igual al 1.°419:<2=40, la su-

ma Sera.pues ?Jf_,iqx20=420.
INTERPOLACION DIFERENCIAL ’

Interpolar un cierto niimero de medios diferenciales entre dos
cantidades dadas, es formar una progresion por diférencia que,
teniendo por extremos i dichas cantidades, conste del niimero de
términos que se quieren interpolar mas los dos conocidos. Lo esen-
cial en las interpolaciones es determinar la razdn, pues averi-
guado el valor de ésta, como son conocidos los dos términos pri-
mero y tultimo, pueden descubrirse los demis en funcion de aque-
lla y uno cualquiera de "estos.

Y recordando que en las progresiones por diferencia el conoci-
miento de dos términos cualesquiera nos puede conducir al valor
de la razon, vemos que no ofrece dificultad alguna la investiga-
cién de esta.

Sabemos, en efecto, por lo demostrado en el teorema 1.° que:
tpem=ftp +m.r 6 tp+m=tp—m 1, segin fuera creciente 6 de

creciente la progresion, en ambas igualdades puede despejarse el
valor de », siendo enla primera r=(fpy1m—ty) :m y en la Se-
gunda, r=(tp—tp4+mw) : m. Aplicando estas formulas & la interpo-
lacién de n medios diferenciales entre a y b y suporiendo a>>b,
; a—D d pos ;
la razon r=_-;. porque si la progresion formada, que constaria
—b

. > 5 ; 5 a %
de n--2 términos, fuera creciente, a=b-f-(n-+1).v y r=—ry, Si

4 ¥ ] a—Nh b

fuera decreciente b=a—(n-+-1).ry I'=_71, que nos confirma que
para hallar la razon de una interpolacion diferencial, basta divi-
dir la diferencia que existe entre las cantidades dadas por el ni-
mero que represente los términos que se han de interpolar incre-.
mentado en una unidad.
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Ejemplo: Interpolar entre 4 y 22 5 medios diferenciales.
‘R—2—2—67~4—-———3 la progresion fornmdu. seria->-4.7.10. 13,
3 vl 15 VA0V 125 -5 :

Interpolando entre cada dos térniinos de una progresién por
diferencia el mismo nimero de medios diferenciales” se forma-
ria una nueva progresioén, porque como habria que dividir las di-
ferencias entre cada dos términos por el ntumero que indicara los
medios & intercalar incrementado en una unidad y como aque-
lla diferencia es constantemente igual 4 la razon de la progre-
sion, las razenes de las interpolaciones resultarian idénticas y
ademas el dltimo término de cada progresién parcial que se for-
mara con las cantidades interpoladas seria el primero de la pro-

gresion siguiente, luego con todas las progresiones se podria for-

mar una sola.
PROGRESIONES POR COCIENTE

Progresion geométrica 6 por cociente es una série de nimeros
tales que el cociente entre cada dos consecutivos es constante.
Dicho cociente se llama razon de la progresion y #érminos 4 los
ntmeros que la forman.

Cuando la progresion geométrica es creciente cada término se
forma multiplicando al anterior por la razén y si es decreciente
dividiendo aquél por esta. Se conservan los nombres de limitada,
indefinida, etc. que hemos dado 4 conocer en la leccion anterior,

Una progresion geométrica se escribe poniendo delante el sig-
no %, que se lée como, y separando entre si los términos con los
dos puntos de la ploporelén 6 division y se lée: como a es geomé-
tricamente d b es geométricamente d c, etc., 6 simplemente: como
aes db,esdcetc,

Todoq los términos de las progresiones geométricas pueden po-
nerse en funcion del pnmcro y de larazén, pues, segun antes de-
ciamos, maltiplicando 6 dividiendo por esta al término conocido se
}mlhr‘i el siguiente y volviendo & repetir la operacion se hallara
otro y praced:eudo del mismo modo pueden formarse los que se
deséen. Vemos, en efecto que las progresiones se pueden poner
bajo estas formas:

=+ 3:12:48:192:768:3072
== 12500:25600:500:100:20
et H s:x.-t) (B><4%):(8X4%):(8><44):(8><4") i
12500, 1250012500 12500

""19-.100—- -—5—2'-—'5“ : Q‘



= 180 =

El tltimo término de una proporcion geométrica creciente o
decreciente serd igual al primero multiplicado ¢ dividido por la
potencia de la razon cuyo indice exprese el niumero de términos
de que conste la progresién menos uno.

Teorema |.° En foda progresion geométrica, crveciente 6 decre-
ciente, un término cualquiera es igual d otro de los que le antece-
den multiplicado 6 dividido por la potencia de la razin cuyo expo-
nente indique los términos que hay entre ambos, ¢ ¢ uno de los que
Le siguen dividido 6 multiplicado por una potencia de la razén cu-
yo grado exprese los lugares que hay desde el que se considera
hasta aquél en funcion del cual se vd @ deferminar.. Sza la pro-
gresion creciente . T:T:T:..T:..T:......:T, cuya razon sea R, va-

128 p ptm q
mos & buscar el valor del término Ty+m que se halla & los m tér-
minos de Tp, en funcién de este, para ello estableceremos el va-
lor de los términos desde Tp+1 mediante el anterior y la razon lo
que da lugar 4 las igualdades signientes:

Tpp=te. B que multiplicadas miembro & miembro dan:

Hy : 1 '].‘ . 'I‘ . IT . T-n.-.Tp—{—u‘]. :—T . T . T.-..-.T . R_I_]],

fpfa=T . R P+l p+2 p+8 ptd p o p+lp42) p(m—1
P+l | ¢ suprimiendo términos iguales en ambos miem-

Tp48=T . R )bros, queda Tp+m=Tp . R, de donde se deduce

p+2
oy A e e e Tp+n1
e ' i T L e e
Tpime=eT . R también q e
p+(m—1) / v
Si la progresion hubiera sido decreciente:
T 3 .
Tp+1= I*:) | que multiplicadas p}i‘odugren 1;3. 1gu:&1dad:

Ty g TP T.T.To.T = p piipi2 pm—1 y
i PHUPHR PN pill T g
B Tp+2 \ suprimiendo cantidades iguales de ambos

S )

T
miembros: Tp+m= ﬁi, de 1a cual se deduce

e B e et

Tyiim—ty |que T =T . Rm,
Tp-t-m—_lﬁé%"""J : P p+m

La aplicacién de este teorema nos permite hallar cualquiera
término de una progresion conociendo uno anterior ¢ posterior

y la razon. :
Ejemplo. 1.° Hallar el 4.° término de una progresion geomé-

irica creciente cuya razon es 2 y el segundo término 14.
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4.°=2.°% 2*=14 x 4==Db6. La progresion seria: - 7:14:28:56

2.° Hallar el tercer términe de una progresiéon gecmétrica
creciente cava razon es 4 y el 9.° término 393.216,

3.%==0. %14 =303216:4096 =96

Siendo 96 el término 3.9, el 4.7 ==96<4 =384, el 5.°=384X4 ==
1636, el 6.°=1586<4=6144, el 7.°=6144><x4=24576, el 8."=
24576 4= 98304, y el 9.°—983045<4—=893216.

3. Hallar el 5." término de una progresion decreciente cuyo

2.2 mem 3072 v 1.1 razon 4.
20433 Siendo el 2.°; 30:"*. el 3.°: 768; el
=9, %43 = 5072:64==18 * WRET A : ;

Teorema 2.° Entoda progrescdn Jfoﬂ‘wtﬂ(ﬂ el producto de dos
términos equidistantes deé los extremos, es constantemente igual al
de dichos extremos,

Sea la progresion -2.Ty : T2 : Ts.....Tp41:.T :q—pT 45 en la que

Tp41 dista del primero p términos y Tq—p se halla p términos
‘T == < 4D

p+l 1
T =T : Ry \} mul-
: g J, g
tiplicando: T . T =T .T.Rp: Rr =T .T . Si fuera decre-

ptl qg—p 1 1l i 0
T =T: Rv dedonde T . T =T .7T Rp.Re=

S )+|. ] 1}—[—1 G—p 1 0]

s T R"}T i 71908 prueban el teorema.
=P 49

Teorema 3.° EI pwduu‘o de los tépminos de una progresion geo-
métrica es iguol d la raiz cuadrada del producto de los extremos
elevada d una potencia igual al nimero de términos de que la pro-
gresion conste. Representando por P el producto de los q términos
de la progresién . Ti l_, ¢ l., ..T_'ll o € verificara que, como

¢l orden de factores no a]te:ra el valor del producto:
pT ’I‘ o T 1

antes del ultimo, si aquella tuese creciente:

' lu | multiplicande ordenadamente:

1 - 3 l["-.n_

= p <X s . -flv rl‘. |1* Pr
R g £ ‘\1_:%=(1. l.,)(. 5 ge)ie

o : g—1 2 1
g Al . Y r
( lq—l ! 12) ( 1[ 3 Pq), en este segundo miembro hay q factores

iguales que son productos de extremos ¢ de términos equidistan-
tes, luego pueden ponerse bajo forma potencial y quednra& LS

('l‘ T )q y extrayendo la raiz cpadrada P== (T _ _)q con-
s ) .

forme al enunciado,
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Teorema 4.°  En toda progresion geométrica cveciente li suma
de sus términos es igual al ultimo multiplicado por la razon, we-
nos el primero, dim’dida esta difervencia por el exceso que la razon
lleve d la unidad; y sila progresion es decreciente, dicha swma e
obtiene restando de? primero el producto del wltimo por la razon
Y de'_vidiendo i la difevencia por la que existe entre la unidad yla
razon,

Sea la progresion :: Ty : Te : Ty ... Ty, creciente, y su razon
R; sabemos que en toda proporcion la suma de antecedentes es &
la de_cpnsecuentes como un antecedente es & su consecuente,
pl‘il]Clpl_O generalizable & las progresiones que estan formadas pol
una série de proporcicnes continuas de igual razén, en las que
los términos pueden ser antecedentes menos el ultimo y también
consecuentes & excepecion del primero. Si pues representamos
por S la suma de-todos los términos, se podri establecer que S—

o 1 3 4 ' m (i) r &
é} - h'-‘-'l]: 31_1 ; '1._,‘ ¥y como l'l - 12 :: 1R, se tendrd S—Pn']

S—T,::1:R; en la cual (S— 1"1“‘) R-—b'—Tl, es decir S. R—T1l1
R:S——T1 y pasado S al primer miembro y TL'uR al segundo,

S:R—8=T- l{'-—T1 y sacando factor comin & 8, queda S (R—-1)

To. R-T
=Tl;.lR T ¥ dividiendo por R—1, 8= %l-—--', conforme & la
primera parte del enunciado.

Si la progresion fuera decreciente ll : 12 11 R: L teniendo en
cuenta esta proporcion y la S—Tm ;9T R 11 - 12, se forma-
ria la siguiente S R :R:1,enla que gt — ‘SH-T)

m 1 1 m 4
R=S.R—", .Rys—s.R=T —T -Rosu—Rm=T -1 R
o Tl!"l _T 1s I
S=— que demuestra la segunda parte del enunciado.

1-R
INTERPOLACION PROPORCIONAL

Interpolar proporcionalmente cierto numero de medios entre
dos cantidades dadas, es formar una progresion por cociente gue
conste del niimero de términos que se quieren iuterpo]ar mis los
dos conocidos. Habra pues que investigar la razén de esta pro-

gresion, para 1o cual nos basta el Lonommento de los doq tétmi-

nos que hacv de ser sus extremos. : .



Supongamos que entre los nimeros p y ¢ quieran interpolarse
(n—1) medios proporcionales, segin lo demostrado en el téorema
1.7 representando por x. la :‘:.1:«'):1 y siendo q=>p, q=p: X ",......
uiq ) Sig>py el cociente es potencia enésima perfecta la
l"'t, ,/ razén de la interpolacion tendrd forma entera, y si
( <<p,su forma sera fraceionaria.

Luego la razdn de una interpolacién proporcional se halla ex-
trayendo la vaiz del grado inmediatamente saperior al nitmero de
términos que se deseen interpolur del cociente obtenido al divi-
dir los extremos conocidos.

Ejemplo Intet polm- entre 7 v 448 dos medios propore ionales.

( los nume:o» interpolados serfan 28 y 112

v se formard la progresién ;= T :28:

=

x-:l' -—| 6d=14 )
7

112 - 448,

Tuterpolando entre cada dos términos de una progresion por
cociente un mismo namero de medios proporcionales se forma
una nueva progresion cuya razon seria el resultado de extraer de
v razon de la primitiva progresion, la raiz de grado igual al ni-
mero de términos interpolados mids uno.

LOGARITMOS

Cuando dos progresiones una por diferencia y otra por cocien-
te, que empiezan respectivamente por cero y la unidad, se eolo-
can de modo que sus términos se correspondan, forman un siste-
ma de logaritmos, amandose nureros & los términos de la pro-
gresion por cociente y logaritmos dlos de la progresion por dife-
rencia.

Parece deducirse de esta definicion que solo tendrin logarit-
mos los niimeros mayores que la unidad, sin embargo observan-
do que las progresiones podian haber decrecido en lugar de
aumentar, vemos que también los numeros inferiores & la unidad
tienen logaritmos, v en general podremos decir, que un sistema

e logaritmos esta formado por una progresion por cociente y

otra por diferencia, cuyos términos se corresponden, sin otriv li-
mitacion que la de corresponderse el cero de la por diferen-
cia con la unidad de la otra. Asi las progresiones indefinidas

] [ :
fees et ot = 2 L0ONER. . Om e ;
‘, xe G (oL 5e forman un sistema lo=
e =2 — 0P B M

) 1
garitmico en el cual—n r es ¢l logaritmo de -~ <1 y n. r loes de

On
Ca =1,
20
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Para indicar el logaritmo de un nitmero se le antepone i cste
la abreviacion log. separdandolos por ¢l signo de igualdad,

Asi: log C3=3r.

Base de un sistema logaritmico es el niimero de la progresion
por cociente que se corresponde con la unidad de la por diferen-
cia. Si en el sistema antes apuntado r=1, la base serin C.

Cualquiera que sea el sistema de loguritmos siempre el log.
=0y el log de la hase=1.

Interpolando un mismo ntmero de medios en las dos progresio-
nes que forman un sistema de logaritmos pueden aproximarse
entre si los niimeros y hacer que una gran parte tenga logaritmos
¥ no decimos todos porque hemos visto que para que un nimero
pueda ser interpolado en una progresién por cociente ha de cum-
plir condiciones especiales Facilmente podriamoes probar que
estas condiciones son que contenga iguales factores primos que
la razon, con potencias tales que guarden con los de los de dstay
nna relacion constante. Pero tanto ésta como otras demaostracio-
nes, cuyo uso es poco frecuente en la practica, las pasamos por
alto & fin de no hacer laborioso un estudio que tampoco es ohjeto
de grandes aplicaciones.

Siempre que en un sistema de logarituios sea la  base mayor
que la upidad, el log. o=—>29, el log.so=>2¢, todo mumero ms-
yor que la unidad tendrd un logaritmo mayor gue cero y & ma-
yor nitmero correspondera-mayor logaritmo. Si la base fuern me-
nor que la unidad pasaria lo contrario.

PROPIEDADES GENERALES COMUNES A T0DOS LOS SISTEMAS

Teorema I.° Ll logaritmo de un producto es igual ¢ le sumao
de los logaritmos de sus factores. Sean a.b==c. para lo cual, si
forman parte de unn prozresion por cociente, ad b tendran que
hallarse con respecto & la unidad & la misma distancia qua el otro
factor esté de ¢, por ser el producto de dos términos equidistan-

NOTA, Se Haman cantidades ¢ nimeras negaiivos i los gue existen de maodo
goutrario 4 los hasta agui estudindos 6 positives. Se comprende sp existencin
admitieudo i cero, no como negacion de cantidad, sivo como limite iuferine do
los niueros positivos y superior de los negativos En toda (liferencia, cuanido
el sustraendo es mayor que el minuendo, ol resto tiene (ue ser un NAmMero e
sumado con el sustraendo dé el minvendo y es elaro que doberd existir-de mado
eontrario i ¢l para que al verificarse la adicion vesulte un nimero inferi ien i
uno de los smnandes. 8§ 4 delie 5 pesetasa By le entroga 12, o diferoncin 512
=—T fuiere decir gua nosolo habri saldado 4 su débito con B sina que ésta re-
sultard ahorn adenddndole al prinero 7 ptas. o, adelugte toda cantidnd que
Heve antepuesto el signo—Ila considararemos como negativa y yepresentani nna
eantidad a disminuic de las que no Heven siguos o tengan el 4 que serdn posi-
tives v snponduin anmento.

(Para adqnirin mavores explicaciones s<olire esta materia véase el tratado de
Algehra).

|
|
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tes de los extremos igual al de estos; pero en la progresion arit-
mética que se correspondiera con aquella, el log. de a 6 & dista-
rla de cero tanto como el log. del otro factor distara del log. de
¢, y como la suma de términos extremos es igual 4 la de los tér-
minos que equidisten de zllos, log. ¢+-0==log. a~- log. b, es de-
cir log. (a. by=log. a-{-log. b, porque ¢ puede sustituirse por los
dos factores & cuyo producto esigual.

Esta proposicion es cierta ya sean los nimeros mayores 6 me-
nores que la unidad y estén 6 no comprendidos en las progresio-
nes, En este tltimo caso tomariamos por defecto 6 exceso los nin-
nieros nmus proximos i ellos.

Corolario 1.° El logaritmo de un cociente es igual a la diferen-
cia entre los lozaritmos del dividendo y divisor. Sea A : B=(, en
la que A=1, U, ¥y corforme & lo demostrado en el teorema loz, A
—lowr. B4-log. C, restando ahory log. B de ambos miembros de 1a
igualdad, log. A —log. B=log. C y como C=A: B, queda eviden-
ciado que log. (A: By=log A —log. B.

Corolario 2.° Ellogaritmno de una fraceion se obtiene restando
del log. del numerador el del denominador. Ya sabemos que frac-
cion y cociente son expresiones del mismo valor ¥y por consi-
guiente lo demostrado en el corolario anterior es generalizable
i este.

Corolario 3.° Ellogaritmo de la potencin de nn nimero esigual
producto del exponente por el logaritmo de la base. Sea logarit-
mo An, sabemos que Avrepresenta un producto de n fuctores
iguales & Ay que hacen log: An=log. (A. A. A....A.) vy aplican-
do el teorema anterior, log. Av = log. A-flog. A-F....-{log. A=
n log. A,puesto que los n sumandos iguales se pueden poner bajo
esta forma.

Corolario 4.° Il logaritio de la raiz de un mimero se obtiene

1
dividiendo el log. del numere por el indice de la raiz. Sea | y=R,
en donde A=Ry log. A=n log. R, dividiendo por n los dos

2 . F n
miembros de esta ignaldad, log. = log. R=log. A
1 LA

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS DECIMALES. (1)

Una progresién por cociente cuyos términos son las diversas
potencias de 10, empezando por Ly unidad, que es la potencia ce-
ro de todos los nimeros, y una progresion por diferencia, formas-
da por la serie natural de los nimeros, dan origen al sistema de-

(1} Llamaselas también valgares o de Briggs para distinguirvlos de los nepes
pianos b de Neper, inventor de esta parte de'ln etencia.
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cimal de logaritmos, ftinico de que se hace aplicaciones en la ac-
I:m]idml. (1).

<+ 1:10:10°%=100: 10'=1.000 : 10'=10000....| Estas dos

= U P R  JHIRRE i) pl‘oc-'re51011e~.
ludeﬁnulns, originan el sistema dccumll de logaritimos. Los tér-
minos de la progresion por cociente se llaman como ya hemos di-
cho nimeros y también antilogaritmos y los de la pro**rf*sic}n por
diferencia zon los logaritmos.

Sabiendo que por sucesivas iuLerpu]Jtionm‘ pueden log térmi-
nos de las progresiones aproximarse & voluntad del caleulador,
difiriendo cada dos en un error tan pequefio como se quiera, se
deduce que para conseguir que la progresion por cociente con-
tenga la serie natural de los nGmeros, al interpolar los medios
diferenciales en la otra progresion, para obtener los logaritmos
de aquellos, tendran estos que diferenciarse en la parte decimal
que se aprecie. De aqui puede deduocirse que los dnicos nivmeros
comensurables que tienen logavitmos exactos son las potencias de
10. La simple inspeccion de las progresiones también lo demues-
tra, porque en ellas se ve que log. 1=0, log. 10=1, log. 10*=2,
log. 10°=3... y finalmente log. 101 =n.

Los logaritmos de los niimeros pueden contener parte entera,
llamada earaeteristica y parte decimal 6 mantisa.

Teorema |.° La caracteristica del log. de una potencia de 10
consta de tantas unidades como indique el grado de la potencia.
Hemos visto antes que 10 s=n log. 10 y como log. 10=1, log. 10»
=n, En general, sabemos que el log. de la potencia de un nig-
mero es ignal al producto del exponente por el log. de Ja base y
como 10 es la base del sistema v tiene por log. la unidad, el teo-
rema es cierto.

Corolario. La mantisa del log, de un nimero no sufre altera-
cion aunque se multiplique 6 divida & t'-stv por una potencia de
10. En efecto el log. (N. 10 m) = log. N.-F m y log (N': 10 m) =
log. N—m, es decir que la alteracion por aumento 6 disminn-
cion la experimenta la caracteristica, pero no la mantisa.

Teorema 2.° La caractevistica del log. de un niimero entero
consta de tantas unidades como cifras menos una tenga dicho ni-
mero. Sea N. un numero de n cifras, desde Inego se puede esta-
blecer que 10n—1< N<{10 v y tomando los logaritmos, n—1 <
log. N << u; habiendo de estar el log. N comprendido entre n y
n—1, que se diferencian en una unidad entera, constara de
n—1 unidades mis la parte decimal.

{1} En ol Alzelira nos oenparemos de los logavinmos dedueidos dal Lnlcnlu
exponenciul.
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Corolario. Lo caracteristica del log. de un ntumero decimal
que carezoa (e parte entera, consta de tantas unidades negati-
vas como lugares hay desde la coma & In primera cifra significa-
tiva de acuél. Sea o'... m n p g un niumero decimal en el cual
entre la coma y la cifra m hay ¢—1 ceros, multiplicando 4 di-
cho ntimero por 10 ¢ la mantisa del log. del que resultara seria
ignal 4 la del log. de of... mnp q, pero la caracteristica habria
aumentado en ¢ unidades y restandolas de la caracteristica del
logaritmo del namero m‘n p q que habia resultado de multipli-
car por 10, como esta caracteristica seria cero, por no tener el
nimero mas cifra de enteros que m, quedaria como log—c‘ mas
la mantisa correspondiente.

Complemento logaritmico es lo que le falta & la parte decimal de
un log. para valer la unidad entera.

Teorzma 3.° Cuanto mayores sean dos nilmeros y menor su
diferencia tanto menor es la diferencia entre sus logaritmos,

Sean N ¥y N 4 D dos nameros, tan grandes 6 pequefios como
se quiera, la diferencia entre sus logaritmos sabemos que equi-
vale al log. de un cociente, es decir, log. (N + D) — log. N=

N+ D

/o 4 D
log. Tw-_')= log. (1+5) ¥ como el log. de 1es cero, cuanto

menor sea DD v mayor N tanto menor sera log.(l—]—g)

La diferencia entre los logaritmos de dos nimeros consecuti-
vos (N+1)y N, que es segun la formula anterior log. (l —i—'—,é)-se
llama incremento logaritmico.

DESCRIPCION Y USO DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS

Entre las tablas de logaritmos de autores espafioles de que dis-
poutamos, hemos elegido para hacer su descripeion las del ilus-
trado Catedritico del Instituto de Logrofio Sr. Sdnchez Ramos,
cuya cuarta edicion admirablemente estercotipada acaba de pu-
blicarse (Junio de 1901). Estas tablas, dispuestas de modo’seme-
jante a las de Schron, son claras, estin perfectamente calcula-
das y su precio (6 pasetas) es mas econdmico que el de todas sus
similares. Aunque & la cabeza de ellas hace su autor und descrip-
cion completa, vamos 4 ocuparnos brevemente de su disposicion
y uso, solo en la parte concerniente a los log, de los' ntumeros,
que es la que afecta 4 la aritmética.

Cfomprende la tabla I los logaritmos vualgares 6 decimales de
los $0.000 primeros niimeros enteros, calculados con seis cifray
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de aproximacion, (paginas 1 4 63) y consta de dos partes, la pri-
meri, dispuesta & simple entradae (paginas 1 4 5 inclusives), coun-
tiene las mantisas de los logaritmos desde 1 & 999 en las colum-
nas encabezadas con la abreviacion Log. y 4 su izquierda en co-

lumnas & cuya cabeza hay la inicial N los niuneros & que corres-

ponden. La segunda parte (paginas 6 & 63) d doble entrada, con-
tiene las mantisas de los logaritmos de los ntimeros desde 1000 &
29999, El encasillado de esta segunda parte es en cada pé gina,

de izquierda & derecha y prcnzc,mrllendo de las dos primeras casi-
llas ahora innecesarias, N para los numeros; L O que contiene
las dos primeras cifras comunes a todas las mantisas que hay en
el grupo de su derecha, mis las cuatro cifras que completan las
mantisas de los niimeros que hay en la casilla anterior y de los
que resultan agregando & estos uncero; 1,2. 3, 4.5, 6, 7,8y 9,
en éstas casillas se contienen las cuatro (ltimas cifras de las
mantisas de los logaritmos de los nlimeros que resultan agregan-
do & continuacion de los que figuran en la primera las cifras del
encubezamiento; ejemplo, en l‘n pagina 16 frente al n." 603 se ha-
llan en la columna L.O las dos cifras 78, comunes & todas las
mantisas de los nimeros hasta 617, en que dichas cifras varian y
son 79, Los ntimeros GO3 y €030 tienen como mantisa (col, L. O)
T80317, para las de los niimeros 6031, 6032, hasta 6039, las dos
primeras cifras son 78 y las cuatro (ltimas se buscan en la co-
lumna que encabece la cifra con que termine el niimero, asi la
de GO3T es 780821,

Cuando las cifras lleven & su izquierda una estrellita, al for-
mar la mantisa se tomaran las dos primeras cifras correspondien-
tes al grapo que siga al que eéstas pertenecen.

La indicacion — que aparece debajo de algunas cifras solo sig-
nifica que estin calenladas por exceso en menos de media uni-
dad de su orden.

A la derecha de las casillas antes dichas v en esta segunda
parte de las tablas, hay otra encabezada con las letras P.P (par-
tes proporcionales) que contienen las diferencias entre cada dos
mantisas consecutivas y se laman diferencias tabulares, figu-
rando éstas en nimeros de tipo mayor al empleadoen las tablas.
Estas diferencias encabezan unas casillas # cuya izquierda hay
los niimeros desde 1 49 y & la derecha las partes proporcionales
correspondientes, cuya parte entera pertenece al ovden decimal
de las tltimas cifras de las mantisas (sexto).

Los problemas cuya resolucién nos podemaos propener por me-
dio de las tablas, son dos: 1.° Dado un nimero hallar su logarit-
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o y 2.° Conociendo el logaritmo de un wimero determinar éste,
que es lo que se llama buscar el antilogaritmo.

Problema 1.° Dado el niumero hallar su logaritmo. Puede ocu-
rrir que el nimero esté 6 no comprendido en las tablas. i esta,
basta busear el ntunero v 4 su derecha hallaremos el logaritmo.

Ejemplos. Logaritmo 694 =2:841359 (pag 17).

Logaritmo 14548: se busca en la pag. 83 el log. de 1454 (linea
5.7 cuya mantisa tiene por dos primeras cifras 16 y las cnatro
restantes se buscan en dicha linea debajo de ln casilla que enca-
beza el 8y son 2803, v como la caracteristica es 4, se tendra

log. 14548=4°162803.

Log. 4°326; se busca el de 452 (pag. 12), las des cifras prime-
rasson G-y lus coatro tltimas (casilla 6) son GOST, la caracte-
ristica es cero, porque el namero solo tiene una cifra entera, lue-
Zzo log. 4°826=07G3G0ST.

Log. 0/00029543; la caracteristica sera—4, para la manti-
s se busen la de 2054 (en la col."3) y setiene log. 0F000295483=
4470455 (pag. 63).

Si el ntimero dado no estd camprendido en las tablas, para lo
cual es preciso que conste de cinco cifras significativas siendo
Ja primera de la izquierds mayor que 2, se buscard el log. del
nthmero que resulte considerando las cilras de orden superior que
formen un nimero que esté en las tablas y multiplicando luego &
la parte que noestuviera comprendida por la diferencia tabalar,
se inerementaria en la par te entera de este producto al log. apro-
Ximado antes supuesto y el resultante seria el que se llle(..lbd.

Sea N-+D un niimero no comprendido en las tablas pero si en-
tre N v N4 1 cuyos logaritmos podemos encontrar en ellas, re-
preseutenios pori el log. e N, el de N-+1 sera 1-} siendo 5
Ja diferencia tabular v como el Jog, de N+ D tendni que hallar-
se com prendido entre losde N ¥ N-f 1, no pudiendo llegar & 14 1 ,
yepresentémosie por 14-x. Aunque la diferencia no es proporcio-

Cnal & lade sus logaritmes, seghin vimes en el teorema 3. de los

logaritmos decimales, esta proporcionalidad es muy aproxiluada
(N+1 r—N
{N —i—D J—N

=':_[,e:1 donde x=D. .|

luego, con ligerisimo error, podri establecerse que -

it - v simplificando los térmires
(I4-x)—1 D
v como X era el aunento que habria de recibir I para represen-
tar el log. de N-4-D, vemos gue conociendo I, D que es la diferen-
cia entre el nimero y la parte de ¢l comprendida en las tablas y

-
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-1 que esla diferencin entre cada dos logaritmos consecntivos del
grupo en que se halle £, no hay ya dificultad alguna.

Sea el logaritmo de 6548297, la caracteristica es 6; pava hallary
la mantisa no podemos buscar en las tablas mas que ln corres-
pondiente al 65648, que es 816109; ahora bien, prescindiendo de la
cualidad del ntmero, que solo afecta a la caracteristica, se vé que
log. 6548 < log. 6548297 < log. 6649 y como el log. 6549 tiene
por mantisa 816175 y la diferencia entre ésta y la del 6548 es 66,
que era lo que antes representaba |, se podra establecer que
log.6548297 =10g.6348000 40297 > 07000066=6816 109 +-0°20 <
0°000066=6816109--0°'000019602 y apreciando solo unidades del
sexto orden decimal y observando que la primera cifra que
se desprecin es mayor que b, por lo cual podria afiadirse una
unidad & la Gltima que se conserva, pero que en este ¢aso no se
debe hacer por estir la cifra de la derecha dela caracteristica
calculada por exceso, se obtiene para log. 6048297T=06'S161285.

En la practica cuando quedan por buscar una & dos cifras del
niamero se prescinde de efectuar la multiplicacion y se buscan en
la tablilla de partes proporcionales que encabeca la diferencia
tabular correspondiente, teniendo en cuenta que por cadw cifra
que se busque de la derecha del nimero, & excepeion de la pri-
mera se debe considerar en la parte proporcional quz le corres-
ponda, corrida la coma un lugar & la izquierda.

Ejemplo: log. G3*4879=1°802691 ) 079

(348 802637 \ =68
B \ 7 AT )

£ ) 9 612 ) 474
5372

Problema 2.° Dado un logaritmo hallar el nimero 6 antiloga-
ritmo & quien corresponde.

Para ver si estd en las tablas empezard por buscarse en la co-
Jumna L. O las dos primeras cifras de la mantisa, pues conio sa-
bemos son comunes i variog, luego en el grupo de la derecha de
estas dos las cnatro nltimas cifras y el niimero que se halle fren-
te &4 donde estén éstas, terminado en la cifra que indique la co-
lumna en que se encontrasen, seria el buscado, tuna vez tomadas
tantas cifrias para su parte entera como unidades mids una conti-
viera la caracteristica. Asi para hallar el antilog. 2° 146872 busca-
riamos en la columnalL. O.14 (pag."32) y en el grupo de la dere-
cha 6872 que estd en la tercera linea debajo del 4 correspondien-
do al nimero 14024, pero como la caracteristica tiene dos unida-
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des, el numero tendra solo tres cifras de enteros y por tanto an-
tilog. 2°146872=14024,

Si las enatro cifras (iltimas no escuvieran en las tablas, vamos
a examinar el modo de que nos podriamos valer para investigar
el niimero. Sea | - d el log, dado comprendido entrel y 1 -}/
de las tablas, estos dos (iltimos correspondientes & los nimeros N
¥y N -+ 1, Hamando x al incremento que habra de safrir N para
representar al niumero cayo log. sea | -{-d y estableciendo la pro-
porcionalidad aproximada entre las diferencias numéricas y lo-

(N+1)—=N

!
garitmicas o ,‘,_—q“'lr [' !] laen que -:l-_\ por Jo tanto x =
+i)}— 3 il

1 luego antilog. 1 4 d=N - d: | 1o gue, tradueido al lengua-

.—L!

je usnal, quiere decir, que hallaremos el niimero correspondien-

te al log. inmediato inferior al dado, comprendido en las tablas ¢
inerementaremos 4 dicho nimero el cociente que resulte de divi-
dir por la djferencia tabular la que exista entre el log. dado y el
inmediato inferior conocido, haciendo la separacion de la parte
entera que la caracteristica indigque.

Ejemplo. Hallar el antilog. 3682074, en la piag. 13 encontra-
mos las dos eifras primeras 68y frente al 481, debajo de la co-
lumna 9 Ias enatro mas aproximadas & 2974, que son 2957, pues
las cuatro siguientes 3047 son superiores al numero dado; la di-
ferencia 2974 - 2057T=IT y la tabular A= 90, dan como cocien-
fe 17 : 90 = O°188,..., que han de afadirse 4 continuacion del
antilog, 4519 correspondiente & la parte de mantisa encontrada
en las tablas, dando Ingar al niimero 4819188...., en el que sepa-
rando de la izquicerda cuatro cifras de enteros tenemos el mimero
O antilog, pedido, que es 48197188, .

APLICACIONES

La utilidad del empleo de los logaritmos solo se hace sensibl €
por su aplicacion cuando se han de extraer raices de grado mi-
yvor que tres 6 cuando hay que emplear las formulas de la regla
de interés compuesto o las anvalidades, va que en las abrevia-
ciones de multlplu utlun, division 3 potmumn no son de tan ab-
soluta necesidad. Vamos sin mnh.u‘:_{n d ocuparnos de la manera
de operar en los distintos casos en que se puede hacer uso de los
logaritmos.

Para realizar un producto de varios factores se hallan sus co-

21
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rrespondientes logaritmos, sumados estos Se procede & investigar
el antilogaritmo de la suma que sera el producto aproximado,

Ejemplo:

log. 658824 ==2°818440
log. 380’4960 —1°0b0179
log. 0°0327=2014548
log. 46267 =2°66H2T |
Antilog. 5*H48438=553539"83757..

El producto verdadero es 353539°656964.... que difiere suln en
2 décimas del obtenido por los logaritmos.

La division de dos miuneros por sus logaritmos se hace restan-
do del correspondiente al dividendo el t]cl divisor y el antiloga-
ritmo de la diferencia sera el cociente aproximado.

Liemplos;

log. 7H54°028 =2°'8TTH05
log, 4'8203=0r683H24

Antilog. 2°194381==156'451785

log, 0072538 =2'SK0515
log, 46354 ==2G¢ llIUHl

Antilog, 4° LEJJ-H]—-O*:J{)UI.‘:‘-iT

Se halla la potencia de grado enésimo de un nimero, multipli-
cando por nal log. de la base y buscando el antilog. del pr odue-
to que sera la potencia aproximada. Fjemplo. Log (6584
=4Xlog. 638=4x2BI8226=11‘272904; antilcg. 115972904 —
187457016666=6581.

Para investigar raices de grado mayor que la cibica se divide
el log. de la cantidad subradical por el indice de la raiz y el anti-
log. del cociente es la raiz aproximada que buscamos. Ejemplo:

5 log 638342 H815 473 e
I{]g- 1’6538'42: - = — ='T6B309H: ﬂnt]ll]“' G630 =
b s
57955 IHESO v G‘.)E}H;I__l‘__):*._a‘r'E-l.J-.L..

Interés compuesto. La formula que obtenianmos para el capi-
tal acumulado con los intert“st:.-s en « afios al ¢ por uno, era C==¢
(It ¥y para c= U,, aplicando en ambas los logaritmos
log. C=log. ¢+a lo“ Ll +-t) ¥ log. c=log. C—a log. (14t); de

log. C—log. ¢
log (1-1')
Ejemplos 1.7 ;En qué cantidad se convertivin G53) pesetas

enalquiera de estas dos puede deducirse que a=

L0 e e U e s b e L Bl el g
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que han estado impuestas 6 afios al & por °/, de interés coni-
puesto?

Log. C=log. 658046 log. 1‘05=3‘818226 }6><0021189=
345360, antilog. 3°045360=88177959; luego C=8817‘80 pesetas.

2.7 (Qué capital necesitaremos imponer al 6 por °/, de interés
compuesto para que al cabo de 4 ailos se convierta en 13000 pe-
setas?

Log. c=log. 13000—4 log. 1‘06=4‘113943--4:<00256306=
4°012719; antilog, 4°012719=10297°19; luego c=1029719.

3.7 ¢Cudntos afios fardaran 6000 pesetas en convertirse en
SH00, al 5 por 9/, de interés compuesto?

log. 830—log. (OO BEMMIG-FTIBIHL . . o o o =

e o (008) ORIy 18 allos=T afiog y 47 dias.

El exponente a de (14t*) que expresa los afios de la imposicion
puede estar expresado en forma fraceionaria refiriéndose 4 meses
6 dias. Sin recurrir al dlgebra, donde se explica que todo expo-
nente fraccionario equivale & extraer la raiz de grado igual ai de-
nominador de la cantidad que resulte elevando & la potenecia que
el numerador indica al nimero 6 expresion a que afectan, hay
facilidad para aplicar dicha forma en el interés compuesto, em-
pleando los logaritmos, porque si t—:r; log. C=log. ._-_;_iL; loga-

. ; d X d B
ritmo (1--t%) y sila=gz, log. C=log. e-+g5, log. (L-t).

Anualidades. Llamanse asi las cantidades que un individuo
entrega para amortizar una deuda o crear un capital en un tiem-
po prefijado.

De donde se dedule que abrazan dos problemas, el primero de
amortizacién y el segundo de capitalizacion.

Problema l." Amortizar en u aflos el capital ¢ y sus intereses
compuestos al ¢ por uno anual. Representando por « la anualidad,
la satisfecha el primer afo no devengara interés, la del segundo

raldr a (1 -} t). la del tercero a ( 1 - t)*... y la que se entre-
gue el afio enésimo habrd producido intereses por valor de
(1 4 t)n—1, Estas cantidades forman una progresion geométrica
creciente, cuyo primer término es «, el Gltimoa (1l --t)n—ty
= . a4t —ga

la razén (1 + t), luego su suma serd ———— y como esta can-
tidad ha de ser igual al capital recibido acumulado con sus inte-
F e
reses durante los » afios %E;y.—_—c (1-t)n, ycomola incog
nita es a, multiplicando por t y sacandola factor comun para
aislarla en el primer miembro; a((14-t)n —1)=ct(l -t )mn,
y dividiendo por la cantidad comprendida en los corchetes, a=
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- formula facilmente aplicable & logaritmos como  las que
UinP—1 ; : i
: e 5 - a{{l+t’-“-—-1)
sigan, Silo desconocido fuera el capital, c=———

60+ 6"

Problema 2.° Averiguar la anualidad que debemos entregar
durante » afos para que produciéndonos el t por uno se convier-
ta en el capital C. Sea A. dicha anualidad, la primera que se en-
tregue estard produciendo intereses n—1 afios, la segunda n—2,
la tercera n—3 y... la ultima no producird, la suma de las eanti-
dades é intereses debe ser igual & C, luego C= A (1-}t) n—14-A

A(L40"—A A4+ —1)

(14-tm—24,..,.+A= : = > de donde-Ct=A
((14-t)n—~1) y por tanto A=(;—rt%:- : Esta formula y la que nos

dé el valor de C son perfe(:ta-u}er.ite aplicables & los logaritimos y
bastantes sencillas. '
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