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A D V E R T E N C I A 

Pocas son las reformas que hemos introducido en esta 
3.a edición. Atendiendo á indicaciones muy atinadas de algún 
compañero nuestro, incluímos la teoría del mínimo común 
múltiplo, fundada en el máximo común divisor, ya que por 
descomposición de los números en factores simples no es po­
sible formarle sin gran trabajo, cuando los factores primos no 
son números muy pequeños. También hemos completado las 
demostraciones de las reglas de las raíces cuadrada y cúbica 
suponiendo el número indeterminado, con lo cual el profesor 
podrá elegir de las dos demostraciones la que le parezca más 
conveniente. Hemos quitado todos los ejemplos de operacio­
nes de números concretos del antiguo sistema de pesas, me­
didas y monedas de Castilla, que es ya hora de que pasen á 
la Historia, y en cambio hemos ampliado el capítulo que 
trata del sistema métrico decimal, incluyendo muchas noti­
cias históricas de su adopción y dando la nueva definición del 
litro, adoptada por la Comisión internacional de pesas y me­
didas. Es claro que los alumnos no tendrán necesidad de 
aprender para decirlas en el examen las noticias á que nos 
referimos; pero leyéndolas se formarán una idea déla impor­
tancia que tiene el sistema métrico y de los delicados trabajos 
científicos que se han llevado y se están llevando á cabo 
para perfeccionarle. Hemos agregado también en esta edición 
algunas cuestiones relativas á fondos públicos y la regla de 
aligación, que habíamos suprimido en la 2.a edición. 



n c i i i m ESCOLÁSTICA 
DE LAS 

PROPOSICIONES M A T E M A T I C A S 

AXIOMA es u n a p r o p o s i c i ó n ev iden t e por si m i s m a , y que, 
pur c o n s i g u i e n t e , no neces i ta d e m o s t r a c i ó n . 

TEOREMA es una ve rdad demos t r ab l e . E l t eorema cons ta de 
u n enunciado y u n a d e m o s t r a c i ó n . E l ENUNCIADO es la p r o p o ­
s i c i ó n que se a n u n c i a como verdadera ; t i ene dos par tes : una 
h i p ó t e s i s ó s u p o s i c i ó t i j que a f i rma l o que se supone c i e r to ; y 
una tesis ó c o n c l u s i ó n , c u y a ve rdad se ha de p r o b a r . La DEMOS­
TRACIÓN es el r a c i o c i n i o que se hace para p a t e n t i z a r la ve rdad 
de la tesis. 

U n teorema es RECÍPROCO de o t r o , c u a n d o t i ene p o r h i p ó t e ­
sis la c o n c l u s i ó n ^ y p o r c o n c l u s i ó n la h i p ó t e s i s de este o t r o ; y 
CONTRARIO c u a n d o t i ene u n a h i p ó t e s i s y u n a c o n c l u s i ó n c o n ­
t r a r i a s á las de este o t r o . 

LEMA es u n t eo rema de poca i m p o r t a n c i a por s í mismo., 
pero necesar io pa ra d e m o s t r a r o t ros m á s i m p o r t a n t e s . 

COROLARIO es u n t eo rema cuya ve rdad se deduce i n m e d i a ­
ta m e n t e de u n teorema conoc ido . 

POSTULADO es u n teorema que no se puede demos t r a r , y 
que po r t an to debe a d m i t i r s e como a x i o m a en la f o r m a c i ó n de 
la Cienc ia . 

ESCOLIO es u n a a d v e r t e n c i a ó nota que se hace sobre u n o 
ó m u c h o s teoremas r e l a t i v o s a l m i s m o asun to , ó que f o r m a n 
una t e o r í a . 

PROBLEMA es u n a c u e s t i ó n en que nos p r o p o n e m o s de te r ­
m i n a r una ó m u c h a s cosas desconocidas ó i n c ó y n i t a s , por me­
dio de o t ras conoc idas ó datos. 

La p r o p o s i c i ó n en que se declara el objeto del p r o b l e m a se 
l l a m a enunciado: el p r o c e d i m i e n t o pa ra d e t e r m i n a r las i n c ó g ­
n i t a s de modo que sa t i s fagan al e n u n c i a d o , se l l a m a r e s o l u c i ó n : 
el r e su l t ado o b t e n i d o d e s p u é s de reso lver le , se l l a m a s o l u c i ó n . 
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P R E L I M I N A R E S 

1. Varias cosas que tienen uno ó muchos caracteres 
comunes, se dicen homogéneas por relación á dichos 
caracteres comunes, 3̂  si tienen otros caracteres diferen­
tes, heterogéneas por relación á éstos. 

Dos dados, uno de plomo y otro de marfil, son homo­
géneos por relación á su figura, y heterogéneos por la 
materia de que están construidos. Pueden además ser 
iguales ó distintos, el peso ó el tamaño, por ejemplo. 

Si varias cosas tienen todos sus caracteres comunes, 
se dicen idénticas. 

2. Varias cosas, por relación á sus caracteres comu­
nes, ó en cuanto son homogéneas, forman un conjunto 
que se puede considerar obtenido por la repetición de 
cualquiera de ellas. La cosa repetida se llama unidad, 
el conjunto formado por la repetición de la unidad 
constituye una pluralidad. La expresión determinada 
de cuantas veces se ha repetido la unidad, se llama 
número. 

E l numero es, pues, una pluralidad delermidada de 
cosas ú objetos homogéneos; cualquiera de las cosas ú 
objetos, es la unidad. 

3. Como la unidad generatriz del número puede ser 
un objeto cualquiera, podemos hacer abstracción de la 
naturaleza de la unidad y expresar solamente cuantas 
veces está repetida para formar el número. 

El número que expresa la naturaleza de la unidad 
generatriz se Uama concreto, y el que no la expresa 
abstracto. 

4. Por lo que hasta ahora llevamos dicho, se com­
prende que el número es un conjunto de partes separa­
bles unas de otras, ó disgregables, es decir, que el número 
es discreto. 



5. La imidad puede ser un todo formando un indi­
viduo que no se puede descomponer en partes sin des­
truirle; esto sucede si, por ejemplo, la unidad es un 
hombre, un árbol, etc. Pero también puede ser una cosa 
descomponible en partes iguales y homogéneas: esto 
sucederá si la unidad es una distancia, un peso, etc. 

En el primer caso, la unidad se impone en la forma­
ción del número: así, para numerar un conjuuto de 
árboles, tomamos por unidad un árbol. Lo más que 
podremos hacer, si la distribución de los árboles lo per­
mite, es tomar por unidad una colección de árboles, una 
fila, por ejemplo, si están distribuidos en filas. 

En el segundo caso, es decir, cuando la unidad se 
puede descomponer en partes homogéneas, queda com­
pletamente libre la elección de su tamaño; resultando 
tanto mayor el número, cuanto menor es la unidad 
elegida. 

6. E l concepto de tamaño, ó limitación de los seres 
infinitos, constituye su magnitud; el carácter esencial 
de la magnitud es ser susceptible de aumento y dismi­
nución. Las palabras magnilud y cantidad se suelen 
emplear como sinónimas; pero es mejor aplicar el nom­
bre de cantidad solamente á las magnitudes determina-
bles, ó numerables por medio de una unidad de su 
misma naturaleza y excluir las magnitudes que no sean 
determinables, como por ejemplo, las facultades intelec­
tuales, afectos, etc. 

7. La cantidad es continua, es decir, que se puede 
descomponer en partes homogéneas, tan pequeñas como 
se quiera, é inversamente se puede formar una cantidad 
por la repetición sucesiva de una parte cualquiera. De 
un modo más general, la cantidad puede aumentar ó 
disminuir .por grados insensibles. 

8. Cuando se determina ó mide una cantidad fija, 
ó como suele llamarse constante, por medio de una 
unidad de su misma naturaleza, constante también, 
puede suceder: 1.° Que la cantidad contenga un número 
exacto de veces á la unidad, y entonces se origina un 
número formado por una pluralidad de unidades y se 
llama número entero. 2.° Que la cantidad no contenga 
exactamente á la unidad, pero sí á una de las partes 
alícuotas que resultan de dividirla en cierto número de 



parias iguales, y eabonoes se origiua un número que se 
llama fraccionario. 3.° Que la cantidad no contenga exao-
tamente á la unidad ni á ninguna de sus partes alícuo­
tas, y entonces se origina el ni uñero inconmensurahle. 

En los dos primeros casos, la unidad y la cantidad 
son conmensurables entre sí, ó tienen una medida común, 
que es, ó la unidad misma, ó una de sus partes alícuo­
tas: los números que expresan la relación de la cantidad 
á la unidad, ó sea la medida de la cantidad, son conmeo-
sarables. En el tercer caso, la unidad y la cantidad son 
inconmensurables entre sí, puesto que ninguna parte alí­
cuota de la unidad está exactamente contenida en la 
cantidad. Más adelante encontraremos ejemplos de 
números inconmensurables, y veremos que no se pueden 
expresar exactamente, pero sí con toda la aproximación 
que se quiera, 

9. La ciencia de la cantidad en general se llama 
Matemática. 

La ciencia de los números en general ha recibido dis­
tintos nombres, Aritmologia y Algoritmia La parte 
elemental en que nos ocuparemos nosotros se llama A r i t ­
mética. 

10. Antes de comenzar la Aritmética es conveniente 
conocer la nomenclatura escolástica usual para designar 
las proposiciones matemáticas. 

DEFINICIÓN es el desarrollo verbal de la comprensión 
de una idea. 

DIVISIÓN es la enumeración de las partes que interior­
mente forman el todo definido. 

DEMOSTRACIÓN es un raciocinio que se hace para 
patentizar la verdad de una proposición. 

AXIOMA es una proposición evidente por sí misma 
y que, por consigaiente, no necesita demostración. 

TEOEEMA es una verdad demostrable. El teorema cons­
ta de un emmciado y una demostración. El enunciado es 
la proposición que se anuncia como verdadera; consta de 
dos partes: una hipótesis, ó suposición, que afirma lo que 
se supone cierto, y una tesis, ó conclusión, cuya verdad 
se ha de establecer por medio de la demostración. 

Un teorema es reciproco de otro cuando tiene por 
hipótesis la conclusión y por conclusión la hipótesis de 
este otro. 



Un teorema es contrario de otro, cuando tiene una 
hipótesis y ana conclusión contrarias á las de este otro. 

LEMA es un teorema de poca importancia por sí 
mismo, paro necesario como fundamento de otros teo­
remas más importantes. 

COROLAB 10 es un teorema cuya verdad se deduce 
inmediatamente de un teorema conocido. 

POSTULADO es un teorema que no se puede demostrar, 
y que por tanto debe admitirse como axioma en la for­
mación de la Ciencia. 

ESCOLIO es una advertencia ó nota que se hace sobre 
uno ó machos teoremas relativos al mismo asunto, 
ó que forman una teoría. 

PROBLEMA es una cuestión en que nos proponemos 
determinar una ó muchas cosas desconocidas ó incójni-
ta.s, por medio de otras conocidas ó datos. 

La proposición en que se declara el objeto del pro -
blema, se llama enunciado: el procedimiento para deter­
minar las incógnitas de modo que satisfagan al enun­
ciado, se llama resolución', el resultado obtenido después 
de resolverle, se llama solución. 

11. Se llama igualdad la relación que existe entro 
dos cantidades homogéneas idénticas, ó entre ios núme­
ros que las miden. 

La igualdad se expresa colocando el signo = , que se 
lee igual á, entre las cantidades ó números iguales. 

Así, si las cantidades representadas por los símbolos 
A y B son iguales, escribiremos A = B, y leeremos 
A igual á B. 

Todo lo que antecede al signo = se llamajo-rm^r miem­
bro de la igualdad, y lo que le sigue, segundo miembro. 

Se llama desigualdad la relación que existe entre dos 
cantidades homogéneas, tales que una de ellas es mayor 
que la otra, ó entre los números que las miden. 

Para expresar la desigualdad, se emplea uno de los 
signos ^>y <C) qae se leen respectivamente mayor que 
y menor que, colocados entre las cantidades que se 
comparan. 

Así, si las cantidades A y B, que se comparan, son 
tales que A es mayor que B, escribiremos A ^> B, y lee­
remos A mayor que B. Si A fuese menor que B, la des­
igualdad sería A <^ B. 



Lo mismo que en las igualdades, todo lo que hay 
escrito antes del siguo >> ó <C, se llama primer miembro, 
y todo lo que hay después, segundo miembro de la des­
igualdad. 

Es evidente que en una igualdad se puede cambiar el 
orden de los dos miembros; así, si se tiene A =^ B, tam­
bién es cierto que B = A, 

En una desigualdad se puede cambiar el orden de los 
dos miembros, pero cambiando el signo de la desigual­
dad: así, si A ̂ > B, se tendrá B <^ A. 

12. Entre cantidades lieíerogéneas no existe igual­
dad, pero puede existir equivalencia, es decir, igualdad 
en los valores, ya sea ésta natural, ya sea conven­
cional (*). 

13. Los axiomas fundamentales de la Matemática 
son verdades conocidas por el sentido común, y apenas 
se necesita enumerarlos. 

Una cosa es idéntica d ella misma. Dos cosas iguales 
d una tercera, son iguales entre si, ó más generalmente: 
si entre muchas cosas la primera es igual d la segunda, 
ésta d la tercera y asi sucesivamente, dos cualesquiera de 
estas cosas serán iguales. E l todo es mayor que una de 
sus partes, etc. 

14. Dividiremos la Aritmética en dos partes: la pr i ­
mera tratará de los números abstractos, y la segunda, 
de los concretos, considerando esta última como una 
simple aplicación de la primera. 

La primera parte la dividiremos en dos secciones: 
Cálculo aritmético y comparación aritmética; y el cálcu­
lo aritmético en tres libros, que tratarán respectiva­
mente de los números enteros, de los fraccionarios y de 
los inconmensurables. 

(*) E l trabajo necesario para elevar un kilogramo de agua destilada de la 
temperatura cero grados á un grado, que es aproximadamente 425 k i l o g r á ­
metros, se l lama equivalente m e c á n i c o del calor, y es i gua l á lo que los 
f í s icos l laman una caloría: luego cierta cantidad de trabajo t e n d r á su e q u i ­
valente en calor, y r e c í p r o c a m e n t e : é s t a es, pues, una equivalencia n a t u ­
ral L a equivalencia entre una m e r c a n c í a y su coste es convencional entre 
el comprador y el vendedor: depende de muchas c ircunstancias ajenas^ á 
veces, á uno y otro. 





PRIMERA PARTE 
A R I T M É T I C A D E LOS N Ú M E R O S ABSTRACTOS 

S E C C I O N PRIMERA 

Cálculo aritmético. 

L I B R O P R I M E R O 
Los n ú m e r o s enteros. 

C A P Í T U L O P R I M E R O 

L A N U M E R A C I Ó N 

15. La n umeración es la parle de la aritmélica que se 
ocupa de la formación y expresión de los números* 

Los números euteros se forman por medio de la uni­
dad, que se va repitiendo y agregándose á sí misma. 
Si á cualquier número, ya formado, se le agrega la uni­
dad, se formará el número siguiente: como esta opera­
ción se puede verilicar siempre por grande que sea el 
número, la serie natural de los números es indefinida. 

16. De aquí la necesidad de un medio convencional 
y sistemático para poder expresar los números: este 
medio convencional comprende dos partes: una, la nu­
meración verbal ó expresión de los números por medio 
de palabras, y otra, la numeración escrila ó expresión de 
los números por medio de signos. 

Nosotros expondremos el sistema de numeración de­
cimal, que es el adoptado por todos. 

17. La unidad se expresa por la palabra uno, y se 
llama el námero imo: la reunión de uno y uno se llama 
dos; la de dos y uno, tres; la de tres y uno, cuatro; la de 
cuatro y uno, cinco; la de cinco y uno, seis; la de seis y 
uno, siete; la de siete y uno, ocho; la de ocho y uno, 
nueve; la de nueve y uno, d'iez. 



La reunión de diez unidades, se considera como una 
nueva unidad, que se dice de segundo orden, ó decena (la 
unidad simple se dice también de primer orden); la de­
cena es una unidad colectiva, y se puede contar por 
decenas como se lia contado por unidades. 

Así, la reunión, de dos decenas, se llama veinte', la de 
tres, treinta; la de cuatro, cuarenta] y sucesivamente 
cincuenta, sesenta, setenta, ochenta y noventa. 

La reunión de diez decenas forma el número ciento, 
que se considera como una nueva unidad, que se llama 
centena ó unidad de tercer orden, y se cuenta por cen­
tenas, como por decenas y unidades. La reunión de dos 
centenas es doscientos; la de tres, trescientos, y sucesi-
vamen le cuatrocientos, quinientos, seiscientos, setecien­
tos, ochocientos y novecientos. 

La reunión de diez centenas forma el número mil , 
que se considera como una nueva unidad, que se llama 
millar, ó unidad de cuarto orden. Se cuenta por milla­
res, como por las anteriores unidades. Así tendremos 
los números dos mil , tres mi l . , . . , nueve mil , diez mil . 
El número diez mi 1 se considera como una nueva uni­
da d, que se llama decena de millar, ó unidad de quinto 
orden, con la cual se cuentan los números veinte mil , 
treinta mil noventa mi l y cien mil . El número cien 
mil forma una nueva unidad, la centena de millar, ó 
unidad de sexto .orden, y con ella se cuentan los núme­
ros doscientos mil , trescientos mi l novecientos mil . 

La reunión do diez centenas de millar, forma un mi ­
llón, que es la unidad de séptimo orden. 

Con los millones se forman, como con las unidades 
simples, decenas, centenas, millares, decenas de millar 
y centenas de millar, todas ellas de millón; y son los 
órdenes octavo, noveno y duodécimo de unidades, y se 
cuenta con ellas como con los órdenes anteriores. 

Mil millares de millón, ó sea un millón de millones 
se llama billón. E l billón es la unidad de orden décimo 
tercio, y se forman con ella decenas, centenas, millares, 
decenas de millar y centenas de millar, con las que se 
cuenta como con las anteriores. 

Un millón de billones forma el trillón y así sucesi­
vamente. 

18. Desde diez hasta veinte se cuentan los números 
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intermedios agregando á la palabra diez las de los nueve 
primeros números y diciendo por consiguiente: diez y 
uno (once) (*), diez y dos (doce), diez y tres (trece), diez 
y cuatro (catorce), diez y cinco (quince), diez y seis 
diez y siete, diez y ocho, diez y nueve. Desde veinte 
hasta treinta se cuentan los números intermedios aña­
diendo á la palabra veinte, los nombres de los nueve 
primeros números; así se contará: veintiuno, veintidós... 
veintinueve. Del mismo modo se cuenta de treinta á 
cuarenta, de cuarenta á cincuenta de noventa á 
ciento. 

Desde ciento á doscientos se cuentan los números in­
termedios agregando á la palabra ciento los nombres de 
los noventa y nueve primeros números y se dirá: ciento 
uno, ciento dos ciento diez, ciento veinte. .. ciento 
noventa y nueve. Del mismo modo se contará entre 
doscientos y trescientos, y así sucesivamente hasta no­
vecientos noventa y nueve. 

Entre mil y dos mil se contará agregando á la pala­
bra mil los nombres de los novecientos noventa y nueve 
primeros números, y lo mismo entre dos mil y tres mil, 
y así sucesivamente hasta llegar á nueve mil novecien­
tos noventa y nueve. 

De modo análogo se cuentan los números intermedios 
entre diez mil y veinte mil, entre veinte mil y treinta 
mil entre cien mil y doscientos mil, y así sucesiva­
mente. 

19. De todo lo expuesto se deduce que diez unida­
des simples ó de primer orden, forman una decena ó 
unidad de segundo orden: diez decenas forman una 
centena ó unidad de tercer orden, y siempre diez uni­
dades de un orden forman la del inmediato superior. 

En virtud de esto se llama base del sistema de nume­
ración decimal el número diez, que expresa cuantas 
unidades de un orden se necesitan para formar la del 
orden inmediato superior. 

Debemos observar que las unidades de cada orden en 
un número son menos de diez, y por consiguiente, 

(*) E l uso ha sustituido las palabras diez y uno, dieJi y dos, etc , por las 
once, doce, trece, catorce y quince, por evitar la cacofonía de las primera^, 
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nueve á lo sumo: además en un número pueden faltar 
ciertos órdenes de unidades, que serán precisamente las 
que no se nombran. Así el número trescientos siete, 
contiene centenas y unidades, pero carece de decenas. 

También conviene observar que se cuenta por unida­
des, decenas y centenas simples, ó de millar, ó de mi­
llón, ó de millar de millón, etc., de suerte que de tres 
en tres órdenes se forma una unidad que podemos con­
siderar como principal 

20. Para la escritura de los números se han adopta­
do los signos: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
que representan, respectivamente, los nueve primeros 
números, y se llaman cifras significativas del sistemas. 
Como liemos visto que en todo número las unidades de 
cada orden son menos de diez, las cifras anteriores ser­
virán para expresar cuantas unidades de cada orden 
contiene un número. Para expresar la falta de unidades 
de cualquier orden se usa el signo: 

0 
que se llama cero y también cifra no significativa, para 
distinguirla de las demás. El cero, p>or consiguiente, no 
tiene valor. 

21. Se conviene en que: toda cifra escrita d la iz­
quierda de otra representa unidades del orden inmediato 
superior ó diez veces mayores: de este modo el primer 
lugar de la derecha corresponde á las unidades; el se­
gundo (contando hacia la izquierda) á las decenas, ó 
unidades de segundo orden; el tercero á las centenas, ó 
unidades de tercer orden, y en general, cada orden de 
unidades ocupa el lugar marcado por su orden. 

De aquí resulta que cada cifra tiene dos valores, uno 
absoluto, que, como su nombre indica, es invariable y 
depende de su figura, y otro relativo, que es accidental 
y depende del lugar que ocupa en ebnúmero. 

De esto se deduce que las unidades de diferentes 
órdenes se escribirán por medio de la unidad seguida de 
un número conveniente de ceros. Así: 

1, 10, 100, 1000, 10000 
serán ks números uno, diez, ciento, mil , diez mil . . . . 

.22. Para escribir un número cuyo enunciado ó ex­
presión verbal conoceinos? consideraremos tres casos: 
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1.° Que el número sea inferior ci mil . 2.° Que sea su­
perior á mi l é inferior á un millón.. 3.° Que sea mayor 
que un millón. 

1. ° Si el nlimero que se quiere escribir es inferior á 
mil, se escribirán primero sus centenas, á la derecha de 
éstas las decenas, y a la dercelia de las decenas, las uni­
dades. Así. para escribir el número trescientos veintisiete 
escribiremos primero un 3, por ser tres las centenas, á 
su derecha un 2, por ser dos las decenas, y á la derecha 
de éstas un 7, por ser siete las unidades, de modo que 
escribiremos 327. 

Si el número carece de decenas ó unidades, se ocu­
parán sos lugares con ceros: si no llegase á 100, ó á 10, 
bastarían dos, ó una cifra para escribirle. 

2. ° Si el número que se quiere escribir es mayor que 
mil y menor que un millón, se supondrá formado por 
dos grupos de unidades principales) uno de unidades 
simples y otro de millares: se escribirá el grupo de mi­
llares, cine á lo sumo tendrá tres sifras (unidades, dece­
nas y centenas de millar), como se lia dicho en el caso an­
terior, y á su derecha dejando un pequeño Meco, ó sepa­
rándole por una coma, el grupo de unidades, que también 
tendrá á lo sumo tres cifras (unidades, decenas y cente­
nas simples). Por ejemplo, el número doscientos cuarenta 
y cinco mi l setecientos treinta y nueve se escribirá: 

245 739 ó 245,739 
Si faltan algunos órdenes de unidades se ocuparán 

sus lugares con ceros, cuya situación es muy fácil de 
determinar en cada grupo. Así: el número doscientos 
cuarenta mi l treinta y nueve, se escribirá: 

240,039 
3. ° Si el número es mayor que un millón, se tendrá 

presente que los dos grupos de tres cifras de la derecha 
corresponden á los des órdenes principales, unidades y 
millares: los dos siguientes á la izquierda, unidades y 
millares de millón, los otros dos más á la izquierda, 
unidades y millares de billón, y así sucesivamente. Por 
consiguiente, pmra escribir un numero mayor que un mi­
llón, se escriben primero los grupos de millares y unida­
des más elevados: á la derecha de éstos los grupos de mi ­
llares y unidades siguientes descendiendo, y asi hasta 
llegar á los grupos de millares y unidades simples. 
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Cuando el número sea muy grande, conviene escribir 
á la derecha y á la parte superior de la cifra de unida­
des de millón un 1 pequeñito; en el mismo lugar y á la 
derecha de las unidades de billón un 2, etc.; y separar 
por comas cada grupo de millares del de unidades, ó sea 
los grupos de tres cifras. 

Sea, por ejemplo, el número: doce billones, doscientos 
cincuenta y seis mil cuatrocientos diez y siete millones, 
setecientas veintitrés mil doscientas ochenta y siete unida­
des; se escribirá: 

122256,4171723,287 
Si faltasen algunos órdenes de unidades, se ocuparán 

sus lugares con ceros: el número setecientos dos mi l siete 
millones, veinticuatro unidades, se escribirá: 

702,007'000,024 
23. Para leer un número cualquiera, se divide en 

grupos de seis cifras, poniendo á la izquierda del prime­
ro un 1, como hemos indicado para la escritura; d la iz­
quierda del segundo un 2, ele ; se dividen estos grupos 
cada uno en dos de tres cifras por medio de comas, se co­
mienza la lectura por los grupos superiores leyendo sus 
centenas, decenas y unidades, añadiendo la palabra mi l d 
los situados á la izquierda de cada coma, y las palabras 
millones, billones, etc., á la terminación de los grupos 
que tienen á su derecha un 1, un 2, etc. Asi el número 

42324,6101012,685 
se leerá: cuatro billones, trescientos veinticu%tro mi l seis­
cientos diez millones, doce mil seiscientas ochenta y cinco 
unidades, 

C A P I T U L O 11 

L A S O P E R A C I O N E S F U N D A M E N T A L E S 

i. La adición 

24. Se da el nombre de operación al acto por el cual 
se verifica una transformación en un okjeto, ó combina­
ción de objetos. 

Las operaciones matemáticas pueden ser de cálculo, 
construcción, combinatorias, etc. Por ahora nos limita­
remos á las operaciones del oálculo; que son; las que 
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tienen por objeto hallar uno ó muchos números, qué sé 
llaman resultado, por medio de otros que se llaman datos. 

i3os o más operaciones combinadas forman una ope­
ración comptiesia: cuando una operación indicada se con­
sidera como dato para someterle á otra operación ulterior, 
se encierra la operación indicada en un paréntesis. 

Las operaciones fundamentales del cálculo aritmé­
tico son: adición, substracción, multiplicación y división. 

La adición, y multiplicación son operaciones de com­
posición: la substracción y división de descomposición. 

Una operación es inversa de otra cuando tiene por 
datos el resultado y uno de los datos de la primera, y 
por resultado el otro dato. Más adelante veremos que la 
substracción es inversa de la adición, y la división, en su 
acepción más general, inversa de la multiplicación 

La adición y substracción también se dicen opera­
ciones de primer grado, y la multiplicación y división de 
segundo grado. 

25. Adición es una operación que tiene por objeto 
reunir en un solo número las unidades de otros varios (*) 

Los datos de la adición se llaman sumandos, el re­
sultado suma y la práctica de la operación sumar. 

Se indica la operación escribiendo un signo -\~, que 
se lee más, entre cada dos sumandos, y separando los 
datos del resultado por el signo = . 

Así, siendo los sumados 4, 7 y 3, escribiremos: 
4 + 7 + 3 = 1 4 . 

26. E l procedimiento primitivo de la adición es 
añadir al primer sumando las unidades del segundo, 
contándolas una á una, como se ha explicado en la nu­
meración; al resultado que se obtenga se añaden las del 
tercer sumando, contadas del mismo modo, y así sucesi­
vamente hasta el último sumando. 

Este procedimiento no es bueno más que cuando los 
sumandos son de una cifra ó dígitos i^*) y se llega á 

(*) Damos una de f in i c ión que só lo comprende la a d i c i ó n de n ú m e r o s 
enteros, pero iremos generalizando cada operac ión á medida que sea nece­
sario, teniendo presente que una o p e r a c i ó n generalizada contiene la ope­
rac ión particular; pero como puede perder algunas de sus propiedades, se 
deben revisar é s t a s , para conservar solamente las que correspondan á la 
o p e r a c i ó n general izada. 

(**) Se l laman d í g i t o s los n ú m e r o s de una cifra porque se pueden c o n ­
tar con los dedos. 
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hacer de memoria cuando se tiene alguna práctica en la 
operación: pero para considerar más de dos sumandos, 
se necesita aprender la tabla de sumar, que contiene 
todas las sumas posibles de dos números dígitos. 

Antes de formarla debemos tener presente, que si 
uno de dos sumandos es cero, la suma es igual al otro 
sumando: propiedad que se deduce inmediatamente de 
la definición de la operación. 

Esto supuesto, escribamos en una línea horizontal el 
cero y los nueve primeros números, debajo correspon­
diéndose con los de la primera línea, los mismos núme­
ros aumentados cada uno en una unidad, y se tendrá la 
suma de los números de la primera línea con 1; debajo 
se escriben los números de la segunda línea aumentados 
en una unidad, y se formará uua tercera línea, que con­
tiene los de la primera aumentados en dos unidades: se 
sigue del mismo modo hasta formar la décima línea, que 
contendrá la suma de los números de la primera con 9. 

1 

10 

9 

10 

11 

9 

10 

11 

12 

9 

10 

11 

12 

13 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

10 

11 

12 

13 

14 

16 

16 

17 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

De lo dicho resulta que cada línea horizontal con­
tiene la suma de los números de la primera línea con el 
número que la comienza, y cada línea vertical contiene 
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la suma del númfro que la oomienza oou los números 
de la primera vertical. 

La suma 5 - j - 7, por ejemplo, estará en la vertical 
que comienza por 5 y en la horizontal que comienza 
por 7; será, por consiguiente, el número 12, común á 
las dos líneas. 

27. Pasemos ya al caso general de la adición, que 
consiste en sumar números cualesquiera: está fundado 
en las siguientes propiedades de la adición. 

1. a Una suma no se altera, aunque se altere el 
orden de los sumandos. Porque la suma es el conjunto 
de unidades que contienen los sumandos, y no varía este 
número de unidades con el orden de los sumandos. 

2. a Dos ó más sumandos se pueden sustituir por su 
suma ejectuada. Para esto basta suponer que se colocan 
los primeros (1.a), y que, por consiguiente, por ellos co­
mienza la suma. 

Es claro, que inversamente se puede suponer cual­
quier sumando descotnpuesto en dos, ó más partes, que 
sumadas compongan el sumando. 

28. Eu virtud de estas propiedades, para sumar 
números cualesquiera, se'les puede suponer descom­
puestos, cada uno de ellos, en unidades, decenas, cen­
ceñas, millares, etc. Suponer después alterado el orden 
de estes nuevos sumandos y sumar unidades con uni­
dades, decenas con decenas, centenas con centenas, 
etc., y reunir los resultados en un solo número 

Para hacer más fácil la aplicación práctica del prin­
cipio anterior, seguirenos la siguiente: 

REGLA: Para sumar números cualesquiera, se escri-
hen los sumandos unos debajo de otros, de modo que se 
correspondan unidades con unidades, decenas con de­
cenas, centenas con centenas, etc, se traza una raya de­
bajo de los sumandos y se siman los números de cada 
columna, comenzando por la derecha; si la suma no llega 
á diez, se escribe debajo de la raya, correspondiéndose 
con la columna sumada, y si llega ó pasa de diez, se es­
cribe la cifra de las unidades de la suma y se reservan 
las decenas para agregarlas á la siguiente columna de la 
Izquierda. E l número (que asi resulte será la suma pedida. 

Sea sumar los números 14675, 8344, 2480.% 586, se 
escribirán en columna del modo siguiente: 
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14675 
8344 

24803 
586 

48408 
La columna de las unidades da por suma parcial 18; 

escribimos, por consiguiente un 8, que es la cifra de las 
unidades^ y reservamos una decena para sumarla con las 
decenas (*).. 

La columna de las decenas da 19 y 1 de la suma an­
terior 20; escribiremos el 0 y reservaremos el 2, que ex­
presa centenas, para sumarle con las centenas. Del mis­
mo modo, de la suma de las centenas, que es 24, sólo 
escribimos el 4. De la suma de los millares, que es 18, 
escribimos el 8; y, por último, escribiremos el 4, que es 
la suma de las decenas de millar. 

La suma buscada será, pues, 48408. 
29. Es fácil observar que si no sumásemos las co­

lumnas procediendo de derecha á izquierda, no se podría 
escribir de una sola vez el resultado, sino en el caso de 
ser todas las sumas parciales inferiores á 10. 

La suma de las unidades más elevadas se escribirá 
completa, aunque sea igual ó mayor que 10, porque ya 
no se tienen que reservar las decenas que resulten para 
agregarlas á otra suma parcial. 

30. Prueba de una operación es otra operación que 
tiene por objeto comprobar la exactitud del resultado obte­
nido en la primera. 

Si la prueba y la operación están conformes, tendre­
mos casi certeza de que la operación está bien hecha 
por ser bastante difícil cometer los mismos errores en la 
operación y en la prueba: si no están conformes, habrá 
equivocación en la prueba ó en la operación, y se deben 
repetir ambas con todo cuidado hasta que resulten 
conformes. 

La prueba más sencilla de la adición consiste en 

(*•) Cuando se sume cada columna, conviene al seguirla con la pluma, 
nombrar solamente las sumas parciales que se obtengan, sin nombrar los 
sumandos. A s í , no diremos 5 y 4 son 9 y 3 son 12 y 6, 18; sino 5, 9, 12, 18. 
De este modo se hace m á s r á p i d a m e n t e la operac ión y hasta se evitan mo­
tivos de equivocaciones. 
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repetir la operación sumando de abajo á arriba, si la 
primera vez se ha sumado de arriba á abajo. 

También se puede comprobar la suma dividiendo los 
sumandos en grupos, que se suman separadamente, y 
sumando después las sumas parciales obtenidas. 

Este procedimiento se suele emplear como operación 
y no como prueba, cuando los sumandos son muchos. 

31. Para sumar sumas indicadas, se forma una suma 
indicada con todos los sumandos de las sumas par­
ciales (*). 

Sean las sumas B-f-T' + S y á - j - O . 
Si formamos la suma 5-j-7 + 3- j -4- | -9j compuesta 

de los sumandos de ambas sumas, podemos sustituir los 
sumandos 5, 7 y 3 y los 4 y 9 por su suma efectuada 
(27, 2.a propiedad); luego podremos escribir, 

( 5 + 7 + 3 ) + (4-1-9) = 5 + 7 + 3 + 4 + 9 . 
32. Si varios sumandos aumentan en números cuales­

quiera, la suma aumenta en la suma de los aumentos de 
los sumandos. 

Sea la suma 5 + 7 + 3, y supongamos que el primer 
sumando aumente en 4 y el tercero en 9 unidades, se 
tendrá: (5 + 4) + 7 + (3 + 9), 
que se podrá escribir (31) sin los paréntesis, y será: 

5 + 4 + 7 + 3 + 9; 
sustituyendo ahora los sumandos 5, 7 y 3 por su suma, 
y los 4 y 9 por la suya (27, 2.a propiedad), se tendrá 
finalmente, 

(5 + 7 + 3) + (4 + 9), 
que demuestra la propiedad enunciada, puesto que la 
suma 5 + 7 + 3 ha aumentado en 4 + 9. 

En particular, si sólo aumenta un sumando, la suma 
aumenta en el mismo número que el sumando. 

33. Si se suman miembro á miembro varias igualda­
des, el resultado es una igualdad (**). 

Es evidente que constando del mismo número de uni­
dades los dos miembros de cada igualdad, las dos sumas 
efectuadas constarán también del mismo número de 
unidades. 

(*) Es evidente que también se pueden efectuar las sumas parciales y 
sumarlas después. 

Sumar miembro á miembro, se dice también sumar ordenadamente. 



^ 18 — 

t>e las igualdades 3 + 9 = 12 y á + 5 = 2 + 7, ob­
tendremos: 

3 + 9 + 4 + 5 = 12 + 2-1-7. 
Como caso particular resulta: gue si á los dos miem­

bros de una igualdad se les aumenta en el mismo número, 
los resultados forman una igualdad. 

34. Si se suman miembro á miembro varias desigual­
dades que se verifican en un mismo sentido (todas del 
signo ^> ó todas del signo <<), el resultado es una desi­
gualdad que tiene lugar en el mismo sentido que las pro­
puestas. 

Si tenemos 1 2 ; > 9 y 18 >• 16, la suma 12 + 18 se 
compone de dos grupos de unidades mayores respecti­
vamente que los de la suma 9 + 1 5 de los segundos 
miembros; luego es evidente que se tendrá: 

12 + 1 8 > 9 + 15. 
Si sumemos una desigualdad con una igualdad, el re­

sultado es una desigualdad en el mismo sentido, ó del 
mismo signo que la propuesta. 

Si á los dos miembros de la desigualdad 12 9 les 
agregamos los de la igualdad 7 = 7 , se formarán las 
sumas 12 + 7 y 9 + 7, y como es evidente que la p r i ­
mera tiene más unidades que la segunda, se tendrá: 

12 + 7 > 9 + 7. 

II L a s u b s t r a c c i ó n . 

35. La substracción es una operación que tiene por 
objeto, dados dos números, averiguar en cuántas unidades 
el mayor excede al menor. 

E l mayor de los números dados se llama minuendo, 
el menor substraendo; el resultado, resto ó diferencia, y 
la práctica de la operación, restar. 

Se indica la substracción escribiendo el minuendo, 
después el signo —, que se lee menos, y á continuación 
el substraendo, separando los datos del resultado por el 
signo ==. 

Así: siendo 7 el minuendo y 4 el substraendo, escri­
biremos: 

7 — 4 = 3. 
36. De la definición de la substracción se deduce: 

que la suma del sustraendo y del resto es igual al m i -
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duendo, y por consiguiente podemos dar también la si­
guiente definición: substracción es una operación qm 
tiene por objeto, dados la suma y uno de los sumandos, 
hallar el otro. 

La substracción es, pues, una operación inversa de la 
adición. JSTo puede la adición tener otra operación in­
versa que la substracción, porque el orden de los su­
mandos no altera la suma. 

Si de la igualdad, 8 + 4 = 12, resulta: 12 — 8 — 4: 
de la igualdad, 4 + 8 = 12, resultará, análogamente, 
12 — 4 = 8; lo cual prueba que la misma operación hay 
que efectuar para hallar el primero ó el segundo suman­
do, cuando se conoce la suma y uno cualquiera de ellos. 

El procedimiento elemental primitivo de la substrac­
ción es restar del minuendo las unidades del substraen­
do, descontcmdolas una á una. 

Este procedimiento es practicable cuando el subs­
traendo es un mimero dígito. 

37. Si el substraendo es dígito y el minuendo le 
excede en menos de 10 unidades, se puede hallar el 
resto por medio de la tabla de sumar (26). Sea, por 
ejemplo, restar 8 del número 15. Si recorremos descen­
diendo la línea vertical que comienza por 8 hasta en­
contrar el número 15, vemos que se halla en la línea 
horizontal que comienza por 7: luego la suma de los 
números, 7 y 8 es 15; entonces si 15 es el minuendo y 8 
el substraendo, el resto será 7. 

Aunque el minuendo sea un número cualquiera, si el 
substraendo es dígito, se adquiere pronto suficiente 
práctica para hacer mentalmente la substracción, por 
lo cual pasaremos á ocuparnos del caso general. 

38. La substracción de dos números cualesquiera se 
funda en que es una operación inversa de la adición, y 
en el siguiente principio: 

E l resto de dos números no varia cuando se amientan 
ambos en igual número de unidades. 

Sea, por ejemplo: 7 — 4 == 3, de donde 7 — 4 - j - 3, 
Si aumentamos los dos miembros de la última igual­

dad en 5 unidades, se tendrá: 
7 + 5 = 4 + 3 + 5, 

que se puede escribir (27, 2.a propiedad) 
7 + 5 = ( 4 + 5 ) + 3; 
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de donde, considerando las sumas (7 5) y (4 -|- 5) como 
minuendo y substraendo, se tendrá, en virtud de la de­
finición de substracción, 

(7 + 5 ) - ( 4 + 5) = 3,, 
como se quería demostrar. 

Para restar números cualesquiera, supondremos des­
compuestos el minuendo y el substraendo en sus dife­
rentes órdenes de unidades, y restaremos de las unida­
des de cada orden del minuendo las correspondientes 
del substraendo. 

Está fundado este procedimiento en que, siendo el 
minuendo la suma de substraendo y resto, cada uno de 
sus órdenes de unidades debe provenir de la suma de los 
correspondientes en substraendo y resto. 

Puede ocurrir que alguna de las cifras del minuendo 
sea menor que la correspondiente del substraendo: por­
que ya vimos (28) que cuando la suma parcial de las uni­
dades de algiln orden era mayor que 10, sólo se escribía 
la cifra de las unidades y se reservaba la de las decenas 
para agregarla á la suma siguiente; luego es claro que, 
de la cifra de las unidades de una suma parcial no 
se puede restar ninguno de los dos sumandos cuya suma 
era de dos cifras. 

En este caso, para poder efectuar la substracción par­
cial correspondiente, se agregan á la cifra del minuendo 
10 unidades de su orden, rebajando luego una unidad la 
cifra del orden siguiente en el minuendo, para que haya 
compensación. 

El principio demostrado arriba, permite modificar 
este procedimiento. Cuando una substracción parcial 
no es posible, se añaden 10 unidades de su orden á la 
cifra del minuendo, pero en vez de suponer rebajada 
en una unidad la cifra siguiente del minuendo, se supo­
ne aumentada en dicha unidad la cifra siguiente del 
substraendo, y como el minuendo y substraendo han 
aumentado en números iguales, el resto no varía. 

39. De estos razonamientos se deduce la siguiente: 
REGLA. Para restar dos números cualesquiera, se es­

cribe el substraendo debajo del minuendo, de modo que se 
correspondan las unidades de todos los órdenes; se traza 
debajo de ambos una raya, se resta de cada cifra del mi­
nuendo la correspondiente del substraendo, comenzando 
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por la derecha, y se escriben los resultados debajo de la 
raya, de modo que se correspondan con las cifras resta­
das. Si alguna cifra del substraendo no se puede restar 
de la correspondiente del minuendo, se añaden á éstas 10 
unidades, y en la siguiente substracción parcial se añade 
una unidad á la, cifra del substraendo. El número que 
así se forme es el resto que se busca. 

Ejemplo: Eestar los números 16427 y 954:6, se escri­
birán del modo siguiente: 

16427 
9646 

6881 

De la cifra 7 del minuendo se resta la 6 del substraen­
do, y escribimos debajo la diferencia 1, que será la cifra 
de las unidades del resto. De la cifra 2, decenas del 
minuendo, no se paede restar la cifra 4, decenas del 
substraendo; añadiendo á aquélla 10, serán 12, y res­
tando 4, quedan 8; escribiremos, pues, un 8, que será la 
cifra de las decenas del resto 

Para compensar el aumento de 10 decenas que ha re­
cibido el minuendo, aumentaremos el substraendo en una 
centena: por consiguiente, la cifra de las centenas en vez 
de 5 será, 6, que no se paede restar de 4, que es la cifra 
de las centenas del minuendo; entonces se restará de 14, 
y la diferencia 8, que es la cifra de las centenas del resto, 
la escribiremos en el lugar que le corresponde. Por com­
pensación la cifra 9 de los millares del substraendo se 
aumenta en una unidad, y será 10, y restando de 16 mi­
llares que quedan en el minuendo, la diferencia 6 es la 
cifra de los millares del resto, y se escribirá en el lugar 
que le corresponde. Luego el re«to total será 6881. 

40. La prueba más sencilla de la substracción con­
siste en sumar el substraendo y el resto, y la suma debe 
ser igual al minuendo. 

También se puede comprobar restando del minuendo 
el resto, y la diferencia debe ser igual al substraendo. 

Debe advertirse que ninguna de estas dos pruebas 
exige escribir nada nuevo. 

41. Para restar de un numero una suma indicada, se 
rvstct del numero dado el primer simando, del resto que 
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restUle, el segundo, y asi sucesivamente hasta restar el 
último. 

Sea el número 48, del cual queremos ros lar la suma, 
4 + 6 + 9 = 18. 

Es evidente que: 
48 — (4 + 5 + 9) = 48 — 18; 

también es evidente que al mismo resultado se llegará 
restando del número 48, de una vez las 18 unidades, ó 
restándolas sucesivamente por los grupos parciales con­
tenidos en los sumandos 4, o y 9, cuya suma es 18. En­
tonces tendremos: 

48 — (4 + 5 + 9) = 48 — 4 — 5 — 9. 
42. Para restar de un número una diferencia indica­

da, se sima con el número el substraendo de la diferencia 
y se resta del resultado el minuendo de dicha diferencia. 

Sea el número 20 del cual queremos restar la diferen­
cia 24 — 13, siendo 20 el minuendo y 24 — 13 el subs­
traendo: como á los doó números les podemos aumentar 
el mismo número de unidades sin que el resto varíe (38), 
aumentando á ambos en 13 unidades, tendremos: 

20 — (24 — 13) = (20 + 13) — (24—13 + 13) 
= 20 + 13 — 24, 

como se quería demostrar. 
Para sumar con una diferencia indicada un número, se 

suma este número con el minuendo de la diferencia y del 
resultado se resta el substraendo. 

Así: (8 — 5) - f 3 = (8 + 3) — 5. 
Para restar de una diferencia indicada un número, 

se suma éste con el substraendo de la diferencia y el re­
sultado se resta del minuendo. 

Así: (8 — 5) — 2 = 8 — (5 + 2). 
43. Para hallar el resultado de 2cna operación com­

puesta de adiciones y substracciones, reuniremos en una 
suma todos los sumandos; en otra lodos los substraendos, 
y restaremos de la primera suma la segunda. 

Si queremos efectuar la operación compuesta 
4 + 9 — 5 + 6 — 3 — 2, 

vemos que el resultado debe formarse reuniendo todas 
las unidades de los sumandos y descontando después las 
de los substraendos: luego tendremos: 

4 4 - 9 _ 5 _ j _ 6 — 3 — 2 = 4 + 9 + 6 — 5 — 3 — 2; 
pero si restamos la suma 5 + 3 + 2 de las unidades con-
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tenidas en los substraendos, se obtiene el mismo resul­
tado que si restamos primero 5, después 3 y luego 2 (40): 
por consiguiente se tendrá finalmente: 
4 -|- 9 — 5 + 6 — 3 — 2 = (4 + 9 + 6) — (6 + 3 + '2). 

ESCOLIO, De lo dicho en este párrafo y los anteriores 
se deduce: que si un paréntesis precedido del signo —, 
ó sea un substraendo, contiene operaciones indicadas de 
sumar ó restar, ó ambas, se pueden sacar los términos del 
paréntesis camHando los signos -f- en. — y los — en - } - ? 
entendiéndose que si el primer término interior al pa­
réntesis no lleva signo, se debe suponer que tiene el 
signo -{- : si el paréntesis estuviera precedido del signo 
-|-, puede suprimirse aquél conservando todos los signos. 

Así: 45 — (4 + 7 — 8) = 45 — 4 — 7 + 8. 
45 - f (4 + 7 — 8) = 45 + 4 + 7 — 8. 

Es claro que recíprocamente, para introducir dentro 
de un paréntesis, precedido del signo + ó — varios tér­
minos enlazados con los signos - f y — , se deben escribir 
con sus signos en el primer caso y cambiándoles en el 
segundo. 

44. Si se restan miembro a miembro dos igualdades, 
los restos forman una igualdad. 

Sean las dos igualdades 3 + 9 = 12, y 4 + 5 = 2 -|- 7, 
decimos que: (3 + 9) — (4 - f 6) = 12 — (2 + 7). 

Los restos (3 + 9) — (4 + 5) y 12 — (2 + 7) son igua­
les, porque sumados con los substraendos iguales, 

(4 + 5)y(2 + 7), 
pruducen los minuendos, 3 + 9 y 12, que por hipótesis 
son iguales. 

En particular resulta: que de los dos miembros de una 
igualdad se puede restar un mismo número, y el resulta­
do será una igualdad 

45. Si de los dos miembros de una desigualdad se res­
ta un mismo número, los restos Jorman una desigualdad 
en el mismo sentido, ó del mismo signo qtie la propuesta. 

Sea la desigualdad 12 ̂ > 9: si de los dos miembros 
restamos el número 7, los restos 12 — 7 y 9 — 7, su­
mados con un mismo número, el 7, dan sumas desigua­
les; y como uno de les sumandos es común y el otro 
diferente, la suma mayor tiene que ser la producida por 
el mayor de los sumandos diferentes: luego se tendrá: 

12 — 7 > 9 — 7. 
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46. Si se restan miembro á miembro dos desigualda­
des de signos contrarios, los restos forman mía desigual­
dad del mismo signo que la de los minuendos. 

Sean las dos desigualdades, 
2 1 > 1 7 y 9 < 1 3 , 

decimos que: 
t 21 —9 > 17 —13. 

De la definición de la subsfcración se deduce que: 
(21 — 9) + 9 = 21 y (17 - 13) + 13 = 17, 

pero siendo la suma 21 mayor que 17, y el sumando, 9, 
de la primera, menor que el sumando, 13, de la segun­
da, el otro sumando, 21 — 9, de la primera, tiene que 
ser necesariamente mayor que el sumando, 17 — 13, de 
la segunda. 

47. ESCOLIO I . La suma de cero con cualquier nú­
mero es el mismo número: por consiguiente, si restamos 
cero de cualquier número, la diferencia es el mismo nú­
mero; y si dos números son iguales, su diferencia es cero. 

ESCOLIO I I . Hemos supuesto siempre que el minuen­
do es mayor que el substraendo: pero si quisiéramos 
efectuar una diferencia cuando el substraendo es mayor 
que el minuendo, la operación sería aritméticamente 
imposible. En el Algebra interpretaremos el resultado 
por medio de las cantidades y números negativos. 

III. L a mult ipl icación. 

48. La multiplicación es una operación que tiene por 
ohjeío repetir un número, que se llama multiplicando, 
tantas veces por sumando como unidades tiene otro, que 
se llama multiplicador. 

El resultado de la multiplicación se llama producto y 
el multiplicando y multiplicador reciben también ei 
nombre de factores del producto. 

Se indica la multiplicación escribiendo el multipli­
cando, á continuación el signo x ó . , que se lee mul t i ­
plicado por, y después el multiplicador, separando los 
datos del resultado por medio del signo = . 

De la definición de la multiplicación se deduce: que se 
puede efectuar la operación como una suma. Así: 

1 2 x 3 = 12 + 12 + 12, 
de donde, 12 x 3 = 30. 
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De la defimoión de la multiplicación se deduce tam­
bién: que elprocluclo es tantas veces mayor que el multi­
plicando, como unidades tiene el multiplicador. 

Eu términos más generales podremos definir la ope­
ración diciendo: la multiplicación es una operación que 
tiene por objeto, dados dos números que se llaman multi­
plicando y multiplicador, hallar un tercer número, que se 
llama producto, que esté formado con respecto al multi­
plicando como el multiplicador está formado con respecto 
d la unidad (*). 

Si el multiplicador es la unidad, el producto es igual 
al multiplicando; porque sólo entra una vez por suman­
do. Si el multiplicando es igual d la unidad, el producto 
es igual al multiplicador; porque el sumando que se 
repite tantas veces como unidades tiene el multiplicador 
es igual á la unidad. Si el multiplicador es cepo, el pro­
ducto también es cero; porque no se puede tomar el 
multiplicando ninguna vez por sumando. Si el multipli­
cando es cero, el producto es cero; porque el sumando 
que se repite es cero. 

Si el multiplicador tiene muolias unidades, es muy 
penoso formar el producto por medio de la suma, como 
en el ejemplo anterior, por lo cual, para el estudio de 
esta operación, consideraremos tres casos: 

1. ° Multiplicar dos números dígitos. 
2. ° Multiplicar un número de varías cifras por un 

dígito. 
ü.0 Multiplicar dos números de varias cifras 
49. PRIMER CASO. Multiplicación de dos números 

dígitos. 
El producto de dos números dígitos se halla por la 

tabla de multiplicar, que es un cuadro que contiene 
todos los productos posibles de dos números dígitos. 

Para formar dicha tabla, se escriben en una línea ho­
rizontal los nueve primeros números, debajo se escriben 
las sumas de cada uno de ellos consigo mismo, y se ten­
drán los productos de los nueve primeros números por 
2: sumando los números correspondientes de estas dos 
líneas, se formará una tercera línea que contiene los 

(*) Más adelante veremos que esta ú l t i m a def in ic ión es la ú n i c a aplica­
ble á los n ú m e r o s que no son enteros. 
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nueve primeros números tres veces, ó sea sus productos 
por 3: sumando los números correspondientes de la pri­
mera y la tercera líneas, se obtiene una cuarta línea, 
que contendrá los números de la primera cuatro veces, 
y por tanto será su producto por cuatro; continuando 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

18 

12 

15 

18 

21 

24 

27 

12 

16 

20 

24 

28 

32 

36 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

35 

40 

45 

6 

12 

18 

24 

30 

36 

42 

48 

54 

14 

21 

28 

35 

42 

49 

56 

63 

16 

24 

32 

40 

48 

66 

64 

72 

9 

18 

27 

36 

45 

54 

63 

72 

81 

del mismo modo, sumando cada línea que se obtenga 
con la primera, hasta formar la novena, resultarán 
líneas que contendrán sucesivamente los productos de 
los nueve primeros números por 5, 6, 7, 8 y 9. 

De lo dicho se infiere que cada línea horizontal con­
tiene los productos de los nueve primeros números por 
el que comienza la línea, siendo este último el multi­
plicador, y cada línea vertical contiene los productos 
del número que la comienza por los nueve primeros 
números, siendo aquél el multiplicando. 

E l producto 5 X 7 , por ejemplo, estará en la línea 
vertical que comienza por 5 y en la horizontal que co­
mienza por 7; será, pues, el número, 35, común á las 
dos líneas. 

50. SEGUNDO CÁSO. Multiplicación de un número de 
varias cifras 2>or un dígito. 

Supongamos que se trata de multiplicar 6527 por 4. 
(Según la definición de la operación, se debe repetir 



6527 cuatro veces por sumaudo; luego se podrá hacer 
del modo siguiente: 

6527 
6527 
6527 
6527 

26108 

De aquí se deduce: que cada cifra del multiplicando 
se repite 4 veces, ó multiplica por 4; luego podremos 
evitar las sumas formando los productos de cada cifra, 
Q productos 'parciales, por la tabla de multiplicar. 

Sabemos también, que las decenas de cada suma 
parcial se agregan á la suma siguiente: en consecuencia, 
comenzaremos la operación por la derecha del multi­
plicando; escribiremos solamente la cifra de las uni­
dades de cada producto parcial, y reservaremos la de 
las decenas para agregarla al producto siguiente. 

En la práctica se procederá del modo que se indica 
en la siguiente regla, fundada en los principios ante­
riores. 

Para mnltiplicar un número de varias c i f ras por otro 
de una sola, se escribe el multiplicador correspondiéndose 
con la cifra de las unidades del multiplicando y debajo 
de ambos una raya para separarlos del producto: se mul­
tiplica cada cifra del multiplicando por el multiplicador, 
comenzando por la derecha, se escriben las unidades de 
cada producto parcial debajo de la cifra correspondien­
te en el multiplicando y se añaden las decenas que resul­
ten al producto siguiente. E l número así formado será el 
producto pedido. 

En el ejemplo anterior tendremos: 
6527 

4 

26108 

La cifra, 8, del producto, resulta de multiplicar, 7, por 
4, que son 28; se escribe, 8, en el sitio de las unidades y 
se reservan las 2 decenas. Después, 2 x 4 son 8, y las 2 de­
cenas reservadas, 10, se escribe, el 0, en el lugar de las de­
penas y se reserva el 1, que expresa centenas, para agre-
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garle al producto siguiente. En seguida, 6 x 4 = 20, y 1, 
del producto anterior, 21; se escribe el 1, y se reserva el 2. 
Por último, 6 x 4 = 24, y 2, del producto anterior, 26, 
que se escribe ocupando el lugar de los millares. 

51. TBEOER CASO. Multiplicación de dos números de 
varias cifras. 

La regla general se obtiene considerando antes el 
producto de un número cualquiera por la unidad, ú otra 
cifra significativa seguida de ceros. 

I.0 Para multiplicar un número por la unidad segui­
da de ceros, las ta escribir d la derecha del número tantos 
ceros como siguen d la unidad. 

En efecto: sea multiplicar 6823 por 100. E l multipli­
cando expresa 6823 unidades simples, ó de primer orden; 
pero si escribimos dos ceros á su derecha se formará el 
número 682300, que se puede leer 6823 centenas, es 
decir, 6823 unidades 100 veces mayores que las unida­
des simples, luego el número 682300 será 100 veces 
mayor que el propuesto. 

Ño está demás advertir que, cada una de sus cifras 
ha conservado su valor absoluto, pero ha adquirido un 
valor relativo 100 veces mayor. 

2.° Para multiplicar un entero cualquiera por una 
cifra signiflcatiüa seguida de ceros, se multiplica el nú­
mero por la cifra y se agregan d la derecha del producto 
tantos ceros como siguen d la cifra significativa. 

Sea, multiplicar 6823 por 400. Para efectuar la opera­
ción se debe tomar 6823, cuatrocientas veces por su­
mando, y esto se consigue, formando 100 grupos de 4 
sumandos cada uno: pero un grupo de 4 sumandos es 
6823 x 4 = 27292, luego debemos repetir 100 veces este 
último número y el producto será (primero) 2729200. 

Consideremos ya el caso general, y sea multipicar 
6823 por 435: tendremos que repetir 6823, cuatrocientas 
treinta y cinco veces por sumando; lo cual equivale á 
formar tres grupos, uno de 400, otro de 30 y otro de 5 
sumandos, ó sea á multiplicar 6823, por 400, por 50 y 
por 5, y sumar los productos. 

La práctica de la operación se funda en los principios 
anteriores, y se hace por la siguiente: 

REGLA. Para multiplicar dos números cualesquiera 
se escribe el multiplicando y después el multiplicador, de 
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modo que se correspondan sus diversos órdenes de unida­
des, y debajo ds ambos se traza una raya para separarlos 
de los productos; se multiplica todo el multiplicando por 
cada una de las cifras del muitiplicador (como se dijo en 
el 2.° caso), se escribe la primera cifra de la derecha de 
cada producto parcial debajo del multiplicador correspon­
diente, se suman los productos parciales que hayan resul­
tado, y la sima será el producto total. 

6823 6823 
435 435 

34115 2729'2 
20469 20469 

27292 34115 
2968005 2968005 

Los productos del multiplicando por las cifras, 4 y 3, 
del multiplicador, que expresan centenas y decenas res­
pectivamente, debían estar seguidos de dos y un cero, 
pero no hay necesidad de escribirlos, sujetándose á la 
regla dada arriba, porque las cifras de los productos 
ocupan los lugares que les corresponden y los ceros no 
alteran la suma. 

En el multiplicando se debe proceder de derecha 
á izquierda; en el multiplicador se puede proceder de 
izquierda á derecha y aun en cualquier orden; pero la 
costumbre es proceder como en el multiplicando. 

52. E l producto de dos factores no varia tomando el 
multiplicador por multiplicando y al contrario. 

Sea el producto 4 x 3 : sabemos que este producto 
significa, que 4, se ha de repetir 3 veces. Ahora, si des­
componemos el 4, en sus unidades y escribimos un cua­
dro que tenga 3 líneas horizontales de 4 unidades cada 
una, es evidente que este cuadro contendrá tantas uni­
dades como 4 -}- 4 -f- -ij que es el producto de 4 x 3. 

l i l i 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

Si en vez de considerar el cuadro por líneas horizon­
tales, sumamos por verticales, como son 4 líneas de 3 
unidades cada una, es decir 3 -f- 3 -f- 3 - j - 3, el resultado 
será el producto 3 x 4 , luego se tendrá finalmente, 

4 x 3 = 3 x 4 . 
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53. De aquí se deduce la prueba de la multiplica­
ción, que consiste en repetir la operación tomando el 
multiplicando por multiplicador y al contrario. 

E l mismo teorema permite también elegir como mul­
tiplicador el número menor, ó el que tenga menos cifras 
significativas, y justifica la denominación de factores 
que se da al multiplicando y multiplicador reunidos. 

54. Si se multiplican, miembro á miembro, dos igual­
dades, los productos forman una igualdad. 

Porque siendo los multiplicandos y los multiplica­
dores iguales, se forman los dos productos por medio 
de sumandos iguales repetidos las mismas veces. 

Como caso particular resulta: que los dos miembros 
de una igualdad se pueden multiplicar por un mismo 
número y los productos serán iguales. 

65. Si se multiplican, miembro á miembro, Una 
desigualdad y una igualdad, los productos forman una 
desigualdad del mismo signo que la propuesta. 

Sean, la desigualdad, 12 > 9 y la igualdad, 7 = 7. En 
los productos 12 X 7 y 9 X 7, entran los sumandos, 12 
y 9, siete veces cada uno; luego el primer producto será 
el mayor, porque el sumando 12, es mayor que 9, y se 
tendrá: 

12 x 7 > 9 x 7. 
Este teorema se puede enunciar diciendo: Si se mul­

tiplican por un mismo numero los dos miembros de una 
desigualdad, los productos forman una desigualdad del 
mismo signo que la propuesta. 

66. Si se multiplican, miembro d miembro, dos des­
igualdades del mismo signo, los productos formaran 
una desigualdad del mismo signo que las propuestas. 

Sean las desigualdades, 12 ^> 9 y 7 >> 5, Los pro­
ductos serán, 12 x 7 y 9 x 5 ; pero en el producto 
1 2 x 7, está contenido 12 más de 5 veces, que son las que 
9 está contenido en el producto 9 x 5 , luego hay dos 
motivos para que 1 2 x 7 sea mayor que 9 x 5 , uno 
que el sumando 12 es mayor que 9, y otro que está 
repetido más veces: entonces se tendrá: 

12 x 7 > 9 x 5. 
57. E l producto de dos números tiene tantas cifras 

como entre los dos factores, ó una menos. 
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Sean los dos números 4372 y 821. Por estar compren­

dido el 821 entre 100 y 1000, tendremos (54): 
4372 x 821 < 4372 x 1000 
4372 x 821 > 4372 x 100; 

pero el producto 4372 x 1000 se obtiene agregando á 
4372 tres ceros, luego tiene tantas cifras como entre los 
números 4372 y 821, y el producto 4372 x 100 uua cifra 
menos; luego el de los números propuestos, que es inter­
medio entre estos dos, tendrá necesariamente tantas 
cifras como uno de ellos. 

58. Para multiplicar una suma indicada por un mi ­
ro, se multiplican iodos los sumandos y se suman los 
productos (*). 

Sea multiplicar la suma 4 -f- 5 + 6 por 3. Multiplicar 
por 3 es repetir 3 veces por sumando, luego tendremos: 
(4 + 5 + 6)x3 = (4 + 5 + 6) + (4 + 6-f-6)+(4 + 5 + G) 
=(4+4+4)+(5+54-5)-f(6+6-L6)=4x3+5x3+6x3 

Conviene observar, que como el producto no se altera 
aunque se altere el orden de los factores, también se 
tendrá: 

3 x ( 4 + 5 + 6) = 3 x 4 + 3 x 5 + 3 x 6 
59. Para multiplicar una diferencia indicada por un 

número, se multiplican el minuendo y el substraendo y se 
restan los productos. 

Sea multiplicar la diferencia 12 — 7 por 4. Tenemos: 
12 — 7 = 5, de donde, 12 = 7 + 5,; 

y multiplicando por 4 los dos miembros de la última 
igualdad, 

12 x 4 = (7 + 5) 4 (**) 
pero (58), 

( 7 + 5) 4 = 7 x 4 + 6 x 4 , 
luego también, 

1 2 x 4 = 7 x 4 + 5 x 4 , 
restando de ambos miembros 7 x 4 , resulta: 

(*) S i tenemos que efectuar una operac ión compuesta, podemos, s i a s í 
nos conviene, reducir los datos y operar d e s p u é s de simplificados: ahora, 
por ejemplo, p o d r í a m o s efectuar la suma y mult ipl icar el resultado por el 
n ú m e r o : pero conviene estudiar las operaciones compuestas, porque aparte 
de s a importancia , tienen aplicaciones ulteriores de que no se puede pres­
cindir. 

(**) E n lo sucesivo, siempre que un factor e s t é encerrado en un parén­
tesis, prescindiremos del signo de multiplicar. 
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1 2 x 4 — 7 x 4 = 5 x 4 , 

y poniendo en vez de 5 su igual, la diferencia 12 — 7, 
resultará finalmente, 

1 2 x 4 - 7 x 4 = (12 —7)4, 
conviene observar, como en el número anterior, que 
también se tendrá: 

4(12 —7) = 4 x 1 2 — 4 x 7 . 
60. En virtud de los dos teoremas anteriores, si va­

rios sumandos, ó un sumando y un substraendo tienen un 
factor común, se pueden encerrar en un paréntesis, pres­
cindiendo del factor común, que se colocará fuera como 
multiplicador. Así: 

4 x 3 + 6 x 3 -f 6 x 3 = (4 + 6 -f- 6) 3 
1 2 x 7 — 9 x 7 = (12 -9 ) 7. 

61. Para multiplicar dos sumas indicadas, se multi­
plican todos los sumandos de la primera por cada uno de 
los de la segunda y se suman los productos. 

Sean las dos sumas 5 - [ -4 - | -7y2- | -6 . Efectaando 
la primera tendremos: 

(5 + 4 + 7) (2 + 6) = 16 (2 + 6) 
= 16 x 2 -|-16 x 6, 

poniendo ahora en vez de 16 su igual 6 + 4 + 7, se 
tendrá: 
(5 + 4 + 7) (2 + 6) = (5 + 4 + 7) 2 + (5 + 4 + 7) 6 

y efectuando las operaciones indicadas en el segundo 
miembro, resultará finalmente: 
(5 + 4 + 7) (2 + 6) 
= 5 x 2 + 4 + 2 + 7 x 2 + 5 x 6 + 4 x 6 + 7 x 6 . 

Producto de varios factores. 

62. Para indicar que un producto de dos números se 
ha de multiplicar por un tercer factor, lo que resulte 
por otro y así sucesivamente, se escriben los factores 
por su orden en una línea horizontal separándolos por 
medio del signo x ó. 

Así: 12 x 3 x 5 x 6, ó bien 12 . 3 . 6 . 6, significa 
que se debe multiplicar 12 por 3, el producto que resul­
te por 5 y lo que resulte por 6. 

63. Un producto de varios factores no se altera, aun­
que se cambie el orden de sus fectores. 
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Para demostrar este teorema, antepondremos los 
siguientes lemas. 

LEMA PRIMERO. Un producto de varios factores no se 
altera cuando se permutan los dos últimos factores. 

Sea el producto, 3 . 5 . 4 . 2 , decimos que es igual á, 
3 . 5 . 2 . 4 , que es el producto que resulta cambiando el 
orden de los dos últimos factores. 

Para efectuar un producto, se comienza multiplicando 
los dos primeros factores, luego por ser, 15 = 3 .5, 
tendremos: 

3 . 6 .4 . 2 = 16 . 4 .2. 
Pero, 15.4 = 15 + 15 + 15 + 15, 
y multiplicando ambos miembros por 2, 

15 . 4 . 2 = 15 . 2 + 15 . 2 + 15 . 2 + 15 . 2, 
el segundo miembro se compone de, 15 . 2, repetido 4 
veces; luego será, 15 .2 . 4, y como es igual al primer 
miembro, 15 . 4 . 2 = 15 . 2 . 4, 
ó sustituj'-endo 15 por su igual, 3 .5, 

3 . 5 . 4 . 2 = 3 . 5 . 2 . 4 . 
LEMA SEGUNDO. Un producto de varios factores no se 

altera cuando se permutan dos factores consecutivos. 
Sea el producto, 3 . 5 . 4 . 2 . 8 . 7 . Si queremos per­

mutar los factores, 4 y 2; prescindiremos de los factores, 
8 y 7, y tendremos (Lema primero): 

3 . 5 . 4 . 2 = 3 . 5 . 2 . 4 ; 
y multiplicando los dos miembros de esta igualdad, pri­
mero por 8 y luego por 7, se tendrá: 

3 . 5 . 4 . 2 . 8 . 7 = 3 . 5 . 2 . 4 . 8 . 7 (*). 
De estos dos lemas se deduce fácilmente el teoi'ema 

general. 
Supongamos que en el producto, 3 . 5 . 4 . 2 . 8 . 7, se 

quiere que el 4, ocupe el primer lugar, permutándole 
sucesivamente con los que le anteceden, formaríamos los 
productos iguales al propuesto, 

3 . 4 . 5 . 2 . 8 . 7 y 4 . 3 . 5 . 2 . 8 . 7 . 
Del mismo modo haríamos ocupar el segundo lugar á 

otro factor, al 7, por ejemplo, y así de los demás. 

(*) S i los factores que se quieren permutar son los dos primeros, t a m ­
bién es cierto el teorema, puesto que 3 . 5 = 5 . 3, y no t e n d r í a m o s m á s que 
mult ipl icar ambos miembros sucesivamente por 4, 2, 8 y 1. 
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64. Para muUiplícar mi número por un producto de 

varios factores, se forma un producto que contenga el nú­
mero y los demás factores del primer producto. 

Sea, multiplicar el número, 12, por el producto, 4. 7 . 6; 
la operación se indica así: 12 (4 . 7. 5); pero considerando 
efectuado el producto, 4 . 7 . 5, se puede cambiar el orden 
y tendremos: 

12 (4 .7 .6 ) = ( 4 . 7 . 6 ) 12. 
En el segundo miembro es inútil el paréntesis, porque 

para efectuar la operación, se multiplica, 4 por 7, lo que 
resulta, por 5 y el producto obtenido, por 12; suprimien­
do, pues, el paréntesis, resulta: 

12 (4 . 7 . 5) = 4 . 7 . 5 .12 = 12 . 4 . 7 . 5. 
65. En un producto indicado se pueden sustituir dos ó 

más factores, por su producto efectuado. 
Sea el producto, 4 . 7 . 5 . 12. Si queremos sustituir los 

factores, 4 y 12, por su producto efectuado, los colocare­
mos los primeros, y se tendrá: 

4 . 7 . o . 12 = 4 .12 . 7 . 5, 
ó bien efectuando la multiplicación de 4 por 12, 

4 . 7 .6 .12 = 48 .7 .5. 
Si se quiere, el último producto se puede dejar así: 

(4.12) 7.6. 
66. Para multiplicar un producto por un número, se 

multiplica uno cualquiera de los factores. 
En efecto; sea multiplicar el producto, 4 . 7 . 5 , por el 

número 12, tendremos: 
(4 . 7 . 5) 12 = 4 . 7 . 5 .12; 

pero los factores, 7 y 12, por ejemplo, se pueden susti­
tuir por su producto efectuado (64); luego, 

4 . 7 . 6 . 12 = 4 (7.12)5; 
ó bien (4 .7 .5 ) 12 = 4.(7.12)5. 

67. Para multiplicar dos productos de varios facto­
res, se forma un solo producto que contenga todos los fac­
tores. 

Sea multiplicar el producto, 4 . 5 . 9 , por, 7 . 8. Efec­
tuando el primer producto se tendrá: 

(4 . o . 9) (7 . 8) = 180 (7 . 8) = 180 . 7 . 8 (Núm. 63), 
y poniendo en vez de, 180, su igual, 4 . 5 . 9, se tendrá 
finalmente 

(4 . 5 . 9) (7 . 8) = (4 . 5 . 9) 7 . 8 = 4 . 5 . 9 . 7 . 8. 
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68. De los teoremas anteriores se deduce, que üü 
producto de varios factores se puede efectuar de muchos 
modos, que podrán servir de comprobación unos á otros. 
Así: 4 . 5 . 9 . 7 = 2 0 . 9 . 7 = 20 .63 = 1260 

4 . 5 . 9 . 7 = 4 5 . 4 . 7 = 180. 7 = 1260, etc. 
De estos modos se elige el que la práctica sugiera 

como más breve. 
69. Los teoremas anteriores permiten simplificar la 

operación de multiplicar cuando uno ó los dos factores 
terminan en ceros. 

Sea, por ejemplo, multiplicar, 127000, por, 6400; como 
se tiene 127000 = 127 x 1000, y 6400 = 64 x 100; se 
tendrá: 127000 X 6400 = 127 x 1000 x 64 x 100, 
ó bien (64), 127000 x 6100 = 127 x 64 x 100000. 

La ríltima forma permite efectuar el producto de los 
números propuestos, mvMiplicando los números que re­
sultan prescindiendo de los ceros y agregando á la dere­
cha del producto tantos ceros como tienen entre los dos 
factores. 

Así: 127000 
6400 

608 
762 

812800000 
Si sólo uno de los factores termina en ceros, se mul­

tiplican los números, prescindiendo de los ceros, y se 
agregan éstos á la derecha del producto. 

70. En virtud de los teoremas sobre productos de 
varios factores, es evidente: que el prodMdo que resulta 
de multiplicar miembro á miembro tres ó más igualdades 
es una igualdad, y el producto de tres ó más desigualda­
des del mismo signo, ó con alguna igualdad, es una des­
igualdad delmismo signo que las propuestas: quedando así 
generalizados los teoremas de los números 53, 54y 55. 

IV. Las potencias. 

71. Se llama potencia de un número el producto que 
resulta de varios factores iguales á dicho número. 

Orado de la potencia es el número ordinal que indica 
cuantos factores la producen. Se clasifican por grados: 



én segunda potencia, ó cuadrado, cuando los factores son 
dos; tercera potencia ó cubo, cuando son tres; cuarta po­
tencia, cuando son cuatro, y así sucesivamente. 

Todo número se considera como su primera potencia. 
La operación de formar potencias recibe el nombre de 

elevación á potencias ó potenciación, y el número que se ele­
va recibe diversos uombres, base, raiz, dignando. E l último 
nombre es el menos usado, á pesar de ser el más apropiado, 
porque no tiene otra aplicación en las Matemáticas. 

Una potencia se indica escribiendo á la derecha y en 
la parte superior del dignando, ó base, otro número de 
menor tamaño, que expresa las unidades de su grado, y 
se llama exponente. 

Así, la cuarta potencia de 5, se indica, 64, y se lee, 5 
elevado á la cuarta potencia. 

El exponente de la primera potencia es la unidad y 
no se escribe. 

72. De la definición de potencia se deduce: 
1.0 Que las potencias de la unidad son la unidad. 
2.° Que las potencias de 10, son la unidad seguida de 

tantos ceros como unidades tiene el exponente. 
Así: 102 = 100; 103 = 1000; 104 = 10000, etc. 
73. Si se elevan d una misma potencia los dos miem­

bros de una igualdad, el resultado es otra igualdad. 
Es un caso particular del teorema número 70 sobre el 

producto de igualdades. 
74. Si se elevan d una misma potencia los miembros 

de una desigualdad, el resultado es otra desigualdad del 
mismo signo que la primera. 

Es un caso particular del producto de desigualdades 
del mismo signo (70). 

75. E l producto de dos potencias de un mismo numero 
es otra potencia de dicho número, cuyo exponente es la 
suma de los exponentes. 

Sea multiplicar, 54, por, 53. En, 54, entra el factor, 6, 
cuatro veces, y en, 53, entra tres veces; luego en el pro­
ducto, 5á X 53, entrará, 4 veces, más 3 veces, y se tendrá: 

5 4 x 53 = 54 + 3 (* ) 

(*) E l teorema es cierto, aunque sean tres ó m á s las potencias que se 
mult ipl ican. A s í : 

5 4 x 6 8 x 5 6 = 54 + 3 x 5 6 = 54 + 3 + 6 



76. Para elevar una potencia a otra potencia, se mul­
tiplican los exponentes, dejando la misma base ó dignando. 

¡Sea elevar al cubo, o4. El factor, 54, se debe repetir 3 
veces; luego se tendrá: 

( 5 4 ) 3 = 5 4 x 5 4 x 5 4 ^ 5 4 + 4 + 4^ 

ó bien, por ser, 4 + . 4 -f- 4 = 4 . 3, 
' ( 5 4 ) 3 = 6 4 . 3 . 

77. Para elevar un producto á una potencia, se elevan 
todos sus factores á dicha potencia. 

Sea elevar al cubo el producto, 5 x 2 X 7, so tendrá: 
( 5 . 2 . 7 )3= (5 . 2 . 7) (5 . 2 . 7) (5 . 2 . 7); 

pero en virtud de los teoremas números 62 y siguientes, 
el segundo miembro es igual á, 

5 . 5 . 5 . 2 . 2 . 2 . 7 . 7 . 7 , ó sea, á 53.23.73, 
luego se tendrá: ( 5 . 2 . 7 )3= 53. 23. 73. 

Si los factores estuvieran elevados á alguna potencia, 
el teorema se verificaría lo mismo. Así: 

( 5 2 . 2 . 7 4 ) 3 = ( 5 2 ) 3 2 3 ( 7 4 ) 3 , 
y como el segundo miembro es igual á 52'323. 74-3(75), 
también se tiene, (52. 2 . 74) = 52-3. 23. 74-3 

V. L a división. 

78. La división es una operación que tiene por objeto 
hallar cuántas veces, un número dado, que se llama divi­
dendo, contiene á otro número, también dado, que se llama 
divisor. 

El número de veces que el dividendo contiene al di­
visor se llama cociente. A l dividendo y divisor se les 
suele llamar también términos de la división. 

La división se indica con el signo : , que se lee dividi­
do por, colocado entre el dividendo y divisor. 

Si el dividendo es 12 y el divisor, 4, escribiremos, 
12 : 4. 

Se indica también la división escribiendo el divisor 
debajo del dividendo y separándolos por una raya hori-

, 1 2 
zontal. Asi: — . 

4 
79. De la definición de la división, se deduce que se 

puede efectuar por substracciones sucesivas. 
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Sea dividir, 22, por, 4. 
22 Restando, 4 de 22, quedan, 18; restando, 4 de 
4 18, quedan 14; restando, 4 de 14, quedan 10; 

restando, 4 de 10, quedan 6; y por último, res-
^ tando, 4 de 6, quedan 2. Como este último 

— resto es menor que 4; no se pueden eíectuar 
l ' i más substracciones. 

Hemos hecho, 6 substracciones; entonces el 
XQ dividendo, 22, contiene al divisor, 4, cinco veces; 
4 luego el cociente es 5. E l último resto recibe el 

— nombre de resto ó residuo de la división. 
^ Como al residuo se llega cuando ya no se pue-

de restar el divisor, deducimos que el carácter 
2 del resto ó residuo es ser menor que el divisor. 

El anterior análisis demuestra que si se toma 5 veces 
por sumando el divisor, 4, ó lo que es lo mismo, si se 
multiplica, 4 por 5, y al producto se agrega el residuo, 
2, el resultado será igual al dividendo. 22. 

De suerte: que el dividendo es igual al producto del di­
visor por el cociente, más el residuo. 

No se necesita modificar este enunciado cuando el re­
siduo sea cero (como hubiera sucedido, por ejemplo, si 
el dividendo, en vez de 22, hubiese sido, 20); pero enton­
ces, como el sumando cero no altera suma, se verificará 
en este caso: que el dividendo es igual al producto del 
divisor por el cociente. 

Cuando el residuo es cero, la división se dice exacta; 
cuando no es cero, inexacta. 

La división exacta se puede definir diciendo: que es 
una operación que tiene por objeto, dados un producto y 
uno de los factores, hallar el otro (*). 

Un número se dice divisible por otro cuando el co­
ciente de su división es exacto; como el dividendo re­
sulta entonces de multiplicar el divisor por el cociente, 
se llama también, múltiplo. El número que divide á otro 

(*) Más adelante veremos que esta de f in ic ión es aplicable á todos los 
casos de la d i v i s i ó n , aunque no se trate de n ú m e r o s enteros. No la hemos 
tomado como punto de partida, porque en este c a p í t u l o no podemos o c u ­
parnos del cociente completo de la d i v i s i ó n , que en general es fraccionario, 
y el producto del cociente entero por el divisor en la d i v i s i ó n inexacta es 
inenor que el 4ividondQ. 
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exactamente se dice, respecto á este otro, divisor, sub­
múltiplo, factor y parte alicuota. 

Los múltiplos que resultan de multiplicar por 2, 3, 4, 
etcétera, se llaman, duplo, triplo, cuadruplo, etc. 

Cuando los divisores son, 2, 3, 4, etc., los cocientes se 
llaman, mitad, tercio, cuarto, etc. 

80. A l efectuar la división por substracciones vemos 
que, si es exacta, el divisor hace el papel de multiplican­
do y el cociente de multiplicador. Pero se pueden invertir 
los papeles de UDO y otro; según esto, la división exacta 
se puede definir diciendo: que tiene por objeto dividir un 
número en tantas partes iguales como unidades tiene otro: 
cada una de estas partes es igual al cociente; luego éste 
hace el papel de multiplicando. 

La división exacta (*) es una operación inversa de la 
multiplicación, puesto que se halla un factor cuando se 
conocen el producto y el otro factor. 

La observación que acabamos de hacer sobre el cam­
bio de papeles de divisor y cociente, nos hace presumir 
que la multiplicación no tiene más que una operación in­
versa; pero el teorema que dice que el producto no se 
altera cuando se toina el multiplicando por multiplica­
dor y éste por multiplicando, lo demuestra. 

Si de la operación directa 
4 x 8 = 32, se deduce la inversa 32 : 4 = 8, 

como se tiene, 
4 x 8 = 8 x 4 = 32, también se tendrá: 32 : 8 = 4. 

81. De la definición de la división se deduce: 
1. ° Si el divisor es i g u a l é la unidad, el cocie7ite es 

igual al dividendo. 
2. ° Si el divisor es igual al dividendo, el cociente es 

igual d la unidad. 
3. ° Si el dividendo es cero, el cociente también es 

cero (**). 
Supondremos en todo este artículo que el dividendo 

es igual, ó mayor que el divisor, pues en el caso contra­
rio no le contendría una vez cuando menos. 

(*) Ref i r i éndose al cociente completo, l a d i v i s i ó n siempre es una opera­
ción inversa de la m u l t i p l i c a c i ó n . 

(**) E n el Algebra estudiaremos los casos en que el divisor, ó el d i v i ­
dendo y el divisor á un tiempo, spn iguales á cerq. 
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82. Cuando el dividendo contiene al divisor muchas 
veces, la división no se efectúa por substracciones del 
modo indicado en el núm. 78: para evitar aquel proce­
dimiento, que sería muy largo, estudiaremos en la ope­
ración los casos siguientes: 

1. ° Que el divisor y el cociente tengan una sola cifra. 
2. ° Que el divisor tenga varias cifras y el cociente 

una sola. 
3. ° Que el divisor y el cociente tengan varias cifras. 
83. PRIMER CASO. Que el divisor y el cociente tengan 

tina sola cifra. 
En este caso el divisor multiplicado por 10, ó sea se­

guido de un cero, debe ser mayor que el dividendo; lue­
go este número tiene que ser interior á 90, que es el 
producto del mayor número de una cifra por 10. 

Sea, dividir, 48 por 6. El cociente es menor que 10, 
porque, 6 X 10 ̂  60. Ahora bien; si en la tabla de mul­
tiplicar (48) recorremos, descendiendo, la línea vertical, 
que comienza, por 6, encontraremos en la octava línea 
horizontal el número, 48, que por la formación de la ta­
bla sabemos que es el producto, 6 X luego el cociente 
de la división será, 8. 

Si tenemos que dividir, 53, por, 6, descendiendo en la 
vertical que comienza por 6 , vemos que, 53, está com­
prendido entre, 48 y 54, que son los productos de, 6, por 
8 y por 9; luego la división es inexacta, el cociente es, 8 
y el resto es, 5, porque este nilmero es la diferencia entre, 
53 y 48. 

Esta operación se llega á efectuar mentalmente al 
cabo de cierta práctica. 

84. SEGUNDO CASO. Que el divisor tenga varias ci­
fras y el cociente una sola. 

Para que el cociente tenga una sola cifra, se necesita 
que, añadiendo un cero al divisor, el resultado sea ma­
yor que el dividendo. 

Sea dividir, 2537, por, 692. El número 6920, producto 
del divisor por 10, es mayor que el dividendo, 2537; 
luego el cociente será menor que, 10, y por consiguiente 
no tendrá más que una cifra. 

El dividendo es igual ó mayor que el producto del di­
visor por el cociente; luego también será igual ó mayor 
que el producto de la cifra de orden más elevado en el 



divisor, por el cociente: entonces si dividimos, 2537, que 
es el dividendo, por 6 centenas, que es el número de uni­
dades de orden más elevado en el divisor, el cociente 
que se obtenga será igual ó mayor que el verdadero. 

El producto de, 600, poruña cifra de unidades termina 
en dos ceros, es decir, es un número exacto de centenas; 
luego debe estar contenido en las centenas del dividendo; 
y por tanto, para hallar la cifra del cociente, bastará di­
vidir, 2600, por, 600, ó sea, 25, centenas por, 6, centenas: 
esta división da el mismo cociente que, 25, unidades por, 
6 unidades; porque es evidente que, 25, centenas contie­
nen á, 6 centenas, las mismas veces que, 25 unidades, á, 6 
unidades. Ahora, por lo dicho en el caso anterior, sabe­
mos hallar el cociente de 25, entre 6, que es, 4; como este 
cociente puede ser mayor que el verdadero, para com­
probarle se multiplica el divisor, 692, por, 4, y resulta el 
producto, 2768, que no se puede restar del dividendo, que 
es, 2537 ; entonces la cifra, 4, es grande. 

Rebajando una unidad, el cociente será, 3; el producto 
de, 692, por, 3, es, 2076, que ya es menor que el dividen­
do, 2537; luego la cifra, 3, es buena. E l residuo de esta 
división es, 461, y se halla restando, 2076, de, 2537. 

De lo expuesto se deduce la siguiente: 
REGLA. Para dividir dos números de varias c i f ras, 

cuando el cociente tiene una sola cifra, se dividen, por la 
cifra de orden mas elevado en el divisor, tas unidades de 
igual orden del dividendo (la primera ó las dos prime­
ras cifras de la izquierda), y se obtiene un cocietite igual 
ó mayor que el verdadero. Se multiplica el cociente obte­
nido por el divisor, y si el producto se puede restar del 
dividendo , se hace la substracción , y el resto sera el resi­
duo de 1% división ; si el producto del divisor por la cifra 
del cociente es mayor que el dividendo, se rebaja el cocien­
te una unidad; si todavía fuese mayor diclio producto, se re­
baja nuevamente otra unidad, y asi se continúa rebajando, 
hasta q ue el producto del divisor por el cociente sea menor 
que el dividendo y la substracción se pueda efectuar. 

Se acostumbra á escribir los datos y el resultado de 
la operación del modo siguiente (*): 

(*) E l conjunto de las dos l í n e a s que separan el dividendo y divisor y 
§1 divisor y el cociente, se l lama caja, de la d i v i s i ó n . 
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2537 692 
2076 

461 

85. Ordinariamente se efectúan la multiplicación y 
la substracción al mismo tiempo: para esto se agrega á 
cada cifra del dividendo tantas veces 10, como se nece­
site para poder efectuar la substracción del producto 
parcial correspondiente, y al obtener el producto par­
cial siguiente se le añaden, para que haya compensa­
ción, otras tantas unidades. 

En el ejemplo anterior tendremos: 
2537 692 

461 
Diremos: 3 por 2 son 6, á 7, va 1, que escribimos; 3 por 

9 son 27, que no se puede restar de 3; añadiremos á esta 
cifra, 30, para que de la suma, que es, 33, se pueda restar 
27, y diremos, de 27 á 33, van 6; escribiremos el 6, y 
para compensar el aumento de 30 decenas, que ha reci­
bido el dividendo, que es un minuendo, tendremos que 
añadir 3 centenas al producto parcial siguiente, que 
expresa centenas, y diremos: 3 por 6 son 18 y 3 son 21, 
á 25, van 4; y escribiendo esta cifra, el residuo que que­
da es, 461. 

86. La cifra del cociente no se debe escribir sin 
tener seguridad de que es buena, y por tanto se deben 
efectuar los productos y substracciones parciales men­
talmente, pero teniendo presente que la iiltima subs­
tracción se ha de poder hacer siu añadir nada al divi­
dendo. 

Por evitar la operación mental completa se suele 
comenzar por la izquierda. 

En nuestro ejemplo podremos decir: 25 entre 6 á 4; 
4 por 6 son 24, á 25, va 1; con el 3 siguiente, 13; 4 por 9 
son 36, que no se puede restar de 13; luego la cifra 4 es 
grande. Rebajándola una unidad, diremos: 25 entre 6 á 
3; 3 por 6 son 18, á 25, van 7, que son centenas, ó 70 
decenas, y como el producto parcial siguiente no puede 
llegar á 30 decenas (por ser 3 la cifra del cociente), ]a 
cifra, 3, no puede ser grande. La cifra, 4, era grande y? 
3, no lo es; luego esta cifra es buena. 
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Esta operación mental se llama tanteo; se puede sus­
pender y dar por buena la cifra del cociente (si la in­
mediata superior es grande), cuando en una substrac­
ción parcial se obtenga un resto igual ó mayor que la 
cifra tanteada (*). 

87. TERCER CASO. Que el divisor y el cociente tengan 
vaHas cifras. 

8e sabe que el cociente tiene varias cifras, cuando el 
dividendo es igual ó mayor que el divisor seguido de 
uu cero, porque entonces el cociente será igual ó mayor 
que, 10, y por consiguiente tendrá dos cifras, cuando 
menos. 

Sea el dividendo, 224617, y el divisor, 683. Se ve in­
mediatamente que el dividendo es mayor que, 5830; lue­
go el cociente es mayor que, 10, y por consiguiente ten­
drá varias cifras. 

Si añadimos ahora á la derecha del divisor dos y tres 
ceros sucesivamente, tendremos: 

224617 > 68300 , y 224617 < 583000, 
lo que patentiza que el cociente es mayor que, 100, y 
menor que, 1000; tendrá, pues, tres cifras, que serán 
centenas, decenas y unidades. 

La primera de las dos desigualdades anteriores nos 
hace ver que el dividendo es mayor que, 583 centenas: 
para que se verifique, se necesita y basta que las 2246 
centenas del dividendo formen uu número igual ó 
mayor que, 583 centenas; porque, si fuese menor, para 
igualar á, 583 centenas, habría que añadirle cuando me­
nos una centena, y basta aumentarle eu, 17 unidades, 
para que forme un número mayor que, 583 centenas, ó, 
58300 unidades. 

La segunda de las dos desigualdades indica que el di­
videndo es menor que, 5830 centenas, y se verifica, con 
más motivo, si prescindimos de las, 17 unidades del di­
videndo, y se tendrá, 224600 < 583000. 

De estas consideraciones se deduce: que si separamos 

(*) Si la cifra tanteada es un 3, por ejemplo, y se l lega al resto, 3, 
c o l o c á n d o n o s en el caso m á s desfavorable, que es que todas las cifras s i ­
guientes en el dividendo sean ceros y en el divisor nueves, el producto, 
9 X 3 = 27, se podrá restar de, 30, y v o l v e r á á dejar el resto, 3; luego la 
c i f r a , 3, no puede ser grande. 
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de la izquierda del dividendo un numero de cifras suficien­
te para formar un número que contenga al divisor, pero 
sin llegar d contenerlo diez veces, el orden marcado por la 
cifra de la derecha en lapturle separada del dividendo, es el 
mismo que el de la cifra de orden superior en el cociente. 

88. kiseparamos de la izquierda del dividendo tantas ci­
fras como se necesiten para contener al divisor, pero sin lle­
gar d contenerlo diez veces, el cociente delnúmero asi Jama­
do, por el divisor, es la cifra de orden superior del cociente. 

Sea el dividendo, 224617, y el divisor, 683. Separemos 
de la izquierda del dividendo el número, 2246, que con­
tiene al divisor, pero menos de, 10 veces; como i a cifra 
de la derecha expresa centenas, la cifra de orden supe­
rior del cociente también expresa centenas (86). Si divi­
dirnos, 2246, por, 583 (por la regla 83), se halla el co­
ciente, 3, y vamos á demostrar que esta cifra es la de las 
centenas del cociente pedido. 

El producto de, 583, por, 3, se puede restar de, 2246; 
luego del mismo modo se podrá restar el producto de, 
583 unidades, por. 3 centenas de, 224.6 centenas, y con 
más motivo de, 2246 centenas, más 17 unidades, ó sea de 
todo el dividendo; luego el cociente es, cuando menos, 
igual á, 300. 

El producto de, 583, por, 4, es mayor que, 2246, y del 
mismo modo, 583, por, 4 centenas, es mayor que, 2246 
centenas; luego dicho producto excede á este mímero, 
cuando menos en una centena; entonces es también ma­
yor que, 2246 centenas, más 17 unidades, que es todo el 
dividendo; luego el cociente no llega á, 400. 

De lo cual resulta que, estando comprendido el co­
ciente entre, 300 y 400, su cifra de las centenas es nece­
sariamente un tres. Conforme con el enunciado. 

89 Pasemos ya á efectuar la división de, 224617, 
por, 583. Dispongamos la operación como en el segundo 
caso (83): 224617 

1749 
49717 
4664 

8077 
2915 

162 

588 
385 
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Si separamos de la izquierda del dividendo el número, 
2246, y le dividimos por, 583, hallamos el cociente, 3, que 
será la cifra de las centenas del cociente (87). 

Multipliquemos ahora, 583, por, 3 centenas, y el pro­
ducto expresará centenas; luego restando este número 
de las centenas del dividendo, la diferencia, que es, 497, 
también expresará centenas; y si le añadimos las 17 
unidades del dividendo, el número, 49717, es el exceso 
del dividendo sobre el producto del divisor por, 300. 

El dividendo, según esto, se compone de, 300 veces el 
divisor, más, 49717; de suerte que para concluir de de­
terminar el cociente necesitamos hallar cuántas veces, 
49717, contiene á, 583, ó sea dividir, 49717, por, 583. 

Aplicando los razonamientos anteriores, se deduce 
que para dividir estos números se debe separar de la iz­
quierda del dividendo el número 4971, y como expresa 
decenas, si le dividimos por, 583, el cociente, 8, será la ci­
fra de las decenas; multiplicándola por el divisor y res­
tando el producto, 4664 decenas, de 4971, el resto será, 
307 decenas. 

Añadiendo á este número las 7 unidades del dividen­
do, se obtienen, 3077 unidades, que serán el exceso de 
49717, sobre 80 veces el divisor; el problema queda ya 
reducido á hallar el cociente de, 3077, por, 583. 

Hecha la división, resulta que el cociente, 5, es la ci­
fra de las unidades; multiplicándola por el divisor y 
restando el producto de, 3077, queda un resto de, 162 
unidades. 

Resumiendo lo que hemos dicho, resulta que el divi­
dendo contiene al divisor, 300, más 80, más 5 veces, ó sea, 
385 veces, y además un exceso de, 162 unidades; luego 
el cociente será, 385 y el resto, 162. • 

Los números, 2246. 4971 y 3077, que han sido los di­
videndos para determinar cada una de las cifras del co­
ciente, se llaman dividendos parciales', cada una de las 
operaciones de dividir, división parcial, y los números, 
497, 307 y 162, son los restos de las divisiones parciales; 
el i i 1 timo también se llama residuo. 

224617 
4971 
3077 

162 

583 
385 
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La multiplicación y substracción, que se efectúan eñ 
cada división parcial, pueden hacerse al mismo tiempo, 
según se indicó (84). 

A la derecha de cada resto hemos escrito antes todas 
las cifras no consideradas aún en el dividendo; pero no 
hace falta escribir más que la siguiente, por ser la que 
con el resto forma el dividendo parcial. 

De estas consideraciones deducimos la siguiente: 
REGLA. Para dividir dos números, cuando el cociente 

tiene narrias cifras, se separan de la izquierda del divi­
dendo las cifras que se necesiten para contener al divisor, 
sin llegar d contenerlo diez veces (tantas cifras como tie­
ne el divisor, ó una más si, consideradas como unidades 
simples, forman un número menor que el divisor): el nú­
mero formado será el primer dividendo parcial; se divide 
por el divisor y S3 tendrá la cifra más elevada del co­
ciente; se multiplica esta cifra por el divisor y el pro­
ducto se resta del dividendo parcial; á la derecha del resto 
se escribe la cifra siguiente del dividendo y se obtendrá 
el segundo dividendo parcial; se divide por el divisor y 
se tendrá la segunda cifra del cociente, que se escribe á la 
dereclia de la primera; se multiplica esta cifra por el di­
visor y el producto se resta del segundo dividendo parcial; 
con el segundo resto se procede como con el primero, con­
tinuando la operación hasta obtener la última cifra del 
cociente y el último resto, que en el caso de ser la división 
exacta es cero. 

E l divisor excede á cada resto, cuando menos, en una 
unidad: luego añadiendo una cifra á la derecha de cada 
resto, resulta un dividendo parcial que necesariamente 
es menor que 10 veces el divisor: pero puede suceder 
que sea también menor que una vez el divisor, y enton­
ces se escribe, cero, en el cociente y se forma el siguiente 
dividendo parcial, añadiendo al precedente la cifra que 
sigue en el dividendo. 

90, Si el divisor no tiene más que una cifra, se 
abrevia la división haciendo las operaciones mentalmen­
te, sin escribir los restos y dividendos parciales, pero 
colocando las cifras del cociente en los lugares que les 
correspondan. 

Sea dividir, 43169 entre 8. Dispondremos la operación 
del modo siguiente: 
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43169 
1 5396 

Diremos: 43 entre 8 á 5 y sobran 3; 31 entre 8 á 3 y 
sobran 7; 76 entre 8 á 9 y sobran 4; 49 entre 8 á 6 y 
sobra 1. 

91. JJ&prueba de la división consiste en multiplicar 
el cociente por el divisor y sumar el residuo con el pro­
ducto, y el resultado debe ser igual al dividendo (78). 

Si el residuo es cero, el dividendo es igual al producto 
del divisor por el cociente; luego cuando la división es 
exacta, también se puede comprobar tomando el c í ­
clente por divisor, y debe resultar para cociente el di­
visor primitivo. 

92. El número de cifras del cociente es igual al de 
dividendos parciales; el primer dividendo parcial se for­
ma tomando de la izquierda del dividendo tantas cifras 
como se necesiten para contener al divisor, pero menos 
de 10 veces, y cada uno de los demás dividendos, aña­
diendo á cada resto una de las cifras que quedaron á la 
derecba del primer dividendo parcial; luego el número 
de cifras del cociente es una más que las que quedan á 
la derecha del primer dividendo parcial. 

Ahora; si el primer dividendo parcial tiene tantas ci­
fras como el divisor, á su derecha quedan tantas cifras 
como indique la diferencia entre los números de cifras 
del dividendo y divisor: en este caso el cociente tiene 
una cifra más que dicha diferencia. 

Si el primer dividendo parcial tiene una cifra más 
que el divisor, el número de cifras que quedan á su de­
recha es igual á la diferencia antes citada menos una, y 
como el cociente tiene una cifra más, tendrá tantas 
como dicha diferencia. 

Resumiendo lo dicho: E l numero de cifras del cociente 
es igual a la diferencia de los números de cifras del divi­
dendo y divisor, ó una más. 

93. La división se puede abreviar, cuando el dividen­
do y el divisor terminan en ceros, suprimiendo de la de­
recha de ambos el mismo número de ceros y dividiendo los 
números que quedan; pero añadiendo al residuo tantos 
ceros como se lian suprimido de la derecha del dividendo 
y del divisor. 
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Sea, dividir 24700 por 1600. Los números que nos 
proponemos dividir son iguales á 247 centenas y 16 cen­
tenas; pero es evidente que las mismas veces contiene 
247 centenas á 16 centenas, que 247 unidades á 16 uni­
dades, y como en este último caso el cociente es 15 uni­
dades, también lo será en el primero. 

En la primera división, el producto del divisor, 16 
centenas, por el cociente, 15 unidades, expresa centenas; 
luego el resto, 7; expresará también centenas, ó será, 
700; es decir, que el resto es el mismo que resulta de 
dividir los números, 247 y 16, pero seguidos de los dos 
ceros que se habían suprimido. 

También se puede abreviar la división aunque sólo ter­
mine en ceros el divisor: en este caso se separan los ceros 
del divisor y de la derecha del dividendo otras tantas ci­
f ras ; se dividen los números que quedan á la izquierda, 
y a l a derecha del residuo se agregan las cifras separa­
das de la derecha del dividendo. 

Sea, dividir los números 24785 y 1600, Si se tratara, 
como en el ejemplo anterior, de dividir 24700 por 1600, 
el cociente sería 16 y el resto 700; pero el número, 24785, 
excede á, 24700, en menos de 100 unidades, ó sea de una 
centena; luego no llega á contener al divisor, 1600, ó sea, 
16 centenas, una vez más que 24700; entonces el cocien­
te es el mismo que si el dividendo terminase en dos ce­
ros; pero el residuo, en vez de ser 700, tendrá evidente­
mente 85 unidades más, y por consiguiente será, 785. 
Conforme con,el enunciado. 

94. Un caso particular que ocurre muy á menudo, 
es la división de un número por la unidad seguida de 
ceros. 

Si separamos de la derecha del dividendo tantas cifras 
como ceros siguen á la unidad, el número que queda á 
la izquierda sera el cociente; porque entonces el divisor 
es 1: el resto será el número formado por las cifras se­
paradas. Luego si el dividendo termina en tantos ceros 
como siguen d la unidad, la división será exacta. 

EJEMPLOS: E l cociente de 28671 por 100 es 286, y el 
resto 71. 

El cociente de 28600 por 100 es 286, y el resto cero. 
95. En algunas aplicaciones de la división conviene 

considerar el cociente aumentado en una unidad : á lo 
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cual se llama forzar la unidad, y al cocieute aumeniado 
se le llama cociente por exceso. Cuaudo se habla de este 
cociente y del ordinario , este último recibe el nombre 
de cociente por defecto. 

El producto del divisor por el cociente por exceso, es 
mayor que el dividendo; la diferencia entre dicho pro­
ducto y el dividendo, tomando éste por substraendo, 
recibe el nombre de resto por exceso, ó resto suhstractwo) 
el resto ordinario se l'ama entonces resto por defecto, ó 
aditivo. 

Si representamos por D, el dividendo, por d, el divisor, 
por c, el cociente por defecto y por r, el resto aditivo, el 
cociente por exceso será c \ , y ú designamos por r, el 
resto substractivo, se tendrá según las condiciones esta­
blecidas (*). 

D = ^ . ¿ ; + r, y D = ¿ ( c + 1 ) - - / . 
96. TEOREMA. La suma de los restos aditivo y subs­

tractivo es igual al divisor. 
Adoptando la notación del número anterior, tenemos: 

T) = d . c + r, y P = ^(c + 1) — / . 
Puesto que estas igualdades tienen el mismo primer 

miembro, los segundos miembros serán iguales, y ten­
dremos: 

d . c r — d{c + i ) — / , 
y efectuando la multiplicación indicada en el segundo 
miem bro, 

d , c-\-r = d .c~ \ -d — 
restando de ambos miembros d . c y sumando f', resul­
tará: 

r -\- r ' = d, 
igualdad que demuestra el teorema. 

97. Si se dividen miembro á miembro dos igualdades, 
los cocientes y restos serán iguales (**). 

(*) Representaremos los n ú m e r o s por letras siempre que sea necesario 
para la mayor c laridad en las demostraciones, pero no abusaremos de esta 
n o t a c i ó n en l a A r i t m é t i c a . 

(**) Cuando podamos referirnos á la de f in ic ión general de la d i v i s i ó n , 
esta p r o p o s i c i ó n es: Si se d iv iden miembro a miembro dos igualdades, los co­
cientes son igvales . L a misma o b s e r v a c i ó n se puede hacer sobre el teorema 
siguiente, del texto. 
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Es una consecuencia inmediata de la definición de la 
división. 

98. Si los dos miembros de una desigualdad se dividen 
por números iguales, al mayor dividendo corresponde en 
general mayor cociente, y si los cocientes son iguales, 
mayor resto. 

Es evidente, por la definición de la división, que 
cuando se trata de un mismo divisor, ó divisores iguales, 
el mayor dividendo, contiene en general, más veces al 
divisor; pero si esto no sucediese, decimos que, cuando 
menos, el resto correspondiente al mayor dividendo será 
mayor. 

En efecto: siendo el dividendo igual al producto del 
divisor por el cociente, más el resto, si los factores del 
producto son iguales, la mayor suma corresponderá al 
mayor de los dos sumandos desiguales; es decir, el mayor 
dividendo al mayor de los restos. 

99. Si se dividen miembro á miembro dos desigualda­
des de signos contrarios, el resultado es una desigualdad 
del mismo signo que la de los dividendos. 

Sean las desigualdades, 
4 0 > 3 2 , y 1 0 < 1 6 , 

decimos que, 
40 ; 10 > 32 :16. 

Si los divisores fuesen iguales, el primer cociente sería 
mayor que el segundo por tener mayor dividendo, y si 
los dividendos fuesen iguales, el primer cociente sería 
también mayor que el segundo, por corresponder al me­
nor divisor; luego á fort ior i el primer cociente será ma­
yor que el segundo. 

Si las diferencias entre los dividendos y entre los di­
visores son tan pequeñas que no alcanzan á los cocientes 
enteros, y éstos son iguales, el mayor resto correspon­
derá al cociente del mayor dividendo por el menor di­
visor. Se razona como en el párrafo anterior. 

TEOREMAS RELATIVOS A LA DIVISION 

100. Para dividir un producto por uno de stts fado ' 
res, basta suprimirle. 

Sea, dividir el producto, 8 . 7 . 3, por su factor, 7. E l 
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cociente será, 8 . 3, porque el producto, 8 . 7 . B, se puede 
considerar como el resultado de multiplicar 7, por 8 . 3 
(63); es decir, que tendremos: 

8 . 7 . 3 = 7(8.3) , 
igualdad que demuestra el enunciado. 

101. Para dividir un producto por un divisor exacto 
de uno de sus factores, hasta dividir dicho factor por el 
divisor. 

Sea, dividir el producto, 8.30 . 4, por el número b, que 
es divisor de 30. Si descomponemos el 30, en los factores, 
6 y 6, puesto que los factores, 6 y 6, se pueden sustituir 
por su producto efectuado (64), se podrá inversamente 
sustituir por sus factores, y tendremos: 

8 . 3 0 . 4 = 8 . 6 . 5 . 4 
y dividiendo por 5 los dos miembros de la igualdad, co­
mo el cociente del segundo miembro es 8 . 6 . 4 , resul­
tará: 

(8 . 30. 4) : 5 = 8. 6.4. 
102. Para dividir un número por un producto de va­

rios factores, se divide el número por el primer factor, el 
cociente que resulte por el segundo, el cociente que resulte 
por el tercero, y asi sucesivamente hasta dividir por el 
último. 

Pueden suceder dos casos: 
1. ° Supongamos que la división sea exacta. 
Sea dividir 360, por el producto, 9 x 4 = 36. Siendo 

10 el cociente de 360 por 36, tendremos: 
360 = 36 X 10 

ó poniendo, en vez de 36, su igual 9 x 4 , 
360 = 9 . 4 . 10, 

dividiendo los dos miembros de la igualdad por 9, se 
tendrá (100): 

360 : 9 = 4 x 10, 
dividiendo nuevamente por 4, resultará: 

(360 : 9): 4 = 10. 
Es decir, el mismo cociente que cuando se dividió el 

número, 360, directamente por 36, que era el producto, 
9 x 4 . 

2, ° Supongamos que la división no sea exacta: 
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Sea, dividir 378, por el produelo, 9 x 4 = 36. Siendo 

10 el cociente por defecto, el cociente por exceso será, 
10 -|- I j y como el dividendo de una división inexacta es 
mayor que el producto del divisor por el cociente por 
defecto y menor que el divisor por el cociente por ex­
ceso, tendremos la doble desigualdad (*): 

36. 10 < 378 < 36(10 + 1), 
ó poniendo en vez de 36 su igual, 9 x 4 , 

9 . 4 . 10 < 378 < 9 . 4 (10 + 1). 
Si se dividen por 9 y por 4, el primero y el tercer 

miembro, los cocientes exactos son, 10 y 10 -f- 1; pero 
el segundo miembro es intermedio entre ambos; luego 
divido por 9 y por 4, dará un cociente que no es me­
nor que 10 (98) y no puede llegar á 10-}- 1; luego 
será 10. 

En el primer caso que hemos considerado, los restos 
son iguales á cero. 

En el segundo caso, los restos, generalmente, no son 
iguales porque cuando se divide sucesivamente por los 
factores, el resto final es menor que el último factor, y 
cuando se divide por el producto efectuado, el resto es 
menor que el producto, pero puede ser igual ó mayor que 
alguno ó que todos los factores. 

En nuestro ejemplo: dividiendo 378 por 36, el resto 
es 18, y dividiendo primero por 9 y después el cociente 
42 por 4, el resto es 2. 

103. E l cociente de dos potencias de un número es 
otra potencia del mismo número, cuyo exponente es la di­
ferencia de los exponentes. 

Sea, dicidir 57 por 64, decimos que el cociente es 57~4. 
De la regla del producto de dos potencias (74) se de­

duce: 
o7 = 54 x 57-4, 

y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 54. 
resulta: 

57 : 5á == 57 -4. 
Si los exponentes de las potencias son iguales, la apli-

(*) L a doble desigualdad que se verifica en el mismo sentido se l lama 
l imicac ión . 
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oación de la regla conduce á considerar cauiidades con 
exponen le cero. Así: 

57: 67 = 57-7 = 5o. 
Por otra parte, el cociente de dividir un número por 

sí mismo es Ja unidad; luego se debe admitir que la po­
tencia de grado cero, ó con exponente cero de cualquier 
número, es la unidad. En particular, se tendrá 1 0 ° = 1 
Resultado que está conforme con el enunciado en el 
núm. 71, donde se dijo que las potencias de 10 son la 
unidad seguida de tantos ceros como unidades tiene el 
expolíente de !a potencia. 

104. Si el divid'nulo y el divisor se multiplican por 
un mismo número, el cociente no varia, y el resto queda 
multiplicado por dicho número. 

¡Sean, D , el dividendo, el, el divisor, c, el cociente y r, 
el resto ; se tendrá : 

T> = d . c -\- r. 
Si multiplicamos los dos miembros de esta igualdad 

por un número cualquiera, n , resulta: 
D . oí = {d . c -\- r ) n, 

pero para multiplicar la suma, d . c -\- ̂ , por n , hay que 
multiplicar por n, los dos sumandos, d , c y r , y para mul­
tiplicar el producto, d . c, basta multiplicar uno de los 
factores, que aquí es d, por hipótesis; luego tendremos: 

D . n = { d . n) c -\- r . n. 
En la división de D . n, por d . n, el cociente es c, y el 

resto será, r . n, siempre que este número sea menor que 
el divisor, d . n; pero por ser, r <^ d, también será: 

r . n <Cd. n; 
luego el cociente no ha variado y el resto queda multi­
plicado por n. 

Vi. La numeración romana. 

105. El sistema de numeración que hemos expuesto 
se llama decimal, porque su base es 10; se debe á los 
árabes y está en uso en Europa desde hace algunos 
siglos; es muy perfecto, no sólo por la facilidad que 
ofrece para enunciar, escribir y leer los números, sino 
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por lo bien que se presta á las operaciones del cálculo 
aritmético. 

Podríamos adoptar por base del sistema de numera­
ción otro número cualquiera y modificar los principios 
de la numeración y establecer la teoría de las operacio­
nes y propiedades de los números con arreglo á diclia 
base; así como estudiar el modo de transformar un nú­
mero escrito en un sistema ú otro cualquiera; pero sien­
do ésta una obra muy elemental, no creemos necesario 
hacer aquí dicho estudio. 

De lo único que diremos algo es de la numeración lla­
mada romana, por no haber desaparecido totalmente. 

En la numeración romana se representan los números 
por varias letras, cuyos valores indicamos á continuación: 

I V X L O D M 
1 5 10 60 100 500 1000 

Con estas letras las unidades se escriben así: 
I I I , 

3 
I V , 
4 

V, 
6 

V I , 
6 

V I I , 
7 

7111, 
9 

I , I I , 
1 2 

Las decenas, 
X , X X , X X X , X L , JL, L X , L X X , I J X X X , XC. 
i * ! 2y 30 

Las centenas, 
O, CO, 0 0 0 , 

100 200 800 
Los millares, 

40 60 60 70 80 90 

OD, 
400 

D , DO, 
500 600 

DOC, DCOC, CM. 
700 800 900 

numeración romana 

M, MM, MMM. 
1000 2000 3000 

Para escribir un número en la 
se hacen los convenios siguientes: 

1.° Una, letra escrita á la derecJia de otra, le añade 
su valor sí es igual ó menor que la o Ir a. 

Así, 
11 = 2, 111 = 3, V I = 6, V I I = 7 , V i n = 8, 

X X = 20, X X I = 21, X X V = 26, X X X I I I = 33 
Se debe advertir que las letras, I , X , O y M , se pue­

den repetir hasta tres veces seguidas y no se pueden re­
petir las V, L y D. 
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2. ° Una letra escrita á la izquierda de otra de más 
valor, le resta el suyo. 

Así: 
I V = 4, I X = 9, X L = 40, XC = 90, CD = 400. 
También se debe saber, para aplicar esta regla, que 

la I , sólo se puede colocar á la izquierda de la V y de la 
X ; la X , sólo se puede colocar á la izquierda de la L y 
do C; la O se puede colocar á la izquierda de la D y de 
la M. Las letras, V, L y D , no se pueden colocar á la iz­
quierda de otras de más valor. 

En virtud de estos principios, una decena, por ejem­
plo, del 41 al 50, se escribe así: 
X L I , X L I I , X L I I I , X L I V , X L V , X L V I , X L V I I , 

X L V I I I , X L I X y L 
y de ninguna manera se escribirá V L , para representar 
46, ni I L para representar 49. 

3. ° Los números se escriben comenzando por las uni ­
dades de orden superior y siguiendo los demás órdenes 
descendiendo. 

Ejemplos: 
1. ° Escribir en la numeración romana el número 546. 
Se escribe primero una D , que vale 500; después X L , 

que vale 40 y por último V I , que vale 6. 
Luego tendremos: 

546 = D X L V I . 
2. ° Escribir en la numeración romana el núm. 2728. 
Se escribe primero, MM, que vale 2000; después, DCC, 

que vale 700; luego, X X , que vale 20; y por último, V I H , 
que vale 8, resultando, 

2728 = MMDCCXXVII I . 
Si el número pasa de 3000, se escriben los millares 

como si fuesen unidades, se coloca encima una raya y á 
la derecha se escriben las centenas, decenas y unidades, 
como se lia explicado antes. 

Ejemplos: 
1.° Escribir en caracteres romanos el número, 136417, 

será: 

C X X X V C D X V I I . 
g.0 Escribir el número, 2186512, será; 
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M M O L X X X V I D X I L 
Si el número pasara de 3.000000, se escriben los M i ­

llones, como si fuesen unidades, luego dos rayas encima, 
después los millares y una raya encima, y por último las 
unidades. 

Ejemplo: 
Escribir el número, 52233536, será: 

L I I O O X X X I I I D X X X V I . 
4.° Los números escritos en la numeración romana, 

se leen comenzando por las unidades de orden superior y 
siguiendo los demás órdenes descendiendo. 

Ejemplos: 
1. ° Leer el número MDCCOXOIX, será: 

la M , m i l ; la D y las OGC, ochocientos; la XC, noventa 
y la I X , nueve; luego el número es: mi l ocliocientos no­
venta y nueve. 

2. ° Leer el núm ero, I V D O X X X I V . 
IV , se lee cuatro m i l ; DO, seiscientos; X X X , treinta; y 
I V , cuatro, luego este número es: cuatro mi l seiscientos 
treinta y cuatro. 

Conviene conocer la notación siguiente, aunque es 
menos usual y más complicada que la anterior. 

Los signos I0> 100? 1000? representan los núme­
ros 500, 5000, 50000,... : y los CIO? OCIOO) COOIOOOr-
son los números 1000, 10000, 100000,... 

Eu virtud de esto el número 1899, se escribirá: 
OIOIOCOOXOIX. 

C A P I T U L O I I I 

L A S P R O P I E D A D E S E L E M E N T A L E S D E LOS N U M E R O S 

E N T E R O S 

I. Teor ía de la divisibilidad. 

106. Los múltiplos de un número se obtienen mul­
tiplicándole por 1, 2, 3, 4, 5 y así sucesivamente; 
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luego la serie de los múltiplos dt un número es ilimitada. 
El producto de cualquier número por cero es cero; de 
aquí que se considere el cero como múltiplo de todos los. 
números. 

Todo número entero es el mayor divisor de sí mismo, 
y la unidad es divisor de todo número entero; luego el 
número de divisores de cualquier entero es limitado, por­
que el menor es la unidad y el mayor el mismo número. 

Cuando un número es divisible, ó múltiplo de otros 
varios, se dice un múltiplo común de éstos. 

Cuando varios números son divisibles por un mismo 
número, éste se llama divisor común. 

Para indicar que un mímero es múltiplo, ó divisible 
por otro, escribiremos, siguiendo la notación de Leibniz, 
un punto encima del submúltiplo ó divisor. 

Así: 20 = 5; h ~ a, indican, que 20 es un múltiplo de 
6 y ¿ un múltiplo de a. 

107. TEOEEMA. Si un número es divisor común de 
otros varios, es divisor de su suma. 

Sea el número 5, divisor común de 20, 30 y 35, ten­
dremos las igualdades: 

20 = 5.4, 
30 = 5 . 6, 
35 = 5.7. 

Sumando ordenadamente, 
20 + 30 + 36 = 5 . 4 + 5 . 6 - f 5 . 7, 

ysaoando á 5 como factor común en el segundo miembro, 
20 + 30 + 35 = 5 (4 + 6 + 7) = 5 . 17, 

que se podrá escribir, 
20 + 80 + 35 = 6. 

108. COROLARIO. Si un número es divisor de otro, es 
divisor de sus múltiplos. 

Si el número, 5, es divisor de 20, dividirá á cualquier 
múltiplo de 20 (107), porque los múltiplos de 20 son su­
mas de sumandos iguales á 20. 

109. TEOREMA. Si un número es divisor de otros dos, 
es divisor de sti diferencia 

Sea el número 6, divisor de 35 y de 20, tendremos; 
35 = 5 . 7, 
20 = 6 . 4, 
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restando ordenadamente y sacando en el segundo miem­
bro 5 como factor común, 

85 — 30 = 5 (7 — 4) = 5 . 3, 
que se podrá escribir, 35 — 30 = 6. 

110. COROLARIO. Si en una suma de dos sumandos 
un número es divisor de uno de ellos y del otro no, tam­
poco es divisor de la suma. 

Si la suma fuese divisible por el número, considerán­
dola como un minuendo y al sumando divisible como 
substraendo, el minuendo y el substraendo tendrían un 
divisor común; luego también le tendría el resto (108), 
lo cual es contra la hipótesis. 

111. TEOREMA. Si un número es divisor, ó factor de 
otros dos, lo es del resto de SÍI división. 

Sea, D, el dividendo, d, el divisor, c, el cociente, r, el 
resto y n, un factor común á D y tendremos: 

D --= d . c ̂  r, 
y restando, d . c, de los dos miembros de esta igualdad: 

D — d . c = r , 
por tener d, el divisor n, le tiene también su múltiplo, 
d . c; luego n, es un divisor común al minuendo y subs­
traendo de la diferencia, D — d . c; luego será divisor 
del resto r (109). 

112. TEOREMA. Si un número es factor común del di­
visor y del resto de una división, es factor del dividendo. 

Siguiendo la notación de antes, tendremos: 
D = d .c r. 

Todo factor de d, es factor su múltiplo, d . c; luego si 
n, es un factor común de, d y r, también lo será de, d . c 
y r ; luego será factor de su suma, d . c -{- r (108), que 
es igual á D. 

113. De estos dos teoremas resulta el siguiente im­
portante. 

COROLARIO. Todos los factores comunes del dividendo 
y divisor son factores del resto; luego serán factores 
comunes del divisor y del resto. RECÍPROCAMENTE: todos 
los factores comunes del divisor y del resto son factores 
del dividendo; luego serán factores comunes del dividendo 
y deldivisof. 
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114. Otra oonsecuenoia importante se deduce del 
teorema (111). 

Si el dividendo y divisor se dividen por uno de sus fac­
tores, el cociente no varia y el resto queda dividido por 
dicho factor. 

Adoptando la notación del núm. 110, tendremos, 
como allí, la igualdad: 

D — d .c — r, 
suponiendo ahora que n sea el factor común por quien 
se divide, y que por ser exactos los cocientes de, D , í?, y 

por tengamos las igualdades: 
\ ) = \ y ' d = d! . n ; r = r ' , n, 

sustituyendo estos valores en la primera, resultará: 
D' . n — d' . n .c = r ' .n , 

sacando n, como factor común en el primer miembro, 
n (D' — df. c) = rf .n , 

y suprimiendo el factor común n, 
D' — d' .c — r ' , 

ó bien sumando á los dos miembros de la igualdad, d ' . cf 
D' = d' .c -{- r ' , 

que demuesta el enunciado. 

il. Caracteres de divisibilidad 

POR 2, 5, 9, 3 Y I I . 

115. Hay casos en que es muy fácil conocer si un 
número es divisor de otro sin practicar la división, y 
por la utilidad que resulta para las aplicaciones dedu­
ciremos las reglas para conocer si los referidos números 
son divisores de otros, ó hallaremos sus caracteres de 
divisibilidad. 

Se ha visto (93) que para dividir un número por la 
unidad seguida de ceros, se separan de la derecha del 
dividendo tantas cifras como ceros siguen á la unidad; 
lo que queda á la izquierda es el cociente, y lo que 
queda á la derecha el resto. Para que la división sea 
exacta, se necesita que las cifras separadas á la derecha 
sean todas ceros. 

Pe aquí deducimos: que m número es divisible por la. 
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unidad seguida de ceros, cuando termina en tantos ceros, 
lo menos, como siguen á la unidad. 

Como la unidad seguida de ceros es una potencia de 10, 
cuyo exponente es igual al número de ceros que siguen 
á la unidad, la regla anterior se puede enunciar así: 

Un número es divisible por una potencia de 10 cuando 
termina en tantos ceros, por lo menos, como unidades tie­
ne el exponente de la potencia. 

116. El número, 10, es igual al producto, 2 x 5; por 
consiguiente, como, '2 y 5, son divisores de 10, lo serán 
de sus múltiplos (108); luego todo número terminado en 
cero es divisible por 2 y por 5. 

Sea ahora cualquier número, 2457; descomponiéndole 
en decenas y unidades, se tendrá: 

2457 = 2450 - f 7, 
El primer sumando del segundo miembro es divisible 

por 2 y por 6; luego para que lo sea la suma, se nece­
sita 3̂  basta que lo sea el otro sumando (107 y 110). 

De aquí deducimos: que un número es divisible por 2 
ó por 5, cuando la cifra de las unidades es divisible por 
2 ó por 5 (*). 

Las cifras 2, 4, 6 y 8, divisibles por 2, se llaman ci­
fras pares, y los números terminados en cero, ó cifra par, 
se llaman números pares. 

En virtud de esto se pueden enunciar así los caracte­
res de divisibilidad por 2 y 5: 

117. Un número es divisible por 2, cuando es par, ó 
sea cuando termina en cero, ó cifra par. 

Un número es divisible por 5, cuando termina en cero 
ó en 6. 

118. Si elevamos á la potencia, m, los dos miembros 
de la igualdad, 10 = 2 X 5, tendremos: 

IQm = 2^ X 5^-
Si de la derecha de un número separamos m cifras, la 

parte que queda á la izquierda terminará en m ceros, y 
por consiguiente será un múltiplo de 10m (115); luego 
también lo será de, 2m X 

C ) No bay que modificar esta regla cuando el n ú m e r o termine en cero, 
porque y a hemos dicho (105) que cero es m ú l t i p l o ó divisible por todos jos 
n ú m e r o s . 



— 61 — 

$1 el número formado por las m cifras de la derecha es 
múltiplo de 2 m ó de 5W, también lo será el número pro­
puesto, y no lo será en el caso contrario (107 y 110). 

En particular, para que un número sea divisible por 4 
(que es igual á 22 ) , ^ necesita y basta que termine en 
dos ceros, ó las dos cifras de la derecha formen un múlti­
plo de 4. 

Para que un número sea diviblepor 25 (que es o2), se 
necesita y basta que termine en dos ceros, ó las dos cifras 
de la derecha formen un múltiplo de 25. 

119. LEMA. La unidad seguida de ceros es un múl­
tiplo de 9 más 1. 

Dividamos por 9, la unidad seguida de cualquier nú­
mero de ceros, ó tomemos por dividendos sucesivos, 10, 
100, 1000, 10000 

10000. 
10 
10 

10. 

9 
1111. 

y siempre hallaremos por cociente l y por resto 1. 
En virtud de esto podemos escribir la igualdad, 

10000 = 9 + 1 , 
120. LEMA. Toda cifra significativa seguida de ce­

ros es un múltiplo de 9, más dicha cifra 
Sea, 4000, la cifra seguida de ceros, se tendrá: 

4000 = 1000 X 4 = (9 + 1) 4, 
y efectuando la multiplicación indicada por el paréntesis 

4000 = 9 X 4 + 4, 
pero, 9 X 4, es también un mili tipio de 9 (108); luego se 
podrá escribir: 

4000 = 9 + 4, 
121. Sea ya un número cualquiera, 64726; descom­

poniéndole en sus diversos órdenes de unidades, se 
tendrá; 

54726 = 50000 + 4000 + 700 + 20 + 6, 
y en virtud del lema anterior, tendremos las siguientes 
igualdades: 
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50000 = 9 + 6, 
4000 = 9 + 4, 

700 = 9 + 7, 
20 = 9 + 2, 

6 = 6, 
Como la suma de los múltiplos de 9 es un múltiplo 

de 9 (107), si sumamos ordenadamente las igualdades 
anteriores, resultará, 

B4726 = 9 + ( 5 + 4 + 7 + 2 + 6) . 
Considerando el segundo miembro como la suma de 

los dos sumandos, uno el 9 y otro el paréntesis. 
(6 + 4 + 7 + 2 + 6) se compone dicha suma de dos 

partes, una de las cuales es divisible por 9; luego para 
que la suma sea también divisible por 9, se necesita y 
basta que el sumando, (5 + 4 + 7 + 2 + 6), sea divisible 
por 9 (107 y 110). 

E l paréntesis encierra la suma de los valores absolu­
tos de las cifras del número: luego:para que un número 
sea divisible por 9, se necesita y basta que la suma de los 
valores absolutos de sus cifras sea mi múltiplo de 9. 

122. Por ser 9 un múltiplo de 3, todo múltiplo de 9 
lo es de 3 (108), de consiguiente: para que un número sea 
divisible por 3, se necesita y basta que la suma de los va­
lores absolutos de sus cifras sea un múltiplo de 3. 

Así temamos: 54726 = 9 + (5 + 4 + 7 + 2 + 6), de 
donde deduciremos: 

54726 = 3 + (5 + 4 + 7 + 2 + 6). 
123. LEMA. La unidad seguida de un número par 

de ceros es un múltiplo de t i , más 1: la unidad seguida 
de un número impar de ceros es un múltiplo de 11 me­
nos 1. 

Dividiremos por 11 la unidad seguida de un número 
par é impar de ceros; considerando por consiguiente los 
dividendos, 10, 100, 1000, 10000..... 

100000. 
100 

10. 

i i 
09090 
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áe observa desde luego que los cocientes son 0,9,0,9... y 
los restos 10,1,10,1... siendo 1 los restos que corres­
ponden á los dividendos formados por la unidad seguida 
de un número par de ceros, y 10 los que corresponden 
á la unidad seguida de un número impar de ceros. 

Pero si el dividendo es la unidad seguida de un número 
impar de ceros, podemos forzar la unidad en el cociente 
y el resto substractivo será, 1 (97); luego en virtud de 
esto; tendremos igualdades de la forma: 

10000 = 11 + 1, 100000= í í — 1. 
124. LEMA. Toda cifra significativa seguida de un 

número par de ceros es un múltiplo de 11 más el valor 
absoluto de dicha cifra; toda cifra significativa seguida 
de un número impar de ceros es un múltiplo de 11, menos 
el valor absoluto de dicha cifra. 

I.0 Sea, 40000, la cifra seguida de un número par 
de ceros, se tendrá: 

40000 = 10000 x 4 = ( i l + 1) 4, 
y efectuando la multiplicación indicada, 

4 0 0 0 0 = 1 1 x 4 + 4, 

ó bien, por ser 11 x 4 un múltiplo de 11, 

40000=11 + 4. 
2.° Sea, 4030, la cifra significativa seguida de un 

número impar de ceros; se tendrá: 

4000 = 1000 x 4 = (11 — 1) 4, 

efectuando la multiplicación y teniendo presente 11 x 4 
es un múltiplo de 11 

4000 = 11 — 4 
125. Sea un número cualquiera, 46837; descompo­

niéndole en sus diversos órdenes de unidades, se tendrá: 
• 

40000 = 11 + 4, 

6000 = 11—6, 

80(3 = 11 + 8, 
30 =-- n — 3, 

7 = 7, 



Sumando ordeu adámente y teniendo presente que la 
suma de los múltiplos de 11 es múltiplo de 11, resulta: 

46837 = 11 + (4 8 + 7) — (6 + 3 ) 
Como el primer paréntesis encierra la suma de las 

cifras que ocupan lugares impares en el número, y el se­
gundo la suma de las que ocupan lugares pares, si re­
presentamos la primera suma por I y la segunda por P, 
podemos escribir así la anterior igualdad: 

46837 = ñ - f - ( I —P), 
y considerando en el segundo miembro la suma de dos 

sumandos, uno el 11 y otro (I — P), si este segundo es 
divisible por 11, también lo será la suma (107). 

Luego: para que un número sea divisible por 11, se 
necesita y basta que la suma de los valores absolutos de 
las cifras de lugar impar, menos la suma de los valores 
absolutos de las cifras de lugar par, sea un múltiplo 
de 11 (*). 

Puede suceder que la suma de las cifras de lugar par 
sea mayor que la de las cifras de lugar impar, y enton­
ces no se puede efectuar la substracción, I — P. 

En este caso del primer sumando, que es un múltiplo 
de 11, se toman tantas veces 11 unidades, como se nece­
siten para que, sumadas con I , den una suma mayor 

que P, con lo cual el 11 no dejará, de serlo y se podrá 
efectuar la substracción. 

Así: 829389 = 11 + (2 + 3 + 9) — (8 + 9 + 8), 
como la primera suma es 14 y la segunda 25, no se puede 

efectuar la substracción, y necesitamos tomar, del 11, una 
vez 11, y tendremos: 

829389 = 11 - f (14 + 11) — 25 = 11. 
126. Los caracteres de divisibilidad que hemos ha-

(*) No se debe olvidar, por si la diferencia de ambas sumas es cero, qve 
cero es m ú l t i p l o de todos los n ú m e r o s (106). 
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liado son muy útiles por ser muy sencillos, y el método 
que hemos seguido para hallar el de 9 y 11 se puede 
aplicar á cualquier número; pero es más fácil hacer las 
divisiones directamente que aplicar los caracteres de 
divisibilidad que se hallarían (*). 

III. Máximo común divisor. 

MÁXIMO COMÚN DIVISOR DE DOS NÚMEROS 

127. Dos números tienen siempre la unidad por di­
visor común: si no tienen más divisor común que la 
unidad, se llaman primos entre s i . 

Cuando dos números tienen varios divisores comunes, 
el mayor de todos se llama máximo común divisor: se 
suele representar por la notación m. c. d. 

Los números 8 y 12 tienen los divisores comunes 1, 2 
y 4; luego 4 será el m. c. d. 

128. TEOEEMA. Si un número es divisible por otro, 
el menor es el m. c. d. de ambos. 

Sea el número 130, divisible por 26: decimos que 26 
es el m. c. d. de 130 y 26. 

En electo: puesto que 26 es divisor de sí mismo y, 
por hipótesis, también de 180, es un divisor común á los 
dos números; pero 26 no puede tener otro divisor mayor 
que el mismo; luego será el m. c. d. de los dos números 
propuestos. 

129. TEOREMA. F l m. c. d. de dos números es el mis­
mo que el del menor y el resto de su división. 

Sean los números 420 y 156: si hacemos la división, 
se halla 2 de cociente y 108 de resto. Hemos visto (113) 
que todos los factores comunes al dividendo y al divisor 
son factores comunes al divisor y al resto, y recíproca­
mente que todos los factores comunes al divisor y al 
resto, son factores comunes al dividendo y al divisor; 
luego los números 420 y 156 (dividendo y divisor) por 
una parte, y los números 156 y 108 (divisor y resto) por 

(*) S i e s t u d i á s e m o s otros sistemas de n u m e r a c i ó n distintos del deci­
mal , v e r í a m o s que los caracteres a n á l o g o s á l o s que hemos estudiado, ser ían 
los de los factores de l a base y sus potencias, y los de la base m á s y menos 
la unidad y sus factores. 
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como riuo de ellos será el mayor de todos, admiten el 
mismo máximo común divisor. 

130. En virtud del teorema anterior, la investigación 
del m. c. d. de dos mí meros queda reducida á la de otros 
dos más pequeños, porque el divisor y el resto son res­
pectivamente menores que el dividendo y el divisor. 

En nuestro ejemplo, después de dividir, 120 por 156, 
la operación queda reducida á hallar el m. c. d, de 156 
y 108, Haciendo la división de estos dos números se 
halla el cociente, 1, y el resto, 48; luego el m. c. d. de 
166 y 108 es el mismo que el 'de 108 y 48 (129). Divi­
diendo, 108 por 48, se obtiene el cociente, 2, y el resto, 
12; entonces la operación estará ya reducida á hallar el 

c. d. de 48 y 12, que será el mismo que el de 108 y 
48: pero 48 es divisible por 12; luego 12 es el m. c. d. de 
estos últimos números, y retrocediendo en la serie de 
operaciones efectuadas, se ve que en virtud del teorema 
(129), el m. c. d. de 420 y 156 es 12. De estos razona­
mientos se deduce la siguiente: 

REOLA. Para hallar el m. c. d. de dos números se di­
vide el mayor por el menor; si la división es exacta, el 
menor es el m. c. d., en el caso contrario se divide el me­
nor por el resto que se halle, este primer resto por el se­
gundo, y asi sucesivamente hasta llegar á un resto cero: 
el último divisor será el máximo común divisor pedido. 

La operación se dispone eomo se indica en el siguien­
te cuadro: 

2 1 2 4 
420 156 4-8 12 108 
108 48"12 0 

Conviene escribir los cocientes encima de los divisores 
correspondientes, para que no se confundan con los 
restos. 

131. Las divisiones que se practican terminan nece­
sariamente, porque siendo cada resto menor que el divi­
sor correspondiente, los restos irán disminuyendo; y aun 
en el caso más desfavorable se llega al resto 1, que ne­
cesariamente divide al resto anterior. 

132. TEOBEMA. Todo divisor común á dos números 
divide exactamente á su m. c. d. 
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Todo divisor común á dos números divide al resto de 
su división (110), y aplicado este teorema á las divisio­
nes sucesivas que se hacen para hallar e\ m. c. d., se ve 
que, siendo este número el penúltimo resto, tiene nece­
sariamente dicho divisor. 

Refiriéndonos al ejemplo anterior, sea, 3, el divisor 
común á 420 y 156, dividirá al resto, 108; dividiendo á. 
156 y 108, dividirá al resto 4.8, y dividiendo á 108 y 48, 
dividirá al resto 12, que es el máximo común divisor. 

Recíprocamente, como dos números son mútiplos 
de su w. e. d., todo divisor del m. c. d. divide á los nú­
meros. 

De esto se deduce que, si queremos hallar todos los 
divisores comunes á dos números, tenemos que hallar 
todos los divisores de su máximo común divisor, 

133. TEOEEMA. Si dos números se multiplican ó d i ­
viden por otro, su m. c. d. queda multiplicado ó dividido 
por este otro. 

Multiplicando ó dividiendo dos números por otro, el 
resto de su división queda multiplicado ó dividido por 
este otro (104 y 114). Apliquemos este teorema á las di­
visiones sucesivas que se hacen para hallar el m. c. d., 
y sea 3 el número por el cual se multiplican ó dividen 
los números dados, que supondremos son 420 y 156. 
Puesto que el dividendo, 420, y el divisor, 156, se mul­
tiplican ó dividen por, 3, el resto, 108, quedará multi­
plicado ó dividido por, 3; en la segunda división, el di­
videndo, 156, y el divisor, 108, están multiplicados ó 
divididos por, 3; luego el resto, 48, quedará multiplicado 
ó dividido por, 3; por último, el dividendo, 108, y el 
divisor, 48, están multiplicados ó divididos por, 3; luego 
el resto, 12, quedará multiplicado ó dividido por, 3. Lo 
cual demuestra el teorema, porque, 12, es el m. c. d. de 
420 y 156. 

134. En virtud de este teorema se puede simplificar 
la operación de hallar el máximo común divisor de dos 
números, suprimiendo los factores comunes que se vean 
á primera vista y se puedan suprimir por una división 
muy fácil. 

Si tuviéramos que hallar el m. c. d. de 42000 y 15600, 
se podría suprimir el factor, 100, hallar el m. c. d. de 
420 y 156, que es, 12, y multiplicarle después por 100, 
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El máximo común divisor de 42000 y 15600 será, 
pues, 1200. 

135. COROLABIO. $ ¡ dos números se dividen por su 
máximo común divisor, los cocientes son primos entre sí . 

El máximo común divisor quedará dividido por sí 
mismo (133); luego será la unidad, lo cual demuestra el 
enunciado. 

136. TEOREMA. Si un número divide á un producto 
de dos factores y es primo con uno de ellos, es divisor del 
otro factor. 

Sea, N , el producto de los dos factores, A y B; P, 
un número que divide á, N, y es primo con, A, decimos 
que es divisor de B. 

Por ser, A y P, dos números primos entre sí, se 
tendrá. 

L Jm. c. d, = 1. 

Si multiplicamos los números, A y P, por, B, su 
m. c. d. quedará multiplicado por, B, (133), y ten­
dremos: 

p W c. ¿ . = r : l x B = B Jr X B j 
P, divide al producto, A x B, porque este producto es 
igual á N: también divide, P, al producto, P X B, por 
que es uno de sus factores; luego dividirá al máximo 
común divisor de estos productos (132), que es B; lo cual 
demuestra el teorema. 

MÁXIMO COMÚN DIVISOR DE VARIOS NÚMEROS 

137. Varios números tienen siempre la unidad por 
divisor común: si no tienen otro, se dicen primos entre-
si. Cuando, tomados de dos en dos, no tienen más divi­
sor común que la unidad, se dicen primos entre si dos 
á dos. I 

Si varios números tienen más de un divisor común, el 
mayor se llama máximo común divisor de varios nú­
meros. 

138. TEOREMA. E l máximo común divisor de varios 
números no se altera sustituyendo dos de ellos por su 
máximo común divisor. Sean varios números, A, B, C, D, 



y sea, ti, el máximo común divisor de dos de ellos, A y 
B, por ejemplo: decimos que el máximo común divisor de 
los números, A, B, C, D, es el mismo que el de los n%me-
meros, d, O, D. 

Por ser, d, el máximo común divisor de A y B, todos 
los divisores comunes de, A y B, son divisores de, ¿(132); 
luego todos los divisores comunes á los números A, B, 
O, D, son divisores de los números d, O, D; recíproca­
mente, todos los divisores de, d, son divisores de, A y B; 
luego todos los divisores comunes á los números, d, C, 
D, son divisores de los números, A, B, O, D; entonces 
las dos líneas de números: 

A B O D 
d V \) 

tienen los mismos divisores comunes, y por tanto ten­
drán el mismo máximo común divisor. 

139. Del teorema anterior se deduce la siguiente: 
REGLA. Para hallar el m . c d. de varios números se 

halla el de dos de ellos, después el del máximo común di­
visor hallado y otro de los números dados, continuando 
del mismo modo hasta considerar el último de los nú ­
meros. 

La operación se puede indicar como está en el adjun­
to cuadro: 

A B O 1) 
" ¡ T C D 

d ' 

d, es el máximo común divisor de A y B: la segunda 
línea de números tendrá el mismo m. c. d. que la pri­
mera. El máximo común divisor de, d, y C, es d'; luego, 
d' y I ) tienen el mismo m c. d,. que los números de la 
segunda línea. El máximo común divisor de, d' y I ) , es, 
d'\ luego también lo será de d, G, D, y por consiguiente 
de los números propuestos. A, B, O, I ) . 

Se puede comeuzar la operación por dos número cua­
lesquiera; pero, generalmente, se llega más pronto al 
resultado comenzado por los menores. 

Ejemplo: Hallar el m, c. d. de 330, 462, 770 y 1165. 
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El m. c. d. de 330 y 462 es 66; el m. c. d. de 66 y 770 
es 22: y por último, el m. c. d. de 22 y 1165 es 11: lue­
go este número será el máximo común divisor que se 
buscaba. 

El cuadro de los resultados es el siguiente: 
330 462 770 1165 

6 6 ^ ' 770 1165 

~ 22 1156 

i f * 
140. TEOEEMA. Si varios números se multiplican 

ó dividen por otro, su máximo común divisor queda mul­
tiplicado ó dividido por este otro. 

Refiriéndonos al cuadro del número anterior se ten­
drá: que si A, B, C, D, se multiplican por un número, N , 
el m. c, d. de A y B, quedará multiplicado por N (133), 
y será: ^N , luego los números de la segunda línea esta­
rán multiplicados por N , y el m. c. d. de r/N y CN, 
será: N . y por tanto los números de la tercera línea 
estarán multiplicados por N , y lo mismo sucederá con 
su m. c. d., que será: ÍTN, que demuestra una parte del 
teorema, y cambiando las palabras multiplicado por, en 
dividido por, se demuestra la otra parte. 

141. COROLARIO. iSi varios números se dividen por su 
m. c, d., los cocientes son primos entre si. 

Se demuestran como el teorema (135). 
142. TEOREMA. Todo divisor común d varios núme­

ros divide exactamente á su m. c. d. 
Adoptando la notación del número anterior, tendre­

mos que todo divisor común de A, B, C, D, es divisor 
de d, O, I) (138); del mismo modo todo divisor común 
de d, O, 1), lo es de d\ D, y por consiguiente de d", que 
es el máximo común divisor. 

RECÍPROCAMENTE. Todo divisor del m. c. d. de varios 
núriieros es divisor de los números (108), porque todos 
son múltiplos de su m. c. d. 

IV. Mínimo común múlt ip lo . 

143. Un número divisible por otros vanos es un 
paúltiplo común de todos ellos. 



Se sabe que los nuiltiplos de un uúmero se forman 
multiplicándole por 1, 2, 3, 4 , luego el menor de 
todos los múltiplos de un número es el mismo número (*). 
Entre los múltiplos comunes á varios números hay uno 
menor que todos los demás, y se llama mínimo común 
múltiplo, cuyo valor es, por lo menos, tan grande como 
el mayor de los números. E l mínimo común múltiplo se 
suele designar por la notación m. c. m. 

144. TEOEEMA. M mínimo común múltiplo de dos 
números, es el producto que se obtiene multiplicando uno 
de ellos, por el cociente de dividir el otro por su máximo 
común divisor. 

Sean, A y B, dos números; d, su máximo común divi­
sor; a y b, los cocientes de dividir, A y B, por d. Ten­
dremos las igualdades, 

A = da, y B =db, (**) 
Designemos, por- M, un múltiplo cualquiera de A, 

tendrá la íorma M = A^, siendo y, un uúmero entero, 
y poniendo en vez de A, su igual da, 

M = dag. 
Si M, ha de ser también múltiplo de B, ó do su igual, 

db, el cociente de M, ó de su igual, dag, por db, ha de 
ser exacto. 

Para dividir, dag, por el producto db, se divide pri­
mero por d, (101) y el cociente que resulte por b. Para, 
dividir dacj, por d, basta suprimir el factor, d, luego el 
cociente será, ag, y por consiguiente; ay, tiene que ser 
divisible por b: pero b, es primo con a (135), luego b, 
tiene que ser divisor de g (136); y designando por q' el 
cociente se tendrá: 

h1 
Sustituyendo este valor en la igualdad, M = daq, 

resultará: M = abdq' 
de cuya igualdad se deduce: que todo múltiplo común 
de dos números, A y B, es un producto de cuatro facto-

(*) Se prescinde de que cero sea m ú l t i p l o de todos los n ú m e r o s , 
(**) En lo sucesivo, cuando representemos los n ú m e r o s por letras y 

h a y a que indicar que se mult ipl ican, prescindiremos, s e g ú n es costumbre, 
del signo de mul t ip l icar . 
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res que son: el máximo común divisor de dichos núme­
ros, los cocientes de dividirlos por dicho m. c. d. y un 
factor indeterminado. 

El menor de todos los múltiplos corresponde al menor 
valor que se pueda atribuir al factor indeterminado, q': 
y como éste ha de ser entero, haremos: q' = \ . 

En virtud de esto, designando por m, el mínimo 
común múltiplo, tendremos: 

m = abd. 
O poniendo en vez de ad, su igual A; ó en vez de 

su igual B, 
. m — kb, ó bien M = B¿?, 

como se quería demostrar. 
EJEMPLO. Sean los números, 420 y 156, su máximo 

común divisor es 12, y el cociente de dividir 166 por 
12, es IB, entonces el mínimo común múltiplo será: 

420 x 13 = 5460. 
145. TEOREMA. Todo 'múltiplo de dos números es 

múltiplo de su mínimo común múltiplo y recíprocamente. 
En efecto: si d, es el máximo común divisor de dos 

números, A y B, y los cocientes de dividirlos por él son 
a y b] todo múltiplo de A y B, se puede poner bajo la 
forma, v M = abdq', 
que demuestra el teorema, pues es evidente que el pro­
ducto indicado en el segundo miembro de esta igualdad 
es múltiplo del mínimo común múltiplo, abd, de A y B. 

146. Para dividir un producto por un divisor de uno 
de sus factores, basta dividir dicho factor por el divisor 
(100), luego se tendrá: 

(AB): tíf = = ¿A, 
de donde se deduce que, 

m = (AB): d, 
cuya igualdad se puede enunciar del modo siguiente: 

TEOREMA. B l mínimo común múltiplo de dos números 
es Igual al cociente de dividir su producto por su máximo 
común divisor. 

147. TEOREMA. E l producto de dos números es igual 
al producto de su máximo común divisor por su mínimo 
común múltiplo. 
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Eu efeulo: De la igualdad, m = (AB): d, se deduce, 
md = AB, 

que demuestra el teorema. 
148. COROLAEIOS. I.0 iSi el mayor de dos números 

es mélliplo del menor, aquél será el mínimo común múl • 
tipio de amhos números. 

Porque en esta hipótesis, el menor es el máximo 
común divisor (128), y si en la igualdad, md = AB, 
hacemos, por ejemplo, d — B, resultará; m = A. 

2.° Si dos números son primos entre si su mínimo 
común múltiplo es su producto. 

Porque si dos números son primos entre sí, su máximo 
común divisor es la unidad, y haciendo, ^ = 1, en la 
igualdad, md = AB, resulta, m = AB. 

149. TEOEEMA. Si dos números se multiplican ó 
dividen por otro, su mínimo común múltiplo queda multi­
plicado ó dividido por este otro. 

Sean, A y B, los dos números, y N , el número por el 
cual se multiplican, como el máximo común divisor 
queda también multiplicado (13B), se tendrá: 

BN ( m' 0- d- = ^ 
luego los cocientes de dividir, A N y BN, por su máximo 
comiín divisor, continuarán siendo, a y h; entonces la 
expresión del nuevo mínimo común múltiplo será: AN5, 
ó BN«, ó abdN, iguales, todas, á MN, siendo m, el míni-= 
mo común múltiplo de A y B, lo cual demuestra una 
parte del teorema. 

Del mismo modo se demuestra la otra. 
160. TEOEEMA. LOS cocientes de dividir el mínimo 

común múltiplo de dos números por cada uno de ellos, 
son primos entre si. 

Puesto que siendo, m, igual á k.b y á Ra, los cocientes 
de dividir por A y B, son respectivamente b y a, que 
son números primos entre sí. 

Mínimo común múltiplo de varios números. 

151. E l mínimo común 'múltiplo de dos números no se 
altera, sustituyendo dos de ellos por su mínimo común 
múltiplo. 
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Sean los números A, B, C, D, y w, el mínimo oomim 
múltiplo de dos de ellos, A y B; decimos que el mínimo 
común múltiplo de A, B, O, D, es el mismo que el de, 
M , O, I ) . Por ser, m, el mínimo común múltiplo de A y 
B. todos los múltiplos comunes de estos números serán 
múltiplos de m (144), luego todos los múltiplos comunes 
de A, B, C, I ) . lo serán de m, O, I ) . Recíprocamente, 
todos los múltiplos de m, son múltiplos comunes de A y 
B; y por consiguiente, todos los múltiplos comunes de 
m, C, D, lo son de A, B, C, D, según lo cual las dos 
líneas de números, 

A B C D, 
m O D, 

tienen los mismos múltiplos comunes y en particular, el 
mismo mínimo común múltiplo. 

152. Del teorema anterior se deduce la siguiente: 
REGLA. Para hallar el mínimo común múltiplo de 

varios números, se halla el de dos de ellos, después el del 
minimo común múltiplo hallado y otro de los números, 
continuando asi hasta operar con el último. 

La operación se puede indicar del modo siguiente: 
A B O D 

' ~ m ' C D 

m, es el m. c. m. de A y B; mf el de m y O, y m" el 
de m' y I ) , y por consiguiente el de A, B, <J, 1 > 

EJEMPLO: Hallar el mínimo común múltiplo de 114, 
154, 170 y 196. 

E l máximo común divisor de 114 y 154 es 2, y el 
cociente de dividir 154 por 2, es 77; luego el mínimo 
común múltiplo de 114 y 154 es: 1 1 4 x 7 7 = 8778. 
Según la notación anterior, 

m = 8778. 
El m. c. d. de 170 y 8778 es 2, y el cociente de divi­

dir 170 por 2, es 85; luego el m. c. m. de 170 y 8778 
será: 8778 x 85 = 746130, siguiendo la notación de 

m' = 746130. 
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El M . c. d. de 195 y 746130 es 15, el cociente de divi­
dir 195 por 15, es 13; el m. c. m. será, pues, 

746130 x 13 = 9699690, ó sea, = 9699690. 
153. TEOREMA. Todos los múltiplos comunes de va­

rios números son múltiplos de su mínimo común múltiplo 
y reciprocamente. 

La demostración no es más que la repetición de los 
razonamientos heckos en el número 142. 

154. TEOEEMA. Si varios números se multiplican ó 
dividen por otro, su mínimo común múltiplo queda mul­
tiplicado ó dividido por este otro. 

Se demuestra como su análogo del máximo común 
divisor (140). 

TEOBEMA. Si se divide por varios números el mínimo 
común múltiplo de todos ellos, los cocientes obtenidos 
serán primos entre sí . 

Sean los números A, B, O, y D; m su m. c. m. y \\&-
mando ¿, c y í?, respectivamente á los cocientes de 
dividir m por A, B, O y D, podremos escribir: 

m = k a — Bh = Ce = J)d 
Si los números a, h, c y d no fuesen primos, tendrían 

un divisor común que designaríamos por n y dividiendo 
los números anteriores por él, se verificaría: 

= A. — = B. — = O. — = D. — 
n % n n n 

es decir que se tendría la siguiente igualdad: 

^ : ^ = Á = B = C! = D 
que prueba que m no sería el m. c. m. lo cual es contra= 
rio á la hipótesis. 

V. Teoría de los números primos. 

T E O R E M A S S O B R E LOS NÚMEROS PRIMOS 

156. Todo número es divisible por sí mismo y por la 
unidad; número primo es el que no tiene otros divisores. 
2, 3, 7, son números primos. 

Si un número primo no es divisor de otro cualquiera, 
es ̂ n'wo CÍW e/: porque ios dos únicos divisores conjU* 
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nes que podrían tener son la unidad y el número primo, 
y este último, por hipótesis, no es divisor común. 

Los números primos son primos entre sí dos á dos, 
pero evidentemente la recíproca no es cierta. Por ejem­
plo, 8 y 9, son primos entre sí y no lo son separada­
mente. « 

166. Todo número que no es primo admite un divisor 
primo. 

Sea N, un número que no es primo, admitirá un divi­
sor, N ' , por ejemplo, y tendremos, designando por, q, el 
cociente de N por N ' , N = N ' x ^. Si N ' es un número 
primo, el teorema está demostrado: si no lo es, admitirá 
un divisor; sea N", este divisor y q', el cociente que se 
obtiene, de donde; N ' = N" x q'; si N", es número pri­
mo, el teorema está demostrado, porque, N", es divisor 
también de N , por ser este número múltiplo de W. Si 
N", no es primo, admitirá un divisor N'", que tam­
bién será divisor de N; pero los divisores obtenidos 
van disminuyendo, y como su número no es ilimitado, 
porque todos son enteros mayores que la unidad, se 
llegará necesariamente á un número primo, que será 
divisor de X 

167. Dos números que no son primos entre s i , admi­
ten un factor primo común. 

Porque si no son primos entre sí, su m. c. d. es distin­
to de la unidad, y es un número primo, ó admite un 
factor primo (156). 

168. La serie de números primos es ilimitada. 
Admitamos que no lo sea y que p, sea el mayor de 

todos los números primos. 
Si formamos el producto de todos los números primos 

hasta p, tendremos: 
1 . 2 . 3 . 6 . 7 . 1 1 .j» = Ni 

Si añadimos á este número una unidad, se tendrá: 
1 . 2 . 3 . 6 . 7 . 1 1 j» - f l = N - f 1. 

Si el número, N ~f - 1, es primo, el teorema está de­
mostrado, porque, N -|- 1 p: si N + 1 no es primo, 
admitirá un factor primo, que no puede ser ninguno de 
los números primos, hasta p inclusive, porque si lo fuera, 
la diferencia, 
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que es 1, admitiría también dicho factor (108). Entonces 
el factor primo de N + 1 tiene que ser mayor que jt?, y 
por consiguiente, no es p el mayor de todos los números 
primos. 

159. Para formar una tabla de números primos, com­
prendidos entre 1 y un límite dado, 100 por ejemplo, se 
escriben los números por su orden natural hasta el lími­
te dado. 

1 2 3 4 6 6 ^ 8 9 10 11 12 13 14 IB 
16 I T 1819 20 21 22 33 24 25 26 27 28 3 » 30 
3 1 32 33 34 35 36 3T 38 39 40 4 1 42 1 3 44 45 
46 I T 48 49 50 61 52 53 54 65 56 57 58 5 9 60 

6 1 62 63 64 65 66 6T 68 69 73 T I 72 T3 74 75 
76 77 78 T9 80 81 82 83 84 85 86 87 88 8 9 90 
91 92 93 94 95 96 9T 98 99 100. 

Los números 1 y 2 evidentemente son primos. 
Se tachan los números de dos en dos, á partir del 2, y 

todos los números tachados serán múltiplos de 2; luego 
no serán primos. 

El primer número no tachado es 3, que será número 
primo, porque no es divisible por 2, úuico número infe­
rior á él además de la unidad. 

Se tachan en seguida, contándolos de tres en tres, á 
partir del 3, y los números tachados serán múltiplos 
de 3. 

E l primer número que queda sin tachar es 6; luego 
será primo, porque no admite los factores primos infe­
riores á él, que son 2 y 3. 

Se tachan ahora, contándolos de cinco en cinco, á par­
tir del 5, y los números tachados serán múltiplos de 5. 
E l primer número no tachado es 7, que por consiguiente 
será número primo. 

A partir del 7, se cuentan de siete en siete, y los nú­
meros tachados serán múltiplos de 7. 

Se continuará del mismo modo hasta que sólo queden 
números primos en la tabla. 

Se puede observar que cuando tachamos los múltiplos 
de 3, ya estaban tachados los que á la vez son múltiplos 
de 2; cuando se tachan los múltiplos de 5, están ya ta­
chados los que han sido múltiplos de 2 y 3; cuando se 



tachan los múltiplos de 7, ya están tachados los que á 
]a vez lo son de 2, 3 ó 6, y así de los demás. 

Decimos: que mando se tacJian los múltiplos de im nú­
mero primo cualquiera, el primero, que no estaba tachado 
antes, es el cuadrado del número primo. 

Supongamos, para fijar ideas, que se trata del 13; los 
múltiplos de 13, inferiores á 13 x 13, admiten un factor 
inferior á 13; entonces, ó este factor es primo, ó admite 
un factor primo, que también será inferior á 13; luego 
en ambos casos se habrá tachado antes el múltiplo de 
que se trata. 

Si la tabla de números primos no ha de llegar más 
que hasta 100, el último número primo cuyos múltiplos 
se tachan es 7, porque el cuadrado de 11 es 121 (*). 

160. Si se tiene una tabla de números primos (**), se 
averigua inmediatamente si un número dado, inferior al 
mayor de la tabla, es primo; pero si se trata de un nú­
mero á que no alcance la tabla, se necesita efectuar al­
gunas operaciones, fundadas en el siguiente: 

161. TEOREMA. Todo número, que no es dimsihle por 
ningún número primo cuyo cuadrado no le exceda, es nú­
mero primo. 

Sea el número N, que no es divisible por ningún nú­
mero primo cuyo cuadrado no le exceda, y admitamos 
que es divisible por un número primo, p, cuyo cuadrado, 
P X P ^ > ^ I tendremos: N = p X q, siendo q, un cocien­
te entero, pero menor que p ; luego evidentemente, 

N > ? x ^ 
es decir, que N es mayor que el cuadrado de q; luego N 
admitirá un factor primo igual ó menor que q, lo cual 
es contra la hipótesis. 

Entonces no podemos admitir que N tenga uo divisor 
primo cuyo cuadrado le exceda, y por consiguiente será 
número primo. 

162. ESCOLIO. Se conoce que se llega á un número 

(*) E n l a p r á c t i c a de l a f o r m a c i ó n de una tabla de n ú m e r o s primos, 
s ó l o se escriben los impares y e l 2, pero los teoremas anteriores se demues­
tran m á s sencillamente escribiendo todos los n ú m e r o s . 

(**) E n las tablas de logaritmos de S á n c h e z Ramos , cuarta e d i c i ó n , 
hay una tabla , la X X I V , de los n ú m e r o s primos inferiores á 6968. 
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primo cuyo cuadrado excede á N, en que cuando esto 
sucede el cociente es menor que el divisor. 

163. TEOREMA. Si un número primo divide á un pro­
ducto de varios factores, divide, cuando menos, á uno de 
ellos. 

1. ° Supongamos que los factores son dos, a y i>, j 
sea p, el número primo que divide á su producto ab. Si 
p divide á a, el teorema es cierto, y si no divide al fac­
tor a, es primo con él; luego dividirá á 3 (136). 

2. ° Supongamos que los factores son varios, a, b, cy 
d, y seajo el número primo que divide ai producto, abcd: 
este producto se puede considerar compuesto de los fac­
tores, a y /jcd, y escribirse así: a (bcd); si j» divide á a, el 
teorema está demostrado; si no, es primo con él y dividirá 
á ñcd (136); el producto bcd se puede escribir así: l> {cd); 
si p divide á h, el teorema está demostrado; si no, es pri­
mo con h y dividirá al producto, cd; luego dividirá á 
uno, cuando menos, de sus factores (1.°) 

164. COROLARIO 1.° Si un número primo divide á 
una potencia de otro número, divide también al número. 

Sea 5 un divisor de 304, será divisor del producto 
30 x 30 x 30 x 30, que es igual á 304; luego dividirá á 
cualquiera de los factores. 

COROLARIO 2.° Si dos números son primos entre si, 
sus potencias tamMén lo son. 

Sean 8 y 15 dos números primos entre sí; dos poten­
cias suyas, 84 y 163, por ejemplo, serán números primos 
entre sí, porque si admitieran un divisor primo (163), 
también sería divisor de 8 y 16 (1.°) 

166. TEOREMA. Si un número es primo con cada uno 
de los factores de un producto, es primo con el producto. 
Reciprocamente: si un número es primo con un producto, 
es primo con cada uno de sus factores. 

Sea N = abe y p, un número primo con cada uno de 
los factores, a, b, c, del producto, decimos que será pri­
mo con N . En efecto; si N y admitieran un divisor 
primo común (167), este divisor lo sería también de uno, 
cuando menos, de los factores a, b, c (163), lo que es 
contra la hipótesis. 

Recíprocamente, si jo es primo con N, lo será con sus 
factores, a, b, c; porque si uno de ellos, a, por ejemplo, 
admitiera un factor primo común con p, N , que es un 
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múltiplo áe a, también le admitiría (108), contra la hi­
pótesis. 

166. TEOREMA. /Si un número es divisible por varios 
primos entre si dos á dos, es divisible por su producto. 

Sea N un número divisible por a, h y c, que supone­
mos son números primos entre sí dos á dos. Efectuemos 
la división de N por a, y sea ^ el cociente, tendremos: 

N = aq, 
N es divisible por b; luego su igual, el producto aq, tam­
bién debe serlo; pero b es primo con a, entonces será d i ­
visor de q (136), y llamando q' al cociente de la división, 
se tendrá: q = bq', y sustituyendo en la igualdad ante­
rior este valor de q, se tiene: 

N = abq', 
N es divisible por c, su igualdad abcí también lo será, 
pero a y h son primos con c\ luego su producto, ab, es 
primo con c (165), entonces c es divisor de q' (136), y lla­
mando q" al cociente, se tendrá q' — cgí', y sustituyendo 
gr por su valor en la anterior igualdad, resulta: 

N = abcq", 
que demuestra el teorema. 

167. COROLAKIO.—Si im número es divisible por va­
rios números primos, es divisible por su producto. 

Porque los números primos son primos entre sí dos á 
dos. Un número divisible por 2 y por 3 lo es por 6. En 
virtud de esto, un número es divisible por 6 cuando es 
par y la suma de sus cifras es un múltiplo de 3. 

D E S O O M P O S I O i Ó N DE UN NÚMERO EN FACTORES PRIMOS 

168. TEOREMA. Toda númsro que no es primo, es un 
producto de factores ponimos. 

Sea N , un número que no es primo, admitirá un di­
visor primo (156); si designamos por a el divisor primo 
y por N ' el cociente, tendremos: N = aW. Si W es 
primo, el teorema está demostrado; si no lo es, ad­
mitirá un divisor primo: designando por b el divisor 
primo y por N" el cociente, se tendrá: N' == ¿N": sus­
tituyendo el valor de N ' en la anterior igualdad, re­
sulta, N = «¿N": si N" es primo, el teorema está de-
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tHostrado, si no lo es, admitirá un divisor primo, c, qüé 
dará un cociente, N'", de donde, N" = cN'", y sustitu­
yendo en la anterior igualdad N = adcW. Si W" es 
primo, el teorema está demostrado, si no lo es, admitirá 
un divisor primo y continuaremos las operaciones del 
mismo modo hasta llegar á un cociente primo. Esto tie­
ne que suceder necesariamente, porque los cocientes, 
N ' , N", N'"... son enteros y van disminuyendo, 

169. Nada de lo dicho en el teorema anterior indica 
que entre los factores primos del número N no puedan 
algunos ser iguales. 

Así, 540 = 2 . 2 . 3 . 3 . 3 . 5 , que se puede escribir de 
un modo más sencillo, porque 2 . 2 = 22 y 3 . 3 . 3 = 33, 
de modo que 640 == 22 . 33 . 5. 

Descomponer un numero en sus factores primos es hallar 
im producto d» números primos que sea igual al núme­
ro dado. 

170. TEOBEMA. Un número cualquiera no admite 
más que una descomposición en factores primos. 

Supongamos que el número, N , admita dos descom­
posiciones en factores primos y se tenga á la vez, 
N = abcd y N = a'b'c'd'e'. Por ser el mismo el primer 
miembro de estas igualdades, los segundos miembros 
serán iguales, de modo que: 

abcd == a'b'c'd'e' 
a es un factor del primer miembro, luego debe dividir 
también al segundo; pero siendo a un número primo, 
debe dividir á uno de los factores del segundo miembro 
(163), y como éstos son también mímeros primos, cada 
uno no es divisible más que por sí mismo, luego a debe 
ser igual á uno de los factores del segundo miembro. 
Supongamos a = a', y dividamos el primer miembro, 
por a y el segundo por a' (99), y resultará la igualdad, 

bcd = b'c'd'e'. 
Se puede repetir el razonamiento anterior para el 

factor b, y se hallará b = b'. Después para c, y hallare­
mos c = c' y sucesivamente d = d', 1 = e'. 

Si en el primer miembro estuviese repetido algún 
factor, su igual en el segundo miembro estaría repetido 
las mismas veces, porque el. razonamiento que hemos 
hecho para demostrar el teorema no exclivye el caso de 
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que a y ¿, por ejemplo, seau iguales entre sí, en c ü y O 
caso también lo serán a' y !>'. 

De suerte, que dos producios de factores primos igua­
les á un número dado, tienen iguales factores y repetidos 
las mismas veces, es decir, que son idénticos. 

171. Apliquemos ya los teoremas anteriores á la 
descomposición de un número en factores primos. 

Sea el número 3300. 
Por ser un número terminado en cero, es divisible 

por 2, y se tendrá: 
3300 = 2 . 1650 

Si el cociente 1650 fuese número primo, estaría hecha 
la descomposición, pero como no lo es, le dividiremos 
por su factor primo, 2, y resulta, 

1650 = 2 . 825, 
y sustituyendo en la igualdad anterior el valor de 1660, 

3300 = 2 . 2 . 825. 
El número 825 admite el factor 3, porque la suma de 

sus cifras es 15, ó sea un múltiplo de 3, y tendremos: 
825 = 3 . 275, 

cuyo valor sustituido en la anterior igualdad da 
3300 = 2 . 2 . 3 . 275. 

A su vez, 275, es divisible por 5, porque termina en 
5, de donde: 

275 = 6 . 55, 
y poniendo este valor de 275 en la anterior igualdad, 

3300 = 2 . 2 . 3 . 5 . 5 5 , 
55 es divisible por 5, y el cociente 11 es ya número 
primo, 

55 = 5. 11, 
sustituyendo en el valor anterior de 3300 se tiene final­
mente: 

3300 = 2 . 2 . 3 . 5 . 6 . 11. 
Como los factores 2 y 5 están repetidos, se puede es­

cribir más sencillamente, 
3300 = 22 . 3 . 52. 11. 

Debemos advertir que como un número no admite 
dos descomposiciones distintas en factores primos, se 



— 83 — 

puede proceder dividiendo el número y los cocientes 
que resultan por cualquiera de sus factores prhnos; pero 
lo más fácil y cómodo es dividir siempre por el menor 
factor primo (*). De lo expuesto se deduce la siguiente: 

REGLA. Para hallar los factores primos de un núme­
ro se le divide por su menor factor primo, distinto de 1: 
el cociente que resulte de esta división, se divide por su 
menor factor primo, y se continúa operando del mismo 
modo con los cocientes sucesivos hasta llegar a l cociente 1. 
E l producto de todos los divisores empleados será igual 
al número dado. 

3300 2 
1650 2 
825 3 
275 5 
55 5 
11 11 

1 
La operación se dispone como se indica arriba, escri­

biendo los cocientes debajo de los dividendos, y los di­
visores á la derecha de sus dividendos, de los cuales 
están separados por una raya vertical. 

En las divisiones, cuando los divisores son muy pe­
queños, se emplea la nomenclatura de los números par­
titivos. Así, se dice la mitad de 3 es 1, la mitad de 13 
es 6, la mitad de 10 es 5 y la de 0 es 0. , 

172. Cuando un número es potencia de cierto grado 
de otro número, los exponentes de sus factores primos son 
múltiplos del exponente que indica el grado de la pótencia. 

Sea el número N = 33003, siendo 3500 = 22. 3 . 62. 11, 
se tendrá: 

N = (22. 3.5a. U)3, 
y aplicando al segundo miembro la regla de la potencia 
de un producto (75), 

N = 22-333. 52-3. II3 

(*) E n los ejemplos que se ponen en las clases, los n ú m e r o s suelen 
tener divisores primos f á c i l e s de obtener: pero cuando no admiten los d i ­
visores primos 2, 3, 5 y 11, l a o p e r a c i ó n es larga si no se dispone de tablas 
donde e s t é n hechas las operaciones, ó indicado el menor divisor primo. 
L a s tablas de B u r c k h a r d t tienen los n ú m e r o s primos y divisores de todos 
los n ú m e r o s del 1.°, 2." y 3.er m i l l ó n . E s t a s tablas han sido continuadas 
por Gla i sher y por Dase: el primero h a l l ó los n ú m e r o s primos y divisores 
de los 4.°, 5.° y 6.° m i l l ó n , y el segundo los de los T.0, 8.° y 9.° m i l l ó n . 



178. RECÍPSOOAMENTE. Si los exponentes de los fac­
tores primos de un número admiten nn divisor común, el 
número es una potencia cuyo exponente es igual al divisor 
común. 

Sea N == 26. 33. 66, l l3 , cuyos exponentes admiten 
el factor común 3, se tendrá: 

N = 22-3.33.52-3. II3, 
cuyo segundo miembro proviene de elevar al cabo 
22. 3 . 52. 11 (75), entonces se tendrá: 

N = (22. 3 . 52. II)3. 
Como consecuencia de esto, resulta: que la condición 

necesaria y suficiente para que un número sea cuadrado 
perfecto, es que los exponentes de sus factores primos 
sean pares; y para que sea cubo perfecto, que sean múl­
tiplos de tres. 

FORMACIÓN DE TODOS LOS DIVISORES DE UN NÚMERO 

174. TEOREMA. Para que un número sea divisible 
por otro se necesita y basta que el dividendo contenga 
todos los factores primos del divisor con un exponente, 
cuando menos, igual al que tienen en el divisor. 

Sea N un múltiplo de N ' y q el cociente de la división^ 
se tendrá: N = N ' ^ . 

Esta igualdad exige que todos los factores primos del 
segundo miembro entren con iguales exponentes en el 
primero (170); luego los factores primos no comunes á 
N ' y q, tendrán en estos números el mismo exponente 
que en N : y los factores primos comunes á N ' y ^, ten­
drán en q, un exponente igual á la diferencia de los que 
tengan en N y N ' (103), dé lo cual se deduce, que todos 
los tactores primos de N ' , los contiene N , con un expor 
nente igual ó mayor que en N ' . 

EJEMPLO: Sea N = 24. 32. 5 . 7 . 11, y W-= 23. 32. 11. 
El cociente se obtiene dividiendo sucesivamente por 

los factores del divisor (102), aplicando á cada uno la re­
gla de división de potencias (103), y se hallará: 

^ = 2 . 5 . 7 . 
175. El teorema que acabamos de demostrar se apli­

ca á la determinación de todos los divisores de un nú­
mero dado 
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Sea el número, 
360 = 23. 3a. 5 . 

, Este número no admite ofcros divisores primos que 2, 
8 y 5, con exponentes, á lo sumo, iguales á 3, 2 y 1, 
respectivamente; luego si formamos las líneas, 

1 2 22 23 
1 3 3a 
1 5 

ó bien, 
1 2 4 8 
1 3 9 
1 5 

y multiplicamos los números de la primera línea por ios 
de la segunda, como si fueran términos de dos sumas, y 
los productos que nos resulten por los de la tercera, 
todos los números obtenidos serán divisores del nú­
mero 360. 

El primero de estos productos es la unidad, y el últi­
mo será 8 . 9 . 5 , que es igual á 360. 

La operación se dispone en un cuadro del modo si­
guiente: 

1 2 4 8 
3 6 12 24 
9 18 36 72 

5 10 20 40 
i 5 30 60 120 
46 90 180 360 

COMPOSICIÓN DEL MÁXIMO COMÚN DIVISOR Y DEL MÍNIMO COMÚN 
M Ú L T I P L O POR LOS FACTORES PRIMOS 

] 76. E l máximo común divisor de dos ó mas números 
es el produelo de los factores primos comunes, afectados 
de los menores exponentes. 

E l producto de los factores primos comunes afectados 
de ios menores exponentes es divisor de los números 
propuestos (174), porque sólo contiene los factores co­
munes con un exponente, á lo más, igual al que tienen 
en dichos números. Es el mayor de todos los divisores 
comunes, porque si tuviese algún factor no común á 
todos los números, dejaría ele ser ^ivisor de todos; y si 



alguno de los factores comunes no estuviese afectado del 
meuor exponente, también dejaría de ser divisor común. 

EJEMPLO: Sean los números 
360 = 23 . 32 . 5; 420 = 22 . 3 . 5 . 7 ; 1980=22 . 32 . 5 .11 . 

El m, c. d. será 22 . 3 . 5 = 60; porqae los factores 
comunes son 2, 3 y 5, y los menores exponentes de que 
están afectados son 2, 1 y 1. 

177. E l mínimo común múltiplo de dos ó más núme-
meros es el producto de todos sus factores primos, afecta­
dos de los mayores exponentes. 

El producto de todos los factores primos afectados de 
los mayores exponentes es múltiplo de los números pro­
puestos (174), porque contiene todos sus factores pri­
mos con un exponente, cuando menos, igual al que 
tienen en los números. Es el menor de todos los múlti­
plos comunes, porque para ser múltiplo no se le puede 
quitar ningún factor, ni rebajar ningún exponente. 

EJEMPLO; Sean los números 
360-= 23 . 32 . 5; 4:20 = 22 . 3 . 5 . 7 ; 1980 = 22 . 32 . 5 .11 . 

E l c, m. será 23. 32. 5 . 7 . 11 = 27720, porque con­
tiene todos los factores de los números dados, con los 
mayores exponentes de que están afectados (*). 

{*) E l m é t o d o de hal lar el m á x i m o c o m ú n divisor y el m í n i m o c o m ú n 
m ú l t i p l o por los factores primos es m u y expedito cuando los factores son 
p e q u e ñ o s ; pero, en el caso contrario, habrá que r e c u r r i r en el m . c. d. a l 
m é t o d o expuesto en los n ú m e r o s 127 y siguientes, y en el m . c m . a l e x ­
puesto en los n ú m e r o s 143 y s iguientes . 

Para resolver este problema sirven las tablas citadas en la nota del n ú ­
mero n i . Para n ú m e r o s inferiores á 8358 s irve l a p e q u e ñ a tabla X X I I I de 
las Tablas de longaritmos de S á n c h e z Ramos. Contiene la citada tabla los 
n ú m e r o s compuestos hasta 8357, no divisibles por 2, 3, 5 ú 11, con i n d i c a ­
c i ó n , para caqa n ú m e r o , de su menor factor pr imo. 



L I B R O SEGUNDO 
L o s n ú m e r o s f raccionar ios , 

C A P Í T U L O PRIMERO 

L A N U M E R A C I Ó N , P R O P I E D A D E S Y T R A N S F O R M A C I O N E S 

D E LOS F R A C C I O N A R I O S 

I. La numeración de los fraccionarios. 

178. Hemos dicho (8) que cuando se trata de medir 
una cantidad por medio de otra de su misma naturaleza 
que se toma por unidad, puede suceder que la cantidad 
no contenga exactamente á la unidad, pero sí á una 
parte alícuota suya, y el número que entonces resulta 
es f r accionarlo. 

Número fraccionario es, pues, un conjunto de parles 
iguales de la unidad. Cada una de las partes iguales de 
la unidad se llama unidad fraccionaria. Las unidades 
fraccionarias reciben los nombres de medios, lerdos, 
cuarlos, quintos, sextos, séptimos, octavos, novenos y dé­
cimos, según que resulten de dividir la unidad entera en 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 partes respectivamente. Pero en 
general, se designa la unidad fraccionaria enunciando 
el número de partes en que se divide la unidad entera y 
añadiendo la terminación avos. Así, cuando la unidad se 
divide en 27 partes, se llaman veintisiete avos. 

El número fraccionario se suele llamar también /mc-
ción y quebrado. De la definición de número fraccionario 
se deduce, que para su expresión se necesitan dos nú­
meros: uno, que se llama numerador, indica cuántas 
unidades fraccionarias le forman, y otro, que se llama 
denominador, indica en cuántas partes se divide la 
lenidad, 



El numerador y denominador se suelen llamar térmi­
nos del quebrado. 

Para escribir un número fraccionario se escribe el nu­
merador y debajo el denominador, separándolos por una 

, 12 
raya horizontal. Así, — es un quebrado, formado, por 
12 unidades iguales á un diez y siete avo cada una. 

Para leer un quebrado, se lee el numerador y después 
,12 

el denominador, añadiendo la terminación avos. Así,—? 
17 

se lee, doce diez y siete avos. Si el denominador es menor 
que 10, se lee el numerador y después el denominador 

3 
como partitivo. Así, —, se lee tres cuartos. 

4 
179. Si el denominador de un quebrado es la unidad, 

la unidad fraccionaria es igual á la unidad entera; luego 
el valor del quebrado es igual al numerador. 

3 5 
Así — , — , son quebrados iguales á 3 y á 5 unidades 

respectivamente. 
Luego: todo número entero se puede considerar ó escri­

bir como un fraccionario, cuyo numerador es el entero y 
cuyo denominador es la unidad. 

180. Si con un mismo denominador formamos una 
serie de quebrados, de numeradores crecientes, por 
ejemplo: 

1 _2 3 4 ^ 6 7 
I T ' ¥ ' ^ " ' " s ' ^ ' ^ ' IT ' 

es evidente que el valor de la unidad fraccionaria se con­

serva constantemente igual á—, pero que el número de 
3 

unidades fraccionarias crece con los numeradores, y que, 
por consiguiente, los quebrados anteriores forman una 
serie creciente. Luego: cuando se conserva constante el 
denominador, los quebrados aumentan, ó disminuyen, 
cuando aumenta ó disminuye su numerador. 



Si con un mismo numerador formamos una serie de 
quebrados de denominadores crecientes, por ejemplo: 

3̂  _3 3̂  _3 3 3 3 
T'2"'3"'T'5"' e"' Y 

es evidente que aumentando el número de partes en que 
se divide la unidad, el valor de cada parte disminuye; 
pero la serie anterior está formada con quebrados que, 
por tener el mismo numerador, cada uno comprende 3 
unidades fraccionarias, cuyo valor va disminuyendo; 
luego forman una serie decreciente. Entonces, cuando se 
conserva constante el numerador, los quebrados disminu­
yen , ó aumentan, cuando aumenta ó disminuye el deno­
minador. 

Si el numerador y denominador son iguales, el quebra­
do es igual d la unidad. 

Si el numerador es mayor que el denominador, el que­
brado es mayor que la unidad, y si el numerador es me­
nor que el denominador, el quebrado es menor que la 
unidad. 

Estas propiedades son consecuencia inmediata de la de­
finición de quebrado y de lo demostrado anteriormente. 

Se suele llamar quebrado propio, ó fracción pura, al 
que es menor que la unidad, y quebrados impropios á los 
demás. 

II. Las propiedades y transformaciones de los números 
fraccionarios. 

181. Si se multiplica el numerador de un quebrado 
por un número entero ó se divide por tino de sus factores, 
el quebrado queda multiplicado ó dividido por dicho nú ­
mero. 

8 . 
I.0 Sea el quebrado, —: si multiplicamos su nume-

8X4 . 
rador por 4, se formara el quebrado, ; como el valor 

12 

de la unidad fraccionaria continua siendo —, y el nu-
12 

mero de unidades fraccionarias es 4 veces mayor, el que» 
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brado se habrá hecho 4 veces mayor ó habrá quedado 
multiplicado por 4. 

2.° Si dividimos el numerador por su factor 4, se 
8 : 4 

formará el quebrado, . El valor de la unidad frac-
H ' 12 

. 1 
clonaría es — , como en el quebrado primitivo; pero 

12 
ahora el número de unidades fraccionarias es 4 veces me­
nor; luego el quebrado se habrá hecho 4 veces menor ó 
habrá quedado dividido por 4. 

182. Si se multiplica el denominador de un quebrado 
por un número entero ó se divide por uno de sus factores, 
el quebrado queda dividido ó multiplicado por dicho nu­
mero . 

1. ° Sea el quebrado, — : si multiplicamos su deno-

g 
minador por 4, se formará el quebrado, ^ : aho-

1 ' H ' 12 X 4 

ra, de las unidades fraccionarias, , se necesitan 
' ' 12 X 4 

4 veces más para formar una unidad entera, que de las 

unidades fraccionarias, ; luego aquéllas son 4 veces 

8 

menores que éstas, y como los dos quebrados, — y 

g 
— , están formados por el mismo número de unida-

12 X 4 
des fraccionarias, el segundo será 4 veces menor que el 
primero, ó será igual al primero dividido por 4. 

2. ° Si dividimos el denominador por su factor 4, se 
8 

formará el quebrado, —j-^—~ , y como en este la uni-
8 

dad fraccionaria es 4 veces mayor que en — , y eu am-
12 

bos quebrados hay el mismo número de unidades fraQ' 
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8 
clonarías, el quebrado, , es 4 veces mayor que 

1 ¿¿ • 4: 
8 , 8 
— , o sera igual al producto de -— , por 4. 
12 12 

183. ESCOLIO. I.0 Para multiplicar un quebrado 
por un entero se multiplica el numerador por el entero, de­
jando el mismo denominador: y si el entero es factor del 
denominador, se puede dividdr el denominador por el en­
tero, dejando el mismo numerador. 

Para dividir un quebrado por un entero se multiplica 
el denominador por el entero, dejando el mismo numera­
dor: y si el entero es factor del numerador, se puede divi­
dir el numerador por el entero, dejando el mismo denomi­
nador. 

181. ESCOLIO 2.° Como caso particular conviene no­
tar, que el producto de un quebrado por su denominador 
es igual d su numerador. Porque para hacer la multipli­
cación, podemos dividir el denominador por sí mismo y 
quedará por denominador la unidad. 

, 4 4 4 
Así, — V 9 = • = — = 4 

' 9 A 9 : 9 1 
185. Si los dos términos de un quebrado se multipli­

can por un número entero, ó se dividen por un factor co­
mún d ambos, el quebrado no varia. 

8 
1.° Sea el quebrado, — : si multiplicamos por 4 el 

12 
8 X 4 

numerador, se tendrá: ^ , que es 4 veces mayor que 

el propuesto, y multiplicando el denominador de este úl­

timo por 4, se forma el quebrado, ^ ^ ^ , que es 4 ve-
ees menor que , y por consiguiente sera igual 

12 
a. — 

12 

Si dividimos el numerador del quebrado, — , por 
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8:4.-
4, se tendrá: —-—- , que es 4 veces menor que el pro-

j,2 
puesto, y dividiendo el denominador de éste por 4, re-

, , 8 :4 , 8 :4 
sultara: —^ , que es 4 veces mayor que — j ^ — , y por 

consiguiente, sera igual a — . 

186. Todo número entero se puede poner bajo la for­
ma de una fracción de denominador dado. 

Sea un número cualquiera, 8, por ejemplo, el que se 
quiere reducir á la forma fraccionaria de un denomina­
dor dado, 5, por ejemplo. 

A todo número entero se le puede suponer por deno­
minador la unidad (179); luego tendremos: 

8 
T' 

pero si multiplicamos por 5 los dos términos del que-
Q 

brado, — , el quebrado no varía (185); luego: 

8 8 x 5 , t . ' 8 x 5 0 b i eü j8 = _ _ _ . 

187. Se llama número mixto un número compuesto 
de un entero y una fracción menor que la unidad. 

5 
Así, 12 - j - — , es un número mixto, Greneralmente se 

5 
suprime el signo -\- y sólo se escribe, 12 — . 

Una expresión compuesta de un entero y una fracción 
se puede transformar e?i un quebrado equivalente; para 
esto se multiplica el entero por el denominador de la frac­
ción y al producto se añade el numerador, poniendo el re­
sultado por numerador y dejando por denominador el mis­
mo de la fracción. 

Sea: 12— . E l entero, 12, reducido á séptimos, es, 
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i é x f -
— r — (187); luego el numero de séptimos contenidos 
en el entero, es 12 x 7, y como en el mixto hay además 
otros 5 séptimos, el número total de séptimos será 
12 x 7 -f- 5, y tendremos: 

5 12 x 7 + 5 89 
12— = . 

7 7 7 
188, Para reducir un quebrado mayor que la unidad 

á número miwto, se divide el numerador por el denomina­
dor: el cociente será la parte entera, y la fracción será, 
un quebrado, cuyo numerador es el resto y el denomidador 
el divisor. 

89 
Sea el quebrado, — . Como cada unidad contiene 7 

, , ' " ., . 89 
séptimos, el numero de unidades contenidas en — , es 

igual al número de veces que 89 séptimos contiene á 7 
séptimos, ó sea el número de veces que 89 contiene á 7. 
Dividiendo 89 por 7 se halla el cociente 12 y el resto 5; 
luego 89 séptimos contiene 12 veces á 7 séptimos, y 
quedan además otros 5 séptimos; entonces, 89 séptimos 
es igual á 12 unidades y 5 séptimos, se tendrá, pues: 

7 7 
Si el cociente del numerador por el denominador fue­

se exacto, el quebrado sería igual á un número entero. 
De aquí se deduce o^s: para que un quebrado sea equi­
valente á un número entero, se necesita que el numerador 
del quebrado sea divisible por el denominador. 

189. Sabemos, que si una división es inexacta, el di­
videndo es igual al producto del divisor por el cociente 
más el residuo. Ahora bien: si formamos un quebrado, 
cuyo numerador sea el residuo y cuyo denominador sea 
el divisor, y le multiplicamos por el divisor, dará de 
producto el residuo (184), que es su numerador: luego 
este quebrado, unido al cociente entero, formará un nú­
mero mixto que, multiplicado por el divisor, reproducirá 
el dividendo. 



En virtud de esto, si llamamos cociente completo de 
la división al número mixto formado por el cociente en­
tero y una fracción, cuyo numerador sea el resto y el de­
nominador el divisor, podremos adoptar para definición 
de la división la sioruiente: división es ima operación que 
tiene por objeto, dados un producto y uno de los factores, 
hallar el otro. Esta definición general sólo la pudimos 
aplicar al caso de la división exacta (78) en la teoría de 
los números enteros. 

190. Un quebrado cualquiera se puede considerar 
como un cociente de su numerador por su denominador; 
porque si multiplicamos el quebrado por el denomina­
dor, el producto es el numerador. 

Podremos, por consiguiente, considerar divisiones, en 
que el dividendo sea menor que el divisor, y enunciar 
como propiedades de la división todas las propiedades 
de las fracciones, sin más que cambiar las palabras nu­
merador, denominador y quebrado, ó fracción en las de 
dividendo, divisor y cociente. 

Por ejemplo: la propiedad, núm. 181 será: si se mul­
tiplica el dividendo por un número entero ó se divide por 
uno de sus factores, el cociente queda multiplicado ó divi­
dido por dicho número. 

SIMPLIFICACIÓN DE LAS FRACCIONES 

191. Hemos visto (185), que una fracción no varía si 
se multiplican sus dos términos por un mismo número, 
ó se dividen por un factor común á ambos; luego hay 
muchas fracciones iguales y que tienen términos distin­
tos, y por consiguiente podemos proponernos hallar 
cuál es, entre todas las fracciones iguales, la de térmi­
nos menores. 

La fracción de términos menores entre todas las igua­
les se llama fracción irreducible; la operación de con­
vertir una fracción en otra igual é irreducible se llama 
simplificación de una fracción. 

192. Si una fracción tiene su numerador y denomi­
nador primos entre si, toda fracción igual d ella tendrá 
sus términos equimúltiplos de los de la primera (*). 

{*) Dos n ú m e r o s son e q u i m ú l t i p l o s de otros dos, cuando resultan de 
mult ipl icar é s t o s por un mismo n ú m e r o . A s í , 24 y 33, son e q u i m ú l t i p l o s de 
8 y 11, porque son respectivamente, 8 X 3 y l l X 3 , 
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2 
Sea la fracción, —, cuyos términos son primos entre 

3 

sí, igual á —. Si multiplicamos ambas fracciones por h. 
o 

los productos serán (192), ———y a>< ^ ^ fracciones 
3 h 

todavía iguales: pero, —^— = a; luego tendremos: 

2 x ¿ 

como el segundo miembro de esta igualdad es un núme­
ro entero, el primero también lo será; luego el producto 
2 x ¿ será divisible por 3; pero 2 y 3 son primos entre 
sí; luego b será divisible por 3 (136), y llamando c al 
cociente de la división, tendremos: 

¿ = 3 x c 
sustituyendo este valor de b en la igualdad anterior: 
2 x 3 x c 

= «, o bien 2 x c = «, 
3 

luego los números, a y b, son los productos de, 2 y 3, 
por un mismo número, c, ó son equimúltiplos de 2 y 3. 

193. Toda fracción cuyos términos son 'primos entre, 
si es irreducible. 

Porque cualquiera otra igual á ella tendrá sus térmi­
nos mayores (192). 

EECIPEOOAMENTE: Los términos de una fracción irredu­
cible son primos entre si. Porque si no lo fueran, divi­
diéndolos por su máximo común divisor se obtendría 
otra fracción irreducible igual á la primera y de térmi­
nos menores; luego la primera no sería irreducible, lo 
que es contra la hipótesis. 

194. De lo expuesto en los números anteriores se 
deduce: que para simplificar una fracción basta hallar 
el máximo común divisor de sus dos términos y dividirlos 
por él. 

Porque siendo los cocientes que se obtienen primos 
entre sí (135), la fracción que resulta será irreducible, 
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EJEMPLO: Simplificar la fracción, ——•. El m. c. d. de 
F ' 2970 

sus dos términos es 270, y los cocientes de dividir, 1890 
y 2970 por 270, son, respectivamente, 7 y 11; luego ten­
dremos: 

1890. 7 
2 9 7 0 - T i ' 

También se puede simplificar una fracción dividiendo 
sus dos términos por los factores comunes que se aper­
ciban á primera vista. 

Así; los términos de la fracción —— tienen el factor 
2970 

189 

común 10: suprimiéndole, resultará: L08 dos tér­

minos tienen todavía el factor común 9: suprimiéndole, 
21 . . 

queda, — , y suprimiendo ahora el factor común 3, re-
33 

7 
sultará, —; luego tendremos: 

1890 189 21 7 
2970 297 ' 33 11 

7 
Si no se viera, á primera vista, que la fracción, — , 

es irreducible, hallaríamos el m. c. d. de sus dos térmi­
nos y dividiríamos por él para acabar la simplificación. 

195. Para formar las fracciones iguales á una frac­
ción irreducible dada, se multiplican sus dos términos 
por la serie natural de los números enteros. 

Dos fracciones irreducibles iguales, tienen sus términos 
iguales. 

Porque los términos de cada una tienen que ser al mis­
mo tiempo múltiplos y divisores de los de la otra (192). 

REDUCCIÓN DE FRACCIONES Á UN COMÚN DENOMINADOR 

196. Reducir fracciones á un común denominador, es 
transformarlas en otras iguales y que tengan todas el 
mismo denominador. 



Supondremos que las fracciones, que se trata de re­
ducir á un común denominador, son irreducibles: si no 
lo son, se comienza per simplificarlas. 

197. Como el denominador de una fracción igual á 
otra irreducible es múltiplo del de ésta (192), el denomi­
nador común de varias fraccioues iguales á otras irredu­
cibles deberá ser múltiplo de todos los denominadores de 
las fracciones irreducibles; y para que los valores de las 
fracciones no se alteren, se tendrá que multiplicar el 
numerador y denominador de cada una por el mismo 
número. 

Si además queremos que el denominador común sea 
el menor posible, deberá ser igual al mínimo común 
múltiplo de los denominadores de las fracciones irre­
ducibles. 

198. De estas consideraciones se deduce la siguiente: 
REGLA. Para reducir al mínimo denominador común 

varias fracciones, después de simplificadas, se multipli­
can los dos términos de cada una por el cociente de dividir 
por su denominador, el mínimo común múltiplo de los de­
nominadores. 

EJEMPLO: Sean las fracciones irreducibles, 
5 7 8 9 29 
¥ ' 12' 15' 20' 53" 

E l mínimo común múltiplo de los denominadores se 
puede hallar descomponiéndolos en factores simples y 
formando el producto de las mayores potencias de todos 
los factores (177). 

Así: 8 = 23, 12 = 22 x 3 : 15 = 3 x 5, 
20 = 2a x 5 ; 63 = 32 x 7 , 

luego el mínimo común múltiplo será: 
23 x 32 x 5 x 7 = 2520 . 

Dividiéndole por los denominadores, 8, 12,15, 20 y 63, 
se hallan los cocientes (100) 

32 x 5 x 7 = 315 ; 2 x 3 x 5 x 7 = 210 ; 
28 x 3 x 7 = 168 ; 2 x 32 x 7 = 126 , y 23 x 6 = 40 
y multiplicando respectivamente por estos números los 
dos términos de las fracciones propuestas, se tendrá: 
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5 x 3 1 5 1675 7 7 x 2 1 0 1470 

8 8 x 3 1 5 2520' 12 1 2 x 2 1 0 2520' 
8 x 1 6 8 1344 j r 9 x 126 1134 

15 ~ 15 x 168 " 2520' 20 20 x 126 ~~ 2620 ' 
29 29 x 40 1160 
63 ~~ 63 x 40 ~ 2520' 

199. Otra regla para reducir fracciones á un común 
denominador. Para reducir varias fracciones á un co­
mún denominador, se comienza por simplificarlas, si no 
son irreducibles, y se multiplican los dos términos de 
cada fracción por el producto de los denominadores de 
las demás. 

Las fracciones que así se formen serán iguales á las 
propuestas, porque resultan de multiplicar los dos tér­
minos de cada una por el producto de los denominadores 
de las demás, y tendrán todas por denominador común 
el producto de los denominadores. 

EJEMPLO: Sean las fracciones irreducibles, 

5 JT. 29 
8 ' 12' 63' 

serán iguales á las fracciones, 
5 x 1 2 x 6 3 7 x 8 x 6 3 29 x 8 x 12 
8 l < l 2 " x 6 3 ' 12 x 8"x 63' 63 x 8 x 12' 

y efectuando las multiplicaciones, resultará: 
8780 3528 2784 
6048' 6048' 6048" 

CAPITULO i r 
L A S F R A C C I O N E S D E C I M A L E S 

200. La unidad se puede dividir en 10, 100, 1000..... 
partes iguales que reciben los nombres de décimas, cen­
tésimas, milésimas Todas ellas se llaman unidades 

fraccionarias decimales; siendo de primer orden las dé-
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cimas; de segundo orden, las centésimas; de las 
milésimas, etc. De estas definiciones se deduce que una 
unidad tiene 10 décimas; una décima, 10 centésimas; 
una centésima, 10 milésimas, y en general, una unidad 
decimal cualquiera vale 10 unidades del orden siguiente. 

Número decimal es un número formado por varias uni­
dades y partes decimales de la unidad; ó sólo por unidades 
decimales. El número decimal tiene menos de 10 unida­
des de cada orden, porque 10 unidades de un orden for­
man una del orden inmediatamente mayor. 

201. En los números decimales se pueden considerai' 
como unidades principales las milésimas, las millonési-
simas, las milmillonésimas, etc. 

Para pasar de una unidad principal á la siguiente, se 
necesitan tres órdenes de unidades decimales que expre­
san centenas, decenas y unidades, de la unidad princi­
pal así: 
las, 

son, 
décimas, centésimas y milésimas, 

centenas, decenas y unid/ules de milésima; 
las, 
diez milésimas, cien milésimas y millonésimas, 
son, 

centenas decenas y unidades de millonésima. 
En virtud de esto, se puede expresar un número deci­

mal, enunciando primero su parte entera, si la tiene, y 
después la parte decimal, procediendo por grupos de uni­
dades principales, de superior d inferior. 

EJEMPLO: 
Expresar el número formado por: 

seis unidades, parte entera; 
cinco décimis, \ 
ocho centésimasS grupo decimal, 
siete milésimas}\ 

Será: Seis unidades y quinientas ochenta y siete milé­
simas. 

Si el grupo inferior de unidades decimales sólo contie­
ne centenas y decenas de la unidad principal, se enuncia 
como un número de decenas y unidades con la denomina­
ción de su última orden decimal. 



— 100 — 

EJEMPLO: 
Expresar el número formado por: 

cuatro décimas, ) • ^ • ? 
. .7, . ' \ primer grupo decimal, cinco milésimas, \1 * 1 
siete diezmilésimas, \ 7 J • i w * * | segundo grupo decimal, ocho cienmilésimas, \ ^ if 1 

Será: cuatrocientas cinco milésimas y setenta y ocho 
cienmilésimas. 

Si el último grupo de unidades decimales, sólo contie­
ne centenas de la unidad principal, se enuncia como uni­
dades de su último orden decimal. 

EJEMPLO: 
Expresar el número formado por: 

treinta y siete unidades, parte entera, 
cuatro centésimas, \ • „ 7 - 7 . ' primer grupo decimal, siete milésimas, \ 1 * r 9 
ocho diezmilésimas, ) J • i .7, . ' ' segundo grupo decimal, cuatro cienmilésimas, ^ v J R ' 
nueve diezmillonésimas, tercer grupo decimal. 

Será: treinta y siete unidades cuarenta y siete milési­
mas ochocientas cuarenta millonésimas y nueve diezmi-
llo7iésimas. 

202. Para escribir los números decimales, se convie­
ne en que el primer lugar, á la derecha de las unidades, 
le ocupen las décimas; el segundo, las centésimas', el ter­
cero, las milésimas; el cuarto, las diezmilésimas', y así 
sucesivamente: para distinguir donde termina la parte 
entera y comienza la decimal se separan las unidades 
de las décimas por una coma. Si el decimal no tiene 
parte entera, se ocupa el lugar de las unidades con un 
cero. 

203. Para escribir un número decimal, cuyo enun­
ciado ó expresión verbal se conoce, se escribe la parte 
entera ó un cero si no la tiene, después la coma, y d la 
derecha de ésta, el grupo correspondiente d las décimas, 
centésimas y milésimas; d la derecha de éste, el corres­
pondiente d las diezmilésimas, cienmilésimas y millo­
nésimas; y asi sucesivamente hasta llegar al último or­
den de unidades decimales. 
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El último grupo de unidades decimales, podrá ser de 
una ó dos cifras, lo cual se conocerá en el enunciado. 

EJEMPLOS: 
1. ° Escribir el número: cuarenta y una unidades qui­

nientas veintiocho milésimas y veintisiete millonésimas. 
Se escribirá, primero, el número 4 i , que es la parte 

entera, á su derecha una coma, luego 528, que es el gru­
po de milésimas, y por último, 027, que es el grupo de 
millonésimas y se tendrá: 

41,528027. 
2. ° Escribir el número: treinta y siete milésimas dos­

cientas cinco millonésimas y doce cienmillonésimas. 
Como este número no tiene parte entera, se escribe 

un cero y después la coma, á la derecha de ésta, 037, 
que es el grupo de las milésimas, á la derecha de éste, 
205, que es el grupo de las millonésimas y á la derecha 
de éste, 12, que es el grupo do las cienmillonésimas y 
resultará: 0,03720512. 

204. Para leer un número decimal se lee primero la 
parte entera, si la tiene, después el grupo correspondiente 
á las milésimas, luego el de las millonésimas y así suce­
sivamente hasta el último grupo. 

EJEMPLOS: 
1. ° Leer el número: 49,21531. 
Será: cuarenta y nueve unidades doscientas quince m i ­

lésimas y treinta y una cien milésimas. 
2. ° Leer el número: 0,00002713. 
Será: veintisiete millonésimas y trece cienmillonésimas. 
205. Un número decimal se puede enunciar como si 

fuese entero, dándole la denominación correspondiente á 
su última cifra decimal: en este caso, se escribe covno si 
fuese entero y se separan, de su derecha, tantas cifras 
decimales, como correspondan a la denominación de la úl­
tima. 

EJEMPLO: 
Escribir el número: dos millones cuatrocientas quince 

mi l diez y siete diezmilésimas. 
Se escribe el número 2415017 y se separan cuatro de­

cimales, por expresar diez milésimas la última; por con­
siguiente resultará: 

241,5017. 
$06. Un número decimal se puede leer como si fuese 
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entero, dándole la denominación que corresponda á su 
úliima cifra decimal. 

EJEMPLO: 
Leer el uúmero 0,0472161.. 
Por ser de diez millonésimas la última cifra, leeremos: 

cuatrocientas setenta y dos mi l ciento setenta y una diez 
millonésimas. 

207. Otro modo hay de enunciar, escribir y leer los 
números decimales: para expresarlos verbalmente se 
enuncia la parte entera y después la decimal, como si 
fuese entera, añadiendo la deaominaciori correspondien­
te á su ríltima cifra decimal: para escribirlos, se escribe 
la parte entera, luego la coma y después la decimal, ha­
ciendo que la última cifra ocupe el lugar que le corres­
ponde por la denominación que se le da: para leerlos, se 
hace lo mismo que para enunciarlos. 

208. Todo número decimal es una fracción , cuyo de­
nominador es la unidad seguida de tantos ceros como c i ­
fras decimales tiene el numero, y cuyo numerador es el 
decimal sin la coma. 

En efecto, sea el número, 24,2307. Hemos visto que 
este número se puede leer como un número entero dán­
dole la denominación de su última cifra decimal, y será: 
242307 milésimas; luego esta lectura es la de un 
quebrado, cayo numerador es 242307 y cuyo denomina­
dor es 10000, y tendremos : 

n n „ 242307 
24,2307 = 

' 10000 
209. En virtud de esto, todas las propiedades de los 

quebrados son aplicables á los números decimales; por 
esta razón se les llama también fracciones decimales, y 
á las demás fracciones, para distinguirlas de ést&s, frac­
ciones ordinarias. 

Aunque podríamos dar á las fracciones decimales la 
forma de fracciones ordinarias, les conservaremos la for­
ma entera y estudiaremos algunas otras propiedades im­
portantes que les corresponden. 

210. Una fracción decimal no cambia de valor cuan­
do se añaden ó suprimen ceros de su derecha (*). 

(*) E s claro que tampoco^yaría si se a ñ a d e n ó quitan ceros de la i zquier-
, da de s u parte entera. 
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Sea el número, 32,45. Añadiendo dos ceros á su dere­
cha, tendremos: 32,4500; que es igual al anterior, por­
que se compone, como el primero, de 32 unidades y 45 
centésimas; pues la parte añadida no tiene valor ningu­
no, ni hace variar el valor relativo de las demás cifras. 

Del mismo modo se demuestra que la fracción decimal 
no varía suprimiendo ceros de su derecha, si los tiene. 

211. Si en una fracción decimal se corre la coma 1, 
2, 3 lugares a la derecha ó a la izquierda, queda mul­
tiplicada ó dividida por 10, 100, 1000 es decir, queda 
multiplicada ó dividida por la unidad seguida de tantos 
ceros como lugares se ha corrido la coma. 

Sea la fracción, 385,2471. Si corremos la coma dos lu­
gares á la derecha, tendremos: 38524,71. La primera 
fracción tiene 3852471 diez milésimas, y la segunda, 
3852471 centésimas: es decir, el mismo número de uni­
dades decimales, pero 100 veces mayores; luego será 100 
veces mayor, ó sea el producto de la primera por 100. 

Se debe observar que el valor relativo de cada una de 
las cifras se ha hecho 100 veces mayor. 

Si en la misma fracción corremos la coma dos lugares 
á la izquierda, se tendrá: 3,852471: es decir, 3852471 
millonésimas, ó sea el mismo número de unidades deci­
males que primitivamente, pero 100 veces menores; lue­
go la fracción habrá quedado dividida por 100. 

Si no hubiese bastantes lugares á la derecha ó á la iz­
quierda para correr la coma, se suplen con un número 
suficiente de ceros. Así: 32,25 x 10000 = 322500 

32,25 : 10000 = 0,003225-
De lo expuesto se deduce qae: para multiplicar ó d i ­

vidir un número decimal por la unidad seguida de ceros, 
se corre la coma d la derecha ó á la izquierda laníos l u ­
gares como ceros siguen ó la unidad,-
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C A P I T U L O I I I 

R E D U C C I Ó N D E L A S F R A C C I O N E S O R D I N A R I A S 

Á D E C I M A L E S Y V I C E V E R S A 

[. Reducción de jas fracciones ordinarias á decimales. 

212. Si queremos convertir una fracción ordinaria 
irreducible en una fracción decimal equivalente, el de­
nominador de la fracción decimal debe ser múltiplo del 
denominador de la fracción irreducible (192). 

Como el denominador de la fracción decimal es la 
unidad seguida de ceros (208), y la unidad seguida de 
ceros es una potencia de 10, la podremos expresar en 
general por 10w, siendo n el exponente de la potencia, 
igual al número de ceros que siguen á la unidad. 

Sea, pues, —, una fracción irreducible y, , la frac-

ción decimal equivalente , tendremos: 

y multiplicando las dos fracciones por 10^, 

= » • . . (1) 

De esta igualdad se deduce que : para convertir una 
fracción ordinaria en decimal equivalente , se multiplica 
el numerador de la fracción por la unidad seguida de tan­
tos ceros como cifras decimales se lian de obtener, el pro­
ducto se divide ptor el denominador, y el cociente que re­
sulte sera el numerador de la fracción decimal. Después, 
para oltener la fracción decimal, bastara separar de la 
derecha del cociente tantas cifras decimales como ceros se 
añadieron al numerador de la fracción ordinaria. 

No se necesita añadir los ceros al numerador de la 
fracción ordinaria al comenzar la división, sino que se 
obtendrá el cociente entero de la división de a por b, y 
á la derecha de las unidades se coluoar§ coma, escri-
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hiendo después los cocientes que se obtengan, añadien­
do un cero á cada uno de los restos hasta terminar la 
operación. 

Así, para convertir en decimal la fracción,— , ten-
16 

dremos: 
130 

20 
40 

80 
0 

16 
0'8125 

213. Siendo irreducible la fracción, — , # y h, son 

primos entre sí; luego para que el cociente indicado en 
el primer miembro de la igualdad (1) sea un número en­
tero, se necesita que 10n sea un múltiplo de h (136). 
Ahora, como 10wes igual a 2M x bn] para que una,frac­
ción irreducible se pueda convertir exactamente en deci­
mal, se necesita que su denominador no contenga mas fac­
tores primos que^ y 5. 

Si el denominador de la fracción irreducible contiene' 
algún factor primo distinto de 2 y 5, ninguna potencia 
de 10 podrá ser divisible por el denominador (174), y la 
fracción no se podrá reducir exactamente á decimal. En 
este caso se puede hallar el valor de la fracción con me­
nor error de una unidad decimal dada, continuando la 
división hasta obtener en el cociente la cifra de dicho 
orden. 

EJEMPLO. Hallar con menor error de una diezmilésima 

el valor de la fracción , — , tendremos: 
' 7 ' 

50 
10 
30 
20 

6 

0,7142 

El cociente, 0,7142, expresa con menos error de , 
'. ' r 1000Q 
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5 
por defecto, el valor de —; el número, 0,7143, expresará 

la fracción—-——, con un error, por exceso, menor que 
10000 

10000 
214. En toda división inexacta se puede obtener el 

cociente con meuor error de una unidad decimal dada, 
siguiendo el procedimiento que hemos expuesto en los 
párrafos anteriores. Porque el cociente se puede consi­
derar como una fracción cuyo numerador es el dividen­
do y cuyo denominador es el divisor (189). 

Se debe advertir, que como el dividendo y el divisor 
pueden no ser primos entre si, algunas veces se llegará d 
cociente exacto aunque el divisor contenga factores primos 
distintos de 2 y 6. Para esto bastará evidentemente que 
dichos factores primos sean también factores del divi­
dendo. 

EJEMPLO: Hallar el cociente de los números 2583 y 72. 
Estos números son divisibles por 9 (121), y como el oo-
.ciente de 72 entre 9 es 8 y este último número no tiene 
más factor primo que 2, aproximando el cociente con 
decimales se llegará al resto cero. 

2683 
423 

630 
640 
360 

0 

72 
35,875 

215. Si el denominador de una fracción irreducible 
no contiene más factores primos que, 2 y 5, la fracción 
decimal exacta á que se puede reducir tendrá tantas cifras 
decimales como unidades el mayor de los exponentes de 
dichos factores. 

21 
Sea la fracción irreducible, ^ ^ . Multiplicando sus 

dos términos por 6a, se tendrá: 
21 _ 2 1 . 6 a _ 525 _ 

2^75 ~ 2? . 53 —1000 = 0'525' 
216. Una fracción decimal de ilimitado número d^ 
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cifras es periódica cuando á partir de cierto lugar un 
grupo de cifras se repite en el mismo orden, periódica 
ó indefinidamente: el grupo de cifras repetidas seWlama 
periodo. Si el período comienza en primera decimal, la 
fracción se Wa.ma. periódica pura, y si comienza en otra 
cifra decimal cualquiera, periódica mixta: en este último 
caso las cifras decimales anteriores al período se llaman 
parte irregular ó no periódica. 

La fracción, 0,34lB4l341...., es una fracción periódica 
pura cuyo período es 341. 

La fracción, 4,17215215215 , es una fracción perió­
dica mixta cuyo período es 215, y cuya parte no periódi­
ca es 17. 

Se pueden escribir abreviadamente las fracciones pe­
riódicas poniendo un solo período en un paréntesis. Así. 
las fracciones anteriores serán 0,(341) y 4,17(215). 

217. Cuando una fracción ordinaria no se puede con­
vertir exactamente en decimal, origina una fracción de-
cimal periódica. 

a , t 

En efecto: sea, — , una fracción que no se puede re­

ducir exactamente á decimal. 
En la división que se practica para la reducción no se 

podrá llegar al resto cero, porque entonces la fracción 
se reduciría exactamente á decimal; pero los restos son 
todos menores que el divisor h, luego al cabo de cierto 
número de divisiones parciales, á lo sumo 5 — 1, se re­
petirá algún resto, y por consiguiente se repetirán los 
dividendos parciales y cocientes siguientes (*). 

, . . . „ • . 129 23 
Eiemplos. Reducir á decimales las fracciones —— y —-

J F 37 •7 44 129 
180 
320 
240 

180 

37 230 
3,486486... ^ 

120 
320 

120 

44 
0,522727. 

(*) Si l a operac ión no ha de prolongarse demasiado, conviene que los 
denominadores no tengan m á s factores primos distintos de 2 y 5, que los 
n ú m e r o s 3, "V, 11, 13, 37, 41, 101 y 271. E l motivo de esto es que: 

= 32 ; 99 = 32 . 11; 999 = 33 . 37; 9999 = 82 , 11 . 101; 
= 32 . 41 . 271 y 999999 = 8» . T . 11 . 13 , 37. 
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129 23 

de donde resulta — = 3,(486) — = 0,62(27). 
37 A ;44 ' ; 

II. Reducción de las fraccionss decimales á ordinarias. 

218. En la reducción de fracciones decimales á or­
dinarias consideraremos tres casos. 

1.° Que la decimal sea exacta. 2.° Que sea periódica 
pura. 3.° Que sea periódica mixta. 

219. PRIMER CASO. Para reducir á ordinaria, una 
fracción decimal exacta, se pone por numerador la frac­
ción sin la coma y por denominador la unidad seguida 
de tantos ceros como cifras decimales tiene la fracción. 

Esta regla no es más que una consecuencia de lo que 
establecimos en el número 208. 

Puesto que la fracción generatriz de una decimal 
exacta tiene por denominador la unidad seguida de ceros, 
no contendrá en su denominador más factores primos que 
2 y 6. Si se puede simplificar, podrá perder uno de ellos 
y no puede perder los dos porque el numerador no ter­
mina en cero. 

EJEMPLO: Reducir á ordinaria la fracción decimal 0,275. 
275 65 11 

Se tendrá: 0,276 = = — = —. 
1000 200 40 

220. SEGUNDO CASO. Para reducir á ordinaria una 
fracción decimal periódica pura menor que la unidad, se 
pone por numerador el periodo y por denominador tantos 
nueves como cifras tiene el periodo. 

Sea la fracción periódica pura 0,(126). Designando 
por / , la fracción generatriz que la origina, tendremos: 

/ = 0,(126). 
Si corremos la coma á la derecha del primer período 

habremos multiplicado por 1000, y tendremos: 
1 0 0 0 / = 126,(126), 

restando estas dos igualdades (*) resultará: 
9 9 9 / = 126, 

y dividiendo por 999, quedará finalmente, 
126 , , 126 

/ = ó bien 0,(126) = — . 
J 999 'v ; 999 

(*) L a parte decimal e s tá en las dos fracciones compuesta de un n ú -
piero ilimitado de per íodos y por consiguiente se puede suponer la misma. 
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Si la fracción decimal es mayor que la unidad, se 
convertirá en un número mixto, cuya parte entera es la 
de la fracción decimal. 

243 
Así: 41,(243) = 41 — . 

E l denominador de la fracción generatriz de una perió­
dica pura es primo con 10, poi* se?' un número compuesto 
de nueves: por consiguiente, aunque se pueda simplificar, 
continuará siendo prim^ con 10. 

126 14 
A d : 0,(126) = ^ = 1 ^ 
221. TEECBR CASO. Para reducir á ordinaria una 

fracción decimal periódica mixta menor que la unidad, se 
pone por numerador la parte no periódica, seguida del 
primer periodo menos la parte no periódica, y por deno­
minador tantos nueves como cifras tiene el periodo, segui­
dos de tantos ceros como cifras tiene la parte no periódica. 

Sea la fracción periódica mixta 0,12(324). Designando 
por f la fracción generatriz, tendremos: 

/ = 0,12(324), 
corriendo la coma á la derecha del período, 

100000 /= 12324,(324), 
corriéndola á la derecha de la parte no periódica, 

1 0 0 / = 12,(324), 
restando las dos últimas igualdades, 

9 9 9 0 0 / = 12324 — 12, 
y dividiendo por 99900, 

12324— 12 r i . , 12324— 12 
/ = — , ó bien 0,12(324) = . 

99900 ' 99900 
Si la fracción decimal es mayor que la unidad, se 

convertirá en un número mixto que tendrá la misma 
parte entera que la fracción decimal. 

40101 — 40 
Así, 26,40(101) = 26 —— . 

' ' v ; 99900 
El denominador de la fracción generatriz de una pe­

riódica mixta contiene los factores 2 y 5 y otros distintos: 
por simplificación puede perder el 2 ó el 5; pero no los 
dos á un tiempo, porque para esto se necesitaría que él 
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titimerador terminase en un cero cuando menos, y en 
este caso la última cifra del período y la de la parte no 
periódica serían iguales y el período comenzaría un lu­
gar antes: tampoco puede el denominador perder por 
simplificación todos los factores, distintos de 2 y 5, por­
que en este caso después de simplificada la fracción no 
contendría en su denominador más factores primos que 
2 y 5, ó uno de ellos, y sería generatriz de una decimal 
exacta (213). 

222. Los teoremas de los números 213 y 219 sobre 
las fracciones decimales exactas son recíprocos. Los teo­
remas de los números 220 y 221 también tienen sus re­
cíprocos, que se demuestran fácilmente por un método 
llamado por reducción al absurdo. 

223. RECÍPROCO del teorema del número 220. Si una 
fracción irreducible tiene su denominador primo con 10, 
es generatriz de una fracción decimal periódica pura. 

Si no originase una fracción decimal periódica pura, 
originaría una fracción decimal exacta, ó periódica mix­
ta. En el primer caso convertida otra vez en ordinaria, 
sn denominador no contendría más factores primos que 
2 y 5 (219), lo cual es contra la hipótesis. En el segundo 
caso convertida otra vez en ordinaria, su denominador 
contendría uno, cuando menos, de los factores primos 2 
y 5 y otros distintos (221), lo cual es también contra la 
hipótesis, luego si no puede originar una fracción deci­
mal exacta, ni periódica mixta, originará una periódica 
pura, como se quería demostrar. 

224. RECÍPEOGO del teorema del número 221. Si una 
fracción irreducible tiene en su denominador los factores, 
2 y 6, o uno de ellos y otros factores primos distintos, es 
generatriz de una fracción decimal periódica mixta. 

Porque si originase una fracción decimal exacta, ó 
periódica pura convertida otra vez en ordinaria, su de­
nominador, ó no contendría más factores primos que 2 
y 5, ó sería primo con 10: ambas cosas contra la hipó­
tesis, luego será generatriz de una fracción decimal pe­
riódica mixta (*) 

(*) Se pueden demostrar directamente estos teoremas al tratar de la 
c o n v e r s i ó n de u n a fracción ordinaria en decimal y no lo hemos hecho por 
ser este libro muy elemental y las demostraciones algo complicadas. 
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C A P Í T U L O IV 

L A S O P E R A C I O N E S C O N L A S F R A C C I O N E S 

I. La adic ión de las fracciones. 

225. Sumar números fraccionarios es reunir en un 
sólo número las unidades y parles de la unidad conteni­
das en otros varios que se llaman sumandos. 

E i resultado se llama suma, y la operación se indica, 
como en los enteros, por el signo - j - . 

226. Para sumar quebrados del mismo denominador 
se suman los numeradores y d la suma se le pone el deno­
minador común. 

Sean las fracciones, — y La suma se compondrá 

de tantos séptimos como tienen entre los tres sumandos, 
y puesto que éstos tienen, 4, 6 y 3 séptimos, la suma 
tendrá: 4 -|- 6 + 3, séptimos, entonces: 

y + - + 7 ~ - — y — 1 - . 

227. Para sumar quebrados de distinto denominador, 
se reducen á un común denominador y se suman después 
como en el caso anterior. 

3 4 7 
Sean las fracciones, —, — y — . Reduciendo á un co-

' 6 ' 9 J 16 
mún denominador (198), tendremos: 

o + 9" + 1 5 45 + 45 ~ ' 
20-f-27 + 21 6 8 _ l 2 3 

45 45 45 
228. Para sumar números que contengan enteros y 

fracciones, se suman primero las fracciones y después 
los enteros, añadiendo á la suma de éstos las unidades que 
resulten de sumar las fracciones. 
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^ , 4 4 1 
Sumar los números, — , 3, 5 — y 2— . Tendremos: 

' 6 7 3 
4 4 1 84_ ^ 0 35 

84-}- 60 + 3 5 _ 1 7 9 _ 74 
105 105 105' 

luego: 
4 4 1 74 74 
_ _ L 3 _ | _ 6 — + 2 — = 10 + 1 = 1 1 — - . 

, 5 . ^ . ^ 7 . 3 T 105 105 
229. Para sumar fracciones decimales se escriben 

unas debajo de otras, de modo que se correspondan las co­
mas, y se suman como si fuesen números enteros, y en la 
suma obtenida se coloca la coma correspondiéndose con las 
de los sumandos. 

En los números decimales se verifica como en los en­
teros, que 10 unidades de un orden forman una del or­
den inmediato superior; luego si suponemos los suman­
dos descompuestos en sus diferentes órdenes de unida­
des enteras y decimales, podremos sumar décimas con 
décimas, centésimas con centésimas, etc.; unidades con 
unidades, decenas con decenas, etc., comenzando por la 
dereclia y escribiendo las unidades de cada suma parcial 
debajo de las cifras que la han producido, y reservando 
las decenas para agregarlas á la suma siguiente. 

Sea sumar las fracciones decimales 21,45, 1,3484 y 
0,786. Escribiremos los sumandos del modo siguiente, 
correspondiéndose las comas: 

21,46 
1,3484 
0,786 

23,6844 
La suma de las diez milésimas es 4: la escribiremos, 

porque no llega á 10; la de las milésimas es 14: escribi­
mos 4 y reservamos, 1, para agregarla á la suma de las 
centésimas; la suma de las centésimas es 17 y 1, de la 
suma anterior, 18: escribimos el 8; la suma de las déci­
mas es 14 y uno de la suma anterior, 15, etc. 
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Bi quisiéramos que todos los sumandos expresasen 
unidades decimales del mismo orden, completaríamos 
con ceros á su derecha los que tuvieran menos, pero es 
inútil esta operación, 

230. Si ocurre sumar fracciones ordinarias con deci­
males, se reducen todas á ordinarias ó á decimales para 
hacer la suma. 

II. L a subs tracc ión de las fracciones. 

231. Restar números fraccionarios es disminuir %n 
número dado, que se llama minuendo, en tantas unidades 
y parles de la unidad como tiene otro número dado que se 
llama substraendo; ó bien, dados una suma de dos suman­
dos y uno de ellos hallar el otro. 

La operación se indica, como en los enteros, por el 
signo — y el resultado se llama resto, exceso ó dife­
rencia. 

232. Para restar quebrados del mismo denominador, 
se restan los numeradores y a la diferencia se le pone el 
denominador común. 

6 2 
Sea restar las fracciones, -y y —~. Según la definición, 

la operación es disminuir el número 6 séptimos en 2 sép­
timos', luego quedarán 6 —• 2 séptimos, y se tendrá: 

6 2 _ 6 — 2 _ 4 
y — y — — — = y . 

233. Para restar quebrados de distinto denomniador, 
se reducen á un común denominador y se restan después 
como en el caso anterior. 

6 3 
Sean las fraccciones, — y —. Reduciéndolas á un co-

7 5 
mún denominador (200), se tendrá: 

6 3 _ 3 0 21 9 
7 ~ 3 5 — 3 5 ^ 3 5 " 

234. Para restar números mixtos, ó números en los 
cuales entren enteros y fracciones, se restan primero las 
fracciones y después los enteros, reuniendo en un número 
mixto los resultados. 
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3 2 

Sea restar los números, 4 — y 2 —. Tendremos: 

3 2 _ 9 _8 _ £ 
"~ a ~ i 2 ~ i a - " ! ^ ' 

do donde, 
3 o 2 1 

4 2 — = 2 — . 
4 3 12 

Ái la fracción del substraendo es mayor que la del mi­
nuendo, se reduce d fracción una unidad del minuendo 
para que la sabsiracción pueda verificarse. 

2 4 7 4 3 
6 3 — = 5 3 — = 2 — . 

5 6 5 5 5 
235. Para restar fracciones decimales, se escriben una 

debajo de otra de modo que se correspondan las comas, se 
restan como si fuesen números entonos y en el resto se co­
loca la coma correspondiéndose con la de los datos. 

Sea restar los números, 412,66 y 326,49. Tendremos: 
412,66 
326,49 
86,16 

De las cinco centésimas no se puede restar 9 centési­
mas, añadiremos á la cifra 5, diez unidades de su orden, 
y diremos, de 9 á 16 van 6; añadiremos una unidad á la 
cifra 4 de las décimas del susbtraendo y la restaremos 
de 6, etc. 

Si el minuendo y el substraendo no tienen el mismo 
núrner • de cifra-* deoimaltís, se puede completar con ce­
ros 11 que tenga menos cifras, ó suponerle comp etado, 
y ivstar conforme hem s iuho. 

Si teuemos que restar una fracción decimal de otra 
ordinaria ó al contrario, se reducen ambas á decimales ó 
á ordinarias para efectuar la operación. 

Ni. L a mult ip l icac ión de las fracciones. 

236. Para la multiplicación de números fracciona­
rios adoptaremos ja definición general que ya enuncia­
mos en el uúm. 47, diciendo: multiplicación es una ope-
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ración que tiene por objeto, dados dos números, que sé 
llaman multiplicando y multiplicador, hallar un tercer 
número, que se llama producto, que esté formado con res­
pecto al multiplicando, como el multiplicador está formado 
con respecto á la unidad. -

Para la multiplicación se emplea siempre el signo X y 
el multiplicando y multiplicador se llaman factores del 
producto. 

237. Para multiplicar dos fracciones, se multiplican 
los numeradores y el producto se parte por el de los deno­
minadores. — : < h 

6 4 
Sea multiplicar, — por —-.. Puesto que el multiplica-

. ... • 8 7—— 
dor es las 4 séptimas partes de la unidad, el producto 
deberá ser las 4 séptimas partes del multiplicando, segiín 
la definición: luego si supiéramos formar la séptima par-

te de ~ , no tendríamos más que multiplicarla por 4. Pe­
ro la séptima parte de un número se obtiene dividiéndo­
le por 7, y como para dividir un quebrado por un entero, 
se multiplica su denominador por el entero, dejando el 

5 
mismo numerador (188), la séptima parte de — será 

o 
5 

. E l producto de este número por 4, se obtiene 
8 X 7 
multiplicando el numerador por 4 y dejando el mismo 

5 X ^ denominador (183); luego será: ; entonces ten-K ) . s 8 X 7 
dr.emos: 

6 4 5 x 4 
=8 '><T==8'x74 

238. Si el multiplicando ó multiplicador fuesen, en­
teros, para aplicar la regia anterior, ser,supone que el 
factor entero tiene por d eu ominad oí.' la unidad; pero co­
mo el producto de un número por la unidad es. el mismo 
número, resultará que, jí?«r« multiplicar un entero por %m 
quebrado, ó un quebrado por mi entero, se multiplica el 
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entero por el numerador del quebrado, dejando el mismo 
denominador. 

5 5 x 7 „ 5 7 x 5 
Asi: — > < ' ¡ - = _ ^ y? 7 _ __ _ _ _ i 

239. Si uno, ó los dos factores fuesen mixtos, se redu­
cen á quebrados y se multiplican como éstos. 

EJEMPLOS: 
ft 2 3 14 43 

1. ° 4 — x 5 - - = - - x — = 
3 8 3 8 

1 4 x 4 3 602 301 ^ 1 
~ 3 x 8 ~ ~ 2 Í ~ ~ 1 2 ~ 3 12' 

„ ^ 3 4 13 4 52 7 
2. ° 2— x — = — x — = — = 1 —. 

5 9 6 9 45 45 
240, Para multiplicar una fracción decimal por un 

numero entero, se prescinde de la coma en el número deci­
mal y se multiplican como dos enteros, separando después 
en el producto tantas cifras decimales como haya en el 
multiplicando. 

Sea multiplicar la fracción, 27,354, por 26. E l multi­
plicando sé compone de 27354 milésimas; luego el pro­
ducto será 26 veces 27354 milésimas. De donde se dedu­
ce que se debe multiplicar los números, 27354 y 26, y 
separar de la derecha tres decimales, para que el pro­
ducto exprese milésimas, como el multiplicando; según 
se manifiesta en la operación adjunta. 

27,354 
26 

164 124 
547 08 
711,204 

241. Para multiplicar dos fracciones decimales, sé 
prescinde de las comas y se multiplican como números en­
teros, separando después en el producto tantas cifras de­
cimales como tengan entre los dos factores. 

EJEMPLO: Multiplicar las fracciones, 3,114 y 2,31. El 
multiplicador, 2,31, es igual á la fracción ordinaria, 
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231 , 
— r , luego el producto se podrá obtener hallando la 
lUu 
centésima parte del multiplicando, que es 0,03114: (211), 
y multiplicándola después por 2íil, según la regla del 
número anterior; pero el multiplicando tiene ahora tan­
tas cifras decimales como entre los dos factores; luego 
el producto estará formado conforme á la regla enun­
ciada. 

0,03114 
231 

3114 
9342 

6 228 
7,19334 

242. Si tenemos que multiplicar una fracción ordi­
naria por una decimal, ó al contrario, se reducen ambas 
á ordinarias, ó á decimales, y se efectúa la operación. 

Conviene advertir que si alguna de las fracciones es 
periódica, efectuaremos el cálculo reduciéndola á frac­
ción ordinaria, y si el resultado se ha de expresar en 
tracción decimal, haremos después la transformacióu 
inversa (*). 

PRODUCTO DE VARIOS FACTORES 

243. ü n producto de tres ó más factores fracciona­
rios significa, que se debe de multiplicar el primero por 
el segundo, el producto que resulte por el tercero, y así 
sucesivamente hasta el último. 

Así: 
J?. £ Z. 3 2 x 4 1_ ^ 
3 ^ 5 ^ 8 ^ 7 ~ 3 x 6 > < 8 ^ 7 ~ 

2 x 4 x 7 3 2 x 4 x 7 x 3 
x 

3 x 5 x 8 7 3 x 5 x 8 x 7 

(*•) L a m u l t i p l i c a c i ó n de fracciones p e r i ó d i c a s se puede hacer b a j ó l a 
forma decimal, sabiendo q u é a p r o x i m a c i ó n ha de tener el resultado; pero no 
creemos propio de un libro de segunda e n s e ñ a n z a , ni la t e o r í a de errores y 
aproximaciones, ni las operaciones abreviadas. 
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E l numerador del producto es el produelo de lodo¿ l¿s 
Numeradores, f el denominador elprodueto de los denmil-
nadorez - - ... ... - , . 
; r Si' alguno Üe los factores es.mixto ó'deoimal, se redu-
oe á q,tiebrádo,'y si es entero, sé le supone por denomi-
iiádor la uuidád. 
- ;24;4. GóMo el numerador y él dénominador del pro­
ducto de varias fracciones son prodúotos de números 
enteros, no varía su valor aunque se altere el orden de 
los factores, de donde resulta que: 

tMí"), Un producto de varios factores fraccionarios no 
se altera aunque se cambie el orden de los factores. 

Todas las consecuencias que de este teorema deduji­
mos en la teoría de los enteros (62 á 67), son aplicables 
á los íracoionarios. _ r» 

• ' ÍV. Las potencias de las fraociones. 

246. Se llama potencia de un fraccionario, el produc­
to de varios factores iguales á dicho número fraccionario. 

Todas las definiciones grado* exponente, etc., dadas 
en el núm. 70 en la teoría de números enteros, son apli­
cables á los fraccionarios. 

247. Para elevar una fracción á una potencia se ele­
van sus dos términos d dicha potencia. 

Sea, elevar al cubo la fracción, — . Tendremos, por 
5 

definición: ' 
3 3 3 / ó Y _ 3 

V 5 / 6 
pero el segundo miembro, según la regla del número 
243, es, ; : 
3 x 8 x 3 S 3 , 
-———-— = —7 ; luego tendremos: 
5 x 5 x 5 — 5 3 

53 
248. Para elevar un número mixto a una potencia , 

se reduce antes d quebrado y se efectúa Id:operación como 
$n el cqso anterior. . .: 

(i)'-
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EJEMPLO; 2 — ^ = ( r - 7 Y = — . 
\ B 7 A s / .a4 

249. Para elevar una fraccióii decimal á una poten­
cia, se eleva como si fuera un número entero, prescindien­
do de la coma, y se separan del resultado tantas cifras 
decimales como indique el producto del exponente por el 
número de cifras decimales de la fracción. 

Esta regla es una consecuencia de la multiplicación 
de fracciones decimales (241). 

EJEMPLO: elevar al cubo, 2,71. Se forma el cubo de 
271, que es, 19902511, y separaremos 6 cifras decimales 
del resultado, porque la fracción tiene 2 decimales y el 
exponente, 3, y el producto 2 x 3 = 6, 
Luego, 2,713= 19,902511. 

250. Las potencias de una fracción irreducible son 
fracciones irreducibles. 

Si la fracción, ~ , es irreducible, los números, 3 y 5, 
•5 

3 
son primos entre sí. Una potencia cualquiera de — , la 

5 
cuarta, por ejemplo, será: — , y como las potencias de 

los números primos entre sí son también números pri-
. , 3* , . 

mos entre sí (164), la fracción, —— , será irreducible(193). 
5 

251. Los teoremas sobre producto de potencias, po­
tencia de potencia y potencia de uu producto que de­
mostramos en los números 74 á 76, son aplicables á los 
fraccionarios, y no los demostramos aquí porque la de­
mostración se hace como en la teoría de los números 
enteros. 

Y. La división de las fracciones. 

252. Sabemos (78 y 189) que la división en generales 
una operación que tiene por objeto, dados un producto y 
uno de los factores, hallar el otro. 

Los datos y el resultado reciben, como en los enteros, 
los nombres de dividendo, divisor y cociente, y el signo 
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de operación es todavía : colocados entre el dividendo y 
el divisor. 

253. De la definición de la división se deduce que es 
una operación inversa de la multiplicación; por tauto, 
si consideramos el divisor como un multiplicador, el 
cociente será el muliiplicando, y entonces el dividendo 
d̂ eie ser, respecto del cociente, lo que el divisor respecto de 
la unidad (236). 

6 4 
Así, dividir el número, — por — , es formar un número 

8 7 
5 

tal, que, —, sea sus 4 séptimas partes. 
254. Para dividir dos fracciones, se multiplica el di­

videndo por la fracción divisor invertida. 
. . 5 4 

Sea, dividir, — por —. Tendremos que formar un nú-
8 7 

* & t i - 5 , . • 
mero cuyas, — , sea —. Abora bien: —, es Ja séptima 

7 8 8 
5 x 7 

parte de •—-— , (183); luego este numero será 4 veces 
8 

mayor que el cociente que buscamos; entonces para ob-
5 x 7 

tenerle bastará dividir por 4 la fracción, , lo cual 
8 

se consigue multiplicando su denominador por 4 (183). 
5 x 7 

El cociente sera, pues, , y tendremos: 
' F ' 8 x 4 ' ^ 

5 4 _ 5 x 7 
8"' 7 ~ ~ 8 x 4 ' 

conforme á la regla enunciada. 
El producto del cociente por el divisor contiene en 

sus dos términos, como factores, el numerador y deno­
minador del divisor; por consiguiente, suprimiéndolos, 
resultará el dividendo: 

5 x 7 4 __5 x 7 X 4 _ 5 
8 x 4 ^ T = 8">< 4~>< 7 = 8̂ ' 

255. Si el dividendo es un mimero entero se le supo-
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ne por denominador la unidad, y como el producto de la 
unidad por cualquier número es el mismo número, la 
regla anterior se puede enunciar así: para dividir un 
entero por nn% fracción, se multiplica el entero por el de­
nominador de la fracción y el producto se parte por el 
numerador. 

5 8 X 11 88 3 
EJEMPLO: 8 : = ~ ~ — = — = 17 — . 

11 o o 5 
Si el divisor es entero, se le supone por denominador 

la unidad y se obtiene la regla conocida {ISS): para di­
vidir una fracción por un entero, se multiplica el denomi-
por el entero, dejando el mismo numerador. 

256. Cuando los términos del dividendo son divisibles 
por los del divisor, se puede efectuarla división de dos 
fracciones dividiendo los términos del dividendo por los 
del divisor. 

12 4 . 
Si tenemos que dividir, — por — , siendo, 1 2 = 3X 4 

25 5 
y 25 = 5 x 5, tendremos (254): 

12 4 12 X 5 3 X 4 X 5 
25' "6 • ~ 2 5 X 4 : — 6 X 5 X 4 ' 

y suprimiendo en el numerador y denominador los fac­
tores, 4 y 5, 

12. 4 _ 3 _ 12 : 4 
25 5 5 25: 5 

257. Si uno ó los dos términos de la división son nú ­
meros mixtos, se reducen d quebrados y se dividen como 
éstos. 

EJEMPLOS: 
^ i 2 . 3 _ 1 4 3 _ 1 4 X 5 _ 7 0 _ 7 7 

3 ' 6 3 ' 5 3 X 3 9 9 " 
1 - 3 17 38 17 X 7 119 

2.° 2 — : 5 — = — : — = — ^ — = . 
8 7 8 7 38 X 8 304 

258. Para dividir una fracción decimal por un nú­
mero entero, se prescinde de la coma en el dividendo y se 
dividen como dos enteros, separando después en el cocien­
te tantas cifras decimales como tiene el dividendo. 

Sea dividir el número decimal, 27,854 por 15. El pro-
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blema es tomar la quinceava parte de 27854 milésimas. 
Etitonces podremos dividir 57854 por 15 y separar tres 
cifras decimales en el cociente para que exprese milé­
simas. Se hará, pues, la operación del modo siguiente: 

27,854 15 
J 2 ^ r - 1 ^ 5 É 

• . ~ •• - 85 
. 104 

14 
E l cociente pedido es 1,866 por defecto, con menos 

error de una milésima. El cociente completo se obten-
. 1 4 

dría añadiendo al cociente anterior — de milésima. 
15 

Se puede expresar el cociente con mayor aproxima­
ción añadiendo ceros á la derecha del dividendo ó á la 
derecha del ú tinao resto, según la regla anterior, y de 
los restos sucesivos hasta obtener el número de cifras 
que se desea en el cociente. 

EJEMPLO. Hallar con menos de una milésima de error 
el cociente de, 21,2, por 7: 

21,2 
20 

60 3,028 

4 
El cociente se puede obtener por exceso añadiendo 

una unidad del último orden decimal al cociente por 
defecto. Así, en el primer ejemplo, el cociente por exceso 
es 1,857 y en el segundo, 3,029. 

Cuando el último resto es mayor que la mitad del di­
visor, la parte despreciada en el cociente por defecto 
vale más de media unidad del último orden decimal que 
se aprecia; por consiguiente, es más aproximado el co­
ciente por exceso. De suerte que si queremos tener el 
cociente con menos error de media unidad decimal del 
último orden que se aprecia, tomaremos el cociente por 
defecto cuando el resto sea menor que la mitad del divisor, 
y por exceso cuando sea mayor que dicha mitad. 

259. Para dividir un entero ó un decimal por otro 
decimal, se suprime la coma en el divisor y se multiplica 
el dividendo por la unidad seguida de tantos ceros como 
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cipras decinvUes ¿¿ene el divisor, y quedara reducida la 
división a la de dos enteros, ó de un decimal por un en­
tero. 

¡Sea dividir,-4IjS 17, por 13,4. El divisores igual á la 
„ f 434 ' - ' , , : 
iracoiou ordinaria,-j^-; luego se obtendrá el cociente 

.- 10 
multiplicando el dividendo por que es el divisor in-

r • 1344 
vertido (254). 

Entonce*, tendremos que multiplicar el dividendo 
41,217 por 10 y dividirle por 134: 

412,17 
1017 

79 
El dividendo será, pues, 412.17, y la operación se 

efectuará como se inlica, y el cjcieate será: 3,07. 
Si se desea el cociente con mayor aproximación, se 

añade al dividendo suficiente mímero de ceros para ob­
tenerla. 

La observación hecha sobre los cocientes por defecto 
y por exceso en el caso anterior es aplicable á este. 

260. Si tenemos que dividir una fracción ordinaria 
por una decimal, ó al contrario, se reducen ambas á or­
dinarias ó á decimales. 

Si el divisor es una fracción decimal periódica, con­
viene reducirla á ordinaria. 



L I B R O T E R C E R O 
R a í c e s de los n ú m e r o s enteros, f raccionarios ó inconmensurables . 

C A P I T U L O P R I M E R O 

L A S R A Í C E S E N G E N E R A L 

i. Definiciones. 

261. Cantidad ó número variable es una cantidad ó 
número que puede tomar diferentes valores. 

La oiiutidad puede ser una variable continua; para esto 
se necesita que no pueda pasar de un valor á otro sin 
pasar por todos los valores intermedios 

Si un punto se mueve en línea recta, su distancia al 
punto de partida es una cantidad que no puede pasar 
de un valor á otro sin pasar por todos los intermedios; 
luego es una variable continua. En cualquiera posición 
del punto móvil se puede medir su distancia al punto de 
partida por medio de una unidad lineal; pero es imposi­
ble medir las distancias de todas las posiciones del punto 
móvil al de partida, porque son infinitas; luego el nú­
mero variable que representa la distancia del punto móvil 
al de partida, no es continuo, sino discreto. 

Se puede decir, sin embargo, que cuando se mide una 
serie de valores, de una cantidad variable continua, y 
cada dos valores se diferencian tan poco como se quiera, 
el número variable, que expresa dichos valores, tiende 
hacia la continuidad, sin lograr alcanzarla. 

Como ejemplos de números variables discontinuos po­
demos citar las fracciones decimales periódicas. 

Así, la fracción; 0,5555 es un número variable que 
pasa por los valores, 0,5; 0,55; 0,555, etc., que difieren 
del verdadero valor de la fracción periódica: el primero 
en menos de, 0,1; el segundo en menos de, 0,01; el ter-



cei4o en menos de, 0,001, etc. En general, si se apreciau, 
n, cifras decimales, se comete un error menor que una 
unidad decimal del orden, nésimo. 

262. Limite de una mntidad ó número variable es 
otra cantidad ó número constante, á cuyo valor puede 
acercarse la variable indefinidamente, pero sin igualarle 
minea. 

La fracción ordinaria generatriz de una fracción de­
cimal periódica es límite de la fracción periódica, por­
que, bajo la forma decimal, por grande que sea el nú­
mero de cifras decimales que consideremos, no conse­
guiremos nunca expresarla exactamente. 

Asi, la fracción periódica, 0,5555 tiene por límite, 
5 
— , que es su fracción generatriz (231). 

E l limite de una variable continua puede ser superior 
ó inferior á la variable. 

El límite es superior á la variable, cuando todos sus 
valores son menores que el límite; para esto se necesita 
que la variable sea creciente. El límite es inferior, cuando 
todos los valores de la variable son mayores que el lími­
te: para esto es necesario que la variable sea decreciente. 

Cuando la variable es discontinua, puede tomar en 
muchos casos valores superiores ó inferiores á su límite. 

EJEMPLO: La fracción, 0,6555 que tiene por límite, 
5 
— , puede tomar los valores, 0,5; 0,55; 0,555, etc., infe­
riores al límite, y, 0,6; 0,56; 0,556, etc., superiores á su 
límite. 

Cuando una cantidad ó número variable disminuye 
indefinidamente, pudiendo tomar valores menores que 
cualquiera cantidad ó número dados, por pequeños que 
sean, el limite de la variable es cero. 

La unidad fraccionaria , — , tiene por límite cero, 
n 

cuando, n, crece indefinidamente. 
La diferencia entre una variable y su limite tiene por 

limite cero; porque el valor de la variable puede acer­
carse indefinidamente al de su límite, según se deduce 
de la definición de límite, dada arriba. 



263. Hemos dicho (8) que cuando una cantidad no 
contiene exactamente á la unidad, ni á ninguna parte 
alícuota suya, el resultado de la comparación de la can­
tidad con la unidad se llama número inconmensurahle. 
por consiguiente, los números inconmensurables no se 
pueden expresar exactamente ni por la unidad entera 
ni por ninguna unidad fraccionaria, por lo cual tratare­
mos de hallar su expresión aproximada, para utilizarla 
en el cálculo. 

La diferencia entre el valor exacto y el valor aproxi^ 
mado de un número conmensurable ó inconmensurable, 
se llama error absoluto del número. El error puede ser 
por defecto ó por exceso, según que el valor aproxima­
do sea menor ó mayor que el valor exacto. 

264. Todo número inconmensurable se puede expresar 
por un número entero con un error, por defecto, ó por ex­
ceso menor que la unidad. 

Sea el número inconmensurable, A: por grande que 
sea su valor, como la serie de los números, 

Ó, 1, 2, 3, 4 
es ilimitada, se llegará á un número mayor que, A. Su­
pongamos que, m - } - 1> ©¡3 el primer número mayor que, 
A : entonces el número, m, anterior á, m -f- 1, será me­
nor que, A , y tendremos; 

m < C A < i m - \ - 1. 
Por estar. A, comprendido entre dos números que se 

diferencian en una unidad, difiere de cualquiera de ellos 
en menos de una unidad, siendo, m, su expresión apro­
ximada por defecto, y, -f- 1? por exceso. 

265. Todo número inconmensurable se puede expresar 
por un número fraccionario con un error, por defecto ó 
por exceso, menor que la unidad fraccionaria marcada 
por el denominador del quebrado. 

Sea el número inconmensurable. A, y sea, n, el deno­
minador de la unidad fraccionaria de aproximación: si 
formamos la serie, 

o JL Ji JL ÍL R • 
. • n % n n " 
cuyo denominador es constante y cuyos numeradores 
pueden crecer indefinidamente, se verificará que, á par-
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tir de cierto término, los números de esta serie serán 

, _ m + 1 
mayores que, ^4' supongamos, pues, que, , -es el 

primer número mayor que, A, el término anterior, será, 

— , y tendremos: 
n . . . 

m m 4 - 1 , 

. „ m - \ -1 m 1 
La direrencia entre, ——— , y , — , es, — , y como, 

TI n % 
A , está comprendido entre ambos números, difiere de 

1 m 
cualquiera de ellos en menos de, —. Luego,^— \ es una 

ñ n 
1 

expresión aproximada de A, con menor error de, — , por 
n 

m4- 1 . , . . 
deiecto, y , , otra expresión con menos error de, 

n 
1 
— , por exceso. 
n 

II. Teoremas fundamentales para la ex tracc ión de ra íces . 

266. Se llama raíz del grado n de un número otro nú­
mero que. elevado á la potencia de g'tado n, reproduce el 
número dado. 

La, opeiacióu q̂ ue se efectúa para hallar las raíces de-
un númei'o dado se llama extracción de raices. 

Por definición, ei grado de una raíz es el mismo que 
el de la potencia á que se debe elevar para reproducir 
el mimero dado, y recibe el nombre de Índice. 
,.. Las.raíces se clasilicau por grados: en raiz de segundo 

grado ó raiz cuadrada, raíz de tercer grado ó raiz cubi­
ca, raiz dx cuarto grado, etc. 

Por la defiüioión de raíz se comprende que todo nú­
mero es su raíz primer grado. 

La extracciÓD de raíces se indica por medio del signo. 



— m — 

^ , que se llama radical, escribiendo el numero del 
cual se ha de extraer la raíz debajo de él, y en el ángulo 
que queda á la izquierda el índice. Así, la raíz del grado, 

n 

n, del número. A, se escribirá, v^A, y se lee, raíz n-ési-
ma de A, ó raíz del grado u de A. 

Cuando el índice es 2, ó sea cuando se trata de una 
raíz cuadrada, se suprime. 

Así, , es la raíz cuadrada de A. 
267. Las raicez de cualquier grado de la unidad son 

la unidad. 
Se deduce de la definición de raíz, puesto que las 

potencias de cualquier grado de la unidad son la 
unidad. 

268. Si un número entero se eleva á la potencia del 
grado n, el resultado es otro número entero que se dice 
poiencia perfecta, del grado n. En este caso el núme­
ro tiene raíz del grado u exacta. Por ejemplo, siendo, 
34 = 81, el número, 81, tiene por raíz de 4o grado exacta 
el número, 3. 

Pero se comprende fácilmente que no todos los nú­
meros enteros tendrán raíz del grado n exacta, y llama­
remos raiz entera del grado u de un numero entero, la 
raiz del grado n de la mayor potencia entera del grado n, 
contenida en dicho número. 

Así, siendo, 34 = 81, y, 44 = 266, la raíz de 4o grado 
entera de 146, será, 3, porque la mayor potencia de 4o 
grado contenida en 145, es 81, y su raíz es, 3. 

269. La raiz de grado n de un numero entero es incon 
mensurable si su raíz entera no es exacta. 

n 

En efecto; sea, V a . Puesto que no es igual á ningún 
número entero, tendrá que ser, ó fraccionaria ó incon­
mensurable; pero si fuese fracionaria, podríamos con­
vertirla en un quebrado irreducible (192), y represen-

, , , a 
tandole por, —, tendríamos: 
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y como por definición, ^ ^ ^M= A, y además, 

/ a \n an 
r — I = — , (247), se debiera tener: 

an 
A = — , 

pero las potencias de un quebrado irreducible son que­
brados irreducibles (250); luego la igualdad anterior es 
absurdi, porque un número entero no puede ser iguala 
un quebrado irreducible. 

n 
Entonces, puesto que, V A , no puede ser fracciona­

ria, será inconmensurable. 
270 Un quebrado irreducible tiene raiz del grado n 

exacta, cuando su numerador y denominador la tienen. 
n i — 

t / A A 
Sea, T/—, siendo,—, un quebrado irreducible. L a 

' B B 
raíz no puede ser un número entero, porque las poten­
cias de los números enteros son enteras, y por consi­
guiente no pueden ser iguales á ningún quebrado irre­
ducible. 

Ahora bien; si hacemos, 
w /•— 

>i / A a 
V R = /T B ¿ ' 

siendo, , un quebrado irreducible y elevamos los dos 

miembros de la igualdad anterior á la potencia de grado 
n, tendremos (247): 

B an 

y como las dos fracciones son irreducibles, se deberá 
tener, A — an , y , B = bn (195), de donde se deduce, 

n n 

^ A ^ 1 1 = 6. 
271. Si los dos términos de un quebrado irreducible 

no son potencias perfectas del grado u, la raiz del grado 
n del quebrado es inconmensurable. 

9 



— 130 — 

Porque si la raíz fuese conmensurable, sería una frac­
ción cuyo numerador y denominador serían las raíces 
del numerador y denominador de la fracción dada (270) 
y por consiguiente sus términos tendrían que ser poten­
cias perfectas de! grado n, lo que es contra la hipótesis. 

272 La raiz dslgrado ii,,de un número inconmensu-
rahle es inconmensurable. 

Porque si 1H ruíz fuese conmensurable (ente-a ó frac­
cionaria), su pceuciH leí grado u seríd, oour jusurabie, 
lo que es ••out,a ]« hipótesis. 

27B. Si de los dos miembros de una igualdad se extrae 
la raiz del grado n, el resultado es una igualdad. 

n n 

Si se tiene, A — B, decimos que, ^ A •= ^ B. Porque 

siendo,A ^ A / — A, y. A = B, tambk_i. se veriñca, 

( n \ n n 

^ A / cuya igualdad prueba que, 'V^á, es igual 
n 

á, ^ B. 
274. Si de los dos miembros de una desigualdad se 

extrae la raiz del grado n. el resultado es una desigualdad, 
del mismo signo que la propuesta. 

n n 

Si tenemos, A ^ > B, decimos que, ^ A ^ ^ B. Por-
( n \ n 

^ A / , un producto de n factores 
( n \ n 

^ B / , otro producto de n factores tam­
bién iguales, para que el primer producto sea mayor que 

n 

el segundo, se necesita que el factor, ^ A , sea mayor 
n 

que el factor, ^ B . 
275. La raiz del grado n de un producto, es igual al 

producto de las raices del grado n de los factores. 
n n n n 

Decimos que, ^ ^ A . B . O = ' ^ ' 
Si elevamos á la potencia del grado n el segundo 

miembro, tendremos: 
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/ n n n \ n 

\ V A • V B • V 0 ) = 
V A ) \ V B ) \ V G ) = A . B . C ; 

y extrayendo la raíz del grado n del primero y tercer 
miembro, resulta: 

V A ' V i ? ' V G = V A . tí . L* . 
276, La raiz del grado n de mi qvehrado e* igual á la 

raíz del grado n del numerador, partida por la raiz del 
grado n del de no minador, 

A 
Sea el quebrado, ~ - = O, de donde, A = B . C . Ex-

J3 
n 

trayendo la raíz del grado n tendremos (274): V A ~ 
n 

n n V A n _ . 

V^B • V~G d-6 t̂ 011̂ ? — ~ V G y Poniendo en 
V i l 

A 
vez de G, su igual, —, resultará: 

B 

A = ^ A 
B n, 

V B 

C A P I T U L O I I 
L A R A I Z C U A D R A D A 

I. Raíz cuadrada de un número con menor error de una unidad. 

277. En la definición general de raíz de un grado 
cualquiera, hemos dicho que raiz cuadrada de un número 
es otro número cuyo cuadrado es el propuesto. Así, 8, es ]a 
raíz cuadrada de, 64. Raiz cuadrada entera es la raiz 
cuadrada del mayor cuadrado entero contenido en un nú-
número. Así, la raíz cuadrada entera de, 70, es, 8, por­
que el mayor cuadrado entero contenido en, 70, es 64. 

La diferencia entre un 7iúmero y el cuadrado de su raiz 
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cuadrada entera se llama resto de la raiz cuadrada. El 
resto de la raíz cuadrada de, 70, es, 6, porque la diferen­
cia entre, 70 y 64, que es el cuadrado de la raíz cuadra­
da entera, es, 6. 

278. La raiz cuadrada entera de un número cualquie­
ra (enWo, fraccioüario ó inconmensurable) es la raiz 
cuadrada entera de su parte entera. 

Sea un número cualquiera. A, comprendido entre dos 
números enteros, N y N A - 1? «s decir tal, que se tenga, 
N < ^ A ^ i V ^ - j - 1, y sea, a, la raíz cuadrada entera de, 
iV, tendremos: 

( P < N , y ( « + 1 ) 2 > ^ + 1 , 

de donde se deduce, 
a * < A y ( « + 1 ) 2 > ^ , 

luego la raíz entera de. A, es, conforme queríamos 
demostrar. 

En virtud de este teorerra, para extraer la raiz cua­
drada entera de un numero cualquiera con menor error de 
una unidad bastara extraer la raiz cuadrada entera de su 
parte entera. Por consiguiente, sólo nos ocuparemos 
ahora en las raíces cuadradas de los números enteros. 

Antes de comenzar la extracción de la raíz cuadrada 
entera de un número entero, demostraremos algunos 
teoremas necesarios para efectuar esta operación. 

279. E l cuadrado de la suma de dos numero es igual, 
al cuadrado del primero, mas el duplo del primero por el 
segundo, mas el cuadrado del segundo. 

Sean los números, a y b, tendremos, por definición: 
(« + ^ = (« - f ¿)(«-M), 

pero aplicando al segundo miembro la regla de la multi­
plicación de dos sumas indicadas (60), se tendrá: 

{a + b) {a + b) = {a + b) a + {a b) b, 
y efectuando en el segundo miembro, según la regla (57), 
de multiplicar una suma por un número, 

{a -\- b) a {a + b)b — a . a + a . b + a . b + b . b = 
= a2 + Zab + ¿2 , 

y por consiguiente, 
(« + bf = a? + 2ab + ¿2 

EJEMPLO: (4 + 8)2 = 42 + 2 . 4 x 8 + 82 
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280. Si los sumandos expresan, uno decenas y otro 
unidades, se tendrá: E l cuadrado de la suma de decenas 
y unidades es igual, al cuadrado de las decenas, más el 
duplo de las decenas por las unidades, más el cuadrado de 
las unidades. 

Sea el número, 347, que es igual á 340 + 7, ten­
dremos: 

(340 4- 7)2 = 3402 + 2 . 340 X 7 + 72 = 
= 115600+ 4760 + 49. 

Si en general representamos el número descompuesto 
en decenas y unidades por . 10 - j - «í, se tendrá: 

{d . 10 + u f = (d. 10)2 + 2d. 10 . ̂  + u2 , 
y teniendo presente que, {d . 10)2 == d2 .100 (76), 

(^ . 10 + u f = d2 . 100 + 2 d A 0 . u + u2 . 
E l cuadrado de decenas es un número que contiene 

siempre el factor, 100, y el duplo de decenas por unida­
des el factor, 10; luego el primero es siempre un número 
exacto de centenas y el segundo, un numero exacto de de* 
cenas. 

281. La diferencia de los cuadrados de dos números 
consecutivos es igual, al duplo del menor, más %no. 

Sean, « y « -f- 1, los dos números consecutivos, ten­
dremos (279): 

(« + l)2 = d¿ + 2« . 1 - f l2 = Í?2 + l a + 1, 
y restando, #2, del primero y tercer miembro, 

( a+1)2 —«2 = 2«-|- 1, 
cuya igualdad demuestra el teorema. 

282 E l resto de la raíz cuadrada entera de un nú­
mero es menor que el doble de la raíz, más la unidad. 

Sea el número, iV, su raíz cuadrada entera, y, R, el 
resto, tendremos: 

pero siendo, <Í2, el mayor cuadrado entero contenido en, 
iV, se tendrá: N < i { a l)2; y como, según lo dicho (281), 
{a + l)2 = «2 -f- 2« + 1, se verificará también, 

a2 + R < a2 + 2« + 1, 
y restando, d¿ , de los dos miembros resultará: 

i ? < 2 « - f 1. 
Conviene advertir que la raíz entera, es la raíz por 
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defecto, con %n error menor que la unidad y, « - j - 1.? es 'a 
raiz por exceso, con un error menor también que ta uni­
dad, porque eütre ambas raíces está comprendida la raíz 
iuconmensurable del número. 

283. Los cuadrados de la unidad seguida de ceros son 
la unidad seguida de doble número de ceros (50, 1.°). 

Así: 102 = 100; 1002 = 10000; 10002 = 1000000; 
De esto se deduce, que la raíz cuadrada de un número 

menor que 100, será menor que 10, y, por consiguiente, 
tendrá una cífra\ la de un número mayor que 100 y 
menor que 10000, será mayor que 10 y menor que 100; 
luego tendrá dos cifras, etc. 

En la extracción de la raíz cuadrada entera conside­
raremos dos casos: 1.°, que el número sea menor que 100; 
2.°, que sea mayor que 100. 

284. PEIMEB, CASO. Extraer la raiz cuadrada entera 
de un número menor que 100. 

Escribamos la tabla de los cuadrados de los diez pri­
meros números: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, 
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100. 

Si se trata de hallar la raíz cuadrada de un número 
contenido en la segunda fila, el resultado será su corres­
pondiente en la primera. Así, ^ 64 = 8. Si se trata de 
otro número cualquiera, 73, por ejemplo, la raíz entera 
será, 8, porque, 64, es el mayor cuadrado contenido en, 
73, y el resto será, 9, por ser la diferencia entre, 64 y 73. 

La raíz entera de que hablamos tiene un error por de­
fecto menor que una unidad: añadiéndola una unidad, se 
tendrá la raíz con un error por exceso menor que una 
unidad. 

Así: de la limitación, 64 <^ 73 <^ 81, deducimos, ex­
trayendo la raíz cuadrada, 

8 < ^ T 3 < 9 . 
285. SEGUNDO CASO. Extraer la raiz cuadrada entera 

de un número mayor que 100, 
Consideremos en primer lugar un número mayor que 

100 y menor qu^ 10000, y tendrá por raíz cuadrada un 
número mayor que 10 y menor que 100, porque el cua­
drad- de 10 es 100, y el de 100 es 10000. 
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Sea, pues, el número, 3216. Por tener dos cifras su 
raíz cuadrada, se compondrá de decenas y unidades; 
luego si, 3216, es cuadrado perfecto, contiene las tres 
partes que forman el cuadrado de su raíz, que son (280): 
el cuadrado de las decenas, el duplo de las decenas por 
las unidades y el cuadrado de las unidades, y si, 3216, 
no es cuadrado perfecto, contendrá además un resto, que 
será la diferencia entre dicho número y el cuadrado de 
su raíz entera. 

Para hallar la cifra de las decenas de la raíz, debe­
mos recordar que el cuadrado de las decenas es un 
número exacto de centenas,(280); luego debe estar con­
tenido en las centenas de 3216, ó sea en, 3200: la raíz 
entera de 32, es 5 (283); entonces el cuadrado de 5, que 
es, 25, se puede restar de 32, y, por consiguiente, el 
cuadrado de 50, que es 2500, se podrá restar de 3200, y, 
con más motivo, del número propuesto, 3216; luego la 
raíz pedida es mayor que 50. Por otra parte, siendo 5 la 
raíz entera de 32, este número será menor que el cua­
drado de 6; luego, 3200, será menor que el cuadrado de 
60, y la diferencia será, cuando menos, una centena; en­
tonces también, 3216, será menor que el cuadrado de 
60, y, por consiguiente, la raíz cuadrada que buscamos 
estará comprendida entre, 50 y 60; luego su cifra de de­
cenas será, 6, 

Lo dicho se resume en las limitaciones: 
5 < i / 3 2 < 6 , 

de donde, 50 «< V 3200 < ! 60 
y también, 50 <^ V 32L6 ^ 60 
' De aquí se deduce: que partí hallar la cifra de las de­
cenas de la raiz, basta extraer la raíz cuadrada entera de 
las centenas del número. 

Restando de Li216, el cuadrado de las decenas de la 
raíz, que es, 2500. la diferencia, que es, 716, contendrá: 
el duplo de las decenas de la raíz por las unidades, el 
cuadrado de las unidades, y si el niímero dado no es 
cuadrado perfecto, el resto de la raíz. Como el duplo de 
las decenas por las unidades de la raíz es un númei'o 
exacto de dcenas (280), tiene que estar contenido en 
las 71 dec ñas de 716. Ah^ra, dividiendo 71 decenas, 
por 10 decenas, que es el duplo de las decenas de la 
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raíz el cociente será la cifra de las unidades^ ó un número 
mayor; porque en las 71 decenas de 716, puede haber 
decenas que hayan resultado del cuadrado de las unida­
des de la raíz y del resto, si le hay. E l cociente de 71 
entre 10 es, 7; pero como puede ser mayor que la cifra 
de las unidades, es preciso comprobarle: para esto se 
le une á la cifra de las decenas y se forma el número, 57; 
si el cuadrado de este número se puede restar de 8216, 
la cifra, 7, es buena, y si no será grande y se repetirá la 
comprobación, rebajándola una unidad. E l cuadrado de 
57 es, 3249, que no se puede restar de 3216; entonces la 
cifra, 7, es grande; sustituyamos la cifra, 7, por la, 6, y 
veremos que, el cuadrado de 56, es, 3136, y como este 
número es menor que, 8216, la cifra, 6, es buena; efec­
tuando la substracción, segúa está indicada á continua­
ción, el resto será, 80. 

3246 
502...25 

7'16 
562...31'36 

56 

10 

80 
El método de comprobación de la cifra de las unida­

des se puede simplificar, porque después de restar del 
número propuesto el cuadrado de las decenas de su 
raíz, sólo nos falta restar de la diferencia obtenida el 
duplo de las decenas por las unidades y el cuadrado 
de las unidades de la raíz: es decir, 2 . 50 X 6 -|- 6a. 
Pero estos dos números se pueden restar de una vez, 
porque se tiene: 
2 . 60 x 6 + 62 = (2 . 50 - f 6)6 = (100 - f 6)6 =106 x 6. 

Luego la cifra de las unidades se comprueba sumán­
dola co7i el duplo de las decenas de la raiz y multipli­
cando por ella, ó sea escribiéndola á la derecha del divi­
sor, 10, 
cifra. 

y multiplicando el resultado, 106, por dicha 

3246 
25 

71*6 
63 6 

80 

56 

106 
6 
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Si el producto obtenido es grande, se repite la com­
probación rebajando, de una en una unidad, el cociente, 
ó sea la cifra de las unidades de la raíz. 

De lo expuesto se deduce; que para hallar la cifra de 
las unidades de la raíz (cuando ya se ha hallado la cifra 
de las decenas y se ha restado su cuadrado del número 
dado) se separa la cifra de la derecha del resto, y lo que 
queda d la izquierda se divide por el duplo de la cifra de 
las decenas de la raiz; el cociente será la cifra de la? 
unidades ó un número miyor: para comprobarle se es­
cribe á la derecha del divisor, y el número que se forma 
se multiplica por el cociente y el producto se resta del 
dividendo y la cifra separada; si la substracción no es 
posible, la cifra comprobada es grande y habrá que re­
bajarla, una ó más unidades, hasta que el producto, for­
mado según hemos dicho, se pueda restar del dividendo 
y la cifra separada (*), 

286. Sea en general, N, un número cualquiera, cuya 
raíz cuadrada contenga decenas y unidades; si designa­
mos por d, las decenas de la raíz se tendrá: 

v r Ñ > ^ . i o , y v ' Ñ r < ( ^ + i ) i O ; " 
elevando al cuadrado ambas desigualdades, 

N > ^ 2 . 1 0 0 , y N < ( ^ + 1 ) 2 1 0 0 , 
y como 100, vale una centena, resultará, que el número 
de centenas contenidas en N, es igual ó mayor que d'1, 
y menor qde id -\~ l)2; representando por O, dichas cen­
tenas, se tendrá: 

C > ^ , y C < ( ¿ + 1 ) 2 , 
y extrayendo la raíz cuadrada, 

V l f > d, y ^ 0 ~ < ^ + i -

(*) Teniendo presente lo que hemos dicho en la d i v i s i ó n sobre el tanteo 
de la cifra del cociente (85), no necesitamos escribir la c i fra de las unidades 
de l a raíz hasta tener seguridad da que es buena; para esto, basta suponer 
que el dividendo es la diferencia que resulta d e s p u é s de restar el cuadrado 
de las decenas de la raíz , el divisor el duplo de las decenas sumado con l a 
cifra de unidades que se va á comprobar, y el cociente dicha c i fra de un i ­
dades. As í , en el ejemplo del texto, para comprobar la cifra, "7, el dividen­
do será , 716, el divisor. 107, y el cociente, 7, y podremos hacer mentalmen­
te l a c o m p r o b a c i ó n diciendo: 71 entre 10, á 7, y sobra 1, que con el 6. son 
16, pero 7 por 7 son 49; luego la cifra 7, es grande. L a c o m p r o b a c i ó n de 6 , 
ge hace, siendo el dividendo el mismo, Tlti , el divisor, 106, y el cociente, 6. 
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De lo cual se inñere qae: las decenas de la raiz cua­

drada de un número cualquiera, se obtienen extrayendo la 
raiz cuadrada de las centenas de dicho número. 

Designando ahora por u, las unidades de la raíz de 
K, y por R, el resto si le hay, se tiene: 
N = (^. 10 - f w.)'2 + R = ¿2 . 1 0 0 + 2 ^ . 10. w + «¿2 - f R ; 
restando, d2 . 100, 

N — . 100 = 2 d . 10 . ^ + ÍÍ2 + R. 
E l número, 2^ . 10 . u, vale, "2 . d .u , decenas, luego 

sumado con u2 - j - R, puede contener más de Idu dece­
nas; llamando, pues, D, al número de decenas conteni­
das en el resto, 2^. 10 . ̂  - j - ^2 + R, y se verificará: 

= D = 
D >• 2í/«, y por tanto, >> u, 

de donde se deduce que: si se extrae l i raiz cuadrada de 
las centenas de un número y el cuadrado de la raiz obte­
nida se resta de dicho número y se dividen las decenas 
del resto por el doble de la raíz hallada, el cociente entero 
es la cifra de las unidades de la raiz del número ó mayor 
que dicha cifra. 

Se comprueba el cociente elevando al cuadrado, 
^ . 10 - j - ^ si el resultado se puede restar de N , la cifra, 
u, es buena; si no, se le rebaja de unidad en unidad, 
hasta que se pueda hacer la substracción. 

En vez de formar el cuadrado de d . 10 -f- ̂  para res­
tarlo de N, se puede restar, 2^. 10 . % + u¿ , del residuo 
obtenido cuando se restó el cuadrado de, las decenas y 
por ser, 

M . 10 . w + u¿ = (2^ . 10 - f u)u, 
bastará, para formar esta expresión, escribir el cocien­
te, u, á la derecha del divisor, 2^, y multiplicar el resul­
tado por u, conforme dijimos en el ejemplo analítico del 
número anterior (*). 

287. Sea ya extraer la raíz cuadrada de un número 
cualquiera mayor que 10000: por ejemplo, 41624:?378. 

(*•) E l profesor puede elegir, s e g ú n l a capacidad de s u s alumnos, este 
ejeipplo l i teral ó uno n u m é r i c o , para demostrar la reg la de la raíz cuadrada . 
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Si suponemos la raíz cuadrada descompuesta en dece­
nas y unidades, las decenas se obtendrán extrayendo la 
raíz cuadrada de las 41624:3 centenas del número pro­
puesto. Pero el número 416243 es mayor que 100; por 
tanto su raíz cuadrada se compondrá de decenas y uni­
dades; luego por igual razón que anteriormente hallare­
mos las decenas extrayendo la raíz cuadrada de las 4162 
centenas del número 416243. 

Gomo el número 4162 es mayor que 100, pero menor 
que 10000, se hallará su raíz cuadrada como en el ejem­
plo anterior: 

La raíz cuadrada de 4162 es 64; por consiguiente, las 
decenas de la raíz de 416243 son 64; la diferencia entre 
el cuadrado de 64 decenas y 416243 es 6643; dividiendo, 
pues, este número por el duplo de 64 decenas, que son 
128 decenas, y procediendo como hemos explicado ante­
riormente, se halla la cifra 5, que unida á las dos ante­
riores, forma el número 645, que serán las decenas de la 
raíz de 41624378: la diferencia entre este número y el 
cuadrado de las 645 decenas de su raíz es 21878; por 
consiguiente, dividiendo este número por el duplo de 
645 decenas, que son 1290 decenas, y procediendo como 
anteriormente, se halla la cifra 1, que unida á las ante­
riores, forma el número 6451, que es la raíz cuadrada 
entera del número propuesto, con un error, por defecto, 
menor que la unidad, siendo 8977 el resto de la ope­
ración. 

Las operaciones se disponen como están indicadas en 
el ejemplo siguiente: 

41í6 2lA 3'7 8 
36 

5 6'2 
496 

6 6 4'3 
64 25 

2 1 8 7'8 
1 2 9 0 1 

8 9 7 7 

6451 

124 x 4 

1285 x 6 

12901 x 1 
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De los razonamientos anteriores se deduce la si­
guiente: 

REGLA: Para extraer la raiz cuadrada de un numero 
entero con menos de una unidad de error, se le divide en 
secciones de dos cifras, comenzando por la derecha, de 
modo que la última sección, que es la primera de la iz­
quierda, puede tener una ó dos cifras. Se extrae la raiz 
cuadrada de la primera sección de la izquierda, y se ten­
drá la primera cifra de la raiz: el cuadrado de esta cifra 
se resta de esta misma sección, y á la dtreclia del resto se 
baja la sección siguiente: del número que se obtenga se 
separa la cifra de la derecha, y lo que queda á la izquier­
da se divide por el duplo de la raiz hallada; el cociente se 
escribe á la derecha del divisor y se multiplica todo por 
el cociente, y el producto que resulte se resta del dividendo 
y la cifra separada; si la substracción no es posible, la 
cifra del cociente es grande, y se le rebaja, de unidad en 
múdad, hasta que la substracción sea posible y se obtenga 
el segundo resto; entonces la cifra ensayada será la se­
gunda de la raiz y se escribirá á la derecha de la primera. 
A la derecha del segundo resto se baja la tercera sección, 
se separa la cifra de la derecha, y lo que queda á la iz­
quierda se divide por el duplo del número formado por las 
dos cifras halladas de la raiz, y el cociente será la ter­
cera cifra de la raiz ó un número mayor, y se compro­
bará como anteriormente Se continuará del mismo modo 
hasta bajar la última sección, que dará la última cifra 
de la raiz, y el resto de la operación, si el número pro­
puesto no es cuadrado perfecto. 

288. Cuando un dividendo no contenga al divisor 
correspondiente, la cifra de la raíz es cero y se pasará á 
determinar la cifra siguiente considerando este dividen­
do como un resto. 

G?^ 8*9 2'8 9 
3 2'8 

O 4 9'2 8'9 
0 8 0 

8203 

162x2 
16403x3 

La operación se simplifica efectuando, como en la di­
visión ordinaria, los productos y substracciones simul­
táneamente, como en el ejemplo anterior. 

289. E l número de cifras de la raíz es evidenternen^ 
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te igual al número de secciones, luego será la mitad, ó 
la mitad más una que las que tenga el número. 

290. No se puede conocer á primera vista si un nu­
mero cualquiera tendrá raíz exacta; pero existen algu­
nos caracteres, llamados de exclusión, por los cuales se 
conoce que un número dado no puede tener raíz exacta. 

De la inspección de la tabla de cuadrados de los nú­
meros dígitos se deduce: que ningim número terminado 
m 2, B, 7 ú 8 puede tener raiz cuadrada exacta . porque 
Lin^úu cuadrado termina en estas cifras. 

Los cuadrados de los uúmeros terminados en ceros 
terminan en doble número de ceros, es decir, siempre 
en un número par de coros; luego ningún numero termi­
nado en ceros podra tener raiz cuadrada exacta, si el nú­
mero de ceros que le terminan es impar. 

Cuando se eleva al cuadrado un número terminado en 
6, el duplo de las decenas por las unidades que siempré 
es un número exacto de decenas (280), cou tiene en este 
caso el producto de 2 por 5, luego será un número exac­
to de centenas, y por consiguiente el cuadrado termina­
rá en 25. 
Así: 10-}-5) = ^ . 100 + 2 . ^ . 10 .5 + 62== 

= ^2 .10 + ^ . 100 + 26. 
Luego ningún número terminado en 5, puede tener raiz 

cuadrada exacta si la cifra de las decenas no es un 2. 
291. Si un número se descompone en factores primos 

y los exponentes de todos los factores son pares, tendrá 
raiz cuadrada exacta, y no la tendrá en el caso contrario 
(172). 

Cuando los exponentes de todos los factores son pares, 
la raiz cuadrada es el producto de los factores primos con 
exponentes mitades de los del número. 

Así: ^2* . 32 . 52 = 22 . 3 . 5. 
292. La prueba de la raíz cuadrada consiste en ele­

var al cuadrado la raíz y sumar el resultado con el res­
to, debiendo obtenerse el número dado. 

También se debe tener presente que si por miedo á 
ensayar alguna cifra grande, se pone en la raíz una ci­
fra menor que la verdadera, el resto correspondiente 
será igual ó mayor que el duplo de la raíz hallada más 
uno (282), y habrá que aumentar dicha cifra. 
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II. Raíz cuadrada de un número con menor error de una unidad 
fraccionaria dada. 

293, Hallar la faiz cuadrada de un número entero, 

fraccionario ó inconmensurable, con menos error de — , es 
n 

hallar el mayor número de n-ósimos contenidos en su raíz 
cuadrada. 

Así. si designamos poi' N , un número cunlqniera (en­
tero, fraccionario ó incoumeusutab.e) y por a?, el mayor 
número de n-ésimos contenidos en su raíz cuadrada se 
debe verificar: 

os í/TT x A - 1 
n n 

elevando al cuadrado los tres miembros, 
x2 , T (a? + l ) a 

n* n¿ 
multiplicando por- rí¿ resultará, 

ÍC2 < i V . % 2 < ( ^ + l)2 , 
de donde se deduce que a?2, es el mayor cuadrado entero 
contenido en iV. n¿ , y por consiguiente, so, será la raíz 
cuadrada entera, de la parte entera, del producto N . rí* 
(278). 

Luego: para extraer la raiz cuadrada de un número, 
N , entero, fraccionario, ó inconmensurable con menor 

error de — ,se extrae la raiz cuadrada entera de la parte 
n 

entera del producto N . n2 y se divide el resultado por n. 
EJEMPLOS: 
1.° Hallar la raíz cuadrada de 23 con menos error 

de * 
100 

Como el cuadrado de 100 es 10000, se hallará la raíz 
cuadrada entera de 230000 y se dividirá por 100. La raíz 
entera de 230000 es 479; entonces la raíz de 23, con me-

, 1 479 
nos error de — , sera, ̂  = 4'79. 
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3 1 
2.° Hallar la r a í z cuadrada de — , con meaos de — 

5 ' 61 
de error. 

El cuadrado de 61, es 3721, luego tendremos que ha­
llar la raíz entera de la parte eiuera de, 

3 x 3 7 2 1 U163 n 3 
= = 2232 - . 

6 5 6 
' 47 

La raíz entera de 22 >2, es 4i7, luego, — es la raíz cua-

6 61 
294. Conviene advertir que generalmente se piden las 

raices aproximaaas de los números con un error menor 

que ~ ¿ ó sea con n r^ras decimales exactas; y por con­
siguiente la regla anterior está reducida á multiplicar los 
números por VJ¿n, extraer la raiz entera, de la parte en­
tera, del producto y separar n cifras decimales en la raiz. 

La opt-ración de multiplicar un número por 102**, se 
hace: si el número es entero, añadieudo 2^ ceros; si es 
decimal de número limitado ó ilimitado de cifras, co­
rriendo la coma 2^ lugares: y si es fracción ordinaria, 
añadiendo al numerador, 2% ceros y hallando el cocien­
te entero que resulta de dividir por el denominador. 

EJEMPLOS: 
1. ° Hallar con menos error de 0,001, la raíz cuadra­

da del número inconmensurable, TC = 3,14159265 
Corriendo la coma 6 lugares á la derecha resulta el 

número, 3141592,65 y extrayendo la raíz cuadrada de 
la parte entera se obtiene, 1772; luego, 1,772, será la 
raíz con menos error de 1,001. 

2. ° Hallar con menos error de 0,01, la raíz cuadrada 
22 , , 

de -y • Se multiplica 22 por 10000 y se halla la raíz de 

220000 
la parte entera del quebrado, — - — = 31428,5 La 

raíz de 31428 es 177; luego la raíz pedida será, 1,77. 



— 144 — 

295. La raiz cuadrada de mi quebrado es igual a la 
raiz cuadrada del numerador partida por la del denomi­
nador. 

Es un caso particular del teorema (276). 
~a Así: v - b * /1 ' 

296. Para que un quebrado irreducible tenga raiz cua­
drada exacia, se necesüa que su numerador y denomina­
dor sean cuadrados perfectos {¿1^). 

Te VTe 4 
Así: I 2 25 A/25 5 
297. En particular: Para que una fracción decimal 

tenga raíz cuadrada exacta, se necesita y basta que el 
número de cifras decimales sea par y que, 'prescindiendo 
de la coma, el número que resulte sea cuadrado perfecto. 

Así: ^ 10,5625 = 3,25. 
Porque el numerador 105625 y el denominador 10000, 

son cuadrados perfectos. 

C A P I T U L O I I I 
LA RAÍZ CÚBICA 

I. Raíz cúbica de un número con menos error de una unidad. • 

298. Raiz cúbica de un número es otro número cuyo 
cubo es el propuesto. Así, 3 es ia raíz cúbica de 27, por­
que el cubo de 3 es 27. Raiz cúbica entera es la raiz cú­
bica del mayor cubo entero contenido en un número. 

La di ferencia entre un número y el cubo de su raiz cú­
bica entera se llama resto de la raiz cúbica. 

299. La raiz cúbica entera de un número cualquiera 
(entero, fraccionario ó inconmensurable) es la raiz cúbi­
ca en tera de su parte entera. 

La misma demostración que en la raíz cuadrada. 
En virtud de este teorema sólo nos ocuparemos, por 

ahora, en las raíces cúbicas de los números enteros. 
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300. É l cnho de la suma de dos números es igual, al 

cubo del primero, más el triplo del cuadrado del primero 
por el segundo, más el triplo del primero por el cuadrado 
del segundo, más el cubo del segundo 

Sean los números, a y b, tendremos: 
{a + bf = + bf + ¿) = ( « 2 + ^ab + ¿2 ) {a + b), 

pero, según reglas conocidas: 
(tf+Zab + ¿2) {a + b) = «3+^a¿b + abl¿ + a¿b + 2a¿2 + ¿3, 
y por ser, 2«2¿ + a¿b = 3a2b y ab2 +t Zab2 = 3ab2 , 
tendremos finalmente: {a -f- bf = a3-\- 3a2b-j- 3ab2 -f- ¿s. 

EJEMPLO: (4 + 8)3 = 43 + 3 . 4 2 x 8 + 3 . 4:X82 + 83. 
301. Si los sumandos expresan, uno decenas y otro 

unidades, se tendrá: ffl cubo de la suma de decenas y uni­
dades es igual, al cubo de las decenas, más el triplo del 
cuadrado de las decenas por las unidades, más el triplo 
de las decenas por el cuadrado de las unidades, más el 
cubo de unidades. 

Así: 
3478 = (340 + 7)3 = 3408 - f 3 . 3402 . 7 + 3 . 340 . 72 + 73 

En general, 
(Ú? . 10 4- w)3 = ^ . 1000 + 3^2 .100^2 + U . 10u2 + u* 

El cubo de decenas tiene el factor 1000, y, por consi­
guiente, es un número exacto de miliares, y el triplo del 
cuadrado de decenas por unidades es un número exacto 
de centenas. 

302. La diferencia de los cubos de dos números conse­
cutivos es igual, al triplo del cuadrado del menor, más el 
triplo del menor, más uno. 

Sean, a y a + 1, ios dos números consecutivos, ten-
dremos: 
{a + 1)3 = «3 + 3a2 . 1 + 3« . I2 + 13 = «3 + 3a2 + 3« + 1, 
y restando a3 , del primero y tercer miembro: 

[a + 1)3 — « 3 = 3^2 + 3^ + 1. 
303. E l resto de la raiz cúbica entera de un número 

es menor que. el triplo del cuadrado de la raiz, más el 
triplo de la raiz, más la unidad. 

Sea el número iV, a, su raíz cúbi.-a entera y R, el resto, 
tendremos: J V = «3 + [..ero siendo a3 , el mayor 
cubo contenido, en N , se tendrá iV (a - f l)3 , y 
como, {a ArVf — a? -f- 3«2 -f- 3« - f - 1 , se debe verifi-
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dar, a? + M <Cad + 3ar + 3a - j - 1, y restando a2 de 
los dos miembros, J¿ <^ 3a2 + 3« + 1. 

Los números, a y a + ,1, son las raíces cúbicas por de­
fecto y por exceso de iV, con menor error cada una de 
el i as de una unidad. 

304. Los culos de la unidad seguida de ceros son la 
unidad seguida de triplo número de ceros. 

Así* 
103 = ' 1000; 1003 = 1000000; 10003 = 1O0CO000OO. ... 

De esto se deduce que la raíz cúbica de uu número 
menor que 1000, será menor qu.- 10 y, per consiguiente, 
tendrá una cifra; la de un número mayor que 1000 y 
menor que 1000000, será mayor que 10 y menor que 100, 
luego tendrá dos c-ifr»s, etc. 

En la extracción d- 1M Í> íz • úbica entera considera-
» e i n > s dos < asi s: 1.°, qué el número sea n eno que litOO; 
2.°. que s e a mayor que 1000. 

3u5. PEIMER CASO. Extraer la raiz cúbica entera de 
un número menor que 10QO. 

La tabla de los cubos de los 10 primeros números es 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10, 
1 8 27 61 125 216 343 612 729 1000. 

Si se trata de hallar i a raíz cúbica de un número con­
tenido en la segunda fila, el resultado será su corres-

3 
pendiente en la primera. Así: V 729 = 9. Si se trata 
de otro número cualquiera, 814, por ejemplo, la raíz 
entera será 9, porque 729, es el mayor cubo contenido 
en 814. El resto será la diferencia eutre 814 y 729, es 
decir, 85. 

306. SEGUNDO CASO. Extraer la raíz cúbica entera 
de un número mayor que 1000. 

Consideremos primero uu número mayor que 1000 y 
menor que 100000; su raíz cúbica tendrá dos cifras, 
porque estará comprendida entre 10 y 100. 

Sea, pues, el número, 76423. Como la raíz de este 
número se compone de decenas y unidades, si, 76423 es 
cubo perfecto, se compondrá de las cuatro partes enun­
ciadas (301), y si no es cubo perfecto, contendrá además 
un resto, que será la diferencia entre dicho número 
y el cubo de su raíz cúbica entera. 

Para hallar la cifra de las decenas de la raíz, record a-



- Í 4 f — 

temos que el cubo de las decenas es un número exacto 
de millares (301); luego debe estar contenido en los mi­
llares de 76423, ó sea en 7G000: la raíz cúbica entera de 
76 es 4 (305); entonces el cubo de 4, que es 61, se puede 
restar de 76, y por tanto el cubo de 40, que es 64000, 
se puede restar de 76000, y con más motivo del número 
76423; luego la raíz pedida es mayor que 40. Por otra 
parte, siendo 4 la raíz entera de 76, este número será 
menor que el cubo de 5; luego 76000, será menor que el 
cubo de 50 y la diferencia será, cuando menos, un millar; 
entonces también el número, 76123, será menor que el 
cubo de 50, y, por consiguiente, la raíz cúbica que bus­
camos estará comprendida entre 40 y 60, de donde se 
deduce que la cifra de las decenas ile ¡a ruíz es 4. 

Es decir, que se veriñ-an las limitacio'tes iguientes: 
3 a 

4 < V 7Ü < 5, de donde 40 < v'TbOuO < 50 
3 

y también 40 < ^ 76123 < 50. 
En virtud de esto: para hallar la cifra de las decenas 

de la raiz cúbica, se extrae la raiz cúbica entera de los 
millares del número. 

Restando de, 76423, el cubo de las decenas de la raíz, 
que es 64000, la diferencia, que es 12423, contendrá: el 
triplo del cuadrado de las decenas por las unidades de la 
raiz, el triplo de las decenas por el cuadrado de las uni­
dades, el cubo de las unidades, y si el número no es cubo 
perfecto, el resto de la raiz. Como el triplo del cuadrado 
de las decenas por las unidades de la raíz es un número 
exacto de centenas (301), tiene que estar contenido en 
las 124 centenas de 12423. Akora, dividiendo, 124 cen­
tenas, por 48 centenas, que el es triplo del cuadrado de las 
decenas de la raíz, el cociente sera la cifra de las unida­
des ó un número mayor, porque en las 124 centenas de 
12423, puede haber centenas que hayan resultado del 
triplo de las decenas por el cuadrado de las unidades de 
la raíz, del cubo de unidades y del resto, si le hay. Efec­
tuando la división de 124 entre 48, el cociente es 2, y 
como puede ser mayor que la cifra de las unidades, te­
nemos que comprobarle: esto se une d la cifra de 
las decenas y se forma el número 42: si el cubo de este 
número se puede restar de 76423. la cifra 2 es hiena, si 
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no será grande y se repetirá la comprobación, rebaján­
dola una unidad. El cabo de 42 es 74038, y como este 
número es menor que 76423, la cifra 2 es buena; efec­
tuando la substracción según se indica á continuación, 
el resto será 2335: 

76*423 
40s 64 

124'23 
423 740 88 

42 

4800 = 3 . 40-2 

23 35 
307. Sea, N , un número y d, las decenas de su raíz 

cúbica, se tendrá: 
3 ^ 3 _ 
v N > d . 10, y V N < id + 1) 10, 

y elevando al cubo, 
N > ¿3 .1000, y N < (¿ - f l)3 1000, 

pero, por ser 1000 un millar, resulta que el número de 
millares contenido en !N, es igual ó mayor que ¿ 3 , y 
menor que {d-\-1)3 , representándole por M, se tiene: 

M > ^ , y M < ( ^ + 1 ) 3 , 
3 3 

y también \ ' M > d, y V M < ^ - f 1, 
Luego: las decenas de la raiz cúbica de un número se 

obtienen extrayendo la raiz cúbica de los millares de dicho 
número. 

Representemos por ?/, las unidades de la raíz cúbica 
de N , y por R, el re^to, si le hay, y se verifica; 
N = (¿ . 10 + u f - f R = 

==^3 . 10 )0 + . 100 . u + M . 10 . u¿ + u? 
y si restamos, d'* . 1000, 
N — d*. 1000 = U2.100 . u + M . 10 . u¿ + # + R. 

Ei número, 3d2 . 100 . es igual á 3í¿2 . u centenas; 
su mudo con '6d. 10 . u2 + ?í3 + R, puede contener nue­
vas centenas y por cousiguieute un nútn ro may.r que 
3^2 u. de modo que si desisrnam ~s por O, e! número de 
centenas coutHui.las en, M2 . 0 . + 3^. 10. U¿ + if i 
4- R, SH v e i ific , 

O -
C > W2 .11 > ¡mf la . i l .u . — > il. 

6a¿ U 
JEutuiices: si se extrae la raiz cúbica de los millares de 
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un número, y se dividen las centenas del resto por el t r i ­
plo del cuadrado de la raiz hallada, el cociente entero es 
igual ó mayor que la cifra de las unidades de la raiz. 

Para comprobarlo, se eleva al cubo, ^ . 10 -{ - si el 
resultado se puede restar de N , la cifra, ÍÍ, es buenu; en 
el caso contrario se la rebuja, de unidad en unidad, hasta 
que se pueda hacer la sustraccióu. 

308. Pasemos ya á la exU'acción de la raíz cúbica de 
un número mayor que 1000000: por ejemplo, hallar la 
raíz cúbica de 386671608. 

Si suponemos la raiz cúbica descompuesta en decenas 
y unidades, las decenas se obtendrán extrayendo la raíz 
cúbica de los 386671 millares del número propuesto. 
Pero el número, 386671, es mayor que 1000 y menor 
que 1000000; por tanto su raíz cúbica se compondrá de 
decenas y unidades, que se determinarán como en el 
ejemplo anterior. 

La raíz cúbica de 386671 es 72; por consiguiente, las 
decenas de la raíz de 386671608 son 72: la diferencia 
entre el cubo de 72 decenas y el número 386671608 es 
13423608; por consiguiente, dividiendo este número por 
el triplo del cuadrado de 72 decenas, que es 1565203, se 
obtendrá el cociente, 8, que se comprobará escribiéndo­
le á la derecha de 72, formando el número, 728, y ele­
vándole al cubo: como el resultado es 385828352, núme­
ro menor que el propuesto, la cifra, 8, es buena, la raíz 
entera por defecto es 728 y el resto es 843256. 

Las operaciones se disponen del modo siguiente: 
728 

72 728 
386*6 71{6 08 
313 

43 6*71 
373 2 48 

13 4 23 6^8 
385 8 28 3 52 

8 43 2 56 

728 72 5824 
144 1456 

147 = 3 . 72- 504 5096 
5184 529984 

15552 ^ 3.722 72 728 
10368 4239872 

36288 1059968 
373248 3709888 

385828352 
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De todo lo expuesto se deduce la siguiente: 
REGLA. Para extraer la r a ü cúbica de un número ente­

ro con menor error de una unidad, se le divide en seccio­
nes de ires cifras comenzando por la derecha, de suerte 
que la última sección ó sea la primera de la izquierda, 
puede tener una, dos ó tres cifras. Se extrae la raiz cubi­
ca dê  la primera sección de la izquierda y se tendrá la 
primera cifra de la raiz: el cubo de esta cifra se resta de 
dicha secciÓ7i y á la derecha del resto se baja la sección 
siguiente; del número que se obtenga se separan las dos 
cifras de la derecha, y lo que queda d la izquierda se di­
vide por el triplo del cuadrado de la raiz hallada; el co­
ciente se une á la primera cifra de la raíz y el número 
que se forme se eleva al cubo, y si el resultado se puede 
restar del número formado por las dos primeras secciones 
de la izquierda, el cociente sera la segunda cifra de la 
raiz y se escribirá d la derecha de la primera \ si el cubo 
formado no se puede restar de las dos primeras secciones 
de la izquierda, se rebaja el cociente, de unidad en un i ­
dad, hasta que dicha substracción sea posible. Después de 
restar el cubo del número formado por las dos primeras 
cifras de la raiz de las dos primeras secciones de la iz­
quierda, á la derecha del resto se baja la sección siguien­
te , se separan las dos cifras de la derecha y lo que c¡neda 
á la izquierda se divide por el triplo del cuadrado del nú­
mero formado por las dos cifras halladas de la raiz\ el 
cociente sera la tercera cifra de la raiz, ó un número ma­
yor y se comprobara como anteriormente Se continuara 
del mismo modo hasta bajar la última sección, que dará 
la última cifra de la raiz y el resto de la operación, si el 
número 7io es cubo perfecto. 

309. Ouaudo un dividendo no contenga al divisor co­
rrespondiente, la cifra de la raíz es cero y se pasará á 
determinar la cifra siguiente, considerando este dividen­
do como un resto. 

E número de cifras de la es igual al número de 
secciones, luego será el tercio ó el tercio más una , que 
las que tenga el número. 

310. Si un número se descompone en factores primos, 
y los exponentes de dichos factores son todos múltiplos de 
3, el número tendrá raiz cúbica exacta y no la tendrá en 
el caso contrario. 
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Cuando los exponentes de los factores primos son múl­
tiplos de 3, la raíz cúbica es el producto de los factores 
con exponentes iguales d la tercera parte de los que tienen 
en el numero. 

Así: v/23 . 36 . 53 = 2 . 32 . 5 . 

II. Raíz cúbica de un número con menor error de una unidad 
fraccionaria dada. 

311. Hallar la raiz cubica de un numero entero, 

fraccionario ó inconmensurable, con menor error de —, 
LL 

es hallar el mayor numero de u-ésimos contenidos en 
su raíz cúbica. 

Así, si designamos por iV, un número cualquiera (en­
tero, fraccionario ó inconmensurable) y por x, el mayor 
número de n-ésimos contenidos en su raíz cúbica, se debe 

.,. x 3 a? 4 - 1 , , , , , 
vermcar: —<^ V l v ^ > elevando al cubo los 

n 7 - v 7b 
a?3 _ + l)3 

tres miembros, —^<iN<C 5—> multiplicando 
n* w 

por %3 resultará: ¿p3 iV. ̂ 3 <C(^ + l)3 , de donde 
se deduce que, a?3 es el mayor cubo entero contenido en 
N . n3 y, por cousiguiente, a?, la raíz cúbica de la parte 
entera de JV. n* (298). 

Luego: para extraer la raiz cubica de un numero N , 
entero, fraccionario ó inconmensurable, con menor error 

de ^- , se extrae la raíz cúbica entera de la parte entera 
n 

del producto N . n3 y á-g divide el resultado por n. 
8 

EJEMPLO: Hallar la raíz cúbica de —-, con menos de 
— de error. 
12 

El cubo de 12 es 1728: luego tendremos que hallar la 
, . 3 x 1 7 2 8 

raíz cubica entera de la parte entera de, ' •• ^ = 
6184 4 5 

= 1036 —. La raíz cúbica entera de 1036.es 10] 
6 5 ' • 

http://1036.es
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luego — es la raíz cúbica de — , con menos error de —. 
6 12 5 ' 12 

812. Si se pide la raíz cúbica con un error menor qtte 
JQ» , se tendrá que miUtiplicar el número por 103N, ex­
traer la raíz cúbica entera, de la parte entera, del pro­
duelo y separar n c i f ras decimales en la raíz. 

EJEMPLOS: 
1. ° Hallar, con menos de 0,001 de error la raíz cúbi­

ca del número inconmensurable, TC = 3,141592653589 
Corriendo la coma nueve lugares á la derecha resulta 

el número, 3141592653.589.... y extrayendo la raíz cú­
bica de la parte entera se obtiene 1464: lueoro 1.464 es la 
raíz cúbica pedida, con menos error de 0,001. 

2. ° Hallar la raíz cúbica de 2, con menos error de 
0,0001. Se multiplica 2 por la unidad seguida de 12 ceros, 
se halla la raíz cúbica del producto, y se separan 4 de­
cimales. El resultado es 1,2599. 

318. La raiz cúbica de mi quebrado es igual á la raiz 
cúbica del numerador pariida por la raiz cúbica del deno­
minador. 

Es un caso particular del teorema núm. 276. 
3 3 

Así: 
3 

314. Para que un quebrado irreducible tenga raiz cú­
bica exacta, se necesita que su numerador y su denomina­
dor sean cubos perfectos (246). 

a _ 3 
. , . /125 VÍ25 5 Asi: \ • = • = —. 

315. En particular: Para que una fracción decimal 
tenga raiz cúbica exacta, se necesita y basta que el núme­
ro de cifras decimales sea múltiplo de tres y que, prescin­
diendo de la coma, el número que resulte sea cubo perfecto, 

Así: A/34,328125 = 3,25. 
Porque el numerador, 34328125, y el denominador, 

1000000, son cubos perfectos, 



SECCION SEGUNDA 
Comparación aritmética 

C A P Í T U L O PRIMERO 
Las razones g e o m é t r i c a s . 

316. La comparación de dos números se puede hacer 
por diferencia, por cociente y por raiz. 

Razón de dos números es el resultado de su comparación 
por diferencia, por cociente ó por raiz. Si los números 

a , * 
son, a y b, la razón podrá ser: a — b\ ~-; ó v u . 

La razón por diferencia recibe el, nombre de aritméti­
ca, y la razón por cociente, de geométrica. 

Sólo nos ocuparemos en las razones geométricas, por 
ser las únicas que tienen importancia por sus apli­
caciones 

317. La razón geométrica tiene la forma de un que­
brado ó cociente indicado, en que el numerador ó divi­
dendo se llama antecedente, el denominador ó divisor, 
consecuente, y ambos juntos, términos de la razón. Se es-

a 
cribe bajo una de las formas — 6 a \ b, y se lee: a esgeo-

o 
métricamente á b, ó simplemente, a es á b. 

Aunque las razones geométricas tienen la misma for­
ma que las fracciones ó cocientes, son expresiones mu­
cho más generales, porque sus términos pueden ser 
enteros, fraccionarios ó inconmensurables. Por consi­
guiente, aunque tienen las mismas propiedades que las 
fracciones, se necesita demostrar nuevamente, cuando 
menos, las fundamentales, porque los razonamientos que 
hacíamos en la teoría de los quebrados suponían que IQS 
términos de las fracciones eran enteros. 
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318. Si designamos por q, el valor de la razón, ^ , de 

la igualdad, — = q, se deduce, según la definición de la 
o 

razón, d — hq, es decir: el antecedente es igual al producto 
del consecuente por la razón. 

319. Una razón no varia, si se multiplican ó dividen 
sus dos términos por un número cualquiera. 

Sea la razón; — == de donde se deduce: 
o 

a = hq. 
Si multiplicamos por un número cualquiera, los 

dos miembros de esta igualdad, resulta: 
an = hnq, 

y dividiendo ambos miembros por bn, 
an a 
bn ^ b 

Si en vez de multiplicar, dividimos por n la igualdad, 
a — bq, resultará: a : n = (b : n) q 
. , . a: n a 

de donde, — q z= — 
b :n b 

En virtud de esto, las razones geométricas se pueden 
simplificar y se pueden reducir al mismo consecuente 
(denominador) como las fracciones (*). 

320. Cuando dos ó más razones tienen el mismo con­
secuente se suman y restan como las fracciones. 

Sean las razones, -̂ = q; ~- — q', de donde, 

a — bq, y a = bq', 
sumando miembro á miembro, 

a-\- a' — b {q -\- q'\ 
y dividiendo ambos miembros por ¿, 

{*) Cerno se han demostrado estas propiedades se puede demostrar que: 
S i el antecedente de una razón se mult ip l ica ó divide por un n ú m e r o c u a l ­
quiera, la razón queda mult ipl icada ó dividida por dicho n ú m e r o . S i e l 
consecuente de una razón se mult ipl ica ó divide por un n ú m e r o cualquiera , 
la razón queda dividida mult ipl icada por dicho n ú m e r o . Los alumnos pue--
dep hacer las demostraciones, como ejercicios. 
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a -\- a' , M A' 

___.=?+i? =? + _ 
Del mismo modo se demuestra el teorema de la subs­

tracción. 
321. F l producto de dos ó más razones es igual á la 

razón del producto de los antecedentes á los consecuentes. 
a . a a' I a" „ 
bean las razones, — — — 1 i tendremos: 

b b' o 
a — bq, a' = b'q , a = V'q , 

multiplicando miembro á miembro, resulta: 
aa'al' = bb'V'qq'q', 

y dividiendo por bb'll', 
aa'a a a' a 

Del mismo modo se demostraría para mayor número 
de razones. 

322. Dos razones son inversas cuando el antecedente 
, 7 , . f a b 

de cada una es consecuente en la otra. Asi, — y —, son 
b a 

dos razones inversas. 
E l producto de dos razones inversas es la unidad. 
^ - a b ah ^ 
En electo; >< = — = 1 . 

b a ba 
323. Para elevar una razón á una potencia, se elevan 

sus dos téminos á dicha potencia. 
Es un caso particular del teorema núm. 321. Así; 

an 
Kh 

324. Para dividir dos razones se multiplica la razón 
dividendo por la inversa del divisor, ó también se divi­
den término á término: 

Si tenemos, ~ — V, Y — ~ Q' •, 
' h ^ J b 

de donde, a ~ bq, y a' = b'q' 
multiplicando el primer miembro de la primera igual­
dad por el segundj de la segunda, y el segundo de la 
primera por el primero de la segunda, resulta: 

ab'q'~a'bq, 
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y dividiendo ambos miembros por a l q , 
ab' q a a 
a'b q' b ' b' ' 

m a^ ab'-.a'b' a'.a,' 
También se tiene (319): — = - = . 

a'b a'b : a'b' b : b' 
, . . ab' a a' a a' a : a 
o bien por ser, — = — : — , ss tendrá: — : - - = • 

ab b b b b' b : b' 
325. Para extraer una raiz de una razón, se extrae 

dicha raiz de sus dos términos. 
n n ^ 

Es decir, que tendremos: ^ / ^ r = • . 
v ' T 

porque las potencias de grado n de los dos miembros 
son iguales. 

CAPÍTULO íl 
Las proporciones geométr icas . 

326. Proporción geométrica es la igualdad de dos ra­
zones geométricas. 

La proporción geométrica se llama simplemente pro­
porción. 

Se escribe la proporción bajo una de las dos formas, 
a c , __ ? 0 a \ o : c : a, 
b d 

nosotros adoptaremos la primera por ser más cómoda. 
La proporción anterior se lee, a, partido por b, igual á 
c, partido d, ó mejor, a, es á b, como c, es á ^ 

E l primero y el tercer término se llaman antecectentes] 
el segundo y cuarto, consecuentes, por serlo asi en las 
razones que forman la proporción. El primero y último 
término se llaman extremos, y el segundo y tercero, me­
dios. Uno cualquiera de los cuatro se llama cuarta pro­
porcional entre los otros tres términos. 

327. TEOREMA FUNDAMENTAL. — En toda proporción 
el producto de los extremos es igual al producto de los 
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d C 
Sea la proporción, — = — reduciendo al mismo 

o d 
ad be 

consecuente, — = — y como las razones son igua-
hd bd 

iguales y sus consecuentes también lo son, se tiene que 
verificar, ad=bc . 

En virtud de esta propiedad se puede hallar un tér­
mino cualquiera de una proporción cuando se conocen 
los otros tres. 

Dividiendo por a los dos miembros de la igualdad 
be 

anterior, se tiene: d — — . Luego mi extremo es igual 
a 

al producto de los medios partido por el otro extremo. 
Dividiendo por b los dos miembros de dicha igualdad, 

ad 
se tiede: c — - y . Luego un medio es igual al producto 
de los extremos partido por el otro medio. 

EJEMPLO: 4 7 

Se tendrá: 

(i) 
(i) 7 x , 14; 7 

4 20 10" 
328. RECÍPEOCO del teorema fundamental. 8 i el pro­

ducto de dos números es igual al producto de otros dos, 
con lo? cuatro se puede formar una proporción, tomando 
por extremos los factores de uno de los productos, y por 
medios los del otro 

Si tenemos, ad—bc, dividi ndo por bd (un fac­
tor de cad<-t prodioto), ios dos miembros de la igualdad, 

resulta, — = — - , y suprimí-ndo en cada razón el 
bd bd 

a c 
factor común de los dos térmiuos, ~r = T • 

b d 
329 ETÍ virtud de estas p opiedades, una proporción 

se pued^ t-scribir de odos los modos que no aberen la 
igualdad de los productos de me ios extrem- s. Luego 
se puede cambiar entre si los medios, ó los extremos, y 
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poner los medios por extremos y los extremos por medios. 
Resulta de esto, que una proporción se puede escribir 
de los ocho modos siguientes: 

a c a b d e d h 
b d 1 c d 1 h a 1 c a 1 
b d b a c d c a 
a c 1 d c 1 a b 1 d b 

30. Si d')S proporciones tienen una razón común con 
las otras dos. se puede 'ormar una proporción 

a c a e . 
btan ias propoieiones: — = — , y, — = — , dos 

1 F b d ' ^ b / ' 
cosas iguales á una tercera son iguales entre sí, luego, 

c e 
~ d = ~ f ' 

331. Si dos proporcio?ies tienen iguales antecedentes, 
ó iguales consecuentes, con los otros cuatro términos se 
puede formar proporción. 

„ . a c a c 
oean las proporciones, — = = - - , y, — = ~ , 

u cL c 
cambiando de lugar los medios (329), 
a b & « - \ ,nnn, b e 

— = - - , y, — = - 7 , de donde (330 , — — . 
c d c f d f 

332. En toda proporción, la suma ó diferencia de los 
antecedentes, es d la suma ó difereucia de los consecuen­
tes, como un antecedente, es á su consecuente. 

Sea la proporción, —-==-—. 
b d 

Si llamamos g al valor de la razón, tendremos (318): 
a = i bg , y , c ~ d g , sumando y restando ordenada­
mente, a + c = {b + d)q , y , a — c = {b — d)q, divi­
diendo la primera por # + ^, y la segunda por b — d, 

a + c a a — c a 
y ^ T = q ==~b \ Y ~ d r = i q ="~b:' 

* , , ., a - f c a — c 
de estas resulta también, -—.—; = y cam-

b + d b — d • 

blando entre sí los medios, • = . 
a — c b — d 
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E l enunciado de esta última proporción es: La snmcl 
de los antecedentes, es á su diferencia, como la suma de 
los consecuentes es d su diferencia. 

333. En toda proporción, la suma ó diferencia de los 
términos de la primera razón, es d la suma ó di ferencia 
de los de la segunda, como un antecedente es d otro, ó co­
mo un consecuente, es á otro. 

- . a c . . . 
bea la proporción, — = —? OHmblando entre si los 

o d 
'> a h • i , 

medios, se tduü a ~ = — , y en virtud de teorema. 
c d 

a + 6 a h a — b a h 
an enor, c ^ c ^ ' c.— ¿ c d ' 

m i / i - a + b c + d , ' , T 
Tatiib.en se obtiene: = , de donde: La 

a— o c — d 
suma de, los términos de la primera razón, es á su dife­
rencia, dmo la suma de los términos de la segunda razón, 
es d su diferencia 

334. Si se multiplican término á término varias pro­
porciones, los productos forman %ma proporción. 

- a c a' . c' a c" 
Sean Jas proporciones, - = —, TT = ~^ i 77" = ~^-

o d o d a d 
Multiplicando miembro á miembro resulta, 

a a' a" c c' c 
h ^ Y ^ ¥ = d ^ 1 " 

a a d' c c' c" 
j efectuando según la regla (321), „ ' , . 

O O 0 . (L 0/ QJ 
335. Si los cuatro téi-minos de una proporción se ele­

van á una misma potencia, los resultados forman pro­
porción 

«a i a c oea la proporción, — ==— . 
b d 

Elevando los dos miembros á la potencia n, 
an cn 
bn ~~ dn " 

336. Si se dividen término á término dos proporcio­
nes, los cocientes forman proporción. 

( a \n / c \n 
y ) = ( ~ ) de donde (323), 
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CH . a c á ' c' 
íáean las proporciones: —- = — , —- = — 

o a o d 
Dividiendo miembro á miembro resalta, 

a c a c' 
I d V d' 

a : c a' '. 
y efectuando según la regla (324) 
J & b \ d V \ d 

337. Si de Jos cuatro términos de una proporción se 
extrae la misma raiz, ¡os resultados forman proporción. 

a c 
Sea la proporción, —-==—-. 
Extrayendo de los dos miembros la raíz del grado ^, 

n n 

n n 

V a V e 
y efectuando según la regla (325), — __ ~ • 

A/T V d 
338. Se llama proporción continua la que tiene los 

términos medios iguales. 
Así: ~r = —, es una proporción continua. 

o c 
El teorema fundamental, (327), en la proporción 

continua es: el cuadrado del término medio es igual al 
producto de los exiremos. Puesto que el producto de los 
medios es un cuadrado, tendremos, pne<, ¿2 = ac, y 
extrayendo la raíz cuadrada, b ~ "</ac , luego, el 
término medio es igual a la raiz cuadrada del producto 
de los extremos. 

Los términos desiguales, « ó ¿?, se llaman terceras pro­
porcionales entre ¿ y c, ó entre b y a; y el término, b} 
media proporcional entre a y c. 

339. Por extensión, se llama media proporcional ó 
media geométrica entre n cantidades ó números, la raíz 
n-ésima de su producto. 

8e llama media diferencial ó medÁa a?'itmética entre n 
cantidades ó números, la n-ésima parte de su suma. 
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Así. la media diferencial entre los números, 7,4; 12.05: 

8,04; 6,12, es, 
7 ^ + 12,05 + 8,04 + 6,12 = 33,61 = 8 ^ 

4 4 ' 
Las medias aritméticas tienen muchas aplicaciones en 

las ciencias físicas y sociales., 

S E R I E S DE RAZONES I G U A L E S 

340. Se llama serie de razones iguales la expresión de 
la igualdad de tres ó más razones. 

Así: a a a!' 

Razón de la serie es el valor común de todas las 
razones. 

341. En toda s rie de razones iguales: la suma de 
los antecedentes, es d la de los consecuentes, como un an­
tecedente, es á su consecuente 

Sea la serie de razones iguales, 
a a a 
y ^ y ^ y 

y sea. q, el valor de la razón, tendremos: 
a — hq, a' = b'q, a — b"q 

sumando miembro á miembro, 
& a' -\- d' + — {J)-\-b'-\- h" -f )q, 

y dividiendo por b b' -{- b" 4- los dos miembros, 
a -f- a' -\- a -\- a a' d' 
¿ _|_ ¿' _|_ ¿" _|_ 1 h V b" 

342. PROBLEMA. Dividir un número. A, en partes 
proporcionales á otros números dados, a, b y c. 

Sean, o?, y, z, las tres partes desconocidas en que se 
ha de dividir el número A. 

Por ser proporcionales á a, b y c. se debe tener: 
x y z 
a b e ' 

n 
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de donde (341), 
x y z {o-^- y -\-z 
a h c a h -^c 

y por sev x -\- y z = A, 
x y z A 
a b c a -\- b c 

De las proporciones formadas por la última razón y 
cada una de las otras, se deduce (327), 

A . A . 
x = a x . 7 , , y = b x - , 

a -j-o -\-c a -\- o -\- c 
A 

z = cx__ 
a -\- b -\- c 

Estos resultados se pueden enunciar en la siguiente: 
'; EEGLI. Para dividir un número, A, en partes propor­

cionales á otros -varios a, b, c se vivide el número A 
por la suma de los números a, b, c á los cuales lian de 
ser proporcionales las partes de k , y el cociente obtenido 
se multiplica por cada uno de dichos números. Los pro­
ductos son las partes del número A , que nos proponemos 
hallar (*). 

(*) Debe observarse que este m é t o d o no exige ttiás q u é una d i v i s i ó n y 
s i á las partes y, z les d i é r a m o s la forma, 

.i; = A X , , , , ?/ = A X a - f i + o a-[-6-f-c 
la regla resu l tar ía de m á s fácil enunciado, pero de m á s di f íc i l a p l i c a c i ó n ; 
porque las divisiones s er ían tantas corao partes debe contener el n ú m e r o A . 



SEGUNDA PARTE 
A P L I C A C I O N E S D E L A A R I T M É T I C A 

C A P I T U L O PRIMERO 
Numeración y propiedades de los concretos. 

343. Hemos dicho (3) que número concreto es el que 
expresa la naturaleza de la unidad generatriz. Así: 
3 arrobas, 7 litros, etc., son números concretos. 

Los concretos son homogéneos cuando expresan uni­
dades de la misma naturaleza, por ejemplo: 6 varas, 
12 varas, 9 pulgadas, etc.; son heterogéneos cuando ex­
presan unidades de distinta naturaleza, por ejemplo: 
4 pesetas, 3 arrobas, 2 tinteros, etc. 

La unidad se impone en los números concretos cuan­
do están formados por una pluralidad de objetos iguales 
(5), si estos objetos no se pueden descomponer en partes 
sin destruirlos, pero en general la magnitud que se trata 
de medir es continua y se puede elegir arbitrariamente 
la unidad ó talón que ha de servir para todas las del 
mismo género. Además de la unidad principal dentro de 
cada genero se consideran otras que sean múltiplos j 
submúltiplos suyos, para evitar la formación de números 
muy grandes ó excesivamente pequeños, porque en uno 
y otro caso sería difícil formarse idea exacta de la can­
tidad medida, y además las operaciones del cálculo serían 
más complicadas. 

Dentro de un mismo género, también adquirimos la 
noción de las unidades de distinto modo, según es su ta­
maño. Así: nos formamos idea de lo que es un kilóme­
tro, recorriéndole á pie en una carretera, y de un 
decímetro ó centímetro, mirando una escala que conten­
ga estas medidas. 

344. Las principales cantidades que se consideran 
en la Aritmética son los géneros siguientes: de longi-
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tud, de superficie, de volumen, de peso, de tiempo y de 
dinero. (*) 

E l conjunto ordenado de unidades relativas á estos gé­
neros de cantidades se llama, sistema de pesas, -medidas, 
monedas y cronométrico. 

345. Para reconocer como bueno un sistema de pe­
sas, medidas y monedas, debe llenar varias condiciones; 

1. a Debe ser Jijo, para que no se introduzcan erro­
res con el trancurso del tiempo, que influirían no sólo 
en las transacciones comerciales, sino que impedirían 
formarse una idea de la exactitud de nuestros trabajos 
científicos á las generaciones futuras, como no nos la 
formamos nosotros, de muchos llevados á cabo por las 
generaciones pasadas. 

2. a Deben relacionarse los múltiplos y submútiplos 
de la unid,ad principal, como se relacionan los diversos 
órdenes de unidades eu nuestro sistema de numeración; 
con esto conseguiremos la brevedad en las operaciones 
numéricas. 

3. a Deben relacionarse de una manera sencilla las 
unidades de diversos géneros que comprende, con lo cual 
se simplifican los cálculos en muchos problemas de las 
Matemáticas ó sus aplicaciones. 

4. a Debe ser, si es posible, universal, con lo cual se 
facilitarán las transacciones comerciales dentro de cada 
Estado y aun entre todas las Naciones. 

E l sistema métrico decimal, cumple mejor que ningu­
no las condiciones anteriores. 

El antiguo sistema de pesas y medidas de Castilla, no 
cumple las condiciones enunciadas arriba; porque los 
talones no son fijos; ni los múltiplos y submúltiplos de 

(*) Los f í s i cos han estudiado el problema de reducir al menor n ú m e r o 
posible las unidades fundamentales que s irven para valuar todo g é n e r o de 
magnitudes, midiendo directamente las de los g é n e r o s de unidades e l e g i ­
das é indirectamente las d e m á s . Hoy se puede considerar el problema casi 
resuelto, adoptando tres unidades principales y primitivas que son !a de 
l ong i tud , la de tiempo y la de masa; pero podrían adoptarse la de l o n g i l v d , 
la de tiempo y l a de fuerza , ó las dos primeras y la de e n e r g í a . 

Nosotros consideramos como unidades fundamentales la de l o n g i t u d , la 
de tiempo y la de masa: l lamaremos á la unidad de masa, unidad de peso, 
porque as í se hace generalmente confundiendo l a masa con el peso, y sobre 
todo porque es m á s clara para los alumnos que no tienen conocimientos de 
M e c á n i c a . L a unidad monetaria sirve para establecer el valor convencional 
de las cosas. 
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las unidades principales guardan relación con -los órde­
nes de unidades del sistema de numeración; ni se pue­
den relacionar unidades de diversos géneros con núme­
ros sencillos, ni es universal, sino á lo sumo nacional. 

cü S I S T E M A MÉTRICO DECIMAL 

346. En el sistema métrico decimal, la unidad prin­
cipal de longitud se llama metro y es la diezmillonésima 
parte del cuadrante del meridiano que pasa por Pa r í s , 
suponiendo la medición hecha al nivel del mar. Se de­
signa abreviadamente por el símbolo m. 

La definición del metro no es exacta, porque el cuarto 
del meridiano terrestre es un'vyor que diez millones de 
metros: según Clarke, tiene 10001869 metros; este nú­
mero se rectificará con el tiempo, pues las dos últimas y 
quizás las tres cifras de la derecha son inexactas. 

Pero aunque no sea exacta, la han tomado como pun­
to de partida para la construcción de los metros proto­
tipos, la Comisión internacional de Pesas y Medidas, 
auxiliada por el Comité ejecutivo, que presidía el gene­
ral Ibáñez. 

E l metro que ha servido de hase al sistema métrico 
pertenece á Francia, es el prototipo llamado de los A r -
chivos; consiste en una regla de platino cuya longitud, de 
extremo á extremo, se creyó igual á la diezmillonésima 
parte del cuadrante de meridiano. En su determinación 
tomaron parte muchos sabios, principalmente Delam-
bre, Mechain y Borda; y entre los españoles Ciscar. 

Se hizo la entrega oficial de este metro el 4 de mesi-
dor del año V I I de la República (22 de Junio de 1799). 

Desde 1870, en que se organizó la Oficina internacio-
de Pesas y Medidas, hasta 1889, en que han terminado 
las principales operaciones relativas al metro y al kilo­
gramo, se han llevado á cabo muchos trabajos en que 
los más importantes, por relación al metro, han sido 
construir 30 reglas de platino con un 10 por 100 de 
iridio, cuya sección tranversal tiene la forma aproxi­
mada de una X , y cuya longitud es unos 102 centíme­
tros: estas reglas tienen cerca de cada extremo tres pe­
queños trazos, muy próxiipos entre sí á medio milíme-
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tro de distancia, y la longitud del metro la distancia 
entre los dos trazos centrales. 

De las treinta reglas se eligió para talón prototipo in­
ternacional la señalada con el número 6, cuya longitud 
se aproximaba más al metro de los Arcliivos; en todos 
los documentos de la Oficina internacional de Pesas y 
Medidas, se le designa con la letra gótica líT. 

Su longitud de esta regla á cero grados es un metro, 
y designando por la letra griega, [¿, la millonésima de 
metro y por, t, una temperatura cualquiera la longitud, 
á esta temperatura, es: 

m = lw + 8^,6611 + OIJ-,001 ¿2. 
En septiembre de 1889 se celebró en París una confe­

rencia general de la Convención internacional del Metro 
(presidida por M. Des Cloizeaux y en la que representó 
á España el general Ibáñez), en cuya conferencia se 
aprobaron los trabajos que durante veinte años se habían 
llevado á feliz término, y se hizo el sorteo de los talones 
prototipos en platino iridiado, adjudicándose á cada Na­
ción los que había comprado. Se acordó que los prototi­
pos internacionales se depositasen en la cueva profunda 
del Observatorio de Breteuil, con todas las formalidades y 
precauciones que merecía el inmenso valor de las alhajas 
que se depositaban y de cuya custodia se hacía Francia 
responsable, y se leyó el acta levantada con este motivo 
en la última sesión de la conferencia, el día 28 de sep­
tiembre. 

Como resultado del sorteo, le correspondieron á Espa­
ña dos metros prototipos, en platino iridiado, señalados 
con los números 17 y 24. 

La expresión de la longitud de estos metros á la tem­
peratura ¿, es: 

Talón núm. 17 = 1™ - f 0 , 9 + 8."- ,653 t + 0^,001 ¿2. 
Talón núm. 24 = lm + 1 ,̂8 - f 8is670 t + O,00i t>¿ • 
La unidad principal de las medidas de peso ó pesas, 

se llama kilogramo; es el peso del agua destilada a Agra­
dos centígrados, que puede contener un cubo cuya arista 
es la décima parte de un metro: se designa con el sím­
bolo, hg. 

Tampoco esta definición ê  exacta, porque según tra-
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bajos hechos por la Comisión iuteruacional de Pesas y 
Medidas, se ha visto que es errónea probablemente '2 
diezmilésimas de kilogramo. 

Cuando se construyó el kilogramo prototipo de los 
Archivos, hace ya más de un siglo, se advertía que el 
peso del agua se había de reducir al vacío, y nada se ad­
vertía respecto de la latitud, y como el peso varía con la 
latitud, es prueba de que le consideraron como igual á 
la masa. 

La Comisión iuteruacional, define el kilogramo d i ­
ciendo que es la unidad de masa y ha adoptado como 
prototipo internacional un kilogramo de platino iridia­
do que pesa exactamente igual que el de los Archivos. 

Además del citado construyó otros 40 también de 
platino con 10 por 100 de iridio, que tienen la forma de 
un cilindro de igual altura que el diámetro de la base 
y cuyas aristas están ligeramente redondeadas. 

E l prototipo internacional se designa con la letra gó­
tica l i , y está depositado con el metro en el Observato­
rio de Breíenil y los prototipos nacionales se sortearon 
cuando los metros y á España le correspondieron los 
que llevan los números 3 y 24. 

Designando por mg, la millonésimas parte del kilo­
gramo (el miligramo) los pesos de los prototipos ó talo­
nes españoles son: 

Talón núm. 3 = l1^' — 0m^,02i, 
Talón núm. 24 = lk^ - - 0in^,191, 

La unidad principal de las medidas superficiales es el 
metro cuadrado, ó sea, ún cuadrado cuyo lado es un me­
tro: se designa por el símbolo, . 

La unidad principal de las medidas de volumen es el 
metro cúbico, ó sea, un cubo cuyo lado es un metro: se 
designa por el símbolo m¿ (*). 

La unidad principal de las medidas de capacidad es 
el litro, ó sea, la capacidad de un cubo que tenga por 
arista la décima parte del metro: se designa por el sím­
bolo,. I , 

(*) Cubo es el espacio cerrado por se is cuadrados iguales que se l l a ­
man caras; los lados de los cuadrados se l laman aristas. Un dado de j u g a r 
tiene la forma de un cubo 
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A petición de M. Brocha la Oomisióu iuteruacional ha 
adoptado una nueva definición del litro, diciendo que es 
el volumen ocupado por la masa de un lúlogramo de agua 
pura d su densidad máxima y bajo la presión de una 
atmósfera normal. 

Este litro será la unidad de vohünen en los trabajos 
de gran precisión, según acuerdo de la Conferencia ce­
lebrada por la Comisión el 16 de Octubre de 1901. En 
todos los demás casos la unidad de volumen será el me­
tro cúbico. 

La unidad principal para medir el tiempo es el dia 
solar medio, que es aproximadamente el tiempo transcu­
rrido entre dos pasos- del sol por el meridiano ó lo que 
tarda la tierra en verificir una rotación completa alre­
dedor de su eje (*). 

La unidad principal monetaria es la peseta, moneda 
de plata que pesa 5 gramos. 

347. Las unidades de cada género en el sistema mé­
trico decimal se derivan de la unidad principal, multi­
plicándola y dividiéndola por diez. Los nombres de los 
múltiplos de la unidad principal en cada género de uni­
dades se forman anteponiendo al nombre de dicha uni­
dad principal (**) las palabras griegas deca, liecto , Kilo 
y miria, que significan diez, ciento , mil y diez mi l . Se 
designan por las abreviaturas (***) 

da. h. k. M. 

(*) L a def in ic ión del texto no es exacta, porque el tiempo transcurr ido 
entre dos pasos del sol por el meridiano es el día solar verdadero, que no 
pu' de servir de unidad por no ser medida fija. L a def in ic ión del d ía solar 
medio se puede referir al a ñ o t róp ico ó al d ia sideral Los alumnos que quie­
ran adquirir conocimientos sobre este asunto p u e d e » consultar a lguna obra 
de G e o g r a f í a a s t r o n ó m i c a ó C o s m o g r a f í a : aquí nos limitaremos á decir que 
el a ñ o t róp ico es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos equinocios, 
que en s u d e t e r m i n a c i ó n se comete un error inferior á un minuto y como 
se tienen observaciones aceptables desde hace m á s de un siglo, este error 
dividido por 100 es despreciable. 

E l año trópico se compone de 365,242253 d i a t solares medios, ó sea de 365 
d í a s solares medios, 5 horas, 48 m i n u t o s , 50,918 segundos. 

{**) L o s nombres de los m ú l t i p l o s y s u b m ú l t i p l o s de las unidades de 
peso se derivan del g ramo y no del k i logramo, que es la unidad pr inc ipa l , 

(***) L a C o m i s i ó n internacional a d o p t ó , solo letras m i n ú s c u l a s , y para 
d is t inguir deci, de deca, des ' .gnó esta ú l t i m a con las letras, da. Para la p a ­
labra •m/Ha, no a d o p t ó abreviatnra, y para tonelada m é t r i c a y q u i n t a l mé­
t r i co , las letras, t, y q, y a d e m á s las letras griegas que citamos m á s a d e ­
lante. 
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Los nombres de los submúltiplos ó divisores de la uni­
dad principal, se forman anteponiendo las palabras deci, 
centi, mi l i , que significan décima, centésima y milésima 
parte, se designan por los símbolos, 

d. c. m. 
348. LAS UNIDADES DE LONGITUD SON 
Meg-áiiK'tro (Meg. r,¡) = 1000000 w 
Miriá metro (Mm) ~ 10000 
K i l ó m e t r o {km) 
H e c t ó m e t r o (hm) 
D e c á m e t r o (dam) 

Un idad p r i n c i p a l : 
; d e c í m e t r o (dm) 

c e n t í m e t r o {cm) 
m i l í m e t r o {mm) 

m i c r ó n (p.) 

1000 
100 
10 

m e t r o (w) 
0,1 
0,01 
0,001 

0,000001 

100Ü k m 
10 hm 
10 hm 
10 davi 
10 m 
10 dm 
10 cm 
10 mm 

1000 (JL 

1000 m u. 

(*): 
| Astronomia. 

I G e o g r a f í a . 
) Med. i t ine ra r i a . 
I A r t i l l e r í a . 
) A g r i m e n s u r a . 

| Comercio 
< I n d u s t r i a . 
| Ciencia. 

í M e t r o l o g í a . 
I Espectroscopia, 
( Microscopio . 

m i l i - m i c r o n ( m ¡ j . ) ~ 0,000000001 

349. Si, ABGD (Fig. i.a), representa un metro cua­
drado y dividimos los lados en 10 partes iguales, cada 
parte representará un decímetro, üuiendo ahora los 
puntos de división de los lados opuestos, AD y BC, por 

F i g . 1.a 

medio de !as rectas indicadas en la figura queda dividi­
do, el metro cuadrado, en 10 fajas de un metro de largas 
y un decímetro de alias: si después se unen los puntos 

(*) L a s necesidades de l a ciencia han motivado l a a d o p c i ó n de m ú l ­
tiplos y s u b m ú l t i p l o s superiores al m i r i á m e t r o ó inferiores al m i l í m e t r o . 
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de división de los otros dos lados, AB y OD, cada faja 
queda dividida en 10 decimetros cuadrados. De suerte 
que el metro quedará dividido en 10 x 10 = 100 decíme­
tros cuadrados. 

Igualmente se verifica que cualquiera unidad superfi­
cial tiene 100 unidades del orden inmediato inferior. 

LAS UNIDADES SUPERFICIALES SON : 
i Mir iámetro cuadrado ( l ima) = 100000000 w a 
) Ki lómetro cuadrado (Ama) =: 1000000 

10000 
100 

1 
0,01 
0,0001 
0,000001 

100 fema 
100 hmv 
100 dam'¿ ~ l ha 
100 ma 
100 dma 
100 m a 
100 « i m a 

— 1 a 
= l ca 

•g j H e c t ó m e t r o cuadrado (/wna) — 
a ( D e c á m e t r o cuadrado (dama) = 
Unidad principal: metro cuadrado = 
S í Dec ímetro cuadrado ( dm?) = 
S l Cent ímetro cuadrado (cma) = 
g V Mi l ímetro cuadrado (mma) = 

350. El decámetro cuadrado tambiéu se llama área 
y se designa por la letra, a: el hectómetro cuadrado se 
llama entonces hectárea, (lia), y el metro cuadrado cen-
tiárea, se designa por, (ca). 

Estas unidades se emplean en la medición de las 
de las propiedades rústicas, por lo cual se llaman 

agrarias. 
351. Si, ABCDEZ (Fig. 2.a), representa un metro cú-

F i g . 2.a 

D . G 

Meo y la cara superior, ABOD, que será un metro cita-
d/Tado? se divide en 100 deoimetros cuadrados y para cada 
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uno se construye un cubo cuya arista sea un decímetro, 
resultará una capa que contendrá 100 decímetros cúbicos. 
Si, AE, se divide en 10 partes iguales, cada una será de 
un decímetro y resulta que separada la primera capa de 
decímetros cúbicos, con lo que resta del metro cúbico, 
se podrían construir otras 9, iguales á ella: por lo cual 
el metro cúbico contiene, 100 x 10 = 1000, decímetros 
cúbicos. 

Igualmente se verifica que cualquiera unidad cúbica 
contiene 1000 unidades del orden inferior inmediato (*). 

LAS UNIDADES CÚBICAS SON: (**) 
U n i d a d p r i n c i p a l : m e t r o c ú b i c o (m3) = 1000 di}Vi 

D e c í m e t r o c ú b i c o (dm3) = 0,001 «i3 = 1000 c/u3 
{ C e n t í m e t r o c ú b i c o (cm3) = 0,000001 = : 1000 m/u3 

M i l í m e t r o c ú b i c o (m/n3) = 0,000000001 

352. LAS UNIDADES DE CAPACIDAD SON: 

M ú l t i p l o s . 
K i l o l i t r o {Id) = i m o i 
H e c t o l i t r o (lü) = 100 
D e c a l i t r o {dal) = 10 

U n i d a d p r i n c i p a l : l i t r o (£) 
( D e c i l i t r o [di) = 0,1 

n-v—n.^ ) C e n t i l i t r o (cÓ = 0,01 
U1Vlb01üte- - M i l i l i t r o (mí) = 0,001 

( M i c r o l í t r o (X) = 0,000001 

= 10 h l 
= 10 d a l 
= 10 l 
— Í0 di = 1 dia:] 
= 10 el 
= 10 mi 
= 1000 X ~ 1 CIIL:Í 

— 1 mnfl 

363. LAS UNIDADES DE PESO SON: (***) 
[ T o n e l a d a m é t r i c a (t) = 1000 kg = 10 q 
\ Q u i n t a l m é t r i c o (q) r= 100 — 100 kg 

M ú l t i p l o s . { K i l o g r a m o (kg) = 1000 g = 1 0 hg 
H e c t o g r a m o (hg) = 1 0 0 = 1 0 dag 
D e c a g r a m o (dag) — 10 ~ Í0 g 

U n i d a d p r i n c i p a l : g r a m o (g) = 10 dg 
! D e c i g r a m o {dg) ~ 0,1 == 10 cg 

n i v i * m . p * C e n t i g r a m o {cg) = 0,01 = 10 mg 
u m s o i e s . j M i l i g T a m o (mg) 0)001 _ 1000 ^ 

( M i c r o g r a m o (Y) = 0,000001 

(*) E s eonvenieute tener en la clase un d e c í m e t r o c ú b i c o cuyas caras 
e s t é n divididas en c e n t í m e t r o s cuadrados; a d e m á s debe serrarse á la a l tura 
de un c e n t í m e t r o , para que los alumnos se convenzan de que, conteniendo 
l a capa separada cien c e n t í m e t r o s , el d e c í m e t r o c ú b i c o c o n t e n d r á m i l . 

(**) No se suelen emplear los m ú l t i p l o s del metro c ú b i c o . 
(***) Los nombres de tonelada m é t r i c a y quintal m é t r i c o no s iguen 

l a regla de Ips m ú l t i p l o s . 
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354. Para medir las longitudes se emplean muokas 
medidas: las principales son: 

Un dohle decímetro de boj ó de marfil, dividido en cen­
tímetros y milímetros: dobles metros, metros ó medios 
metros, de metal ó de madera con remates metálicos, ó 
articulados para que se puedan plegar: cintas métricas, 
de metal ó con trama metálica, ó sin trama alguna, que 
se arrollan dentro de cajas apropiadas y suelen tener 
de 6 á 50 metros de largas: cadenas de 10 metros con 
eslabones de dos decímetros, etc. 

Las áreas y los volúmenes se miden con las unidades 
lineales, pero para hacerlo es preciso tener conocimien­
tos de Geometría. 

365. Las medidas más usuales para medir la capaci­
dad son las siguientes: 

Medio hectolitro, doble decalitro, decalitro, medio deca­
litro, doble litro, litro, medio litro, doble decilitro, deci­
litro, medio decilitro y doble centilitro. 

Se construyen estas medidas en madera ó metal, según 
el uso á que se destinen. 

356. Las pesas más usuales son las siguientes: 
Cincuenta kilogramos, veinte kilogramos, diez kilo­

gramos, cinco kilogramos, dos kilogramos, un kilogramo, 
medio kilogramo, dos kectogramos, un kectogramo, medio 
hectogramo, dos decagramos, un decagramo, cinco gramos, 
dos gramos, un gramo, cinco decigramos, dos decigramos, 
un decigramo, cinco centigramos, dos centigramos, un cen­
tigramo, medio centigramo y dos miligramos. 

357. Los dobles metros, metros y medios metros só­
lidos y las medidas de capacidad y-peso que se hayan de 
emplear en el comercio, deben estar autorizadas con el 
sello del fiel contraste, según lo dispone el reglamento 
del 5 de Septiembre de 1895. 

358. LAS UNIDADES DE TIEMPO SON: 
E l s i g l o , que vale 100 a ñ o s . 
E l l u s t r o 5 a ñ o s . 
E l a ñ o b i s ies to 366 d í a s ó 12 meses. 
E l a ñ o c o m ú n 365 d í a s ó 12 meses. 
E l mes 28, ó 29, ó 30-, ó 31 d í a s . 
E l d ia 24 horas . 
L a h o r a 60 m i n u t o s . 
E l m i n u t o 60 segundos , 

Jjos naeses de 31 días son Enero, Marzo, Mayo, Julio, 
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Agosto,.Octubre y Diciembre, lo« de 30 días, Abril, Ju­
nio, Septiembre y Noviembre. Febrero tiene 28 días los 
años comunes, y 29 los bisiestos (*). 

Además de estas unidades hay la semana, que es un 
período de siete días. 

Para medir el tiempo se emplean los relojes y los cro­
nómetros. 

359. Monedas son los objetos que sirven para dar valor 
convencional a las cosas. 

Las monedas se acuñan en España con tres metales: 
oro, plata y cobre (**). 

Ley ó titulo de la pasta con qua se acuña uua moneda, 
es la cantidad de metal fino que contiene, expresada en 
milésimas del peso total de la pasta. 

Talla ó pie es el número de monedas que se pueden 
sacar de una barra cilindrica del mismo diámetro que las 
monedas y de un kilogramo de peso. 

La unidad principal monetaria es la peseta, moneda 
de piata que pesa 5 gramos. 

MONEDAS DE ORO 

De 
De 
De 
De 
De 

100 pesetas. 
50 
20 
10 
5 

MONEDAS DE PLATA 

Duro 
Doble peseta 
Peseta 

pesetas 

Media peseta 0,50 
Doble d é c i m a 0,20 

40 piezas en 
100 . 
200 . 
400 

1000 » 

25 
10 

= 2 
:= 1 

(*) Son bisiestos los años divisibles por 4, excepto los terminados eu 
dos ceros, si el n ú m e r o que queda á la izquierda suprimiendo los dos ceros 
no es divisible por 4. As í : 1700, 1800 y 1900 no son bisiestos, porque I T , 18 
y 19 no son divisibles por 4; pero el año 2000 será bisiesto porque 20 es 
m ú l t i p l o de 4, 

Hemos incluido en el sistema m é t r i c o decimal las unidades de tiempo, 
porque no se ha adoptado la d i v i s i ó n decimal del d í a . 

Se han a c u ñ a d o monedas de 100 pesetas del Gobierno provisional: 
en 1870 y en I S " ! , con el busto de D. Amadeo I . No se han a c u ñ a d o mone­
das de oro de 50, ni de 20, ni de 5 pesetas. Por Rea l orden de marzo de 1871 
se han a c u ñ a d o monedas de oro de 25 pesetas de 124 piezas en k g . con el 
busto de D. Amadeo I . Pero ni é s t a s ni las de 100 pesetas han circulado 
apenas. E n varias é p o c a s se han a c u ñ a d o monedas de 25 y de 10 pesetas 
con el busto de D. Alfonso X I I . E n l a é p o c a del Gobierno provisional se 
a c u ñ ó el sistema completo de monedas de plata y de cobre. E n la é p o c a de 
D Amadeo I , no se a c u ñ ó moneda de cobre y de las de plata solamente el 
duro. E n l a época de D Alfonso X I I se han a c u ñ a d o todas las monedas de 
plata excepto la de 20 c é n t i m o s y de las de cobre las de 10 y 5 c é n t i m o s , 
Actualmente se a c u ñ a muy poco oro y nada de cobre. 
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MONEDAS DE COBBB 

D é c i m a 0,10 pesetas 100 piezas en Kg. ~ 10 g. 
Media déc ima 0,05 . 200 » . = 5 . 
Doble c é n t i m o 0,02 » 500 » . = 2 . 
C é n t i m o 0,01 . 1000 . , ¿= 1 . 

360. En el Conojreso de electricistas celebrado en 
París en 1881, Sir W. Thoms<m (Lord Kelvin), propuso 
las unidades siguientes: Unidad de longitud, el centíme­
tro', unidad de masa, el gramo; unidad de tiempo, el se­
gundo; y para designarle, la notación ó símbolo O. G. S; 
habiendo sido aprobada esta proposición. 

En la práctica, para expresar las unidades eléctricas 
ha resaltado, muy pequeña la unidad de longitud y 
muy grande la de masa, y se han adoptado estas otras: 

Unidad de longitud: el cuadra.nte de 'meridiano ó sea 
109 centímetros. 

Unidad de masa: 0,00000000001 gramos. 
Unidad de tiempo: el segundo. 

bj S I S T E M A DE P E S A S Y MEDIDAS DE C A S T I L L A 

,361. En el sistema de Castilla, las principales medi­
das, pesas y monedas son: 

Unidades de longitud. La legua = 6606 — varas, la 

vara = 3 pies, el pie = 12 pulgadas, la pulgada — 12 
líneas y la línea == 12 puntos. 

• 7 
La legua marina — 3 millas, la milla ^ ^ — cables, 

el cable — 120 brazas, la braza = 6 pies, el codo de ribe­
r a p i e s y 9 líneas. 

E l patrón ó unidad principal de longitud es la vara 
de Burgos. 

Unidades superficiales. Son cuadrados que tienen por 
lados las unidades lineales: por consiguiente, la razón de 
dos unidades superficiales de distinto orden es la de los 
cuadrados de las unidades lineales correspondientes. Así 
una vara cuadrada tiene 9 pies cuadrados, una pulgada 
cuadrada 144 líneas cuadradas, etc. Además existen las 
siguientes unidades llamadas agrarias. 

La fanega de tierra = 676 estadales cuadrados. La 
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avanzada = 400 estadales cuadrados. El estadal cuadra­
do es un cuadrado cuyo lado es 4 varas, por consiguien­
te, tiene 16 varas cuadradas^ ó 144 pies cuadrados. 

Unidades de volumen. Son cubos cuyos lados son las 
unidades lineales: por consiguiente, la razón de dos uni­
dades de volumen de distinto orden es la de los cubos de 
las unidades lineales correspondientes. Así, una vara cú­
bica tiene 27 pies cúbicos, un pie cúbico 1728 pulgadas 
cúbicas, etc. 

Además se emplean distintas medidas cúbicas llama­
das de capacidad para áridos, para liquidas y para aceite. 

Medidas de capacidad para áridos. El caMz = 12 fane­
gas, la fanega = 12 celemines, el celemín = 4 cuartillos. 

La unidad principal es la media fanega de Avila. 
Medidas de capacidad para líquidos. El moyo = 16 

cántaras, la cántara = 8 azumbres, la azumbre = 4 cuar­
tillos, el cuartillo 4 copas. 

La unidad principal es la cántara de Toledo. 
Medidas de capacidad para el aceite. La arroba = 25 

libras, la libra = 4 panillas. 
Pesas. La tonelada de peso = '10 (imvÁsXes, el quin­

tal = 4 arrobas, la arroba = 25 libras, la libra = 16 
onzas, la orna = 16 adarmes, el adarme — tomines, el 
tomín — 12 granos. 

La unidad principal es el marco (media libra del Con­
sejo de Castilla). 

Monedas del sistema antiguo (*). 
De oro. La onza — 320 reales, la media onza — 160 

reales, el doblón — 80 reales, la doblilla — 40 reales, el 
escudito = 20 reales, el doblón de á ciento = 100 reales. 

De plata. E l duro— reales, el medio duro = 1 0 
reales, ]&peseta = 4 reales, la media peseta = 2 reales, el 
real, que era la unidad principal. 

Le cobre. Pieza de dos cuartos = 8 maravedises, pieza 
de un cuarto = 4 maravedises, pieza de un ochavo = 2 
maravedises. Posteriormente. Pieza de medio real = 0,50 

(*) Hoy no c i rcu la n inguna de las monedas de cobre de este sistema, 
porque las ha recogido el Gobierno; tampoco circula acunada antes del año 
1868, por la misma razón . E n cuanto á las monedas de oro, tampoco c i rcu ­
lan , porque el oro tiene por r e l a c i ó n á la plata mayor valor que el moneta 
rio legal . 
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de real, pieza de cuaftillo = 0,25 de rea!, décima de real 
= 0,10 de real, y media décima = 0,05 de real, 

362. Los números concretos del sistema métrico de­
cimal se expresan por las iniciales de sus nombres, se­
gún hemos indicado en los números 347 y siguientes. 
Los concretos del sistema antiguo de Castilla se expre­
san, ó con las iniciales, co ocadas á continuación de los 
números, ó con abreviaturas del nombre de las unidades 
que se quiere t xpresar. (*) 

II. Transformación de los números concretos. 

363. Los concretos se clasifican en números incom­
plejos y complejos. 

Número incomplejo es el que consta de unidades de un 
solo orden; por ejemplo: 4 km; « dal. 

Número complejo es el que consta de unidades de dis­
tintos órdenes, pero del mismo género; por ejemp'o: 

4 hg tí hg 5 dag \ g Qdg. 8m¿ 47 dm2 35 cm2. 
En los números c mplejos, las unidades de cada orden 

deben ser menos que las que se necesitan para componer 
una unidad del orden inmediato superior. 

364. Los números concretos pueden transformarse 
en otros equivalentes, ya sea del mismo sistema, ya sea 
de otro sistema. Las transformaciones en cada sistema 
comprenden los tres casos principales siguientes: 1.°, 
convertir un número incomplejo en otro incomplejo; 2.°, 
convertir un complejo en un incomplejo; 3.°, convertir un 
incomplejo en un complejo. 

365. PRIMER CASO.—Convertir un número incomplejo 
en otro incomplejo de distinto orden: [**) 

Si a, es un incomplejo y b, otro incomplejo de distin­
to orden, equivalente é, a, y m, e\ número de veces que 
la unidad del orden superior contiene á la del inferior, 

i 
se tedrá: a . m ~ o, de d<>nde, « = — . 

m 

(*) S ó l o á t í t u l o de documento h i s tór ico i n c l u í m o s en el libro el s i s t e ­
ma de pesas, medidas y monedas de Cas t i l l a , pero no creemos que se debe 
incluir en el programa de examen. 

(**) Só lo pondremos ejemplos del s i s tema m é t r i c o decimal y c r o n o m é ­
tr ico» 
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T)e la primera igualdad se deduce la siguiente: 
REGLA 1.a Para convertir un número incomplejo en 

otro incomplejo de orden inferior, se multiplica el número 
dado por el número de veces que la unidad superior con­
tiene á la inferior. 

EJEMPLOS 1.° Reducir 16 horas á minutos. Se mul­
tiplica el número 16 por 60 que son los minutos que 
tiene una hora, y el producto, 720, expresa los minutos 
que contienen 16 horas. 

2.° Reducir 17 Jtg á gramos. Se multiplica 17 por 
100, que son los gramos que vale un Jig, el producto 
1700 expresa los gramos equivalentes á 17 Jig. 

De la segunda de las igualdades se deduce la si­
guiente: 

REGLA 2.a Para convertir un número incomplejo en 
otro incomplejo de orden superior, se divide el número 
dado por el número de veces que la unidad inferior está 
contenida en la superior. 

EJEMPLOS 1.° Convertir 268 gramos en kilogramos. 
Se divide 268 por 1000, que es el número de gramos que 
tiene el kilogramo, y el cociente será el número de gra-

268 
mos que se pide. 268 g = —— kg 0,268 kg. 

2.° Convertir 26152 m en km. Dividiendo por 1000, 
que son los metros que tiene un km, ó sea separando 
tres decimales, tendremos: 

26152 m. = 26,152 km. 
366. 2.° CASO. Convertir un complejo en incomplejo. 
Como un número compiejo se compone de varios i n ­

complejos de distintos órdenes, cuya suma es el comple­
jo, es evidente que este problema tiene su fundamento 
en el problema del número anterior, cuya resolución 
habrá que repetir varias veces. De estas consideraciones 
se deducen las siguientes: 

REGLA '1.a Para convertir un complejo en un incom­
plejo de su orden inferior, se convierten las unidades de 
orden superior en las del orden inmediato inferior, al re­
sultado se le añaden las unidades que de este orden tenga 
el numero complejo: se reduce esta suma al orden inme­
diato inferior, se agregan al resultado las unidades que 
haga de este orden y se continúa del mismo modo hasta 
haber operado con las unidades de orden inferior. 

12 
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EJEMPLOS. 1.° Convertir, 12 dias 16 hs y 9 m en 
minutos. Se tendrá: 

12 ^ + 16 = (12 x 24 + 16) = 304 li . 
304 ^ + 9 w = (304 x 60 + 9) m = 18249 m. 

2.° Convertir, 24 ha, 78 « y 35 ca en centiáreas. Se 
tendrá: 

24 ha - f 78 « (24 x 100 + 78)« = 2478 a. 
2478 a + 35 c« = (2478 x 100 + 35) ca = 247835 ca. 

Observación.—Cuando el número complejo es métrico 
decimal, no se necesita efectuar multiplicaciones. /Si el 
número métrico es un complejo de unidades de longitud, 
de capacidad ó de peso, se colocan las unidades de dife­
rentes órdenes, unas d continuación de otras, poniendo un 
cero en el lugar de cada orden intermedio que falte. Si el 
número métrico complejo expresa unidades de superficie ó 
volumen, se procederá del mismo modo, pero teniendo pre­
sente que cada orden de unidades superficiales debe ocupar 
dos lugares, la falta de unidades de algún orden se debe 
suplir con dos ceros, y la carencia de decenas con une, y 
cada orden de unidades de volumen debe ocupar tres luga­
res, la falta dé unidades de algún orden se debe suplir con 
tres ceros, y la carencia de centenas, ó centenas y decenas 
de algún orden, con uno ó dos ceros. 

EJEMPLOS: 1.° Convertir, 1 ^m2 24 hm% 1 dam2 y 
20 m2 en metros cuadrados. 

Se tendrá: 
1 hm* + 24A m¿ = (100 + 24) 7m2 — 124 7m8 . 

124 hm* + 7 dam2 = (12400 + 7) dam2 = 12407 dam2 
12407 dam2 + 20 m2 =(1210700+ 20) m2 = 1240720 m2 
ó de una vez, según la observación, 

1 km2 24 hm2 7 dam2 20 m2 =1240720 m2 . 
2. ° Convertir 18 m2 75 dm3 y 6 m3 , en cenlimetros 

cúbicos. 
18 m3 75 dm* 6 cms = 18;075006 m3 . 

3. ° Convertir 2 hms 125 ms y 14 cm'¿ , en centíme­
tros cúbicos. 

24 hm2 125 m8 14 m3 = 21000125000014 m3 . 
RKGLA. 2.a Para convertir un complejo en incomplejo 

de cualquier orden distinto de1 inferior, se concierte p r i -
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Mero en el inferior, y el resultado se convierte en incom­
plejo del orden que se desea por la regla del problema an­
terior (365, regla 2.a). 

«SV el numero es métrico , la conversión del incomplejo 
de orden inferior á otro orden está reducida á colocar la 
coma á la derec/ia de las unidades del orden pedido. 

EJEMPLOS: 1.° Convertir 8 horas 16 minutos y 3 se­
gundos en horas. Se tendrá: 
8 horas -f- 16 minutos — 

= (8 x 60 - f 16) minutos = 496 minutos. 
496 minutos - j - 3 segundos — 

= (496 x 60 -f- 3) segundos = 29763 segundos. 
y como la hora tiene 3600 segundos, 

_ V 7 29763 7 
29 < 63 segundos = ——- /¿or«.?. 

y 3600 
2. ° Convertir 16 ^ 7 y 9 en hectolitros. Se 

tendrá: 
16 ¿¿ 7 ¿/ 9 / = 16709 l = 167,09 M 

3. ° Convertir, 24 hni¿ y 6 en hectómetros cua­
drados: 

24 Am2 6 m2 = 240006 m¿ = 24,0006 7¿m2 
4. ° Convertir, 1256 285 dmÁ y 75 m3 en metros 

cúbicos. 
1266 m3 285 dnP 75 m3 = 1256285075 cm¿ = 

= 1256.285075 m3 . 
367. TEBCEB CASO. Convertir un incomplejo en un 

complejo. - ; 
Cuando un incomplejo, de un orden, que no es el su­

perior á todos, contiene más unidades que las necesarias 
para formar una del orden inmediato superior, se puede 
transformar en complejo de órdenes superiores. Para 
hallar las unidades del orden inmediato superior, se di­
vide el incomplejo dado por el número de veces que la 
unidad inferior está contenida en la superior (365) el 
resto expresará unidades del orden dado, y el cociente, 
unidades del orden inmediato superior. Con el cociente 
entero se procede como con el número dado, y así se 
continúa con los cocientes enteros sucesivos hasta llegar 
á un cociente del orden superior á todos, ó á un cocien­
te que no contenga ninguna unidad del ord^n inmediato 
superior. De todo esto se deduce la siguiente: 
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REGLA. Para convertir un incomplejo en complejo de 

órdenes superiores, se reduce á su orden inmediato supe­
rior (365, regla 2.a): el cociente entero al inmediato supe­
rior y asi sucesivamente hasta llegar d las unidades.su­
periores, ó d un cociente que no contenga ninguna unidad 
superior: el último cociente y los restos de las divisiones 
forman el complejo pedido. 

Observación. Si el incomplejo es métrico decimal de 
longitud^ capacidad ó peso, se separan sus cifras, de una 
en una, y se da á cada una la denominación que le corres­
ponda. ¡Si el incomplejo métrico decimal expresa unidades 
superficiales ó de volumen, se separan sus cifras de dos 
en dos, ó de tres en tres, á derecha é izquierda de la coma, 
si el número no es entero, y se da á cada grupo de dos ó 
tres cifras la denominación que le corresponda. Antes de 
hacer la transformación en las medidas superficiales. se 
añade un cero d la parte decimal, si el número de cifras 
no es par, y en las de volumen, uno ó dos ceros, si el nú­
mero de cifras decimales no es múltiplo de tres. 

EJEMPLOS. I.0 Convertir en complejo el incomplejo 
102347 segundos. 

La operación se dispone así: 

102347 segundos] 60 
60 423 

347 
47 segundos 

1705 minutos 
505 
25 minutos 

28 horas 
4 horas 

24 
1 día 

luego, 102347 segundos = 1 día 4 horas 25 minutos y 
47 segundos. 

2 o Convertir en complejo, 5126007 ca 
Separando sus cifras en grupos de dos, á partir de la 

derecha, y teniendo presente que en las unidades agra­
rias no hay más que tres órdenes (350), resulta: 

5126007 ca = 512 ha 60 « 7 ca. 
3.° Convertir en comphjo 2636441,12 m3 . El núme­

ro de cifras decimales debe ser múltiplo de tres, por 
tratarse de uuidadí-s de volumen, luego esciibiremos 
2636-MJJkO mA v apiñando la regia 

2t30441,120 ífcS = 2 hmz 6b6 dam* 441 120 dm9. 
Si se trata de reducir un incomp e j u a compiej • de 

Órdenes inferiores, ei incomplejo deberá ser una frac-
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eion y la operación se llama valuar una fracción. De lo 
dicho en los oasos anteriores se deduce la siguiente: 

REGLA. Para reducir vn incomplejo d complejo de 
órdenes inferiores, ó para valuar una fracción, se divide 
el numerador por el denominador y el cociente entero es el 
numero de unidades del orden del incomplejo: se reduce el 
resto al orden inmediato inferior, el resultado se divide 
por el mismo deriominador y el cociente entero expresara 
unidades del orden de su dividendo; con el resto se proce­
de como con el anterior y asi se continua hasta llegar al 
ultimo orden, ó al que se haya marcado, si antes no se 
obtiene el resto cero. 

15 
EJEMPLO: 1.° Reducir a complejo — del 

La operación se dispone del modo siguiente: 
16 días 
4 » 1 dia 8 horas 43 minutos 38,17 segundos 

Este cociente es el complejo équiva-
. 15 -

lente a — d%as. 

96 horas 
8 » 

A&dmimitos 
40 
7 ¿ 

420 segudos 
90 
20 
80 

3 

2.° Reducir á incomplejo ó complejo decimal — m¿. 

4 m¿ 
40 
60 

10 
30 
20 

60 
4 

0, (671428) m¿ = 67 dm2 14 cm¿ 28 mm¿ 

368. La transformación de concretos de un sistema 
á otro se efectúa con el auxilio de igualdades ó equiva? 
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lencias, entre las unidades de ambos sistemas, y se 
funda en el siguiente: 

TEOREMA. Si se mtiUiplican varias equivalencias tales 
que el segundo miembro de cada una sea homogéneo y del 
mismo orden que el primer miembro de la siguiente, 
el producto es una equivalencia cuyo primer miembro es 
homogéneo y del mismo orden que el primer miembro de 
la primera, y cuyo segundo miembro es homogéneo y del 
mismo orden que el segundo miembro de la úllima. 

Supongamos primero que las equivalencias son dos 
y que los subíndices, m, %, p, marquen la 
especie de unidades á que se refieren los 
números A, B; C. 

Multiplicando la primera equivalencia por O y la se­
gunda por B, se tendrá: 

(A . G)m — (B . C)„ | de donde se deduce: 
. (B . ( V (B . D),, i (A . C)W = (B . -D)p: 

- Sea ahora cualquier número de equivalencias. Mult i ­
plicando como hemos dicho antes las dos 
primeras, la equivalencia obtenida por la 
tercera, lo que resulte por la cuarta y así 
sucesivamente hasta la última, llegaremos 
á la equivalencia: 

(A . O . E . G)m = (B . D . F . H> , 
conforme se quería demostrar. 

Si A fuese un número desconocido, dividiendo los dos 
miembros de la equivalencia anterior por G . E . G ten­
dríamos. 

_ / B . B . F . H N 
_ A O . E . G }r 

de cuya igualdad se deduce la siguiente: 
REGLA. Para transformar un concreto en otro equiva­

lente de distinto sistema cuando ambos sistemas están 
ligados por equivalencias intermedias, se disponen éstas 
de modo que el primer miembro de la primera sea el 
número que se busca, que designaremos por x y el segundo 
el concreto conocido equivalente con él; y debajo de esta 
equivalencia las demás equivalencias dadas, dispuestas 
de modo que el primer miembro de cada una sea homogé­
neo y del fitisftw orden que el segundo miembro de la ante-

A - R 
Gn = D p 

Ep — Fq 
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rior {*); se multiplican miembro á mie nbro, el producto 
de los segundos miembros se divide por el producto de 
todos los factores del primero á excepción de x, y el co­
ciente obtenido será el número desconocido que se buscad**). 

Cuando sólo se trata cte pasar del sistema antiguo de 
Castilla al métrico decimal 6 viceversa, el problema es 
muy sencillo, porque para resolverle bastan dos equi­
valencias. 

Las principales equivalencias entre los dos sistemas 
son (***). 
1 legua 
1 v a r a 
1 v a r a ? 
1 f a n e g a 
1 v a r a s 
1 cuart i l lo 
1 f a n e g a 
1 l i b r a 
1 a r r o b a 

5,57270.1 km 
0;835905 n i 
0,698737 w2 
0,643956 h a 
0,584078 m3 
0,50416 l 
0,55501 h l • 
0,460093 kg 

11,502325 kg 

i k m == 0,179446 leguas 
i 
1 m2 = 
1 h a = 
1 nfi — 
1 l = 
I h l - = 
1 li 'J ' = 
l kg -

1,196307 v a r a s 
1,431153 varas2 
1,552901 f a n e g a s 
1,712100 varas3 
1,983512 cuar t i l l o s 
1,801769 f a n e g a s 
2^73474 l ibras 
0,086939 a r r o b a s 

También se suelen emplear las siguientes equivalen­
cias, aunque son menos aproximadas. 

51 m — 
7 nfi = 
7 ni3 = 
5 til = 

EJEMPLOS. 

61 v a r a s ; 39 km = 7 leguas; 
10 varas2; 9 h a = 14 f a n e g a s ; 
12 varas3; 60 l — 119 cuart i l los . 
9 f a n e g a s ; 46 kg = 4 a r r o b a s ; 

1.° Convertir 1 6 5 ^ ^ Í Ü Í en metros. 
De las primeras equivalencias se deduce: 

x #¿ = 165 vanzí ) n ^ n x m = 165 x 0,835905 m 
1 ^r. == 0,835905 m \ 6 onae' = 137,924 m. 

Empleando las segundas equivalencias: 
x m = 1 6 b v r . ) 1 , 1 165x51 iorrn" 

de donde, x m = - — — m = 137,9o m. 61 w. = 51 w 61 

E l segundo miembro de la ú l t i m a r e s u l t a r á h o m o g é n e o y del 
mismo orden que el primero de l a pr imera . 

(**) E s t a regla se l lama c o n j u n t a ; y si tiene por objeto la c o n v e r s i ó n 
de monedas ó valores comerciales se l l ama regla de cambio ó de a r b i t r a j e . 

(***) Ponemos estas equivalencias con las cifras decimales que se 
acostumbra y porque as í son legales, pero advertimos que en casi todas son 
ilusorias las cifras desde la cuarta en adelante. S ó l o merecen fe las relacio­
nes determinadas entre las unidades (de longitud y masa) francesas, ingle­
sas y rusas , con el metro y el k i logramo, porque las ha hallado la Coims ió i i 
jnternacional de pesas y medidas.. 
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2.° Convertir 214 fanegas de tierra en hectáreas. 
En virlud de las primeras equivalencias: 

x ha = 214 faneg 
1 faneg = 0,64:3956 /¿« 

de donde, x /¿« = 214 x 0,643956 = 137,8066 ha. 
Empleando las segundas equivalencias: 

x Í̂? = 214 faneg 
14 faneg = 9 ha 

2 1 4 x 9 
de donde, x ha = ha = 137,5414 ha. 

14 

C A P I T U L O I I 

L A S O P E R A C I O N E S C O N LOS N U M E R O S C O N C R E T O S 

369. La definición general de la adición (225) es apli­
cable á los números concretos. De dicha definición se 
deduce que los sumandos deben ser homogéneos. 

Para sumar números concretos se pueden reducir d in­
complejos del mismo orden, simarlos como abstractos y 
dar á la suma la denominación de los sumandos. 

EJEMPLOS. I.0 Sumar 6 ha 12 a y 45 ca, con 
9 ha 1 a y 2 ca. 

6 ha 12 a 4:5 ca = 61245 ca 
9 » 7 » 2 » = 90702 » 

151947 ca = 15 ha 19 a 47 ca. 
2.° Samar 4 días 16 h 28 m, con 9 dias 21 h 19 m. 

4 días 16 h 2 8 m = 6748 m. 
9 » 21 » 19 » = 14239 » 

20987 m. = 14 dias 13 h 47 m. 
Los números complejos se pueden sumar también sin 

reducirlos á incomplejos, por la siguiente: 
REGLA. Para sumar números complejos se escriben 

unos debajo de otros de modo que se correspondan las uni­
dades de lodos los órdenes, se suman separadamente las 
lenidades de cada orden, comenzando por las del orden in-
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jerior, y se deducen de cada suma parcial las unidades 
que contenga del orden inmediato superior para agregar­
las á la suma de este orden. 

EJEMPLO. Sumar los números signieutes: 
8 horas 16 minutos 42 segundos 
3 » 34 » 23 » 
2 » » » 51 » 

13 horas 51 minutos 56 segundos 
370. La definición general de substracción (231) es 

aplic-ab-e á los números concretos, y supone que el mi­
nuendo y el subtraendo son homogéneos 

Para restar números concretos se puede reducirlos d 
incomplejos del mismo orden, restarlos cotno los abstrac­
tos y dar á la diferencia la denominación común d m i ­
nuendo y substraendo 

EJEMPLOS. I.0 Restar de 
hg ^ hg y 5 g; 29 hg Q hg k dag y 8^. 

86 hg ±hg 0 dag h g = 86405 g 
29 » 6 » 4 » 8 » = 29648 » 

66757 g = 56 kg 7 lig 5 dag 7 g 
2.° Restar de 

9 dias 18 horas 39 minutos 5 dias 20 h ' l ^ m . 
9 dias 18 ¿ 39 m =^ 14079 m 
5 » 20 « 24 » = 8424 » 

5655 w = 3 'foUs' 22 h 16 m. 
Los números complejos se pueden restar sin reducir­

los á incomplejos por la siguiente: 
REGLA. Para restar números complejos se escribe el 

substrae7ido debajo del minuendo de modo que se corres­
pondan las unidades de todos los órdenes: se resta de las 
unidades de cada orden del minuendo las correspondientes 
del substraendo, comenzando por las de orden inferior; si 
algún minuendo es menor que el substraendo correspon­
diente, se le añade una unidad del orden inmediato supe­
rior descompuesta en unidades de su orden, y en la subs­
tracción parcial siguiente se añade al substraendo una 
unidad para compensar la que se añadió al minuendo, 

JSJEMPLO. Restar los números siguientes; 
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S horas 16 minutos 22 segundos 
5 » 48 » 33 » 
2 horas 27 minutos 49 segundos 

371. La regla de las equivalenoias, explicada en el 
número 334, nos proporciona medios de resolver multi­
tud de cuestiones sencillas que se conocen con los nom­
bres de multiplicación y división de concretos. 

Las cuestiones á qne nos referimos se reducen á tres 
problemas. 

372. PEOBLEMA 1.° Dado el valor de una unidad 
concreta por su equivalencia con un número concreto, ex­
presado por otras unidades, homogéneas ó heterogéneas 
con aquéllas, hallar un número concreto homogéneo con 
estas últimas unidades, conociendo su equivalencia en 
unidades homogéneas con la primera. (*) 

Se pueden expresar de un modo general las equiva­
lencias que resuelven este problema, con arreglo á lo 
dicho en el número 368, del modo siguiente: 

de donde, xm = I —— I = • 

EJEMPLOS: 1.° Q\ \m franco zxkQsK& Vpeseta y ¡fo cén­
timos, ¿qué cantidad'en pesetas necesitaremos para pagar 
b^bQ francos? 

x ptas, = 6859 frs . 
1 f r . — 1,3o ptas. 

x ptas. — 5859 x 1,35 p(as. = 7909,65 ptas. 
2.° Si una lifaa esterlina cuesta 30 pesetas y 10 cén­

timos, ¿cuánto costarán 295 libras esterlinas? (**) 
x ptas. = 295 libras esterlinas 

1 lib. ester.a = 30,10 ptas. 
x ptas. = 295 x 30,10 ptas. = 8879,50 ptas. 

{*) Este problema es el l lamado m u l t i p l i c a c i ó n de n ú m e r o s concretos. 
Pierden l a dificultad que ofrec ían para los principiantes las operaciones 
con los n ú m e r o s concretos, siendo é s t o s m é t r i c o decimales, como lo deben 
ser en lo sucesivo, pues todos debemos contribuir á desecbar de una vez 
para siempre el antiguo sistema de pesas y medidas. 

(**) Nuestra moneda de plata no tiene en el Extranjero todo su valor, 
principalmente porque en E s p a ñ a no c i r c u l a el oro; por este motivo, a u n ­
que los francos en plata tienen el mismo valor i n t r í n s e c o que las pesetas, 
nuestra peseta vale menos de un franco. L a l ibra esterlina (unidad m o n e ­
tar ia de Inglaterra) d e b e r í a valer 25 pesetas. 
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3. ° Un hectolitro de trigo cuesta 19 pesetas y 45 cén­
timos, ¿cuánto costarán 65 /¿/ y 7 dal? 

x ptas. = 65,7 hectolitros 
1 hectolitro = 19,45 ptas. 

de donde, 
x ptas. — 65,7 x 19,45 ptas. = 1277,865 ptas. 

4, ° Un metro de tela cuesta 8 pesetas y 15 céntimos, 
¿cuánto costarán 17 metros y 75 centímetros?. . 

x jotó^. = 17,75 m 
1 ^ =̂= 8,15 

x ptas. = 17,75 x 8,15 ptas. = 152,8125 ptas. 
En este resultado sólo se necesitan dos cifras decima­

les, porque la menor parte monetaria de la peseta es el 
céntimo, por lo cual lo dejaremos reducido á 152 ptas. y 
81 cénts. 

Observación. Cuando no se hayan de apreciar todas 
las cifras decimales se copian sólo las que se hayan de 
apreciar, tal como están si la parte despreciada vale 
menos de media unidad del último orden que queda y 
añadiendo á la última una unidad si vale más. 

En el ejemplo anterior hemos formado, para resul­
tado, 152,81 ptas., pero si el decimal con más de dos 
cifras hubiese sido, 152,8174, hubiésemos dicho que lo» 
17,76 m de tela costaban 152,82 ptas. añadiendo una 
unidad á la cifra de las centésimas. 

La regla práctica es: Si la primera cifra que se des­
precia es menor que 6, se copian las otras cifras como 
están, y si es 5 ó mayor que 5, se aumenta á la última 
cifra que se aprecia una unidad. 

373. PROBLEMA 2.° Dado el valor de una unidad 
concreta por su equivalencia con un numero concreto, ex­
presado por otras unidades, homogéneas ó heterogéneas 
con ella, hallar un numero concreto homogéneo con la 
primera unidad, conociendo su equivalencia en unidades 
con las segundas (*). 

Se expresan de un modo general las equivalencias que 
resuelven este problema del modo siguiente (368): 

(*) Este problema es el que se considera, como una d i v i s i ó n de concre­
tos h o m o g é n e o s . 
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f - r f " U e donde ^ í ^ ) = 

EJEMPLOS: 1.° ¿Cuántas acciones de una mina se 
podrán comprar con 8290 péselas, costando uua acción 
165 péselas? 

x acciones = 8290 péselas 
165 péselas — 1 acción 

A A A • 8290 • ^ 40 ' 
de donde, x acciones = acciones — 60 acciones; 

165 165 
luego se podrán comprar 60 acciones y una participa-
. , 4 0 

ción de en otra accióü, ó reservarse el sobrante de 
165 

40 pesetas en metálico. 
2.° Una fuente arroja 1 metro cubico de agua en 48 

minutos ¿cuanta agua arrojará en 9 horas y 37 minutos'-! 
x //¿3 = 9 /¿om.? 37 mints. 

48 mints. = 1 
ó bien, x OT3 = 577 mints. 

48 mints. = 1 m3 
577 

de donde, x nfi — M3 = 12,020833 »¿3. 
? 48 

• 374. PROBLEMA 3.° Dado el valor de un número con­
creto por su equivalencia con otro concreto, homogéneo 
ó heterogéneo con él, hallar, en unidades homogéneas con 
uno de los dos concretos, el valor de una unidad homogé­
nea con el otro (*). 

Se expresan de un modo general las equivalencias que 
resuelven este problema del modo siguiente (368), 

$m — 1Í 
an — bi) 

EJEMPLOS: 1.° Si por un solar de 2722 metros cua­
drados se han pagado 37460 pesetas, ¿cuál es el valor del 
pie cuadrado? 

úpeselas = 1 m¿ 
2722 m2 = 37450 pesetas. 

I' ^ * — — — ——^ — ^ - -r-> — \ - Ĵ  
de donde, xm — i \ — i —^ 

\ a Jm \ a h 

(*) Es te problema es el que se considera como d i v i s i ó n de concretos 
^e tepogóneog . 
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i i a 37460 ^r7n 
de donde, x pesetas = pesetas = 13,16pesetas, con 
menor error de 1/2 céntimo por exceso (*). 

2. ° Si un coche ha recorrido 105 km y 390 m en 
9 horas y 45 minutos, ¿cuánto habrá recorrido por kora9 

x km = 1 hora 
9 ^ofíüí 45 minutos = 105 390 m 

ó reduciendo á incomplejos de horas y kilómetros 
x km == 1 Jiora 

585 
hora = 106,390 /b;̂  

60 
de donde, 

5S5 
x k m = 105,390 : /¿m = 10,809 km 

' 60 • ' 
es decir, 10 km y 809 m. 

3. ° Si por 2437 pesetas se cambian 2365 francos, 
¿cuántosfrancos se cambian por nna,peseta? 

x francos — \ peseta, 
pesetas = 236^ francos. 

2365 
de donde, xfrancos = francos — 0,97 francos. 

2487 
4. ° Si por 5249 pesetas se han comprado 

125 hl k dal y 8 ^ de vino, ¿á cómo cuesta el hectolitro? 
x pesetas — 1 h l 
125,48^ = 6 2 4 9 ^ ^ . 

6249 
de donde, x pesetas = ^ r ^ = ^X^fcpesetas. 

(*) Cuando el resto es menor que la mitad del divisor, a ñ a d i é n d o l e 
un cero forma un n ú m e r o que contiene menos de 5 veces «1 divisor, y si el 
resto es ig^ial ó mayor que el divisor, a ñ a d i é n d o l e un cero contiene 5 ó m á s 
veces a l divisor, por lo cual, si A resto es menor que el divisor se toma el 
cociente \v^r tíetei-io. v si es iffiial ó mavor que el divisor, por f íc^'O Kn 
nuestro ejemplo, el resto corvespoudiente á los c é n t i m o s de peseta fué 2^00, 
mavor que la mitad del divisor, '¿'¡Tí, por lo cual á la cifra, 5, de los c é n t i ­
mos la hemos a ñ a d i d o uua nidad y en vez ds 13/75 ptas. hemos tomado 
i3 ,76 pts. 
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C A P I T U L O I I I 

C O M P A R A C I O N D E L O S N U M E R O S C O N C R E T O S 

I. La proporcionalidad de los números concretos en general. 

375. La relación de dos cantidades liomogéneas es 
igual á la relación de los números que las miden, con una 
unidad arbitraria, homogénea con las cantidades. 

Seau, Á y A' , las cantidades; U, la unidad adoptada, 
y, a, a', los números que las miden con dicha unidad. 
Tendremos: 

A A ' 

de donde, A — Ua, A' — Ua , 
dividiendo miembro á miembro y suprimiendo el factor 
común, U, resulta, 

A a 
A' a' 

376. Dos magnitudes variables pueden depender una 
de otra de tal modo que á cada valor de una de ellas co­
rresponda un valor y sólo uno de la otra. 

Dos magnitudes, así enlazadas, son directamente pro­
porcionales cuando la razó% de dos valores de la primera 
es igual d la razón de los valores correspondientes de la 
segunda. 

¡Si, A y B , son dos magnitudes directamente propor­
cionales y, J i , A^ y B\, B¿, dos pares de vaiores co­
rrespondientes, se tendrá por definición, 

A i B i 
A . B, 

Si se miden las maguiuides, A y B, con unidades ar­
bitrarias, pero homogéneas con ellas, y designamos por 

«2 y î» ôs húmeros que miden los valores co­
rrespondientes de la proporción anterior, se tendrá (375): 
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cambiando de lugar los medios en la proporción (1), 

377. De la proporción (2) se deduce: que la relación 
de dos valores correspondientes ó de los números que los 
miden, en dos cantidades directamente proporcionales, es 
constante (*}. 

Como consecuencia de esta propiedad si multiplica­
mos un valor por un número cualquiera, el correspon­
diente b, quedará multiplicado por el mismo numero, 

ai 
Porque si la razón, -— ha de permanecer constante, 

h 
cuando se multiplique el antecedente, ai, por un nú­
mero M , el consecuente se debe multiplicar por ei mis­
mo número para que la razón no varíe. Así: 

a1 al m 
bx hxm 

378. RECÍPROCAMENTE. Si multiplicando un valor, 
aj ,/)or un numero cualquiera, m, el correspondiente, b1 , 
queda multiplicado por el mismo número, m, las cantida­
des son directamente proporcionales (**). 

Supongamos que a1 m == a.¿̂  y designemos por ¿2, el 
valor correspondiente á tendremos, en virtud de la 
hipótesi^, h1 m = b - ¿ y dividiendo ordenadamente las dos 
igualdades: 

aí m «2 , Í?2 
bl m ¿2' bl ¿2 ' 

y cambiando de lugar los medios, 

bq, 

(*) E n lo sucesivo llamaremos proporcionales á las cantidades d irecta­
mente proporcionales. 

(**) E n la p r á c t i c a , el multipl icador, »w, es siempre entero y aun suele 
ser el n ú m e r o 2. Se puede demostrar que s i el teorema es cierto cuando w 
es entero, t a m b i é n lo es cuando es fraccionario ó inconmensurable 



- I9á -
1379. La demostración de la proporcionalidad de las 

magnitudes pertenece á la Ciencia en que se las estudia 
y no á la aritmética; pero en muchos casos el sentido 
común nos indica esta proporcionalidad ayudándonos de 
la regla que contiene el teorema del número 378. 

Así: El camino recorrido por un cuerpo que se mueve 
con una velocidad constante es proporcional al tiempo 
que dura el movimiento. El valor de una partida de 
trigo es proporcional á la cantidad de trigo, etc. 

380. Dos magnitudes son inversamente proporcionales 
cuando la razón de dos valores de la primera magnitud 
es igual á la o'azón inversa de los valores correspondientes 
de la segunda. 

Si, Aj , A2, son dos valores de la primera magnitud 
y, B1 , B2, los correspondientes de la segunda, se tendrá: 

v = a 
A2 ' 

ó bien, entre los números que las miden (375): 

= (3) 
a2 bx 

de donde se deduce, 
bx = tf2 ¿2. (4) 

381. De la igualdad (4) se deduce: que el producto de 
dos valores correspondientes ó de los números que los m i ­
den , en dos cantidades inversamente proporcionales, es 
constante (*). 

Como consecuencia de esta propiedad: Si multiplica­
mos un valor, ni, por un número cualquiera, el correspon­
diente, bi, quedará dividido por el mismo número. . 

En efecto; si el producto, ai ¿1, ba de ser constante 
cuando, a i , se multiplique por, m, el factor, d i , habrá 
que dividirle por el mismo número para que el producto 

no varíe. Así: ai bi — {ai ni) — . 
m 

(*) Eüti'p las cantidades se tiene la igualdad A j B j = A2 B2 , y m i -
" , , , . A i 13, A2 Ba / u-

d i é n d o l a s con uuidaftes U y V se tendrá . — . ; o bien 

h. 3SS flt„ he 
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382. RECIPEOOAMENTE. /Si multiplicando un valor, 

ai, por un numero cualquiera, m, el correspondiente queda 
dividido por el mismo número, m, las cantidades son i n ­
versamente proporcionales (*). 

Supongamos que, ai m = «2, y sea b2, el valor corres­

pondiente á « 1 , tendremos: — = ¿o. y multiplicando 
m 

ordenadamente las dos igualdades, 
L 

a m — = a9 2̂. ó a, b. ~ a9 b9. 
m t . T 

383. La proposición anterior se utiliza muchas veces 
para averiguar si dos magnitudes son inversamente pro­
porcionales. 

Así: E l tiempo empleado, por un cuerpo que se mueve 
uniformemente, en recorrer una distancia dada, es in­
versamente proporcional á su velocidad. El tiempo ne­
cesario para que varios operarios concluyan una obra es 
inversamente proporcional al número de operarios, etc. 

384. Cuando una magnitud, M , depende de otras 
varias. A , B , O, D , para saber con cuáles es directa y 
con cuáles inversamente proporcional, se supone que 
varía una de las magnitudes A, B, C, D, y que las demás 
permanecen constantes. A y M, serán directamente pro­
porcionales si variando sólo A , la razón de dos valorea 
suyos es igual á la de sus correspondientes de M ; y se­
rán inversamente proporcionales si la razón de dos valo­
res de A , es iguál á la razón inversa de los correspon­
dientes de M. 

385. Sea M, una magnitud directamente proporcio­
nal con A y B, é inversamente proporcional con C y D, 
y sean, 

ml al bl ci dx 
m^ «2 ¿2 £2 d.¿ 

dos series de valores correspondientes (**). 

(*) E n l a p r á c t i c a , el mult ipl icador, m , suela ser el n ú m e r o 2. Pero se 
puede demostrar que si el teorema es cierto cuando m es entero, t a m b i é n lo 
es cuando m es fraccionario 6 inconmensurable. 

("'*) Podemos desde luego suponer que son valores n u m é r i c o s ; pero l a 
propiedad que vamos á demostrar tiene l u g a r t a m b i é n entre las m a g n i t u ­
des, sin referir á unidad alguna. 
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Designemos por m', w", m"\ los valores que toma M 

cuando A, B, C, pasan sucesivamente de los valores ax , 
^ , á los valores «2, #2, ^2, tendremos, entre los valo­

res correspondientes (876 y 380): 
mx ax 1JX Cx dx \ m\ ai 

m' «2 hx cl d*-

m" «2 ¿2 cx dx 

m' a2¡' 
m' h\ 

m'" aí¿ h9 c9 d i \ m t i 
\ m a2 

mz ai¿ h¿ d.¿ ] m2 d\ ' 
y multiplicando ordenadamente y simplificando el pri-

- . , ^1 «1 b\ «o mer miembro, — = —-.——. — 
d2 02 c\ d\ 

Esta igualdad manifiesta: que la razón de dos valores 
de una magnitud que depende de otras varias, es igual al 
producto de las razones directas de los valores correspon­
dientes de las magnitudes con las que es directamente pro­
porcional, multiplicado por el producto de las razones in­
versas de los valores correspondientes de las magnitudes 
con las que es inversamente proporcional. 

II. Reglas de tres simple y compuestas. 

R E G L A D E T R E S S I M P L E 

386. E l problema de la regla de tres simple se puede 
enunciar del modo siguiente: 

Conocidos dos valores correspondientes de dos cantida­
des directa ó inversamente proporcionales, hallar el valor 
de una de ellas, correspondiente CL un nuevo valor dado a 
la otra. 

La regla de tres simple es directa cuando las cantida­
des á que se refiere la cuestión son directamente pro­
porcionales, é inversa cuando son inversamente propor­
cionales. 

387. REGLA DE TEES DIRECTA. Si, A y B, son dos 
cantidades proporcionales, y «1 , ¿ 1 , dos valores corres-
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pondientes, nos proponemos hallar el valor a?, de A, co­
rrespondiente al valor, ¿2, de B. Se tendrá (375): 

— = — , de donde, x ~ ai X 
ai o\ h\ 

Luego: en la regla de tres simple directa, el valor de 
la incógnita, x se obtiene multiplicando el valor conocido 
del mismo género por la razón directa del nuevo valor de 
la otra cantidad al que antes tenia. 

EJEMPLO. Si un cuerpo, que se mueve uniformemen­
te, recorre en 48 minutos 17 kilómetros, ¿cuánto reco­
rrerá en 2 horas y 26 minutos, suponiendo que lleva la 
misma velocidad? 

En doble tiempo recorrerá doble espacio; luego el es­
pacio recorrido y el tiempo tardado en recorrerle son 
directamente proporcionales (376); entonces tendremos, 
reduciendo á minutos las 2 horas y 26 minutos. 

146 
x km — 17 km x = 51,708 km. 

48 ' 
388. REGLA DE TRES INVERSA. Si, A y B, son dos 

cantidades inversamente proporcionales, y, al , b1 , dos 
valores correspondientes, nos proponemos hallar el va­
lor, a?, de A, correspondiente al valor, d9, de B. Se ten­
drá (380): 

X BL A J J BL 
— = — , de donde, x = a i X ——. 
ai ¿2 

Luego: en la regla de tres simple inversa, el valor de 
la incógnita x, se obtiene multiplicando el valor cono­
cido del mismo género por la razón inversa del nuevo va­
lor de la otra cantidad al qne tenia antes. 

EJEMPLO. Si un tren, con la velocidad de 36 km por 
hora, ha tardado en recorrer cierta distancia 27 minu­
tos, ¿cuánto tardará en recorrer la misma distancia 
cuando su velocidad sea 53 km por hora? 

A doble velocidad corresponde la mitad del tiempo 
para recorrer la misma distancia; luego el tiempo y la 
velocidad son inversamente proporcionales (382); enton­
ces tendremos: 

36 
•x m = 27 m x — = 18 20,38 seq. 

53 
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R E G L A DE T R E S C O M P U E S T A 

389. E l problema de la regla de tres compuesta se 
puede enunciar del modo siguiente: Si una cantidad M, 
depende de otras varias, A, B, C, D y conocemos un mío?' 
mi, de la primera, correspondiente á los valores, ai, bi, ci, 
di, de las otras, hallar un nuevo valor x, de M, que co­
rresponda á los valores £2, d2, de las otras uni­
dades. 

Supongamos que la cantidad M, es directamente pro-
üorcional con A y JB, é inversamente proporcional con 
C y I ) , tendremos (385): 

de donde, 

1 h 'i aj 
/?] c2 «0 

a2 \ ci i . 
mx x — x — x — x — 

a, o. a,, i 

Luego: eii la regla de tres compuesta, el valor de la in­
cógnita, x, se obtiene multiplicando el valor conocido del 
mismo género por las razones directas, de los nuevos va­
lores d los antiguos, para las cantidades directamente 
proporcionales con la del mismo género que la incógnita, 
y por las razones inversas, d,e los valores nuevos á los an­
tiguos, para las cantidades inversamente proporcionales 
con la del mismo género que la incógnita 

EJEMPLO. Si en 124 horas, 65 obreros han abierto una 
zanja de 845 metros de larga, 2m de ancha, 0,75M de 
profunda, en un terreno cuya resistencia está represen­
tada por 4, siendo 3 el número que representa \^ f uerza 
de cada obrero, ¿cuántas horas tardarán, 82 obreros, en 
abrir otra zanja de lOOOm de larga, 2,60m de ancha, \m 
de profunda, siendo 3 la resistencia del terreno y 3,5 la 
fuerza de cada obrero ? 

Dispondremos el ejemplo del modo siguiente: 
i d d d d i 

H o r a s Obreros L a r q o Ancho Profundo Resistencia F u e r z a 
124 fi5 845 2 0,75 4 3 

x 82 1000 2,50 1 3 3,5 

Comparando con las horas cada una de las demás can-
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tidades, se ve que el número de horas ueoesarias para 
abrir la zanja es inversamente proporcional al número 
de obreros y á la fuerza de cada uno, y directamente 
proporcional al largo, ancho y profundidad de la zanja 
y á la resistencia que opone el terreno; luego, 

G5 100Ü 2,50 1 13 3 
as /iors.==12sl x — x x —— x x - x — = 

82 845 2 0.75 4 3,5 
= 124 krs. -VS M . 

con un error menor de medio minuto por exceso. 
A l hacer las operaciones se deben suprimir los facto­

res comunes del numerador y denominador, para sim­
plificar todo lo posible el cálculo. 

i l l . Reglas de i n t e r é s y descuento, 

R E G L A DE INTERÉS S I M P L E 

390. Cuando se presta un capital durante cierto 
tiempo, el prestamista se indemniza recibiendo, además 
del capital prestado, una cierta cantidad que se llama 
interés ó renta. 

El interés se regula por comparación con un capital 
de 100 pesetas, que se supone prestado durante un año 
en las mismas condiciones que el capital que se consi­
dera. E l interés de 100 posetas en un año se llama rédito 
6 tanto por ciento. E l interés es proporcional al capital 
prestado. 

Se puede admitir: que el interés es proporcional al 
tiempo que dura el préstamo, ó sea que el capital es in­
variable durante este tiempo, y entonces se llama interés 
s 'miple: ó que por intervalos iguales (generalmente de un 
año) se acumulan al capital para producir á su vez otro 
interés, y en este caso se llama interés compuesto. 

En los casos de interés simple, generalmente el pres­
tatario paga por intervalos iguales (de un año, de un 
semestre, etc.) el interés del capital que ha recibido, y 
al terminar el tiempo estipulado devuelve también el 
capital. 

Por ahora sólo nos ocuparemos en cuestiones de inte­
rés simple. 

391. Designemos por c, el capital que se presta; por 
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^ el tiempo que dura el préstamo; por i , el interés que 
produce, y por r, la renta, ó tanto por 100, que es, como 
liemos dicho, el interés del capital 100 en un año. 

Por ser el interés proporcional al capital y al tiefnpo, 
tendremos que resolver un problema de regla de tres 
compuesta, que dispondremos del modo siguiente: 

r 1 100) - ' , _ . t c 
de doude, (389) z, = r X — X . 

¿ t e ) ' 1 100 
ó bien, 

ctr 
i = . (i) 

100 
La fórmula (*) se ha obteuido en la hipótesis de que 

la unidad de tiempo es un año, por consiguiente si el 
tiempo t se exprosa en meses, se tendrá presente que 

cada mes es — de año, y por tanto si t — p meses, será, 

P 
t — — , luego la formula se convertirá en, 

12' 6 ' 
P 

c. — . r 
12 cpr 100 1200" 

y si ¿ se expresa en días, sera, — - , o , según que 
360 365 

se admita, como se hace muclias veces en el comercio, 
que el año tiene 360 días ó 365, de donde, 

cpr f . cpr 
1 = 36000' 0 * = ^¿55 • 

EJEMPLO. Hallar el interés de un capital de di2Spe­
setas al 6 por % (se lee al 6 por 100) en 7 meses. 

7 
Haremos: c — 3428; t = — y r = 6, de donde. 

12 J 
3428x 7 x 6 

i = — • = 119,98 pesetas. 
1200 ' 1 

(*) F e r m u l a es una e x p r e s i ó n donde e s t á n indicadas las operaciones 
que se deben efectuar para resolver un problema. 
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392. De la fórmula (1) se deduce multiplicando por 
100 los dos miembros: 
100 i = c t r \ y dividiendo sucesivamente por tr, cr y 

100 i j ct, se hallan otras tres fórmulas que sir-
l r l ven para resolver las cuestiones en que se 

IQQ • \ trate de hallar el capital c, ó el tiempo t, 
t = / ó el rédito f . El numerador 100i, se cam-

c T , i biará en 1200¿, si el tiempo está expro-
f — 'l. I sado en meses, y en 36000¿5 ó en 36500/, 

c l | si está expresado en días. 

EJEMPLOS. I.0 ¿Que capital se habrá prestado al 5 
por % para producir 340 pesetas en 80 días? 

36000 x 340 
c — — — 30600 pesetas. 

8 0 x 5 1 
2.° ¿Cuánto tiempo habrá estado prestado un capital 

de 3000 pesetas para producir al 6 Y* por 0/o un interés 
de 85 pesetas? 

100 x 85 100 x 85 x 4 34 
/ —; . . _ . (T%Q 

3ooox6 4 3000 - 25 76 ; 
4 

Si se supone el año de 360 días, esta fracción de año 
será 163 días aproximadamente, y si se supone el año 
de 365 días, será 165 días también aproximadamente. 

393. Cuando el tiempo que dura el préstamo es un 
año, la fórmula (1) es más sencilla porque se hace t = 1, 
y se tendrá: 

. c r 1 100* 100¿ 
i = . de donde, c = , y, r = . 

100 • r ' c 
En este caso es cuando el interés suele tomar el nom­

bre de renta, sobre todo si se recibe ó paga anualmente 
hasta la devolución del capital prestado. 

R E G L A DE D E S C U E N T O 

391. Pagaré es un documento de crédito por el cual 
tma persona se obliga, á pagar á otra cierta cantidad en 
una fech'i designada en el documento, que se llama su 
vencimiento. 
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Letra de cambio es un documenlo de crédito por el cual 
una persona manda á otra que se sirva pagar á su orden 
ó d una tercera persona, cierta cantidad en un plazo ó Je-
cha designado en el documento. 

Valor nominal de una letra ó pagaré, es el valor que 
está consignado en el documento. Valor actual ó efectivo 
es un valor variable que tiene antes de su vencimiento. 

El valor actual es menor que el valor nominal, y la 
diferencia entre ambos valores se llama descuento. 

Si el tenedor de un pagaré ó de una letra quiere co­
brarla antes de su vencimiento, tiene que pagar al que 
la toma el interés del valor nominal o del valor efectivo 
del documento. En el primer caso, el interés se llama 
descuento comercial, en el segundo, descuento matemático 
ó racional (*). 

Si designamos por d, el descuento y v, el valor nomi­
nal, siendo r, el tanto por 100 y t, el tiempo que falta 
para el vencimiento, tendremos, según la fórmula (1) (391). 

vtr 
= ioo' 

Generalmente el tiempo se expresa en días, y supo­
niendo que sea igual á^?. y el año de 360 días, 

. ' • •* 36C00 " 
EJEMPLO. ¿Que descuento tiene una letra de 1247,60 

pesetas que vence dentro de 36 dylas al 6 por 0/o ? 
1247,60 x 3 5 x 6 

d = - = 7,2* pesetas. 

Luego el tenedor de la letra deberá recibir 1340,32 
pesetas, que es la diferencia entra 1247,60 pesetas, valor 
-nominal, y 7,28 pesetas que importa el descuento. 

IV. Fondos públicos . 

396. Se llaman fondos públicos los litulos de rentas 
sobre el Estado, debiendo éste satisfacer al que los posee 

{*) No explicamos m á s que el descuento comercial, porque es el ú n i c o 
que es tá en uso, excepto cuando el plazo del vencimiento es m á s de un ano, 
eu cuyo cago se descuenta é in terés compuesto el valor efectivo. 
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el interés ó renta que corresponda al capital que repre­
se 71 tan. 

Valor nominal de uu título de la deuda es el que está 
oousiguado eu el título; valor efectivo ó cambio es el que 
tieue en el mercado, que se llama. Bolsa, donde se com­
pra ó vende. 

Eu España hay muchas clases de papel del Estado y 
nosotros ni hemos de enumerarlos, ni decir cuáles son 
las causas que influyen en el alza y daja de un valor; 
pero vamos á indicar cómo se resuelven los principales 
problemas que pueden ocurrir en la compra y venta, 
como si se hiciesen directamente, es decir, sin la inter­
vención de agente ó corredor de bolsa. 

En los problemas nos referimos al papel llamado 1 
por % interior, cuyos títulos producen una renta que el 
Gobierno paga eu pesetas. 

PROBLEMAS. ] .0 Si 1Ü0 pesetas nominales producen 
4 ¿Qué tanto por ciento, v, producen 100 pesetas efectivas 
al 72 por % de cambio ? 

E l problema es hallar qué renta producen 100 pesetas, 
si 72 pesetas producen 4. Dispondremos la operación del 
modo siguiente: 
r 100 S y como entre la renta y el capital existe 
4 72 ( proporcionalidad directa, se tendrá (377): 

100 
/ = 4 x = o,656 

72 ' 
2. ° Si 100pesetas producen el tanto por ciento, r ¿qué 

producirá un capital de pesetas? 
Tendremos: 

r 100 ) c 
] de donde, x ~ r x . 

x c ) ' 100 
3. ° ¿Qué capital nominal en títulos del 4 por 0¡o se 

puede adquirir con mi capital de c, pesetas ? 
Llamando, x, al valor nominal, y suponiendo el cam­

bio á 72 por ciento, tendremos: 
x 100) 1 , , 100 

, de donde, x = c x . 
c 72 ) ' 72 

4. ° ¿Qué capital en pesetas se necesita para comprar 
una cantidad determinada, n, de títulos del 4 por 0/o al 
72 por ciento de cambio? 
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Tendremos: 
so 72 | 72 

^ } de donde, x = «. X . 
n 100 ( 5 100 

En todos estos problemas hay que tener presente que 
la renta del 1 por 0/o, está sujeta á pagar un impuesto de 
20 por 0/o, es decir, que hay que rebajar la renta en 
la q ainta parte de su valor. 

V. Regia de compañía. 

396. La regla de compañía es el procedimiento que se 
sigue para repartir entre D a r í o s socios la ganancia ó pér­
dida de una sociedad que han fundado con un fin indus­
t r ia l ó mercantil cualquiera. 

Las ganancias ó pérdidas sociales se reparten entre los 
socios proporcionalmenle á los capitales que aportan á la 
sociedad, y proporcionalmenle, también, é los tiempos que 
están impuestos. 

Bi dos socios aportan los capitales, c y <?', durante los 
tiempos, l y f, designando por, g y g', las ganancias ó 
pérdidas que les corresponden, tendremos: 

a, c, t ) q c i . 
yt de donde, (385) ^ - = — x — 
g', C, f ) g e i 

r i . g ot 
o bien, — = — 

g' ct ' 
Luego las ganancias ó pérdidas de cada socio son pro­

porcionales q los productos de los capitales por los 
tiempos. 

Designando por G, la ganancia ó perdida social, por 
g, //', g", las ganancias ó pérdidas de los socios, por c, c 
c", los capitales, y por t, t', t", los tiempos que están im­
puestos, tendremos que dividir (T en partes proporcio­
nales á los productos ct, e't', ct1'. El problema de dividir 
un número en partes proporcionales á otros números 
dados, le resolvimos en el número 3 12, y aplicando al 
caso actual la regla que hallamos entonces, tendremos: 

G , Q 
(/ = C t X — — — , g = c t X — ~ , 

ct + c't' + d f ct + ct ' + c t 

a = c t x —, — . 
* ct + c t + c f 



203 — 

Si ios tiempos ó los capitales son iguales, las fórmulas 
se simplifican por la supresión de un factor común; pero 
se podrían obtener directamente en virtud de lo dicho 
en el número anterior. 

EJEMPLO. Tres personas se asocian para una empre­
sa: la primera con un capital de 6000 pesetas, durante 
2 años; la segunda, 5000 pesetas durante 16 meses, y la 
tercera con un capital de 7000 pesetas durante 9 meses, 
¿Qué ganancia corresponde á cada socio, siendo la ga­
nancia total 8000 pesetas? 

8000 
1.° q = x 

y 16 9 
6000 x 2 -f 5000 x — + 7000 x ró 

x 6000 x 2 = 4013,94 pias. 

2- ^ " Te 
6000 x 2 -f 5000 x — + 7000 x — 

x 5 0 0 0 x ^ = 2229,96. 12 

n o 8000 
3. <7 — X 

y 16 9 
6000 x 2 + 5000 x + 7000 x t-

9 
x 7 ( X ) 0 X — = 1756,10. 

12 

Vi. Regla de a l igación. 

397. Regla de aligación es el procedimiento que se 
sigue para resolver los dos problemas siguientes: 

1. ° Dadas las cantidades de varias substancias que se 
mezclan y los precios de sus unidides hallar la cantidad 
y precio de la mezcla. 

2. ° Dados los precios de la unidad de la meicla y de 
las unidades de las substancias que se han de mezclar, 
hallar las cantidades que hay que mezclar. 

El primer problema se llama: regla de aligación direc­
ta, y el segut'do: regla de a,ligación inversa. 
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En ambos problemas suponemos que las substancias 
que se mezclan no pierden su valor ni propiedades al 
mezclarse. 

R E G L A DE ALIGACIÓN DIRECTA 

398. Designemos por c, c', c"\ las cantidades que se 
mezclan; por p , / / , sus precios y por C, la cantidad 
total de mezcla, y se tendrá: 

O = c + c' + 6'", 

y el valor total de la mezcla será, 
cp + + c'>", 

porque, cp, cp', c"p'\ son los valores de las cantidades 
mezcladas. 

Para obtener el precio de la mezcla, es decir el valor 
de la unidad de mezcla, basta evidentemente , dividir el 
valor total de la mezcla, por su cantidad: designando, 
pues, por P, dicho precio, 

P _ ^ - f W 4- c p 
+• c + c" 

De donde resulta la siguiente: 
REGLA. Para hallar el precio de la mezcla se multi­

plica cada una de las cantidades mezcladas por sa precio, 
se suman los productos y el resultado, se divide por la 
suma de las cantidades mezcladas. 

EJEMPLO: Se mezclan 7 kq de cafe moka, de 5,60pe­
setas el kilogramo, con 10 de Puerto Rico de b pts., y 
con 8 de caracolillo de 4,75 pts., se desea saber el precio 
de la mezcla. 

Se tendrá: 
7 x 5,50 + 10 x 6 + 8 x 4,75 

P = pls. — £),06 pts* 
74 10 + 8 7 ' / 

R E G L A D E ALIGACIÓN INVERSA 

399. Supongamos que son dos las substancias que se 
mezclan y que sus precios y el de la mezcla son respec­
tivamente ̂  / / , P. Si el problema ha de ser posible, el 
precio de la mezcla ha de ser intermedio entre los de las 
substancias que se mezclan. Si ̂  se debe tener; 
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En cada unidad de la substancia cuyo precio es ^ , sé 
perderá, p — P, luego en c unidades se perderá: dp — Pi; 
en cada unidad de la substancia cuyo precio es j»', se ga­
nará: c'(2 —p')'. igualando lo que se pierde y lo que se 
gana se tendrá: 

c{p — P) = c'{? — p'), 
de la cual se deduce la proporción (327) 

c P — p ' 
c' f) — p ' ' 

luego: las cantidades que se han de mezclar son inversa­
mente proporcionales á las diferencias entre sus precios 
respectivos y el de la mezcla. 

E l problema de la regla de aligación inversa á inde­
terminado porque no se halla más que la relación entre 
las cantidades que se han de mezclar. Para hacerle de­
terminado vamos á suponer que la suma de las cantida­
des mezcladas es igual á la unidad, es decir que ten­
dremos: 

c - f - 1 ' = 1. 
Ahora de la proporción anterior se puede deducir, 

según la propiedad de las proporciones demostradas en 
el número 333, 

c -\- c' c c 
— P P -—• p p' — P ' 

y poniendo en vez de c - j - c\ su igual, 1 
c 1 ] / P—;/ 

p p — p l J A 1 \ p—p 
) de d o n d e l 

p — r p —p i \ p - p 
EJEMPLO: Se desean mezclar dos vinos: uno, de 75 y 

otro de 60 pesetas el hectolitro. ¿Qué cantidad se debe mez­
clar de cada uno, para que el precio de la mezcla sea de 
72 pis por /¿l? 

En cada h l entrarán: 

75 — 60 
75 — 7'2 c' ^ — _ . hi & o,20 U 
75 - 60 
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400. Si las substancias que se han de mezclar Son 
más de dos aumenta la indeterminación del problema. 

Para hallar una solución, se opera primero con dos 
substancias que comprendan el precio de la mezcla (éste 
siempre debe ser intermedio entre los precios superior ó 
inferior), después con otras dos y asi sucesivamente hasta 
operar con todas. 

La suma de las cantidades mezcladas será la cantidad 
total de mezcla. Se puede operar dos ó más veces con ca­
da substancia, cosa que hasta puede ser indispensable 
para resolver el problema. 

EJEMPLO: Con trigos de 22, 21 y Vo pesetas el hecto­
litro, se quiere obtener una mezcla de %)pts. el hl. ¿Qué 
cantidad se debe mezclar de cada uno? 

Operando primero con los trigos de 22 y 16 pesetas, 
en cada h l de la mezcla entrarán, según lo dicho en el 
caso anterior, 

20—16 2 
c = • h l = — k l = 67 l , aproximadamente. 

22 — 16 3 ' F 
22 — 20 1 

c' — —- h l = — hl = 33 l , aproximadamente. 
22 — 16 3 ' F 

Operando con los trigos de 21 y 16 pesetas, se tendrá: 
, 20—16 4 

c' = h l = - hl = 80 l . 
21 — 16 6 

c'" = 21 ~ 20 ^ = — ¿ ¿ = 20 l . 
21—16 5 

En cada 2 hectolitros de mezcla entrarán: 67 litros, 
del trigo de 22 pesetas; 80 litros, del de 21 pesetas, y 33 
más 20 ó sea 63 litros del trigo de 16 pesetas. 

FIN DEL CURSO DE ARITMÉTICA 
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