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ADVERTENCIA

Pocas son las reformas que hemos introducido en esta
3.* edicién. Atendiendo 4 indicaciones muy atinadas de algtin
companero nuestro, incluimos la teoria del minimo comun
miiltiplo, fundada en el maximo comiin divisor, ya que por
descomposicion de los nimeros en factores simples no es po-
sible formarle sin gran trabajo, cuando los factores primos no
son numeros muy pequefios. También hemos completado las
demostraciones de las reglas de las raices cuadrada y cibica
suponiendo el niimero indeterminado, con lo cual el protesor
podrd elegir de las dos demostraciones la que le parezca mds
conveniente. Hemos quitado todos los ejemplos de operacio-
nes de niimeros concretos del antiguo sistema de pesas, me-
didas y monedas de Castilla, que es ya hora de que pasen a
la Historia, y en cambio hemos ampliado el capitulo que
trata del sistema métrico decimal, incluyendo muchas noti-
cias histdricas de su adopcidn y dando la nueva definicién del
litro, adoptada por la Comision internacional de pesas y me-
didas. Es claro que los alumnos no tendran necesidad de
aprender para decirlas en el examen las noticias 4 (ue nos
referimos; pero leyéndolas se formardn una idea de la impor-
tancia que tiene el sistema métrico y de los delicados trabajos
cientificos que s¢ han llevado y se estdn llevando 4 cabo
para perfeccionarle. Hemos agregado también en esta edicién
algunas cuestiones relativas 4 fondos publicos y la regla de
aligacion, que habiamos suprimido en la 2." edicidn.




NOMENCLATURA ESCOLASTICA

DE LAS

PROPOSICIONES MATEMATICAS

AXIOMA €5 ung proposicion evidenbe por si misma, ¥ que,
por consiguiente, no necesita demostracion.

Teorema es una verdad demostrable, El Leorema consta de
un enunciado v una demosiracion, El ENUNCIADO es la propo-
sicion que se anuncia como verdaders; liene dos poarles: nna
hipotesis 0 suposicton, que oalirma lo que se supone cierlo; v
una fesiz O conclusion, cuya verdad se ha de probar. La pEmos-
TRACGION ¢35 el raciocinio que se hace para patentizar la verdad
de o legis.

Un leorema es RECIEROCO de obro, cuando tiene por hipote-
sig la eonclusion, y por conclusion la hipélesis de esle olro; v
coNTRARIO cunndo tiene una hipdlesis y una conclusion con-
Learias o las de este ofro.

LEMA es un teorema de poca importancia por siomismo,
pero necesario para demostrar olros mas importantes.

COROLARIO €8 un leorema cuya verdad se deduce inmedia-
tamente de un teorema conocido,

PosTULADO es un legrema que no se puede demosbrar, v
que por lanto debe admitirse como axioma en la formacion de
la Ciencia.

Escorio ¢s una adverlencia o nola que se hace sobre uno
o muehos leoremas relativos al mismo asunlo, 0 que forman
nua beorio.

PROBLEMA €5 unienestion en gue nos proponemos deler-
mingr upa O muchas cosas desconocidos O inedynitas, por me-
dio de otras conocidas 6 datos.

Li proposicion en que se declara el objeto del problema se
Hama enunciado: ¢l procedimienlo pora delerminar los incog-
witas de modo gue satisfogun al enuneiado, se lluma resolucion;
el resultado pblenido después de vesolverle, se Hama soficion.

ALFABETO GRIEGO

Figua. | Nombre | Figura. | Nombre. | Figura. | Nombre
Aa | Alfa. I Tota. " | Rho.
BRd | Beta. Kx | Kappa. | Yag¢ | Sigma.
I'y | Gamma. | A} | Lambda.| T+ | Tau.

AR Delta. Mu | Muo. o Upsilon.
E:z | Epsilon. | Nv | Nu, ® ¢ | Phi

Yl Deseta, | E¢ Xi. X ¢ | & (cha).
H+ | Eta. 0o | Omicron W4 | Psi.

0n Theta. M= | Pi Yo | Omega.
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PRELIMINARES

1. Varias cosas (ue tienen uno ¢ muchos caracteres
comunes, se dicen Aomogéneqs por relacién a dichos
caracteres comunes, y si tienen otros caracteres diferen-
tes, Aeferogéneas por relacion 4 éstos,

Dos dados, une de plomo y otro de marfil, son homo-
géneos por relacion 4 su figura, y heterogéneos por la
materia de que estan constrnidos. Pueden ademas ser
iguales 6 distintos, el peso 6 el tamaiio, por ejemplo.

Si varias cosas tienen todos sus caracteres comunes,
se dicen idénticas.

2. Varias cosas, por relacién 4 sus caracleres comu-
nes, 0 en cuanto son homogéneas, forman un conjunto
que se puede considerar obtenido por la repeticion de
cualquiera de ellas. La cosa repetida se llama wnidad,
el conjunto formado por la repeficion de la unidad
constituye una plurelidad. La expresion determinada
de cuanlas weces se ha repetido la wanidad, se llama
NHIETO.

Bl wibmero es, pues, wna pluralidad determidoda de
cosas i objetos homogéneos; cualquiera de las cosas i
objelos, es ln wnidad.

3. Como la unidad generatriz del nimero puede ser
un objeto cualquiera, podemos hacer abstracéién de la
nataraleza de la unidad y expresar solamente cuantas
veces estd repetida para formar el nimero.

El nimero que expresa la naturaleza de la unidad
generatriz se llama concrefo, y el que no la expresa
abstracto.

4. Porlo que hasta ahora llevamos dicho, se com-
prende que ol niimero es un conjuuto de partes separa-

bles unas de otras, ¢ disgregables, es decir, que el niimero
es discreto.
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H.  La unidad pneds ser an todo formando un indi-
vidno (e no se puede descomponer en parbes sin des-
truirle; esto sucede si, por ejemplo, la uvidad es nn
hombre, un drbol, ete, Pero también pnede ser nna cosa
descomponible en partes iguales y homogéneas: esto
sucederd si la unidad es una distancia, un peso, ete.

En el primer caso, la nnidad se impone en la forma-
cion del nmiimero: asi, para numerar un conjuouto de
arboles, tomamos por unidad un drbol. Lo mas que
podremos hacer, si la disbribneion de los drboles lo per-
mibe, es tomar por unidad una coleceidn de arboles, una
fila, por ejemplo, si estdn distribuidos en filas.

En el segundo caso, es decir, cuando la unidad se
puede descomponer en partes homogéneas, queda com-
pletamente libre la eleccidn de su tamaiio; resultando
tanbo mayor el numero, cuauto menor es la unidad
elegida.

6. El concepto de tamaiio, ¢ limitacion de los seres
infinitos, constituye sa magnitud: el caracter esencial
de la magnitud es ser susceptible de aumento y dismi-
nucion. Las palabras magnitud y cantided se suelen
emplear como sindnimas; pero es mejor aplicar el nom-
bre de cantidad solamente & las magnitudes determina-
hles, 6 numerables por medio de una uuidad de su
misma naturaleza y excluir las magnitudes que no sean
determinables, como por ejemplo, las facultades intelec-
tuales, afeclos, ete.

7. La cantidad es continna, es deczir, que se puede
descomponer en partes homogéneas, tan pequefias como
se quiera, ¢ inversamente se puede formar una cantidad
por la repeticidn sucesiva de una parte cualgniera. De
un modo mds general, la cantidad puede anmentar o
disminuir.por grados insensibles,

8. Cuando se deferming & mide una cantidad fija,
6 como suele llamarse consfante, por medio de una
wnidad de su misma natoraleza, constante también,
puede suceder: 1.° Que la cantidad coutenga un mimero
eracto de veces & la unidad, y entonces se origina un
nimero formado por una pluralidad de unidades y se
Hama aumere entero. 2.° Que la cantidad no contenga
exactamente & la unidad, pero si & una de las paries
alicuotas que resultan de dividirla en cierto mimero de
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partes iguales, y entonces se origina nn mimero que se
Hama fraccionario. 3.° Que la cantidad no contenga exac-
tamente & la nuidad ni 4 ningana de sns partes alicno-
tas, y entonces se origina el niimero uconmensurable.

En log dos primeros casos, la unidad y la cantidad
son conmensurables entre si, O tienen una medida comiin,
que es, 6 la unidad misma, 6 una de sus partes alicuo-
tas: los nimeros que expresan la relacidn de la cantidad
4 la unidad, 6 sea la medida de la cantidad, son conmen-
sarables. En el tercer easo, la nnidad y la cantidad son
inconmensurables entre si, puesto que ninguna parte ali-
cuola de la unidad estd exactamente contenida en la
cautidad. Més adelante encontraremos ejemplos de
nimeros inconmensarables, y veremos (ue no se pneden
expresar exactamente, pero si con toda la aproximacion
(ne se quiers,

9. La ciencia de la cantidad en general se llama
Matematica.

L ciencia de los nimeros en general ha recibido dis-
tintos nowmbres, Aritmologia y Algoritmia La parte
elemental en gue nos ocuparemos nosotros se llama Avrit-
wetieq,

10.  Antes de comenzar la Aritmética es conveniente
conocer la nomenclatura escolastica nsnal para designar
las proposiciones mateméaticas.

DeriNic16x es el desarrollo verbal de la comprension
de una idea.

Division es la enumeracion de las partes que interior-
mente forman el todo definido.

DemosrrAcION es un raciocinio gue se hace para
patentizar la verdad de una propesieion,

AxroMA es una proposicion evidente por si misma
¥ que, por consiguiente, no necesita demostracion.

Trorema es una verdad demostrable. El teorema cons-
ta de un enunciedo y una demosiracicn. El enunciado es
la proposicién ¢une se anuncia como verdadera; consta de
dos pavtes: una hipdlesis, & suposicidn, que afirma lo que
se supone cierto, y una Zesis, 6 conclusidn, cuya verdad
e ha de establecer por medio de la demostracion,

Un teorema es reciproco de otro cnando tiene por
hipdtesis la conclusidn y por conclusién la hipdtesis de
esta otro,
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Un teorema es conérario de otro, cuando fiene und
hipdtesis y ana conelusién contrarias 4 las de este otro,

Lema es un teorema de poea importancia por si
mismo, pero negesario como fundamento de otros teo-
remas mds importantes,

Cororanrio es un teorema cuya verdud se dedunce
inmediatamente de un teorema conocido.

Posrturano es un teorema que no se puede demostrar,
y que por tanto debe admitirse como axioma en la for-
macién de la Ciencia.

Escornio es una advertencia ¢ nola que se hace sobre
uno ¢ muchos teoremas relativos al mismo asunto,
6 que forman una teoria.

ProprEMA es una cueslién en que nos proponemos
determinar una ¢ muchas cosas desconocidas & inedyni-
tas, por medio de otras conocidas 6 dafos.

Lia proposicidn en que se declara el objeto del pro-
blema, se llama enwnciado: el procedimiento para deter-
minar las inedgznitas de modo que satisfagan al enun-
ciado, se llama resolucidn: el resultado obtenido después
de resolverle, se llama solwcidn.

11. Se llama igualdad la relacién que existe entre
dos cantidades homogéueas idénticas, 6 entre los niime-
ros que las miden,

La igualdad se expresa colocando el signo =, qne se
lee dgual ¢, entre las cantidades 6 mimeros IU'[tt).IB‘i

Asi, si las cantidades representadas por los simbolos
A y B son iguales, escribiremos A = B, y leeremos
A jgual i B.

Todo lo que antecede al signo==se llama primer miem-
bro de la ignaldad, y lo que le sigue, segundo miembro.

Se llama desigualdad la relacion que existe entre dos
cantidades homogéneas, tales que nna de ellas es mayor
que la otra, 6 entre los niimeros que las miden,

Para expresar la desigualdad, se emplea nno de los
signos >y <, que se leen respectivamente mayor gue
y menor que, colocados entre las cantidades que se
comparan.

Asi, si las cantidades A y B, que se comparan, son
taies que A es mayor que B, escribiremos A > B, y lee-
remos A mayor que B. Si A fnese menor que B, la des-
ignaldad seria A <Z B,
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Lo mismo que en las igualdades, todo lo que hay
eserito antes del signo = 6 <, se llama primer miembro,
y todo lo que hay después, seqgundo miembro de la des-
igualdad.

Esg evidente que en una ignaldad se puede cambiar el
orden de los dos miembros; asi, si se tiene A — B, tam-
bién es cierto que B = A.

En nna designaldad se pnede cambiar el orden de los
dos miembros, pero eambiando el signo de la desigual-
dad: asi, si A > B, se tendra B — A, :

12, Kntre cantidades Aelerogéneas no existe igual-
dad, pero puede existir equivalencin, es decir, igualdad
en los valores, ya sea ¢ésta natural, ya sea conven-
cional (*).

18. Los axiomas fundamentales de la Matematica
son verdades conocidas por el sentido comiin, y apenas
se necesita enumerarlos.

U cosa es tdéntica d ella misma. Dos cosas iguales
@ wia lercera, son iguales eadre i, 0 mas generalmente:
sioentre muchas cosas ln primera es igual 4 e segunda,
esta & la tercera y asi sucesivameile, dos cualesquicra de
estas cosas serdn iguales. Bl lodo es mayor que una de
sus partes, ele,

14. Dividiremos la Aritménica en dos partes: la pri-
mera tratara de los nmimeros abslraclos, y la segunda.
de los conerelos, considerando esta iltima como una
simple aplicacion de la primera.

La primera parte la dividiremos en dos secciones:
Calculo aritmético y comparacion aritmética; y el cdlen-
lo aritmético en tres libros, gne trataran respectiva-
mente de los niimeros enteros, de los fraccionarios y de
los inconmensurables.

(*) El trabajo necesario paraelevar un kilogramo de ague destilada de la
temperatura cero grados @ un grado, que #s aproximadamente 425 kilogra-
metros, se llama equivalente mecanico del ealor, y esigual 4 lo que los
fisicos llaman una caloria: luego cierta cantidad de trabajo leudrd su equi-
valente en calor, y reciprocamente: ésta es, pues, una equivalencia natu—
ral L equivalencia sutre una mercancin y su coste es convencional entra
el comprador y el vendedor: depende de muchas circunstancias ajenas, 4
yeces, & uno y otro.
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PRIMERA PARTE

ARITMETICA DE LOS NUMEROS ABSTRACTOS

SECCION PRIMERA

Caleulo aritmeético.

LIBRO PRIMERO

Los nimeros enteros,

CAPITULO PRIMERO
LA NUMERACION

15, La numeracion es lu parte de la aritinética gue se
ocupe de la formacion y eepresidn de los nineros.

Lios nitmeros enteros se forman por medio de la uni-
dad, que se va repitiendo y agregandose & si misma.
51 a cualquier niimero, ya tormado, se le agrega la uni-
dad, se formard el niimero siguiente: como esta opera-
cién se puede verificar siempre por grande que sea el
numero, la serie natural de los numeros es indefinida.

16.  De aqui la necesidad de un medio convencional
y sisbematico para poder expresar los mimeros: este
medio convencional comprende dos partes: una, la nu-
meraeitn verbal 6 expresion de los niimeros por medio
de palabras, y otra, la numeracidn escrite 6 expresion de
los mimeros por medio de signoe,

Nosotros expondremos el sistema de numeracién de-
cimal, que es el adoptado por todos.

17. La unidad se expresa por la palabra uno, y se
llama el nimero wno; la rennidn de uno y uno se llama
dos: la de dos y uno, fres; la de tres y uno, cualro; la de
coatro y uno, cineo; la de cinco y uno, seis; la de seis y
uno, siefe; la de siete y uno, ocko; la de ocho y uno,
nueve; la de nueve y uno, diez.
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La reunidn de diez unidades, se considera como una
nueva unidad, que se dice de segundo orden 6 decena (1a
nnidad simple se dice también de primer orden'; la de-
cena es una unidad colectiva, y se pucde contar por
decenas como se ha contado por unidades.

Asi, la reunién de dos decenas, se llama veinle; la de
tres, freintw; la de cuatro, cwarents; y sucesivamente
cincuenla, sesenla, selenla, ochenta y noventa.

La reunion de diez decenas forma el nimero cienlo,
que se considera como nna nueva unidad, que ge llama
centena 6 unidad de Zercer orden, y se cuenta por cen-
tenas, como por decenas y nnidades. La rennion de dos
centenas es doscienlos: la de tres, trescientos, y sucesi-
vamente cualrocientos, quinientos, seiscienlos, selecien—
los, ochocientos y novecientos.

La reunidn de diez centenas forma el miimero mil,
que se considera como una nueva unidad, que se llama
millar. 6 nmdad de cuarfo erden. Se cuenta por milla-
res, como por las anteriores unidades. Asi tendremos .
los wimeros dos mil, tres mil..... nueve mil, diez mil.
El ntimero diez mil se considera como una nueva uni-
dad, que se llama decena de millar, 6 unidad de guinto
orden, con la cual se euentan los niimeros weinte mil,
treinta mil,.... novente mil y cien mil. Bl nimero cien
mil forma una noeva unidad, la eenlena de millar, 6
unidad de sezfo orden, y con ella se cuentan los niime-
ros doscientos mil, (rescientos mil..... novecienlos mil,

L reunion de diez centenas de millar, forma un mi-
Hldn, que es la unidad de séndimo orden.

Con los millones se forman, como con lag unidades
simples, decenas, centenas, millares, decenas de millar
y centenas de millar, todas ellas de millén; y son los
ordenes oclavo, noveno.....y duodéeimo de unidades, y se
cuenta con ellas como con los drdenes anteriores.

Mil millares de millon, ¢ sea un millon de millones
se llama 4illgn. El billon es la unidad de orden déeimo
tercio, y se forman con ella decenas, centenas, millares,
decenas de millar y centenas de millar, con las que se
enenta como con las anteriores.

Un millén de billones forma el /74/ldn y asi sucesi-
vamente,

18, Desde diez hasta veinte se cuentan los nimeros
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intermedios agregando a la palabra diez las de los nueve
primeros mimeros y diciendo por consiguiente: diez y
uno fonee) (*), diez y dos (doce), diez y tres (lrece), diez
y cuabro (eaforce), diez y cinco (quince), diez y seis
diez y siete, diez y ocho, diez y nueve. Desde veinte
hasta treinta se cuentan los niimeros intermedios afia-
diendo & la palabra veinte, los nombres de los nueve
primeros nimeros; asi se contara: veintinno, veintidds...
veintinueve. Del mismo modo se cnenta de treinta &
cuarenta, de cuarenta & cincuenta.... de noventa &
ciento.

Desde ciento a doscientos se cuentan los niimeros iu-
termedios agregando 4 la palabra ciento los nombres de
los noventa y nueve primeros niimeros y se dira: ciento
une, ciento dos. ... ciento diez, ciento veinte... ciento
noventa y nueve. Del mismo modo se contara entre
doscientos y trescientos, y asi sucesivamente hasta no-
vecientos noventa y nueve.

Entre mil y dos mil se contara agregando & la pala-
bra mil los nombres de los novecientos noventa y nueve
primeros nimeros, y lo mismo entre dos mil y tres mil,
y asi sucesivamente hasta llegar 4 nueve mil novecien-
Los noventa y nueve,

De modo andlogo se cuentan los nimeros intermedios
entre diez mil y veinte mil, entre veinte mil y treinta
mil..... entre cien mil y doscientos mil, y asi sucesiva-
mente.

19. De todo lo expuesto se deduce que diez nnida-
des simples 6 de primer orden, forman una decena o
unidad de segundo orden: diez decenas forman una
centena ¢ unidad de tercer orden, y siempre diez uni-
dades de uun orden forman la del inmediato superior.

En virtud de esto se llama fase del sistema de nume-
racion decimal el nimero diez, que expresa cuantas
unidades de un orden se necesitmn para formar la del
orden inmediato superior.

Debemos observar gne las unidades de cada orden en
un nimero son menos de diez, y por consigniente,

(*) El uso ha sustituido las palabras diez y uno, diez y dos, etc , porlas
once, doce, frece, catorce y quinge, por evitar la cacofonia de las primeras,
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nneve & lo sumo: ademas en un nimero pueden faltar
ciertos ordenes de nnidades, que seran precisamente las
gque no se nombran. Asi el niimero trescientos siete,
contiene centenas y unidades, pero carece de decenas.
- También conviene observar que se cuenta por unida-
des, decenas y centenas simples, 6 de millar, 6 de mi-
llén, 6 de millar de millén, ete., de suerte gue de tres
en tres ordenes se forma nna unidad que podemos con-
siderar como principal

20. Para la eseritura de los mimeros se han adopta-
do los signos:

1,:2,3,4. 8,6, 7, 8,9
(que representan, respectivamente, los nueve primeros
uimeros, y se laman ¢ifras significaticas del sistemus.
Como hemos visto que en todo nimero las unidades de
cada orden son menos de diez, las cifras anteriores ser-
virdn para expresar cnantas unidades de cada orden
contiene un numero. Para expresar la fulta de unidades
de cualgnier orden se usa el signo:
0

que se llama cero y también eifra no significativa, para
distinguirla de lus demas. El cero, por cousiguients, no
tiene valor,

21. Se couviene en que: loda cifra eserile o lu i:-
quicrda de olra vepresenta wnidades del orden inmedialo
superior o die: veces mayores: de este modo el primer

lugar de la derechia corresponde 4 las unidades; el se-

gundo (eontando hacia la izquierda) 4 las decenas, o
unidades de segundo orden; el tercero a las cenlenas, &
nnidades de tercer orden, y en general, cada orden de
unidades ocupa el lugar marcado por su crden.

De aqui resulta que cada cifra tiene dos valores, uno
dbsoluto, que, como su nombre indica, 68 invariable y
depende de sn figura, y otro relativo, que es accidentul
y depende del lugar que ocupa en el nmimero.

De esto se deduce que las uvidades de diferentes
ordenes se escribirdn por medio de Ia unidad seguida de
un mimero conveniente de ceros. Asi:

1, 10, 100, 1000, 100C0.....
seran les wiimeros wao, diez, ciento, mil, diez mil . ...

22. Para eseribir un nimero cuyo enuuciado ¢ ex-

presion yverbsl conocemos, consideraremos tres casos
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1" Que el wimero seq inferior ¢ mil. 2.° Que sea su-
perior @ mil ¢ inferior @ wn mitldn, 3." Que seq mayor
quee win milldn. _

1.”  Si el miimero que se gquierve eseribir es inferior 4
wil, seeseribivan primero sus cenlenas, @ it devecha de
astas las decenas, y i la devecha de las decenas, las wni-
dades. Asi, para eseribir el mimero trescientos veintisiele
escribiremos primerc un 3, por ser tres las centenas, 4
su derecha un 2, por ser dos las decenas, y & la derecha
de éstas un 7, por ser siefe las nnidades, de modo que
escribiremos 327, :

Si el niimero carece de decenas ¢ unidades, se ocu-
paran sos lugares con ceros: si no llegase 4 100, ¢ 4 10,
bastarian dos, 6 una cifra para eseribirle,

2.7 8i el mimero gue se guiere eseribir es mayor que
mil y menor ¢ue un millén, se supondra formado por
dos grupos de unidades prencipales; nno de unidades
simples y otro de millaves: se¢ escribivd el grupo de mi-
lares, gue a lo swino tendrd tres sifras (anidades, dece-
nas y centenas de millur), como se ha dicho en el easo an-~
lerior. y & su derecha dejando un pequeno hueco, d sepa-
randole por una coma, el grupo de wnidades, gue tambicn
tendrd o lo swmo tres cifras (unidades, decenas y cenles-
nas siimples). Por ejemplo, el numera doselentos cuarenis
y cinco mil selecientos treinla y nueve se escribiva:

245 739 6 245,739

Si faltan algunos drdenes de unidades se ocuparan
sus lugares con ceros, euya situacién es muy facil de
determinar en cada grupo. Asi: el nimero doscientos
eqearenta mil Lreinle y nuneve, se eseribira:

240,039

3. Si el niimero es mayor que un millén, se tendra
presente que los dos grupos de tres cifras de la derecha
corresponden 4 los dcs ovdenes principales, unidades y
millares: los dos siguientes a la izquierda, unidades y
millares de willén, los otros dos mas 4 la izquierda,
unidades y millares de billén, y asi sucesivamente. Por
consiguiente, para escribir wn witmero mayor que wi wi-
llon, se escriben primero los grupos de wmilloves y wnida-
des mds elevados: a la derecha de éstos los grupos de mi-
lares y wnidades siguienles descendiendo, y asi hasta
tegar a los grupos de millares y wnidades simples.
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Cunando el nimero sea muy grande, conviens escribir
i la derecha y 4 la parte superior de la cifra de unida-
des de millon un 1 pequeiiito; en el mismo lugar y & la
derecha de las unidades de billén un 2, eto.; y separar
por comas cada grupo de millares del de unidades, ¢ sea
los grupos de tres cifras,

Sea, por ejemplo, el nimero: doce billones, doscientos
ciwenenta y seis mil cuatrvocientos divz y siele millones,
selecientas veintilids mil doscientas ochenta y sicte unidu-
des; se escribira:

122956,4 1 71723,287

Si faltasen alguuos ordenes de unidades, se ocnparan
sus lugares con ceros: el nimero selecientos dos mil siete
millones, veinticuatro unidades, se eseribira:

702,0071000,024

23, Para leer un witmero cualguiera, se divide en
grupos de seis cifras, poniendo ¢ la izquierde del prime-
7o un 1, como hemos eadicado para lo escritura; a4 la iz-
quierdy del segundo un 2, ele : se dividen eslos grupos
cada wno en dos de tres cifras por medio de comas. se co-
mienza la lectura por los grupos superiores leyendo sus
centenas, decenas y unidades, aiadiendo la palabra mil o
lus sitwados d la izguierda de cada coma, y las palabras
millones, bhillones, ete., 4 lo levminaeidn de los grupos
que tienen & su derecha wn 1, un 2, elc. Asi el niimero

42324 61001 2,680H
se leeva: enndro billones, trescientos veinticutlio mil seis-
cientos diez millones, doce mil seiscienlas ochenta y cinco
unidades.

CAPITULO 11

LAS OPHRACIONES FUNDAMENTALES
I, La adicion

24, Ne da el nombre de operacion al acto por el cual
se verifica wna (ransformacion en un ogjelv, 6 combina-
cidn de objetos.

Las operaciones mateméticas pueden ser de edlculo,
construceion, combinalorias, ete. Por ahora nos limita-
remos & las operaciones del calculo, que soun; les que
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tienen por objelo hallar wno & muchos nitmeros. queé s
Haman vesultado, por medio de otros gue se llaman datos.

Dos 6 més operaciones combinadas forman una ope-
racion compunesta: cuando wna operacidn indicada se con-
sidera como dalo para someterle @ olra operacion wllerior,
se encierra la operacidn indicade en un parénlesis,

Las operaciones fundamentales del cdleulo aritmé-
tico son: adicidn, substraccidn, mulliplicacion y division.

La adieién y mulfiplicacién son operaciones de eom-
posicion: la substraccion y division de descomposicion.

Una operacion es iaversy de otra euando tiene por
datos el resultado y uno de los datos de la primera, y
por resultado el atro dato. Mas adelante veremos que la
substraccidn es inversa de la adieidn, y la divisidn, en su
acepeién mds general, inversa de la multiplicacidon

La adicién y substraccién también se dicen opera-
ciones de primer grado, y la multiplicacion y division de
sequndo grado.

20, Adicidn es una operacidn que tiene por objelo
rewnir en wn solo nimero las unidades de olros varios (*)

Los datos de la adicidon se laman sumandos, el re—
sultado suma y la practica de la operacion sumar.

Se indica la operacion escribiendo un signo -}, que
se lee mas, entre cada dos snmandos, y separando los
datos del resnltado por el signo=.

Asi, siendo los sumados 4, 7 y 3, escribiremos:

44-7-3=14

26. El procedimiento primitivo de la adicién es
afladir al primer sumando las nnidades del segundo,
contgndoles nna 4 nua, como se ha explicado en la nu-
meracion: al resultado que se obtenga se afaden las del
tercer sumando, contadas del mismo modo, y asi sucesi-
vamente hasta el 1iltimo sumando.

Este procedimiento no es bneno mds que cuando los
sumandos son de una cifra & digifos(**) y se llega 4

(*) Damos una definicitn que sélo comprende la adieién de nimeros
enteros, pero iremos generalizando cada operacién & medida que sen nece-
sario, teniendo presente que una operacién generalizada contiene la ope-
racidn particular; pero como puede perder algunas de sus propiedades, se
deben revisar éstas, para conservar solamente las que eorrespondan 4 la
operacion generalizada.

(**) 8e llamnu digitos los niimeros de una cifrn porque se pueden con-
tar con log dedos.
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hacer de memoria cuando se tiene alguna practica en la
operacion: pero pava considerar més de dos snmandos,
se necesita aprender la ftable de swmar, que contiene
todas las snmas posibles de dos niimeros digitos.

Antes de formarla debemos tener presente, que si
nno de dos sumandos es cero, la suma es igual al otro
sumando: propiedad que se dednece inmediatamente de
I definicion de la operacion,

Esto supuesto, escribamos en una linea horizontal el
cero y los nueve primeros nimeros, debajo correspon-
diéndose con los de la primera linea, los mismos nitme-
ros anmentados cada uno en una noidad, y se tendrd la
suma de los miimeros de la primera linea con 1; debajo
se escriben los wiimeros de la segunda linea aumentados
en una unidad, y se formara noa tercera linea, que con-
tiene los de la primera anmentados en dos nnidades: se
signe del mismo modo hasta formar la déeima linea, qne
contendrd la suma de los niimeros de la primera con 9.

ojt|2|s|la|ls|e|r|8]?
1|2|8|4|6|6|7|8]|9 10
2|8 |4|5|6|7|8|9]|10|11
3|45 |67 |8|9|10/11]1
456|789 10(11|12[18
5|6|7|8|9|10]1|i]18]14
6|7|8 |9 10/1n|12]18]14]15
7_!E|?' 10|11 [12| 13| 14| 15 |16
9]9|1U i1(12]18 | 1415|1617
9 [10]11]12|13[14]15] 16|17 18

De lo dicho resulta que cada linea horizontal con-
tiene la suma de los mimeros de la primera linea con el
nimero que la comienza, y cads linea vertical contiene
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la snma del miimero que la comienza con los witmeros
de la primera vertical.

L snma b | 7, por ejemplo, estard en la vertical
que comienza por O y en la horvizontal que comienza
por 7; serd, por consigniente, el nimero 12, comin 4
las dos lineas.

27, Pasemos ya al caso general de la adicién, que
consiste en sumar nimeros cnalesqniera: esta fundado
en las signientes propiedades de la adicion.

1Y Una swma no se allera, awvngue se allere el
opden de los swimandos. Porque la sumu es el conjunto
de nnidades que contienen los sumandos, y no varia este
niumero de unidades con el orden de los sumandos.

2.0 Dos & mas swmandos se pueden sustiluir por su
suna efectuada. Para esto basta suponer que se colocan
los primeros (1.*), y que, por consigniente, por ellos co-
mienza la snma.

Es clarvo, que énversamentle se puede suponer cual-
quier swmando descompuesto en dos, i mas parles, que
sumadas compongan el suwmando.

28, En virtud de estas propiedades, para smmar
nimeros cualesquiern, se’les puede suponer descom-
puestos, cada uno de ellos, en unidades, decenas, cen-
cenas, millares, ote, Snponer después alterado el orden
ile estcs nuevos sumandos y sumar unidades eon uni-
dades, decenas con decenas, centenas con centenas,
etic,, y reunir los resnltados en un solo mimero

Para hacer mds ficil la aplicacion practica del prin-
cipio anterior, seguirenos la signiente:

Reara: Para swmar nimeros cwalesquiera, se eseiri-
ben los swmandos wnos debajo de otros, de modo que se
correspondan vuidudes con wnidades, decenas con de-
cenas, cenlenas con cenlenas, ele.; se trasa une raye de-
bajo de los sumandos y se swman los nivmeros de cada
colwmaa, comenzando por la devecha; si la suma no llega
@ diez, se escribe debajo de la raya, covrespondidndose
con la colwmna swmade, y st Hega 0 pasa de diez, se es—
cribe la cifira de las unidades de la swma y se reservan
las decenas para agregarlas & la siguiente columna de ln
izquierda. Bl wimero que asi vesulle serd la swma pedida.

Sea sumar los nimeros 14670, 8344, 248008, DG, se
eseribirdn en columna del modo signiente:
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14675

8344

24803

Hs6

48408
Tia columna de las nnidades da por snma parcial 18;
escribimos, por consiguiente un 8, que es la cifra de las
unidades, y reservamos nna decena para sumarla con las

decenas (*).

La colnmna de las decenas da 19 y 1 de la suma an-
terior 20; eseribiremos el 0 y reservaremos el 2, que ex-
presa centenas, para sumarle con las centenas, Del mis-
mo modo, de la suma de las centenas, que es 24, sélo
escribimos el 4. De la suma de los millares, que es 18,
escribimos el 8; y, por tiltimo, eseribiremos el 4, que es
la suma de las decenas de millar.

La suma buscada serd, pues, 43408,

29. Es facil observar que si no sumdsemos las co-
Inmnas procediendo de derecha 4 izquierda, no se podria
escribir de una sola vez el resultado, sino en el caso de
ser todas las sumas parciales inferiores a 10.

La suma de las unidades mds elevadas se escribird
completa, anunque sea igual ¢ mayor que 10, porque ya
no se tienen que reservar las decenas que resulten para
agregarlas 4 otra suma parcial.

30.  Prueba de una operacidn es olra operacidn gue
tiene por objeto comprobar la exactitud del resullado oble-
nido en la primera.

Si la proeba y la eperacidn estdn conformes, tendre-
mos casi cerleza de que la operacion estd bien hecha
por ser bastante dificil cometer los mismos errores eun la
operacién y en la prueba: si no estdn conformes, habra
equivocacion en la prueba & en la operacion, y se deben
repelir ambas con todo cuidado hasta que resulten
conformes.

La prueba mas sencilla de la adicidn consiste en

(*) Cunando se sume cads eolumna, conviene al seguirla con ln pluma,
nombrar solamente las sumas parciales que se obtengan, sin nombrar los
sumandos. Asf, no diremos 5 y 4 son § % son 12 y 6, 18; sinn 5, 9, 12, 18,
De este modo se huce mis rﬁp:damante%n operacion y hasta se evitan mo-
tivos de equivoeaciones,



repetir la operacién sumando de abajo & arriba, si la
primera vez se ha sumado de arriba & abajo.

También se puede comprobar la suma dividiendo los
sumandos en grupos, que Se suman separadamente, y
sumando después las sumas parciales obtenidas.

Este procedimiento se suele emplear como operacién
y no como prueba, cuando los sumandos son muchos.

31.  Para sumar sumas indicadas, se formae una Suma
indicada con todos los sumandos de las sumas par-
ciales (F).

Sean Jas sumas b4+ 7+4+3 y 4+ 9.

Si formamos la suma b 4743+ 4 -} 9, compuesta
de los sumandos de ambas sumas, podemos sustituir los
snmandos 5,7y 3 ylos4 y 9 por su suma efectnada
(27, 2.* propiedad); luego podremos eseribir,

B+T74+8)+(A+9=>0+7+8+4409.

32. 5P varios sumandos awmenlan en nineros cuales-
quiera, la suma awmenta en la suma de los aumentos de
Los sumandos.

Sea la suma b 4 7 - 3, y supongamos que el primer
sumando aumente en 4 y el tercero en 9 unidades, se

tendra: (b4 4)+7+H(349),
que se podrd eseribir (31) sin los paréntesis, y serd:
b+44-T4+349

sustituyendo ahora los sumandos 5, 7 y 3 por su suma,
y los 4y 9 por la suya (27, 2.* propiedad), se tendra

finalmente,

G+743)+ @ +9),
que demmestra la propiedad enunciada, puesto que la
suma 5 + 7 - 3 ha anmentado en 4 - 9.

En particular, si sdlo auvmenta un swmando, la swma
awmenta en el wmismo nimero que el swnando.

33. S0 se suman miembro ¢ miembro varias igualda-
des, el resultado es una igualdad (**).

Es evidente que constando del mismo nimero de uni-
dades los dos miembros de cada igualdad, las dos sumas
efectuadas constardn también del mismo nimero de
unidades,

(*) Esevidente que también se pueden efectuar las sumas parciales y
sumsarlas después.

(**) Sumar miembro & miembro, ge dice también sumar ordenadamente,

2



De las ignaldades 3 +9=12y44+5=247, ob-

tendremos:
34+9444-5=124247

Como caso particular resulta: gue si ¢ los dos miem~
bros de una igualdad se les aumenta en el mismo nimero,
los vesullados jorman una syvealeiad

34. 8% se suiman miembro ¢ miembro varias dgsrgmz-
dades que se verifican en un mismo sentido (todas del
signo > 0 todas del signo <), ef resultado es una desi-
gualdad que tiene lugar en el mismo sentido que las pro-
puestas.

Si tenemos 12>9 y 18> 15, la suma 12 4 18 se
compone de dos grupos de unidades mayores respecti-
vamente que Jos de la snma 9 + 15 de los segundos
miembros; luego es evidente que se tendra:

12 4 18> 9415

S sumamos una desiqualdad con una igualdad, el re-
sullado es wna desigualdad en el mismo sentido, o del
mismo signo que la propuesta.

Si 4 los dos miembros de la designaldad 12>>9 les
agregamos los de la ignaldad 7 =17, se formaran las
sumas 1247y 94+ 7, y como es evidente que la pri-
mera tiene mds unidades que la segunda, se tendra:

BT =047

Il La substraccion.

35.  La substraccidn es una operaciin que tiene por
objeto, dados dos nivmeros, averiguar en cudntas unidades
el mayor excede al menor.

El mayor de los niimeros dados se llama minuendo,
el menor substraendo; el resultado, resto ¢ diferencia, y
la préactica de la operacidn, restar.

Se indica la substraceion eseribiendo el minuendo,
después el signo —, gue se lee menos, y & continuacién
el substraendo, separando los datos del resultado por el
signo =,

Asi: siendo 7 el minuendo y 4 el substraendo, escri-
biremos:

T—4=3.

36. De la definicién de la substraccion se deduce:

que la suma del sustraendo y del resto es igual al mi-
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nwendo, y por consiguiente podemos dar también la si-
guiente definicidn: substraccidn es una operacidn que
tiene por objelo, dados la suma y wno de los swumandos,
hallar el otro.

La substraceién es, pues, una operacion inversa de la
adicién. No punede la adicidn tener ofra operacién in-
versa que la substraceién, porque el orden de los su-
mandos no altera la sama.

Si de la igualdad, 8 + 4 =12, resulta: 12 — 8 = 4:
de laigualdad, 4 + 8 = 12, requltam, andlogamente,
12 — 4 = 8; lo cnal prueba que la misma operacién hay
que efectuar para hallar el primero 6 el segundo suman-
do, enando se conoce la sama y uno enalquiera de ellos.

El procedimiento elemental primitivo de la substrac-
cion es restar del minunendo las nunidades del substraen-
do, descontandolas una & wna.

Este procedimiento es practicable cuando el subs-
traendo es un nimero digito.

37, Si el substraendo es digito y el minuendo le
excede en menos de 10 unidades, se puede hallar el
resto por medio de la tabla de sumar (26). Sea, por
ejemplo, restar 8 del niimero 15. Si recorremos descen-
diendo la linea vertical que comienza por 8 hasta en-
contrar el nimero 156, vemos que se halla en la linea
horizontal que comienza por 7: luego la suma de los
nimeros, 7 y 8 es 15; entonces si 15 es el minuendo y 8
el substraendo, el resto serd 7.

Aunque el minuendo sea un niimero cualquiera, si el
substraendo es digito, se adquiere pronto suficiente
practica para hacer mentalmente la substraceién, por
lo oual pasaremos a ocuparnos del caso general.

38. La substraccion de dos nimeros cualesquiera se
funda en que es una operacion inversa de la adicidn, y
en el siguienfe principio:

Ll resto de dos nibmeros no varia cuwando se awmentan
ambos en igual aimero de unidades.

Sea, por ejemplo: 7 — 4 =3, de donde 7T =4 -} 3,

Si anmentamos los dos miembros de lailtima ignal-
dad en 5 unidades, se tendra:

"+5b=4-4315
que se puede esecribir (27, 2. propiedad)

T+b=(4+5+3;
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de donde, considerando las sumas (7 - 5) y (4 + b} como
minuendo y substraendo, se tendra, en virtud de la de-
finicidén de substraceion,

(745 —@d+5)=3,
como se queria demostrar.

Para restar niimeros cualesquiera, supondremos des-
compuestos el minuendo y el substraendo en sus dife-
rentes érdenes de unidades, y restaremos de las unida-
des de cada orden del minuendo las correspondientes
del substraendo.

Esta fundado este procedimiento en que, siendo el
minuendo la suma de substraendo y resto, cada uno de
sus ordenes de unidades debe provenir de la suma de los
correspondientes en snbstraendo y resto.

Puede ocurrir que alguna de las cifras del minnendo
sea menor que la correspondiente del substraendo: por-
que ya vimos (28) que cuando la suma parcial de las uni-
dades de algiin orden era mayor que 10, sélo se escribia
ls cifra de Jas unidades y se reservaba la de las decenas
para agregarla 4 la suma siguiente; lnego es claro que,
de la cifra de las unidades de una suma parcial no
se puede restar ninguno de los dos sumandos cuya suma
era de dos cifras.

En este caso, para poder efectuar la substraccion par-
cial correspondiente, se agregan 4 la cifra del minnendo
10 unidades de su orden, rebajando luego una unidad la
cifra del orden signiente en el minuendo, para que haya
compensacion.

El principio demostrado arriba, permite modificar
este procedimiento. Cuando una substraccién parecial
no es posible, se afiaden 10 unidades de su orden 4 la
cifra del minuendo, pero en vez de suponer rebajada
en una unidad la cifra siguiente del minuendo, se supo-
ne aumentada en dicha unidad la cifra signiente del
substraendo, y como el minuendo y substraendo han
aumentado en niimeros iguales, el resto no varia.

39. De estos razonamientos se deduce la signiente:

Reara. Para restar dos wmimeros cualesquiera, se es-
eribe el substraendo debajo del minuwendo, de modo que se
correspondan las wnidades de lodos los drdenes: se traza
debajo de ambos wna vaya, se vesta de cada cifra del mi-
nuendo la corvespondiente del sudstraendo, comenzando
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por la derecha, y se escriben los resullados debajo de la
raya, de modo que se correspondan con las cifras resta-
das. St alguna cifra del substraendo no se puede restar
de la corvespondiente del minwendo, se aaden a éstas 10
unidades. y en la siguiente substraccidn parciel se anade
wnw wnidad d le cifra del substraendo. El nimero que
asi se forme es el resto que se busca,

Ejemplo: Restar los niimeros 16427 y 9546, se escri-
birdn del modo signiente:

16427
9546
6881

De la cifra 7 del minuendo se resta la 6 del substraen-
do, y escribimos debajo la diferencia 1, que sera la cifra
de las unidades del resto. De la cifra 2, decenas del
minuendo, no se puede restar la cifra 4, decenas del
substraendo; afiadiendo & aquélla 10, serdn 12, y res-
tando 4, quedan S; escribiremos, pues, un 8, que sera la
cifra de las decenas del resto

Para compensar el aumento de 10 decenas que ha re-
cibido el minuendo, anmentaremos el substraendo en una
centena: por consiguiente, la cifra de las centenas en vez
de b serd, 6, que no se puede restar de 4, que es la cifra
de las centenas del minuendo; entonces se restara de 14,
y la diferencia 8, que es la cifra de las centenas del resto,
la eseribiremos en el lugar que le corresponde. Por com-
pensacion la cifra 9 de los millares del substraendo se
aumenta en ung unidad, y sera 10, y restando de 16 mi-
llares que quedan en el minuendo, la diferencia 6 es la
cifra de log millares del resto, y se eseribira en el lugar
que le corresponde. Linego el resto total serd 6881.

40. La prueba mas sencilla de la substraceién con-
siste en sumar el substraendo y el resto, y la suma debe
ser igual al minuendo.

También se puede comprobar restando del minuendo
el resto, y Ja diferencia debe ser igual al substraendo.

Debe advertirse que ninguna de estas dos pruebas
exige escribir nada nuevo,

41,  Para restar de un nibmero unag swing indicadae, se
resta del wimero dado el primer sumando, del resto que
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resulle, el sequndo, y wsi sucesivamente hasta restar el
wltimo.

Sea el nimero 48, del ¢ual queremos restar la suma,

4464 9=18.
Es evidente que:
48 — (4 + 54 9)=148 — 18§;
también es evidente que al mismo resnltado se llegard
restando del niimero 48, de una vez las 18 unidades, 6
restandolas sncesivamente por los grupos parciales con-
tenidos en los sumandos 4, 5 y 9, cuya snma es 18, En-
tonces tendremos:
48— 4454+ 9=48—4—bH—09.

42.  Para restar de un niimero wna diferencia indica-
dw, se suma con el nimero el substraendo de la diferencia
y se resta del resultado el minvendo de dicha diferencia.

Sea el nimero 20 del cual queremos restar la diferen-
cia 21 — 18, siendo 20 el minuendo y 24 — 13 el subs-
traendo: como a los dos niimeros les podemos anmen tar
ol mismo nimero de unidades sin que el resto varie (38),
aumentando a ambos en 13 unidades, tendremos:

20 — (24 — 13) = (20 + 13) — (24— 13 + 13)
=20} 13 — 24,
como se queria demostrar.

Para sumar con une diferencie indicada wn nimero, se
suma este nikwero con el minuendo de la diferencia y del
resultado se resta el substraendo.

Asi: (8 —5) 4 3=(8 -+ 3)— b.

Paia vestar de wna diferencia indicade wn ndmero,
se swma ésle con el substraendo de la diferencia y el re-
sultado se resta del minuendo.

Asi: (8 —D)—2=8— (5 2)

43,  Para hallar el resullado de una operacion comn-
puesta de adiciones y substracciones, reunivemos en und
suma todos los sumandos; en otra lodos los substraendos,
y rvestaremos de la primera swma la segunda.

Si queremos efectuar la operacién compuesta

1+9—5F-6—3—2,
vemos que el resnltado debe formarse reuniendo todas
las unidades de los sumandos y descontando después las
de los substraendos: lnego tendremos:
44954+ 6—8—9=4+916—5—3—2;
pero si restamos la suma 5 + 3 - 2 de las unidades con-
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tenidas en los substraendos, se obtiene el mismo resul-
tado que si restamos primero 5, despunés 3 y luego 2 (40):
por consiguiente se tendrad finalmente:

449—-54+6—38—2=44946) — 64342

Esconro. De lo dicho en este parrafo y los anteriores
se deduce: que si un paréntesis precedido del signo —,
6 sea un substraendo, contiene operaciones indicadas de
sumar ¢ restar, 6 ambas, se pueden sacer los términos del
parénlesis cambiando los $ignos + en —y los —en 4-,
entendiéndose que si el primer término interior al pa-
réntesis no lleva signo, se debe suponer que tiene el
signo --: si el paréntesis estuviera precedido del signo
-}, puede suprimirse aquél conservando todos los signos.

Asi: 40 —(44T7—8)=4b —4—T7 + 8,

5444+ 7—8=454+4 4+ 7T—8.

Es claro que reciprocamente, para introducir dentro
de un paréntesis, precedido del signo + ¢ — varios tér-
minos enlazados con los signos 4+ y — , se deben escribir
con sus signos en el primer caso y cambidndoles en el
segundo.

44, 80 se restan miembro a miembro dos igueldades,
los restos forman wna igualdad.

Sean las dos igualdades 3 +9=12,y4 +5=2-+}7,
decimos que: B4+9—E4+)=12—2+7)

Los restos (3 + 9) — (4 + 5)y 12— (2 + 7) son igua-
les, porque sumados con los substraendos ignales,

(4 +5)y @ +7),
prudacen los minuendos, 3 + 9 y 12, gue por hipdtesis
son iguales,

En particular resulta: que de los dos miembros de una
ignaldad se puede restar un mismo nimero,y el resulta-
do serd una igualdad

5.  8i de los dos miembros de una desigualdad se res-
la wn mismo nibmero, los restos forman uwna desigualdad
en el mismo senlido, o del mismo signo que la propuesta.

Sea la designaldad 12> 9: si de los dos miembros
restamos el nimero T, los restos 12—7 y 9—17T, su-
mados con un mismo m'unero, el 7, dan sumas desigua-
les; y como uno de les sumandos es comiin y el ofro
diferente, la suma mayor tiene que ser la producida por
el mayor de los sumandos diferentes: luego se tendras

12—-7>9—71.
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46. N se restan miembro a miembro dos desigualda-
des de siguos contrarios, los restos forman unae desigual-
dad del mismo signo que la de los minwendos.

Sean las dos designaldades,

91>17y 9 < 13,

21 —9> 17— 13.

De la definicion de la substracién se deduce que:
2l —849=21y (17— 13)4 183 =17,
pero siendo la suma 21 mayor que 17, y el sumando, 9,
de la primera, menor que el sumando, 13, de la segun-
da, el otro sumando, 21 — 9, de la primera, tiene que
ser necesariamente mayor que el sumando, 17 — 13, de
la segunda.,

47. Esconwo I. La suma de cero con cualqunier nii-
mero es el mismo nimero: por consigniente, si restamos
cero de cnalquier niimero, la diferencia es el misno wi-
mero; y si dos witmeros son iquales, sn diferencia es cero.

Escorto 11, Hemos supuesto siempre que el minuen-
do es mayor que el substraendo: pero si quisiéramos
efectnar una diferencia cuando el substraendo es mayor
que el minuendo, la operacién seria aritméticamente
imposible. En el Algebra interpretaremos el resultado
por medio de las cantidades y nimeros negativos.

decimos que:

Il. La multiplicacion,

48.  La multiplicacion es una operacion que tiene por
objeto repelir un wimero, que se lama mulliplicando,
lantas veces por sumando como wnidades liene olro, que
se llama multiplicador.

El resultado de la multiplicacion se llama producto y
el multiplicando y multiplicador reciben también el
nombre de fuctores del producto.

Se indica la multiplicacién escribiendo el multipli-
cando, & continuacion el signo >< 6 ., que se lee multi-
plicado por, y después el multiplicador, separando los
datos del resultado por medio del signo =,

De la definicidn de la multiplicacion se deduce: que se
puede efectuar la operacién como una suma, Asi:

12:<83=12412 4 12,
de donde, 12 < 3 = 86.
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De la definicién de la multiplicacion se deduce tam-
bién: que el producto es lantas veces mayor que el mulli-
plicando, como wnidades tiene el mullipiicador.

En términos mds generales podremos definir la ope-
racién diciendo: la multiplicacion es una operacidn que
tiene por objelo, dados dos wimeros que se laman multi-
plicando y multiplicador, haller wn tercer mimero, que se
llama producto, que esié formado con respecto al multi-
plicando como el multiplicador esta formado con respecto
@ la wnidad (*).

Si el multiplicador es lu unidad, el producto es ignal
al mulliplicando; porque sdlo entra nna vez por suman-
do. Si el multiplicando es igual a la unidad, el producto
es igual al multiplicador; porque el sumando que se
repite tantas veces como unidades tiene el multiplicador
es igual 4 la nnidad. Si el multiplicador s ¢ero, el pro-
ducto también es cero; porque no se puede tomar el
multiplicando ninguna vez por snmando. Si el multipli-
caudo es cero, el producto es cero; porque el sumando
que se repite es cero.

Si el multiplicador tiene muchas unidades, es muy
penoso formar el producto por medio de la suma, como
en el ejemplo anterior, por lo cunal, para el estudio de
esta operacidn, consideraremos tres casos:

1Y Multiplicar dos nimeros digitos.

2% Multiplicar un widmero de varias cifras por un
digilo. :

8.°  Mulliplicar dos niimeros de varias cifras

49. Priumer caso. Multiplicacion de dos wimeros
digitos.

El producto de dos nimeros digitos se halla por la
tabla de mulliplicar, que es un cuadro que contiene
todos los productos posibles de dos mimeros digitos.

Para formar dicha tabla, se escriben en una linea ho-
rizontal los nueve primeros niimeros, debajo se escriben
las sumas de cada uno de ellos consigo mismo, y se ten-
drén los productos de los nueve primeros nimeros por
2: sumando los mimeros correspondientes de estas dos
lineas, se formara una tercera linea que contiene los

(*) Mis adelante veremos que esta dltima definicién es la anica nplica-
ble & los mimeros que no son enteros.
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uueve primeros niimeros fres veces, ¢ sea sus productos
por 3: sumando los niimeros correspondientes de la pri-
mera y la tercera lineas, se obtiene una cuarta lines,
¢ue contendrd los nimeros de la primera cnatro veces,
y por tanto serd su producto por cnatro; continuando

1]e|3l4a]n]6]|7][8]9
2|4|6|8|10[12]14]16]18
3169 |12|15]18|21 24|27
|8 |12]16|20 |24 |28 32|36
5 [10[15(20|25(80|35| 40|45
6 |12/18|24 |80 |36 42 |48 |54
7 |14 212835 42|49 |56 | 63
[ s 116]24 |32 40|48 56| 64 72
9 |18 |27 |36 |45 54|63 |72 |81

del mismo modo, sumando cada linea que se oblenga
con la primera, hasta formar la novena, resultaran
lineas que contendrdn sucesivamente los productos de
los nueve primeros nimeros por 5,6, 7, 8 y 9.

De lo dicho se infiere que cada linea horizontal con-
tiene los productos de los nueve primeros niimeros por
el que comienza la linea, siendo este 1ltimo el multi-
plicador, y cada linea vertical contiene los productos
del nimero que la comienza por los nueve primeros
niimeros, siendo aq_uel el multiplicando.

El producto 5 X 7, por ejemplo, estard en la linea
vertical que ¢ comienza por 5 y en la horizontal que co-
mienza por 7; seré, pues, el niimero, 35, comun 4 las
dos lineas,

50. Sreunpo caso. Mulliplicacidn de un niimero de
varias cifras por un digito.

Supongamos que se trata de multiplicar 65627 por 4.

Segiin la definicidn de la operacion, se¢ debe repetir
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6527 cuatro veces por sumando; luego se podra hacer
del modo signienle:

6527

6527

6527

6527

26108

De aqui se dedunce: que cada cifra del multiplicando
se repite 4 veces, 6 multiplica por 4; lnego podremos
evitar las sumas formando los productos de eada cifra,
o productos parcieles, por la tabla de multiplicar,

Sabemos también, que las decenas de cada suma
parcial se agregan a la suma signiente: en consecuencia,
comenzaremos la operacion por la derecha del multi-
plicando; escribiremos solamente la cifra de las uni-
dades de cada produncto parcial, y reservaremos la de
las decenas para agregarla al producto siguiente.

En la practica se procedera del modo que se indica
on la siguiente regla, fundada en los principios ante-
riores.

Para multiplicar wa mimero de varias cifras por olro
de wna sola, se escribe el multiplicador correspondiéndose
con la cifra de los wnidades del mulliplicando y debajo
de ambos una raya para separarlos del producto: se muwl-
tiplica cada cifra del multiplicando por el multiplicador,
comensando por la derecha, se escriben las wnidades de
cada producto parcial debajo de la cifra correspondicn-
te en el multiplicando y se ainden las decenas gue resul-
ten al producto siguiente. El nimero asi formado sera el
producto pedido.

En el ejemplo anterior tendremos:

6527
1

26108

La cifra, 8, del producto, resulta de multiplicar, 7, por
4, que son 28; se escribe, 8, en el sitio de las unidades y
se reservan las 2 decenas. Después,2><4 son 8, y las 2 de-
cenas reservadas, 10, se escribe, el 0, en el lngar de Jas de-
cenas y se reserva el 1, que expresa centenas, para agre-
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garle al producto signiente. En segnida, 5 ><4=20,y 1,
del producto anterior, 21; se escribe el 1, y se reserva el 2.
Por 1ltimo, 6 >< 4 = 24, y 2, del producto anterior, 26,
que se escribe ocupando el lngar de los millares.

o1, Teroer caso, Multiplicacion de dos nimeros de
varias eifras.

La regla general se obliens considerando antes el
produeto de un mimero enalquiera por la unidad, i otra
cifra significativa seguida de ceros.

1.°  Para mulliplicar un mimero por la unidad sequi-
da de ceros, basta escribir d io derecha del niimero tanios
ceros como siguen & la unidad.

En efecto: sea multiplicar 6823 por 100. El multipli-
cando expresa 6823 nnidades simples, ¢ de primer orden;
pero si escribimos dos ceros 4 su derecha se formara el
ntimero 682300, que se puede leer 6323 centenas, es
deecir, 6823 unidades 100 veces mayores que las unida-
des simples, lnego el nimero 632300 serda 100 veces
mayor que el propuesto,

No estd demas advertir que, cada una de sus cifras
ha conservado su valor absoluto, pero ha adquirido un
valor relativo 100 veces mayor.

2. Para multiplicar uwn entero cualquiera por une
cifra sigaificativa sequida de ceros, se mulliplica el wi-
mero por la cifra y se agregan d la derecha del producto
lantos ceros como siguen d la cifra significativa.

Sea, multiplicar 6523 por 400. Para efectuar la opera-
cion se debe fiomar 6823, cunatrocientas veces por su-
mando, y esto se consigne, formando 100 grupos de 4
sumandos cada uno: pero un grapo de 4 sumandos es
6823 >< 4 = 27292, luego debemos repetir 100 veces este
liltimo niimero y el producto serd (primero) 2729200. -

Consideremos ya el caso general, ¥ sea multipicar
(G823 por 435: tendremos que repetir 6323, cuatrocientas
treinta y cineo veces por sumando; lo cual equivale &
formar tres grupos, uno de 400, otro de 30 y otro de B
sumandos, 6 sea & multiplicar 6823, por 400, por 50 y
por 5, y sumar los productos.

La practica de la eperacién se funda en los principios
anteriores, y se hace por la signiente:

Ruara.  Para multiplicar dos mibmeros cualesquiera
se escribe el multiplicando y después el multiplicador, de
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modo que se corvespondan sus diversos érdenes de wnida-
des, y debajo d2 wmbos se traza una raya pare separarios
de los produclos; se mulliplica lodo el mulliplicando por
cada una de las cifras del muitiplicador (como se dijo en
el 2.% caso), se escribe la primera cifra de la derecha de
cada producto parcial debajo del mulliplicador correspon-
diente, se swinan los productos parciales que hayan resul-
lado, y la suma serd el producto tolal.

6523 6423
435 435
34115 27292
20469 20469
27292 84115
2968005 2968005

Los produetos del multiplicando por las cifras, 4 y 3,
del multiplicador, que expresan centenas y decenas res-
pectivamente, debian estar seguidos de dos y un cero,
pero no hay necesidad de escribirlos, sujetandose 4 la
regla dada arriba, porque las cifras de los productos
ocupan los lugares que les corresponden y los ceros no
alteran la snma,

En el multiplicando se debe proceder de derecha
a izquierda; en el multiplicador se puede proceder de
izquierda & derecha y aun en cualquier orden; pero la
costumbre es proceder como en el multiplicando.

52. Kl producto de dos faclores no varia tomando el
multiplicador por multiplicando y al contrario.

Sea el producto 4 >< 3: sabemos que este producto
significa, que 4, se ha de repetir 3 veces. Ahora, si des-
componemos el 4, en sus unidades y escribimos un cna-
dro que tenga 3 lineas horizontales de 4 nnidades cada
una, es evidente que este cnadro contendrd tantas uni-
dades como 4 -} 4 - 4, que es el producto de 4 >< 3.

1 S il ) |
i S (e R
1 A ([ (o

Si en vez de considerar el cuadro por lineas horizon-
tales, snmamos por verticales, como sou 4 lineas de 3
unidades cada una, es decir 3 4 3 - 3 - 3, el resultado
serd el producto 3 >< 4, lnego se tendra finaimente,

4<3=3x=<4.
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53. De aqui se deduce la prueba de la multiplica-
¢ibén, que consiste en repetir la operacion tomando el
multiplicando por multiplicador y al contrario.

El mismo teorema permite también elegir como mul-
tiplicador el mimero menor, 6 el que tenga menos cifras
significativas, y justifica la denominacién de jfaclores
que se da al multiplicando y multiplicador reunidos.

o4, Si se mulliplican, miembro @ miembro, dos igual-
dudes, los productos forman unae igualdad.

Porque siendo los multiplicandos y los multlphca—
dores iguales, se forman los dos produectos por medio
de sumandos ignales repetidos las mismas veces.

Como caso particular resulta: ¢ue los dos miembros
de una igualdad se pueden multiplicar por un mismn
niimero y los productos seran iguales,

bb. St se multiplican, miembro @ miembro, una
desigualdad y wna igualdad, los productos forman una
desigualdad del mismo signo que la propuestu.

Sean, la designaldad, 12 > 9 y la ignaldad, 7= 7. En
los productos 12 >< 7y 9 >< 7, entran los sumandos, 12
y 9, siete veces cada uno: luego ¢l primer producto serd
el mayor, porque el sumando 12, es mayor que 9, y se
tendra:

12T >9><T.

Este teorema se pnede enunciar diciendo: §% se maul-
tiplican por wn mismo wimero los dos miembros de una
desigualdad, los productos forman una desigualdad del
mismo signo que la propuesta.
b6, Sise multiplican, miembro & miembro, dos des-
igualdades del mismo signo, los produclos fua-mm an
una desigualdad del mismo .s'sysw que las propuesias.

Sean las demgualdades, —>9 y 7T>0b. Los pro-
ductos serdn, 127 y 9 >< 5 pero en el producto

12 >< 7, esta contemdo 12 mas de b 5 veces, que son las que
9 esté contenido en el prodlwt.o B E}, inego hay dos
motives para que 12>< 7 sea mayor que 9 ><5, uno
que el sumando 12 es mayor que 9, y otro que esta
repetido més veces: entonces se bendré;

12>< 7 >9<b.
D7, El producto de dos wimeros tiene lantas cifras
como entre (os dos factores, d una menos.



Sean los dos niimeros 4372 y 821. Por estar compren-

dido el 821 entre 100 y 1000, tendremos (54 :

4372 >< 821 <4372 >< 1000

4372 >< 821 = 4372 >< 100;
pero el producto 4372 >< LUO0D se obtiene agregando 4
4372 tres ceros, luego tiene tantas cifras como entre log
nimeros 4372 y 821 7y el producto 4372 >< 100 una cifra
menos: luego el de los niimeros propuestos, que es infer-
medio entre estos dos, tendra necesariamente tantas
cifras como uno de ellos.

68.  Para mulliplicar una suma indicada por wn ni-
ro, se mulliplican todos los swmandos y se swman [los
productos ().

Sea multiplicar la sama 4 - 5 - 6 por 3. Multiplicar
por 3 es repetir 3 veces por sumando, lnego tendremos:
4-+546)<3=(4+5+6)+4+b5+46)F(4+5-6)
=(44-4+-4)4-(54-5+4-5)4-(64-6 +6)=4><8-+H><3--6><3

Conviene observar, que como el producto no se altera
aunque se altere el orden de los factores, también se
tendra:

3<x44-0b646)=3<443=<5-+3=<6

B9. Para multiplicar una diferencia indicada por un
nmero, se multiplican el minuendo y el substraendo y se
restan los produclos.

Sea multiplicar la diferencia 12 — 7 por 4. Tenemos:

12—T7=25, dedonde, 12=7- 5,

y multiplicando por 4 los dos miembros de la dltima
igualdad,
12 <4 =(7 4 B) 4 (*¥%)
pero (68), )

T4+8)4=T><4+}+b>x<4,
lnego también,

12><4="T><4-}5H<4,

restando de ambos miembros 7 >< 4, resulta:

(*) Si tenemos que efectuar una operacién compuesta, podemos, si asf
nos conviense, reducir los datos y operar después de aim{:hﬁnedua: ahore,
por ejemplo, podriamos efectunr la suma y multiplicar el resultado por el
namero: pero conviene estudiar las operaciones compuestas, porque aparte
I:in ad:_.l importancia, tienen aplicaciones ulteriores de que no se puede pres-

adir,

(**) En lo sucesivo, siempre que un factor esté encerrado en un parén-
tesis, prescindiremos del signo de multipliear.
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124 —T<4d=5><4,
y poniendo en vez de b su igual, la diferencia 12 —7,
resultard finalmente,
12<4 — T <4=(12—7) 4,
conviene observar, como en el niimero anterior, que
también se tendra:
4(12—7)=4><12 —45<T,

60. FEu virtud de los dos teoremas anteriores, si za-
P08 sumandos, d wn sumando y un substraendo tienen w
JSeloy comibn, se pueden encerrar en wn parénlesis, pres—
cindiendo del factor comiin, gue se colocard fuera como
wmltiplicador. Asi:

458 4H><846x3—=U+5+6)3
12<7—9<7T=(12—-9)7.

61. Para multiplicar dos swmas indicadas, se mulli-
plican lodos los swinandos de la primera por cada wno de
los de ln segunda y se suman los produclos.

Sean las dos sumas b4 7y 2 6. Efectuando
la primera tendremos:

B+44+7)(24+6)=16(2+6)
=16<2 4-16 < 6,

poniendo ahora en vez de 16 su igual 5+ 4 4 7, se
tendra:
G+4+1C+6)=0+4+02+B+4+76
y efectuando las operaciones indicadas en el segundo
miembro, resnltard finalmente:
644+ 7)(2+6)
=0><24+4424+T><24+06><6+4><6+4+T7>x<6.

Producto de varios factores.

62. Para indicar que un produacto de dos mimeros se
ha de multiplicar por un tercer factor, lo que resulte
por otro y asi sucesivamente, se escriben los factores
por su orden en una linea horizontal separandolos por
medio del signo >< 6.

Asi: 12><3><b65><6, 6 bien 12.3.5.6, significa
que se debe multiplicar 12 por 3, el producto que resul-
te por b y lo que resulte por 6.

63. Un producto de varios faclores no se altera, aun-
que se cambie el orden de sus jfectores.

P



= 44 =

Para demostrar este teorema, antepondremos los
signientes lemas,

Lema erivero.  Un producto de varvios factores no se
allera cuando se permmmn los dos wltimos factores.

Sea el producto, 3.5.4 .2, decimos que es igual &,
3.5.2.4, que es el producto que resulta cambiando el
orden de los dos tiltimos factores.

Para efectuar un producto, se comienza multiplicando
los dos primeros factores, lnego por ser, 16 =3 .5,
tendremos:

83.6.4.2=15.4.2,
Pero, 16.4 =154 156 + 156415,
y multiplicando ambos miembros por 2,
1().4.2=15.2+15.2+15.2—|—15.2,

el segando miembro se compone de, 15. 2, repetido 4
veces; lnego serd, 16.2.4, y como es 1gual al primer
mlemhro, 156.4.2=15.2.4,
o6 sustituyendo 15 por su ignal, 3 . 5,

5.4.2=3.H.2.4.

Lema swavsvo. U producto de varios jfactores no se
allera cuando se permulan dos factores conseculivos,

Sea el producto,3.5.4.2.8.7. Si queremos per-
mutar los factores, 4 y 2, prescindiremos de los factores,
8 y 7,y tendremos (Lema primero):

83.6.,4.2=3.5.2.4;
y multiplicando los dos miembros de esta ignaldad, pri-
mero por 8 y luego por 7, se tendra:
3.5.4.2.8.7=3.5.2.4.8.7(")

De estos dos lemas se deduce facllmenbe el teorema
general.

Supongamos que en el producto,3.5.4.2.8.7, se
quiere que el 4, ocupe el primer lugar, permutdndole
sucesivamente con los que le anteceden, formariamos los
produetos ignales al propuesto,

3.4.56.2.8.7 y. 4.3.56.2.8.7

Del mismo modo hariamos ocupar el segundo lugar é

otro factor, al 7, por ejemplo, y asi de los demads.

(*) Silos faclores que se quieren germutar son los dos primeros, tam-
bién es cierto el teoremn, puesto que = 5. 8, y no tendriamos mds que
multiplicar ambos miembros sucesivamente por 1 2,8y1.

8
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64.  Para mulliplicar un avkmero por un producto de
varios factores, se forma un producto que contenga el -
mero y los demas factores del primer producto.

Sea, multiplicar el niimero, 12, por el producto, 4.7 . b;
la operacién se indica asi: 12 (4. 7. b); pero considerando
efectnado el producto, 4. 7. 5, se puede cambiar el orden
y tendremos:

12(4.7.5)=(4.7.5) 12,

En el segundo miembro es intitil el paréntesis, porque
para efectnar la operacion, se multiplica, 4 por 7, lo que
resulta, por 5 y el producto obtenido, por 12; suprimien-
do, pues, el paréntesis, resnlta:

12(4.7.6)=4.7.6.12=12.4.7.5.

65.  Kn un producto indicado se pueden sustituir dos o
mas fuctores, por su producto efectuado.

Sea el producto, 4.7 .5 . 12. Si queremos sustituir los
factores, 4°y 12, por su producto efectuado, los colocare-
mos los primeros, y se tendra:

4,7.5.19=4,12.7.5,
6 bien efectuando la multiplicacién de 4 por 12,
4.7.6.12=48.7.5.

Si se quiere, el tltimo producto se puede dejar asi:

(4.12)7.5.

66.  Para multiplicar wn producto por wn nimero, se
multiplica wno cualguiera de los faclores,

En efecto; sea multiplicar el produeto, 4.7 .5, por el
numero 12, tendremos:

(4. 7.6).12=4.% .5.32;
pero los factores, 7 y 12, por ejemplo, se pueden susti-
tuir por su producto efectuado (64); luego,
4.7.6.12=4(7.12)5;
6 bien (4.7.5)12=4.(7.12)b.

67. Para multiplicar dos productos de varios facto-
res, se forma un solo producto que conlenga todos los fac-
tores.

Sea multiplicar el producto, 4.5 .9, por, 7.8. Efec-
tnando el primer producto se tendrd:

(4.5.9)(7.8)=180 (7 .8) = 180. 7.8 (Niim. 63),

y poniendo en vez de, 180, su igual, 4.5.9, se tendra

finalmente - _
4.5.9(7.8)=4.5.97.8=1.5.9.7.8.

T T
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(8. De los teoremas anteriores se deduce, que un
producto de varios factores se puede efectuar de muchos
modos, gue podran servir de comprobacion unos a otros.
Agic: 45,9, 7=20.9,7="190 ,63=1260

4.5.9.7=45.4.7=180. 7= 1260, ete.

De estos modos se elige el que la practica sugiera
como mas breve,

69. Los teoremas anteriores permiten simplificar la
operacién de multiplicar euando nno 6 los dos factores
terminan en ceros.

Sea, por ejemplo, multiplicar, 127000, por, 6400; como
se tiene 127000 = 127 >< 1000, y 6400 = 64 >< 100; se
tendra: 127000 >< 6400 = 127 >< 1000 =< 64 >< 100,
6 bien (64), 127000 >< 6400 = 127 >< 64 >< 100000.

La tltima forma permite efectuar el producto de los
numeros propuestos, mulliplicando los nimeros que re-
sultan prescindiendo de los ceros y agreqando @ la dere-
cha del producto lantos ceros como tienen entre los dos

Jactores.
Asi: 127000
6400
508
762
812800000

Si solo ano de les factores termina en ceros, se mul-
tiplican los nivmeros, prescindiendo de los ceros, y se
agregan éstos a la derecha del producto.

70. En yirtud de los teoremas sobre productos de
varios factores, es evidente: que el producto que resulia
de multiplicar wiembro @ miembro tres d mds igualdades
es una itgualdad, y el produclo de tres ¢ mas desigualda-
des del mismo signo, ¢ con alguna igueldad, es una des-
igualdad del mismo signo que las propuestas: quedando asi
generalizados los teoremas de los niumeros 53, Hdy 55.

IV. Las potencias,

T1. Se llama potencia de un wmimero el producto que
resulta de varios factores iguales a dicho nimero.

(frado de la potencia es el niimero ordinal que indica
cuantos factores la producen. Se clasifican por grados:
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en segunda polencia, 6 cuadrado, cuando los factores son
dos; tercera polencia 6 cubo, cuando son tres; cwaria po-
tencia, cuando son cuatro, y asi sucesivamente,

Todo niimero se considera como su primera polencia.

La operacién de formar potencias recibe el nombre de
elevacidn a potencias d potenciacion, y el nimero que se ele-
varecibe diversos nombres, bese, raiz, dignando. Eliltimo
nombre es el menos usado, a pesarde ser el mdsapropiado,
porque no tiene otra aplicacion en las Matemadticas.

Una potencia se indica eseribiendo 4 la derecha y en
la. parte superior del dignando, ¢ base, otro ntimero de
menor tamaiio, que expresa las unidades de su grado, y
se llama exponente.

Asi, la cuarta potencia de b, se indica, 5, y se lee, b
elevado & la cuarta potencia.

E] exponente de la primera potencia es la unidad y
no se escribe.

72. De la definicién de potencia se deduce:

1. Que las potencias de la unidad son la unidad.

2.%  Que las potencias de 10, son la unidad sequida de
lantos ceros como unidades liene el expanente.

Asi: 10 = 100; 10° = 1000; 10* = 10000, ete.

3. Si se elevan @ wna misma potencia los dos mien-
bros de une igualdad, el resultado es olra iqualdad.

Es un caso particular del teorema nimero 70 sobre el
producto de ignaldades.

4. S se elevan @ una misma polencia los micmbyos
de una desigualdad, el resullado es otra desigualdad del
MmismMo Stgno que la primera.

Es un caso particular del produeto de designaldades
del mismo signo (70).

5. Kl producto de dos polencias de wn mismo nimero
es ofra polencie de dicko mibmero, euyo exponente es la
suma de los exponentes.

Sea multiplicar, 5%, por, 5% En, 5%, enira el factor, b,
cuatro veces, y en, b entra tres veces; luego en el pro-
dueto, b* >< 5% entrard, 4 veces, mds 3 veces, y se tendré:

Bt >< 5% =DHi+3 (¥)

(*) El teorema es cierto, aunque sean tres 6 mds las potencias que se
multiplican, Asf:

B54scBBoc B =N+ 8556 —=54+3+6
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6. Para elevar una polencia ¢ olra polencia, se mul-
tiplican los exponentes, dejando la misma base 6 dignando.

Sea elevar al cubo, 51, Kl factor, 54, se debe repetir 3
veces; luego se tendra:

(54)¥=D51< Dl Hi=D1+4 44,
6 bien, porser, 4 44 |+ 4=4.3,
(54)3=5H1-3,

77.  Para elevar un produclo & una potencia, se elevan
todos sus fuctores @ dicha polencia.

Sea elevar al cubo el producto, b >< 2 >< 7, so tendra:

5.2.73=0(.2.76.2.7(6.2.7;
pero en vn'tud de los teoremas nimeros 62 y siguientes,
el segundo miembro es ignal 4,
b:5.5:2.2,2.7T.,7.7, dsea, 8 53,28 73

luego se tendrd: (5.2.7)8=058,28,73,

Si los factores estuvieran elevados 4 alguna potencia,
el teorema se verificavia lo mismo. Asi:

(52.2,74)8= (5?2 Js-).s”413

y como el segundo miembro es igunal 4 52,823, 74.3(75)
también se tiene, (H2,2.74)=052:8 29,743

Y. La division.

78.  La divisidn es una operacidn que liene por objelo
hallar cuanlos veces, wn nimero dado, que se lamne divi-
dendo, contiene @ olro nimero, lambién dado, que se llama
divisor.

Bl ntimero de veces que el dividendo contiene al di-
visor se llama coclente. Al dividendo y divisor se les
suele llamar también tdrminos de lo division.

La division se indica con el signo ; , que se lee dividi-
do par, colocado entre el dividendo y divisor.

Si el dividendo es 12 y el divisor, 4, escribiremos,
12 : 4,

Se indica también la division escribiendo el divisor
debajo del dividendo y separdndolos por una raya hori-

!

zonfal, Asit —

79. De la definicién de la divisidn, se deduce que se
puefle efectuar por subsiracciones sncesiyas,



Sea dividir, 22, por, 4.

22 Restando, 4 de 22, quedan, 18; restando, 4 de
4 18, quedan 14; restanio, 4 de 14, quedan 10;

18 Trestando, 4 de 10, quedan 6; y por iltimo, res-
4 tando, 4 de 6, quedan 2. Como este tltimo

— resto es menor que 4, no se pueden efectuar

1 mds substracciones.

SeE Hemos hecho, b substracciones; entonces el

10 dividendo, 22, contiene al divisor, 4, cinco veces;

4 luego el cociente es 5. Kl dltimo resto recibe el

—-  nombve de 7esto 6 residuo de la divisidn,

f’ Como al residuo se llega cuando ya no se pue-

__“_i_ de restar el divisor, deducimos que el caracter

2 del 7esto & residuo es ser menor que el divisor.

El anterior andlisis demnestra que si se toma 5 veces
por sumando el divisor, 4, 6 lo que es lo mismo, si se
multiplica, 4 por 5, y al producto se agrega el residuo,
2, el resultado sera igual al dividendo, 22.

De suerte: que el dividendo es igual al producto del di-
visor por el cociente, mas el residuo.

No se necesita modificar este enunciado cuando el re-
siduo sea cero (como hubiera sucedido, por ejemplo, si
el dividendo, en vez de 22, hubiese sido, 20); pero enton-
ces, como el sumando cero no altera suma, se verificara
en este caso: que el dividendo es igual al produclo del
divisor por el cociente. _

Cuando el residuo es cero, la division se dice eraclu;
cuando no es cero, inexacta.

La divisién exacta se puede definir diciendo: gue es
una operacion que tiene por objelo, dados wn producto y
uno de los fuctores, hallar el olro ().

Un numere se dice divisible por otro cuando el co-
ciente de su divisién es exacto; como el dividendo re-
sulta entonces de multiplicar el divisor por el cociente,
se llama también, #itlliplo. Bl niimero que divide & otro

(¥*) Més adelante veremos que esta definicidn es aplicable & todos los
cagos de la divisiGn, aunque no se trate de nimeros enterns. No la hemns
tomada como punto de partida, 1llorqlue en este capitulo no podemos ocu-
parnos del cociente completo de la divisién, que en general es [raccionario,
y el products del cogiente entero por el divisor en la diyisidn inexacta es
menor que el dividenda. i
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exactamente se dice, respecto a este otro, divisor, sub-
maltiplo, factor y parte alicwola.

Los miiltiplos que resultan de multiplicar por 2, 3, 4,
eticétera, se llaman, duplo, lriplo, cuddruplo, ete.

Cuando los divisores son, 2, 3, 4, ete., los cocientes se
Naman, milad, lercio, evarto, ete.

80. Al efectuar la divisién por substracciones vemos
que, si es exacta, el divisor hace el papel de multiplican-
do y el cociente de mulliplicador. Pero se pueden invertir
los papeles de uno y otro; segiin esto, la division exacta
se puede definir diciendo: gue tiene por objelo dividir un
nimero en tantas partes iguales como unidades tiene olro:
cada una de estas partes es igual al cociente; luego éste
hace el papel de multiplicando.

La divisién exacta (*) es una operacién inversa de la
multiplicacién, puesto que se halla un factor cuando se
conocen el prodneto y el otro factor.

La observacién que acabamos de hacer sobre el cam-
bio de papeles de divisor y cociente, nos hace presumir
que la multiplicacién no tiene mas que wna operacion in-
versa; pero el teorema que dice que el producto no se
altera cuando se toma el multiplicando por multiplica-
dor y éste por multiplicando, lo demuestra.

Si de la operacién directa

4 >< 8 =32, se deduce la inversa 32 ; 4 =8,
como se fiene,
45« 8=8><4 =32, también se tendra: 32:8=4,

81. De la definicidn de la divisidn se deduce:

1.° 8% el divisor es igual a la unidad, el cociente es
igual al dividendo.

2.2 8i el divisor es igual al dividendo, el cociente es
igual @ la unidad.

3.° 87 el dividendo es cero, el cociente lambién es
earol (*F)

Supondremos en todo este articulo gue el dividendo
es igual, 6 mayor que el divisor, pues en el caso contra-
rio no le contendria una vez cuando menos,

(*) Refiriéndose al eociente eompleto, la divisién siempre es una opera-
¢idn inversa de ln multiplicacion.

(**) En el Algebra estudiaremos los cnsos en que el divisor, 6 el diyi-
dendo y el diyisor & un fiempo, son igudles 4 cerq,



— ks

82, Cuando el dividendo contiene al divisor muchas
veces, la divisién no se efectiin por substracciones del
modo indicado en el niim. 78: para evitar aquel proce-
dimiento, (que seria muy largo, estudiareinos en la ope-
racion los casos siguientes:

1.°  Que el divisor y el cociente lengan una sola cifra.

2.°  Que el divisor tenga varias cifras y el cociente
wna sola.

3.° Que el divisor y el cocieate lengan varias cifras.

83. Priver caso. Que el divisor y el cociente lengan
una sola cifra.

En este caso el divisor multiplicado por 10, ¢ sea se-
guido de un cero, debe ser mayor que el dividendo; lne-
go este miimero tiene que ser inferior 4 90, que es el
produeto del mayor niimero de una cifra por 10,

Sea, dividir, 48 por 6. El cociente es menor que 10,
porque, 6 » 10 =60, Ahora bien; si en la tabla de mul-
tiplicar (48) recorremos, descendiendo, la linea vertical,
¢ue comienza, por 6, encontraremos en la octava linea
horizontal el nmiimero, 48, que por la formacién de la ta-
bla sabemos que es el produeto, 6 3 8, luego el cociente
de la division serd, 8.

Si tenemos que dividir, 53, por, 6, descendiendo en la
vertical que comienza por 6, vemos que, 53, esta com-
prendido entre, 48 y 54, que son los productos de, 6, por
8 y por 9; luego la division es inexacta, el cociente es, 8
y el resto es, 5, porque este miimero es la diferencia entre,
b3 y 48.

Ksfa operacion se llega & efectuar mentalmente al
cabo de cierta practica.

84. Smeunno caso. Que el divisor tenge varies ci-
Jras y el cociente una sola.

Para que el cociente tenga una sola cifra, se necesila
que, afladiendo un cero al divisor, el resultado sea ma-
yor que el dividendo.

Sea dividir, 25637, por, 692. El numero 6920, produclo
del divisor por 10, es mayor que el dividendo, 25637 ;
luego el cociente sera menor que, 10, y por consiguiente
no tendrd més que una cifra,

El dividendo es ignal 6 mayor que el producto del di-
visor por el cociente; lnego tambien sera igual 6 mayor
que el producto de la cifra de orden més eleyado en el
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divisor, por el cociente: entonces si dividimos, 2537, que
es el dividendo, por 6 centenas, que es el niimero de uni-
dades de orden mads elevado en el divisor, el cociente
que se obtenga serd igual d mayor que el verdadero,

El producto de, 600, por una cifra de unidades termina
en dos ceros, es decir, es un niimero exacto de centenas;
lnego debe estar contenido en las centenas del dividendo;
y por tanto, para hallar la cifra del cociente, bastard di-
vidir, 2500, por, 600, 6 sea, 25, centenas por, 6, centenas:
esta diyision da el mismo cociente {1ne, 25, unidades por,
6 unnlades, porque es evidente que, 25, centenas contie-
nen i, 6 centenas, las mismas veces que, 25 unidades, 4, 6
unidades. Ahora, por lo dicho en el caso anterior, sabe-
mos hallar el cociente de 25, entre 6, que es, 4; como este
cociente puede ser mayor que el verdadero, para com-
probarle se mulbiplica el divisor, 692, por, 4, y resulta el
producto, 2768, que no se puede restar del dividendo, que
es, 20387 ; entonces la cifra, 4, es grande.

Rebajando una unidad, el cociente sera, 3; el producto
de, 692, por, 3, es, 2076, que ya es menor que el dividen-
do, 2537 ; lnego la cifra, 3, es buena. El residuo de esta
division es, 461, y se halla restando, 2076, de, 2637,

De lo expuesto se deduce la signiente:

Rreara. Para dividir dos nimeros de varias cifras,
cuando el cociente tiene van sola cifra, se dividen, por la
cifra de orden mas elevads en el divisor, lus uwwidades de
igual orden del dividendo (la primera 6 las dos prime-
ras cifras de la izquierdn), y se obtiene un cociente igual
d mayor que el verdadero. Se multiplica el cociente oble-
nido por el divisor, y si f’a’ prndm.to 82 puede restar del
dividendo , se hace la substraccion , y el resto serd vl resi-
diuo dz [ f!we.mu, i 8 el producio del divisor por le cifra
del cociente es mayor que el dividendo, se vebaja el cocien-
e wna wwidad; siloduvia frese mayor dicho producto, se re-
baju nuevwmente olva unidad, y asi se continiia rebajando,
hastw que el producto del divisor por ¢l cociente sea menor
que el dividendo y le substraccion se puede efectuar.

Se acostumbra 4 eseribir los datos y el resultado de
la, operacion del modo siguiente (*):

(*) El uonlunlo de las dos lineas que separan el dividendo y divisor y
el dwisor ¥ el cociente, se llama caja de la divigidy.
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2637 | 692
2076 3

461

85. Ordinariamente se efectiian la multiplicacién y
la substraccion al mismo tiempo: para esto se agrega a
cada cifra del dividendo tantus veces 10, como se nece-
site para poder efectuar la substraccion del producto
parcial correspoudiente, y al obtener el producto par-
cial siguiente se le afladen, para que haya compensa-
oi6n, otras tantas unidades.

En el ejemplo anterior tendremos:

2637 | 692
461

Diremos: 3 por 2son 6, 4 7, va 1, que eseribimos; 3 por
9 son 27, que no se puede restar de 3; afladiremos a esta
cifra, 30, para que de la suma, que es, 33, se pueda restar
27, y diremos, de 27 & 33, van G6; escribiremos el 6, y
para compensar el aumento de 30 decenas, que ha reci-
bido ei dividendo, que es un minuendo, tendremos que
afladir 3 centenas al producto parcial siguiente, que
expresa centenas, y diremos: 3 por 6 son 18 y 3 son 21,
4 25, van 4; y escribiendo esta cifra, el residuo que que-
da es, 461.

86. La cifra del cocienle no se debe escribir sin
tener seguridad de que es buena, y por tanto se deben
efectuar los productos y substracciones parciales men-
talmente, pero teniendo presente que la tltima subs-
traccion se ha de poder hacer sin afiadir nada al divi-
dendo.

Por evitar la operacion mental completa se suele
comenzar por la izquierda.

En nuestro ejemplo podremos decir: 25 entre 6 & 4;
4 por 6 son 24, & 25, va 1: con el 3 signiente, 13; 4 por 9
son 86, que no se puede restar de 13; luego la cifra 4 es
grande Reba‘]andu]a una unidad, diremos: 25 entre 6

3; 3 por 6 son 18, 4 25, van T, que son centenas, 6 70
decenas, y como el prodncto parcial siguiente no puede
llegar 4 30 decenas (por ser 3 la cifra del cociente), la
cifra, 3, no puede ser grande, La cifra, 4, era grﬂnde ¥
3, no lo es; luego esta cifra es buena,
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Esta operacién mental se llama lanfeo; se puede sus-
pender y dar por buena la cifra del cociente (si la in-
mediata superior es grande), cuando en una substrac-
cion parcial se obtenga un resto ignal 6 mayor que la
cifra tanteada (*).

87. Tercer caso. Que el divisor y el cociente lengan
varias cifras.

Se sabe que el cociente tiene varias cifras, cuando el
dividendo es igual 6 mayor que el divisor segnido de
un cero, porque entonces el cociente sera igual 6 mayor
que, 10, y por consiguiente tendrd dos cifras, cuando
menos.

Sea el dividendo, 224617, y el divisor, 583, Se ve in-
mediatamente que el dividendo es mayor que, 5830; lne-
go el cociente es mayor que, 10, y por consigniente ten-
dré varias cifras.

Si afiadimos ahora & la derecha del divisor dos y tres
ceros sucesivamente, tendremos:

224617 = 68300 , y 224617 < 583000,
lo que patentiza que el cociente es mayor que, 100, y
menor que, 1000; tendra, pues, tres cifras, que serin
centenas, decenas y wunidades.

La primera de las dos designaldades anteriores nos
hace ver que el dividendo es mayor que, 583 centenas:
para que se verifique, se necesita y basta que las 2246
cenbenas del dividendo formen un nimero igual o
mayor que, 583 centenas; porque, si fuese menor, para
ignalar 4, 583 centenas, habria que afiadirle cnando me-
nos una centena, y basta aumentarle en, 17 unidades,
para que forme un mimero mayor que, 553 centenas, 0,
58300 nunidades.

La segnnda de las dos desigualdades indica que el di-
videndo es menor que, 5330 centenas, y se verifica, con
més motbivo, si prescindimos de las, 17 nvidades del di-
videndo, y se tendré, 224600 = 583000.

De estas consideraciones se deduce: que si separamos

(") 8i la cifra tanteadaes un 3, porejemplo, y se llega al resto, 3,
colocandonos en el caso mfis desfavorable, que es que todas las cifrss si-
guientes en el dividendo sean ceros y en el divisor nueves, el producto,
0 >< 8 = 27, se podra restur de, 80, y volvera & dejar el resto, 8; luego la
cifra, 4, no pueJe ser grande.
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de la icquicrda del dividendo wn wibmero de cifras syficien-
le para formar un nimnero que conlénga al divisor, pero
sin tegar a contenerlo diez veces, el ovden marcado por la
cifra de la devecha en la parie separvado del dividendn, es el
mismo que el de la cifra de orden superior en el cociente.

88, Siseparamos dela izguwicrdae del dividendo tantas ci-
Sras.como senecesilen para contener al divisor, pero. sin tle-
gar acontenerlo diezveces, el enciente del niimero asi forma-
do, porel divisor, es la t-{f-rra de orden superior del cociente.

Sea el dividendo, 224617, y el divisor, 583. Separemos
de la izquierda del dividendo el nimero, 2246, que con-
tiene al divisor, pero menos de, 10 veces; como la cifra
de la derecha expresa centenas, la cifra de orden supe-
rior del cociente también expresa centenas (86). Si divi-
dimos, 2246, por, b83 (por la regla 83), se halla el co-
ciente, 3, y vamos 4 demostrar que esta cifra es la de las
centenas del cociente pedido.

El producto de, 583, por; 3, se puede restar de, 2246;
luego del mismo modo_se podré restar el producto de,
683 unidades, por, 3 centenas de, 2246 centenas, y con
mas motivo de, 2246 cenlenas, més 17 unidades, 6 sea do
todo el dlwdendo, luego el cociente es, cuando menos,
igual a, 300.

El producto de, 583, por, 4, es mayor que, 2246, y del
mismo modo, 583, por, 4 centenas, es mayor que, 2246
centenas; lnego dicho producto excede 4 este ntmero,
cuando menos en una centena; entonces es también ma-
yor que, 2246 cenbonas, mas 17 unidades, que es todo el
dividendo; luego el cociente no llega &, 400,

De lo cual resulta que, estando comprendido el co-
ciente entre, 300 y 400, su cifra de las centenas es nece-
sariamente an tres. Conforme con el enunciado.

89 Pasemos ya a efechuar la division da, 224617,
por, H83. Dispongamos la operacion como en el segundo
caso (83): 224617 | bS3

1749 | 7385
49717
4664
3077
2915

162
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Si separamos de la izquierda del dividendo el niimero,
2246, y le dividimos por, 583, hallamos el cociente,3, que
serd la cifra de las centenas del cociente (87).

Multipliquemos ahora, 583, por, 3 centenas, y el pro-
ducto expresard centenas; luego restando este niimero
de lag centenas del dividando, la diferencia, que es, 497,
también expresard centenas; y si le afiadimos las 17
unidades del dividendo, el nimero, 49717, es el exceso
del dividendo sobre el producto del divisor por, 300.

El dividendo, segtin esto, se compone de, 300 veces el
divisor, mas, 49717; de suerte que para concluir de de-
terminar el cociente necesitamos hallar cuantas veces,
49717, contiene 4, 583, ¢ sea dividir, 49717, por, H83.

Aplicando los razonamieubos auteriores, se deduce
que para dividir estos mimeros se debe separar de la iz-
qnierda del dividendo el nimero 4971, y como expresa
decenas, si le dividimos por, 583, el cociente, 8, serd la ci-
fra de las decenas; multiplicindola por el divisor y res-
tando el produecto, 4664 decenas, de 4971, el resto sera,
307 decenas.

Aifladiendo 4 este nimero las 7 unidades del dividen-
do, se obtienen, 3077 unidades, que serin el execeso de
49717, sobre 80 veces e! divisor; el problema queda ya
redacido 4 hallar el cociente de, 3077, por, 583,

Hoecha la division, resulta que el cociente, 5, es la ci-
fra de las unidades; multiplicdndoela por el divisor y
restando el producto de, 3077, queda un resto de, 162
unidades.

Resumiendo lo que hemos dicho, resulta que el divi-
dendo contiene al divisor, 300, méas 80, mds D veces, 6 sea,
385 veces, y ademas un exceso de, 162 unidades; luego
el cociente sera, 385 y el resto, 162,

Los numeros, 2246, 4971 y 3077, que han sido los di-
videndos para determinar cada una de las cifras del co-
ciente, se llaman dividendos parciales: cada una de las
operaciones de dividir, divisidn parciel, y los nimeros,
497, 807 y 162, son los restos de las divisiones parciales;
el tiltimo también se Hama reséiduo.

224617 | 583

4971 |5g5

3077 |>°
162
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La multiplicacién y substraccién, que se efectiian en
cada division parcial, pueden hacerse al mismo tiempo,
segiin se indicé (84).

A la derecha de cada resto hemos escrito antes todas
las cifras no consideradas atun en el dividendo; pero no
hace falta escribir més que la signiente, por ser la que
con el resto forma el dividendo parcial.

De estas consideraciones deducimos la siguiente:

Reara. Para dividir dos wimeros, cuando el cocienle
liene varias cifras, se separvan de lo izquierde del divi-
dendn las cifras que se necesilen para contener al divisor,
sin llegar @ contenerlo diez veces (tantas cifras como tie-
ne el divisor, 6 una més si, consideradas como unidades
simples, forman nn nimero menor que el divisor): e/ ni-
mero formado sera el primer ditidendo pareial; se divide
por el divisor y s2 tendra la cifra mas elevada del co-
ciente; se multiplica esta cifra por el divisor y el pro-
dueto se resta del dividendo parcial; @ la derecha del resto
se eseribe lo eifra siguiente del dividendo y se oblendra
el sequndo dividendo parcial: se divide por el divisor y
se tendra lo segunda cifra del cociente, que se escribe a la
derecha de la primera; se mulliplica esta cifra por el di-
visor y el producto se resia del segundo dividendo parcial;
con el sequndo resto se procede como con el primero, con-
tinuando la operacion hasta oblener lo wltima cifra del
cociente y el wltimo resto, que en el caso de ser la division
exacla es cero.

Bl divisor excede 4 cada resto, cuando menos, en una
unidad: lnego afiadiendo una cifra 4 la derecha de cada
resto, resulta un dividendo parcial que necesariamente
es menor gue 10 veces el divisor: pero puede suceder
que sea también menor que una vez el divisor, y enton-
ces se escribe, ¢ero, en el cociente y se forma el signiente
dividendo parcial, afiadiendo al precedente la cifra qne
sigue en el dividendo.

90. 8i el divisor no tiene mds que una cifra, se
abrevia la divisién haciendo las operaciones mentalmen-
te, sin eseribir los restos y dividendos parciales, pero
colocando las cifras del cociente en los lngares que les
correspondan,

Sea dividir, 43169 entre 8. Dispondremos la operacién
del modo siguiente:



43169 | 8
! 5396

Diremos: 43 entre 8 4 5 y sobran 3; 3l entre 84 3 y
sobran 7; 76 entre 8 4 9 y sobran 4; 49 entre 8 4 6 y
sobra 1. -

91. La pruebe de la divisién consiste en multiplicar
el cociente por el divisor y sumar el residuo con el pro-
duncto, y el resultade debe ser igual al dividendo (73).

Si el residuo es cero, el dividendo es igual al producto
del divisor por el cociente; lnego cuando la divisién es
exacla, también se puede comprobar tomaudo el ¢i-
ciente por divisor, y debe resultar para cociente el di-
visor primitivo,

92. Bl nimero de cifras del cociente es igual al de
dividendos parciales; el primer dividendo parcial se for-
ma tomando de la izquierda del dividendo tantas cifras
como se necesiten para contener al divisor, pero menos
de 10 veces, y cada uno de los demds dividendos, aiia-
diendo & cada resto una de las cifras que quedaron 4 la
derecha del primer dividendo parcial; Inego el nimero
de cifras del cociente es una mas que las que quedan &
la derecha del primer dividendo parcial.

Ahora; si el primer dividendo parcial tiene tantas ci-
fras como el divisor, 4 su derecha quedan tantas cifras
como indique la diferencia entre los nimeros de cifras
del dividendo y divisor: en este caso el cociente tiene
una cifra mds que dicha diferencia,

Si el primer dividendo parcial tiene una cifra més
que el divisor, el niimero de cifras que qnedan 4 su de-
recha es igual 4 la diferencia antes citada menos una, y
como el cociente tiene una cifra mds, tendrd tantas
como dicha diferencia.

Resumiendo lo dicho: 7 nitmero de cifras del cociente
¢s igual @ lo diferencia ae los mimeros de cifras del divi-
dendo y divisor, 6 una mas.

93. La division se puede abreviar, cuando el dividen-
do y el divisor lerminan en ceros, suprimiendo de la de=
recha de ambos el mismo nivmero de ceros y dividiendo los
wimeros que quedan; pero anadiendo al residuo lantos
ceros como se han suprimido de la derecha del dividendo
v del divisor.
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Sea , dividir 24700 por 1600. Los mimeros que nos
proponemos dividir son iguales 4 247 centenas y 16 cen-
tenas; pero es evidente que las mismas veces contiene
247 centenas & 16 centenas, que 247 unidades & 16 uni-
dades, y como en este ltimo caso el cociente es 15 uni-
dades, también lo serd en el primero.

En la primera division, el producto del divisor, 16
cenlenas, por el cociente, 15 unidades, expresa centenas;
luego el resto, 7, expresard también centenas, 6 sera,
700; es decir » que el regto es el mismo que resulfa de
dividir los niimeros, 247 y 15, pero segmdcs de los dos
ceros que se habian suprimido.

También se puede abreviar la divisidn aungue silo ter-
wmine en ceros el divisor : en este caso se separan los ceros
del divisor y de la devechu del dividendo olras tantas ci-
Jras; se dividen los nibmeros gue quedan a la tzquierde,
y @ la derecha del residuo se agregan las cifras separa-
das de la derecha del dividendo.

Sea, dividir los nimeros 24735 y 1600. Si se tratara,
como en el ejemplo anterior, de dividir 24700 por 1600,
el cociente seria 15 y el resto 700; pero el numew, 24785,
excede &, 24700, en menos de 100 unidades, 6 sea de nua
centena: lnego no llega 4 contener al divisor, 1600, ¢ sea,
16 centenas, nna vez més (ue 24700; entonces el cooien-
te es el mismo que s1 el dividendo terminase en dos ce-
ros; pero el residuo, en vez de ser 700, tendra evidente-
mente 85 unidades mds, y por consiguiente sera, 785,
Conforme con el enanciado.

94. TUn caso particular que ocurre muy & menudo,
es la division de un ntmero por la unidad seguida de
ceros,

Si separamos de la derecha del dividendo tantas cifras
como ceros signen 4 la unidad, el nimero que queda 4
la izquierda serd el cociente; porque entonces el divisor
es 1: el resto sera el niimero formado por las cifras se-
paradaes. Luego s el dividendo fermina en lantos ceros
como siguen & lo unidad , la divisidn serd evacla.

Esemeros: El cociente de 28671 por 100 es 286, y el
resto 71,

El cociente de 28600 por 100 es 286, y el resto cero,

95. En algunas aplicaciones de la division conviene
considerar el cociente aumentado en una unidad, 4 lo
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cual se llama forzer la wnidad, y al cociente anmentado
se le llama cociente por exceso, Cnando se habla de este
cociente y del ordinario, este 1iltimo recibe el nombre
de cociente por defecto.

El producto del divisor por el cociente por exceso, es
mayor que el dividendo; la diferencia entre dicho pro-
ducto y el dividendo, tomando éste por substraendo,
recibe el nombre de reslo por exceso, 6 resto substiractivo;
el resto ordinario se l'ama entonces resto por defecto, 6
aditivo.

Si representamos por D, el dividendo, por &, el divisor,
por ¢, el cociente por defecto y por 7, el resto aditivo, el
cociente por exceso sera ¢ - 1, y si designamos por 7, el
resto substractivo, se tendra segnn las eondiciones esta-
blecidas (*).

D=d.ct+»r, y D=d(et+1)--.

96. Trorema. Za suma de los restos aditivo y subs-
iractivo es igual al divisor.

Adoptando la notacion del mimero anterior, tenemos:

D=d.c+r, y D=dic41)—7.

Puesto qne estas igualdades tienen el mismo primer

miembro, los segundos miembros seran iguales, y ten-
dremos:

d.ctr=d(c+1)—,
y efectuando la multiplicacién indicada en el segundo
miembro,

diet+r=d.c+d—7r,
restando de ambos miembros 4 . ¢ y sumando 7/, resul-
tara:

r -2 =d,
ignaldad que demuestra el teorema,
7. Si se dividen miembro d¢ miembro dos igualdades,

los cocientes y restos serdan iguales (“¥).

(*) Representaremos los niimeros por letras siempre que sea necesario
para la mayor claridad en las demostraciones, pero no abusaremos de esta
notacidn en la Aritmética.

(**) Cuando podamos referirnos & la definicidn general de la division,
esta proposicién es: Si se dividen miembro a miembro dos igualdades, los co-
cientss son iguales, La misma obseryacifn sa puede hacer sobre el teoremn
siguienta, dal texto,

4
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Es una consecuencia inmediata de la definicién de la
divisién,

98. 8% los dos miembros de una desigualdad se dividen
por niumeros iguales, al mayor dividendo corresponde en
general mayor cociente, y st los cocienles son iguales,
mayor 1esto.

s evidente, por la definicién de la division, que
cuando se trata de un mismo divisor, ¢ divisores iguales,
el mayor dividendo, contiene en general, mas veces al
divisor; pero si esto no sucediese, decimos que, cnando
menos, el resto correspondiente al mayor dividendo sera
mayor.

En efecto: siendo el dividendo igual al producto del
divisor por el cociente, més el resto, si los factores del
producto son iguales, la mayor suma corresponders al
mayor de los dos sumandos desiguales; es decir, el mayor
dividendo al mayor de los restos.

99. 8% se dividen miembro & miembro dos desigualda-
des de signos contrarios, el resultado es una desigualdad
del mismo signo que la de los dividendos.

Sean las designaldades,

40> 32, y 10 < 16,
decimos que,
40:10>>32:16.

Si los divisores fuesen iguales, el primer cociente seria
mayor que el segundo por tener mayor dividendo, y si
los dividendos fuesen iguales, el primer cociente seria
también mayor que el segundo, por corresponder al me-
nor divisor; luego @ fortiori el primer cociente serd ma-
yor gue el segundo,

Si las diferencias entre los dividendos y entre los di-
visores son tan pequeiias que no alcanzan 4 los cocientes
enteros, y éstos son iguales, el mayor resto correspon-
ders al cociente del mayor dividendo por el menor di-
visor, Se razona como en el parrafo anterior.

TEOREMAS RELATIVOS A LA DIVISION
100. Para dividir un producto por uno de sus jfacto”

ves, basta suprimirle.
Sea, dividir el producto, 8.7.3, por su factor, 7. El
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cociente serd, 8 , 3, porque el producto, 8.7 . 3, se puede
considerar como el resultado de multiplicar 7, por 8.3
(63); es decir, que tendremos:

8.7.3="7(8.3),
ignaldad que demuestra el enunciado.

101,  Para dividir un producto por un divisor exaclo
de uno de sus factores, basta dividir dicko fuctor por el
divisor.

Sea, dividir el producto, 8.30 . 4, por el niimero 5, que
es divisor de 30. Si descomponemos el 30, en los factores,
6 y b, puesto que los factores, 6 y 5, se pueden sustituir
por su producto efectuado (64), se podrd inversamente
sustituir por sus factores, y tendremos:

8.30.4=8.6.5.4
y dividiendo por b los dos miembros de la igualdad, co-
mo el cociente del segundo miembro es 8.6 .4, resul-
tara: :
(8.80.4):56=8.6.4.

102.  Para dividir un nidmero por un producto de va-
rios factores, se divide el nmimero por el primer factor, el
cociente que resulte por el sequndo, el cociente que reswite
por el tercero, y asi sucesivamente hasta dividir por el
wltimo.

Pueden suceder dos casos:

1.° Supongamos que la division sea exacla.

Sea dividir 360, por el producto, 9 >< 4 = 36. Siendo
10 el cociente de 360 por 36, tendremos:

360 = 36 >< 10
6 poniendo, en vez de 36, su igual 9 >< 4,
360 =9. 4. 10,

dividiendo los dos miembros de la igualdad pnf 9, se
tendrd (100):

860:9 =4 >< 10,
dividiendo nuevamente por 4, resultara:

(360:9):4 = 10.

Es decir, el mismo cociente que cuando se dividié el
niimero, 860, directamente por 36, que era el producto,
9 >< 4,

2.°  Supongamos que la division no Sea evacla:
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Sea, dividir 378, por el producto, 9 >< 4 = 36. Siendo
10 el cociente por defecto, el cociente por exceso serd,
10 4 1, y como el dividendo de una division inexacta es
mayor que el prodncto del divisor por el cociente por
defecto y menor que el divisor por el cociente por ex-
ceso, tendremos la doble desigualdad (*):

36 .10 <Z 878 < 36 (10 4 1),
6 poniendo en vez de 36 su igual, 9 >< 4,
9.4.10 <378 <79 .4(10 4 1).

Si se dividen por 9 y por 4, el primero y el tercer
miembro, los cocientes exactos son, 10 y 10 -}- 1; pero
el segundo miembro es intermedio entre ambos; lnego
divido por 9 y por 4, dard un cociente gue no es me-
nor que 10 (98) y no puede llegar & 10 - 1; Inego
sera 10,

En el primer caso que hemos considerado, los restos
son iguales 4 cero.

En el segundo caso, los restos, generalmente, no son
iguales porque cuando se divide sneesivamente por los
tactores, el resto final es menor gue el witimo factor, y
cuando se divide por el producto efectuado, el resto es
menor que el producto, pero puede ser igual d mayor gue
alguno & que lodos los factores.

En nuestro ejempio: dividiendo 378 por 36, el resto
es 18, y dividiendo primero por 9 y después el cociente
42 por 4, el resto es 2.

108,  ZI cociente de dos potencias de wn nimero es
atra potencia del mismo wibmero, cuyo exponente es la di-
Serencin de los exponentes.

Sea, dicidir 57 por H*, decimos que el cociente es 57*,

De la regla del producto de dos potencias (74) se de-
dnce:

Bf —=bts>< 57_4, ;
y dividiendo los dos miembros de esta igualdad por 5%
resulta:

BT Bk HY -4,

Si los exponentes de las potencias son iguales, la apli-

(*) La doble desigualdad que se verifica en ¢l mismo sentido se llama
limitacidn.
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cacion de la regla conduce & vonsiderar cantidades con
exponente cero. Asi:
6748 = 5" =50

Por otra parte, el cociente de dividir nn niimero por
si mismo es la unidad; lnego se debe admitir que la po-
tencia de grado cero, ¢ con exponente cero de cualquier
niimero, es la unidad. En particunlar, se tendrda 100=1
Resultado que estd conforme con el enunciado en el
nim. 71, donde se dijo que las potencias de 10 son la
unidad seguida de tantos ceros como unidades tiene el
exponente de la potencia.

104, 8% el devidendo y el divisor se multiplican por
wn mismo wimero, el cociente no varia, y el resto queda
multiplicado por dicko nimero.

Sean, D, el dividendo, d, el divisor, ¢, el cociente y 7,
el resto; se tendra:

D=d.c+4 1.

Si multiplicamos los dos miembros de esta igualdad

por un numero cualguiera, #, vesulta :

D.own=(d.e+»)n
pero para multiplicar la suma, 4 . ¢ - 7, por 2, hay que
multiplicar por 2, los dos sumandos, d . ¢ y 7, y para mul-
tiplicar el producto, 4. ¢, basta multiplicar uno de los
factores, que aqui es #, por hipdtesis; lnego tendremos:

D.a=(d.n)e-tr. n
Iin la division de D . 2, por 4. 2, el cociente es ¢, y el
resto serd, # . #, siempre (ue este nimero sea menor (ue
el divisor, d . m; pero por ser, » << d, también sera:
p.on<d.n;
luego el cociente no ha variado y el resto queda multi-
plicado por 2.

VI. La numeracion romana.

105, El sistema de numeracién que hemos expuesto
se llama decimal, porque su base es 10; se debe & los
drabes y estd en uso en Europa desde hace algunos
siglos; es muy perfecto, no sélo por la facilidad que
ofrece para enunciar, escribir y leer los niimeros, sino
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por lo bien que se presta & las operaciones del ecalculo
aritmetico,

Podriamos adoptar por base del sistema de numera-
ci6n otro nimero cualquiera y modificar los principios
de la numeracion y establecer la teoria de las operacio-
nes y propiedades de los nimeros con arreglo & dicha
base; asi como estudiar el modo de transformar un ni-
mero escrito en un sistema 1 otro cualquiera; pero sien-
do ésta nna obra muy elemental, no creemos necesario
hacer aqai dicho estudio.

De lo tinico que diremos algo es de la numeracion lla-
mada romana, por no haber desaparecido totalmente.

En la numeracion romana se representan los niimeros
por varias letras, cuyos valores indicamos &4 continuacion:

I v X L C D M
1 ] 10 50 100 50O 1000
Con estas letras las unidades se eseriben asi:
i S | RN U 1S PR, /) WY, ' ) ARG ) i 1 IR .
1 2 3 4 b 6 (] 8 9

Las decenas,
X, XX, XXX, XL, L, LX, LXX, LXXX, XC.
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Lias centenas,

¢, cc, cce, ¢b, D, DC, DCC, DCCC, CM.

100 200 300 400 50O 600 700 800 900

Los millares,

M, MM, MMM,
1000 2000 3000

Para esoribir un mimero en la numeracion romana,
se hacen los convenios siguientes:

L.°  Una letra escrila ¢ la derecha de otra, le aiade
sw valor si es igual 6 menor que la olra.

Asi,

He=92; =3, Vl=6, VH=F,VII=8,
XX =20, XXJ =21, XXV'=25, XXX =233...

Se debe advertir que las letras, I, X, C y M, se pue-
den repetir hasta tres veces seguidas y no se pueden re-
petir las V, Ly D,
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2.°  Una letra escrite @ lo izquierde de olra de mas
valor , le resta el suyo.

Asi:

I¥V=4, IX =9, XL=40, XC=90, CD =400,

También se debe saber, para aplicar esta regla, que
la I, sélo se puede colocar & la izquierda de la V y de la
X; la X, sdlo se puede colocar & la izquierda de la Ly
da C; la C se pnede colocar & la izquierda de la D y de
la M. Las letras, V, L y D, no se pueden colocar & la 1z~
quierda de otras de mas valor,

En virtud de estos prineipios, una decena, por ejem-
plo, del 41 al 50, se eseribe asi:

XLI, XLIT, XLIII, XLIV, XLV, XLVI, XLVII,
XLVIII, XLIX y L

y de ninguna manera se eseribira VL, para represen tar

45, ni IL para representar 49.

3.°  Los nibmeros se escriben comenzando por las wni-
dades de orden superior y siguiendo los demds ordenes
descendiendo.

Lijemplos:

1. Eseribir en la numeracion romana el ntumero 546.

Se escribe primero una D, que vale 500; después XL,
que vale 40 y por tltimo VI, que vale 6.

Lnego tendremos:

546 = DXLVIL

2. Eseribir en la numeracién romana el nim. 2728.

Se escribe primero, MM, que vale 2000; después, DCC,
que vale 700; lnego, XX, que vale 20; y por tltimo, VIII,
que vale 8, resultando,

2728 = MMDCCXXVIII,

81 el wikmero pasa de 3000, se escriben los millares
como si fuesen unidades, se coloca encima una rayw y @
la derecha se escriben las centenas, decenas y unidades,
como se ha explicado andes.

Ejemplos :

1. Eseribir en caracteres romanos el niimero, 136417,
Serd:

2. Escribir el nimero, 2186512, serd;
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MMCLXXXVIDXII.

8% el wimero pasara de 3.000000, se escriben los mi-
Hlones , como SE fuesen wnidades , luego dos rayas encim,
despues los millares y wna raye encima, y poritllimo las
unidades.

Bjemplo :

Eseribir el niimero, 52233536, sers:

LIICCXXXINIDXXXVI

4.°  Los numeros eserilos en la numeracion romaia
se leen comenzando por las uwnidades de orden superior y
siquiendo los demas dpdenzs descendiendo.

Ejemplos:

1. Leer el niimero MDCCOXCIX, serd:
la M, mil; la D y las OCC, ockocientos; la XC, novenin
y la IX, nueve: lnego el nimero es: mil ochocienios no-
venla y nueve.

2.° Leer el niimero, IVDOXXXIV,

IV, se lee cuatro mil: DC, seiscientos; XXX, treinta; v
IV, enatro, luego este nimero es: cuatro mil seiscientos
aeinta y cuatro.

Conyiene conocer la notacidn siguiente, aunque es
menos nsual y mas complicada que la anterior.

Los signos 10y I00s I0DDy++ representan los niime-
ros H00, 5000, 50000,... : y los CID, CCINDy CCCIODD -
son los niimeras 1000, 10000, 100000,...

Eu virtud de esto el niimero 1899, se escribira:

CIDIOCOCXCIX,

CAPITULO III
LAS PROPIEDADES ELEMENTALES DE LOS NUMEROS
ENTEROS
I. Teoria de la divisibilidad.

106. Los miiltiplos de nn niimero se obfienen mul-
tiplicandole por 1, 2, 3, 4, D... y asi sucesivamente;
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lnego la sevie de los maltiplos de win wimero es limitada.
El producto de enalquier niimero por cero es cero: de
aqui que se cousidere el eera como mulliplo de todos los
nameros.

Todo niimero entero es el mayor divisor de si mismo,
y ia unidad es divisor de todo namero entero; luego el
wimero de divisores de cualguier entero es limitado, por-
que el menor es la unidad y el mayor el mismo mimero,

Cnando un nimero es divisible, 6 miiltiplo de otros
varios, se dice un maultiplo comun de éstos,

Cuando varios niimeros son divisibles por un mismo
nimero, éste se llama divisor comiin.

Para indicar que un niimero es miiltiplo, ¢ divisible
por otro, escribiremos, siguiendo la notacion de Leibniz,
un punto encima del qubmulmp]o divisor,

Asi: 20 = 5; b = a, indican, que 20 es un miiltiplo de
bydun mulblplo de a.

107. Treorema. S un aumero es divisor comin de
atros varios, es divisor de s suma.

Sea el ntumero b, divisor comin de 20, 30 y 35, ten-
dremos las igualdades:

20==5. &,
BOI=blb;
3b=50.T.

Samando ordenadamente,
204+-30-+-36=5.4+5H.6-F-5.7,
ysacaudo & 5 como factor comun eun el segundo miembro,
20 480 485 =5d 46 +T)="5. 17,

que se podra escribir,
20 4304385 =5.

108, Corovanio. S% wn nitnmero es divisor c/c olro, es
divisor de sus milliplos.

Si el numero, 5, es divisor de 20, dividiva a cnalquier
miultiplo de 20 (107), porque los miltiplos de 20 son su-
mas de sumandos ignales a 20,

109. Tromema. S un wimero es divisor de olros dos,
es divisor de sw diferencia

Sea el niimero b, divisor de 3b y de 20, tendremos;

3Di=156.7;
20=5.4.
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restando ordenadamente y sacando en el segundo miem-
bro b come factor comiin,

' 3 —80=5(T—4)=5H.3,

que se podrd eseribir, 35 — 30=56.

110. Coronario. 8% en una suma de dos sumandos
wn nmero es divisor de wno de ellos w del olro no, tam-
poco es divisor de la swma.

Si la suma fuese divisible por el mimero, consideran-
dola como un minuendo y al samando divisible como
substraendo, el minuendo y el substraendo tendrian un
divigsor comiin; luego también le tendria el resto (108),
lo cual es contra la hipétesis,

111. TroremA. 8% un mibmero es divisor, d factor de
olros dos, lo es del resto de su divisidn. 1

Sea, D, el dividendo, &, el divisor, ¢, el cociente, 7, el
resto y #, un factor comin &4 D y 4, tendremos:

D=d.c+ 7,
y restando, @ . ¢, de los dos miembros de esta ignaldad:
D—d.c=nr,

por tener &, el divisor #, le tiene también su mailtiplo,
d . ¢; luego n, es un divisor comun al minuendo y subs-
traendo de la diferencia, D —d. ¢; luego serd divisor
del resto 7 (109).

112. Trorema. 8% un nbmero es factor comin del di-
visor y del resto de una divisidn , es factor del dividendo.

Siguiendo la notacién de antes, tendremos:

D=d.c+ .

Todo factor de &, es factor su miltiplo, € . ¢; lnego si
7, s nn factor comin de, 4 y 7, también lo sera de, d . ¢
y 7; luego serd factor de su suma, 4.c 4 7 (108), que
es igual 4 D,

113. De estos dos teoremas resulta el signiente im-
portante,

Corovario. Zodos los factores comunes del dividendo
y divisor son factores del resto; luego seran faclores
comunes del divisor y del resto. RuciPRocAMENTE: lodos
los factores comunes del divisor y del resto son factores
del dividendo; luego seran factores comungs del dividendo
y del divisor.
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114, Otra consecuencia importante se deduce del
teorema (111).

Si el dividendo y divisor se dividen por uno de sus fac-
tores, el cociente no varia y el resto queda dividido por
dicho factor.

Adoptando la notacion del ndim, 110, tendremos,
como alli, la igualdad:

D—d.c=rw,
suponiendo ahora que # sea el factor comtun por quien
se divide, y que por ser exactos los cocientes de, D, 4, y
r, por n, tengamos las ignaldades:
D=D".m;d=4d .n;r=1r".m,
sustituyendo estos valores en la primera, resultara:
Din—d n.c=1".n,
sacando 2, como factor comin en el primer miembro,
(D —d&.c)=+".n,

y suprimiendo el factor comin 2,

D—d.c=v,
& bien sumando & los dos miembros de la igualdad, 4. ¢,

D=d.c+7,

que demuesta el enunciado.

Il. Caracteres de divisibilidad

POR 2,56,9,3 Y I.

115. Hay casos en que es muy fdeil conocer si un
ntmero es divisor de otro sin practicar la division, y
por la utilidad que resulta para las aplicaciones dedu-
ciremos las reglas para conocer si los referidos niimeros
son divisores de otros, ¢ hallavemos sus caracteres de
divisibilidad.

Se ha visto (93) que para dividir un nimero por la
unidad seguida de ceros, se separan de la derecha del
dividendo tantas cifras como ceros siguen & la unidad;
lo que queda 4 la izquierda es el coc:eul.e y lo que
queda 4 la derecha el resto. Para que la divisién sea
exacta, se necesita que las cifras separadas & la derecha
sean todas ceros.

De aqui deducimos: gue un nimero es divisible per lg
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unidad sequida de ceros, cvando lermina en lantos ceros,
lo menos, como siguen a la wnidad.

Como la unidad seguida de ceros es una potenciade 10,
cuyo exponente es igual al niimero de ceros que siguen
4 la unidad, la regla anterior se puede enunciar asi:

Un nibmero es divisible por wna polencia de 10 cuando
termina en lanlos ceros, por lo menos, como unidades tie-
ne el exponente de la potencic.

116.  El namero, 10, es igual al producto, 2 < 5; por
cousigniente, como, 2 y 5, son divisores de 10, lo seran
de sus multiplos (108); luego todo nimero terminado en
cero es divisible por 2 y por 5.

Sea ahora cnalquier mimero, 2457; descom poniéndole
en decenas y unidades, se tendra:

2457 = 2450 - T,

El primer sumando del segundo miembro es divisible
por 2 y por b; luego para que lo sea la suma, se nece-
sita y basta que lo sea el otro sumando (107 y 110).

De aqui deducimos: gue un wimero es divisible por 2
d por 5, cuando le cifra de las wnidades es divisible por
2 4 por b (*).

Las cifras 2, 4, 6 y &, divisibles por 2, se llaman ci-
fras pares, y los niimeros terminados en cero, ¢ cifra par,
se llaman mimeros pares.

En virtud de esto se pneden enunciar asi los caracte-
res de divisibilidad por 2 y 5:

17, Un aimero es divisible por 2. cuando es par, d
se cuando lerminag en cera, 4 cifra par.

Un wiiero es divisible por D, cuando lerming en cero
g.en 5.

118. Si elevamos & la potencia, m, los dos miembros
de Ja igualdad, 10 =2 X b, tendremos:

10m —m >< e,

Si de la derecha de un niimero separamos m cifras, la
parte que queda 4 la izquierda terminard en u ceros, y
por consigniente serd un multiplo de 10™ ( 115); luego
también lo serd de, 2™ X H™,

(*) No bhay que modificar esta regla cuando &l niimero termine en cero,
porque ya hemosz dicho (105) gue cero es mdltiplo 6 divisible por todos log
nlmeros,

=



8% el wmimero formado por ias w cifras de la devecha es
miiltiplo de 2™ ¢ de 57, también Io serd ¢l nimero pro-
puesto, y no o serd eén el caso conlrario (107 y 110).

En particular, para que wn abmero sea divisible por 4
(que es ignal 4 2%), se necesile y basla que termine en
dos ceros, d las dos cifras de la derecha formen wu miilti-
plo de 4.

Paia que un wikmero sea divible por 25 (que es 52}, se
necesila y hasta que lermine en dos ceros, o las dos cifras
de la dervecha formen wan williplo de 25,

119. Lema. Zae wnidad seqwida de ceros es un nitid=
tiplo de 9 mds 1.

Dividamos por 9, la unidad segnida de cualguier nii-
mero de ceros, 6 tomemos por dividendos sucesivos, 11,
100, 1000, 10000.....

10000......[9
10 L= B
10
10......

y siempre hallaremos por cociente 1 y por resto 1.

En yirtud de esto podemos eseribir la ignaldad,

10000...... =941,

120. Lema.  Todu cifra significativa seguida de ce-
708 es un miltiplo de 9, mds dicha cifra

Sea, 4000, la cifra seguida de ceros, se tendra:

4000 =1000 X 4 = (9 + 1) 4,
y efectnando la multiplicacion indicada por el paréntesis
4000 =9 X 4 + 4,
pero, 9 X 4, es también un miltiplo de 9 (108): lnego se
podrd, escribir:
4000 = 9 + 4,

121. Sea ya un nimero cnalquiera, 54726; descom-
poniéndole en sus diversos érdenes de unidades, se
tendra:

54726 = 50000 44000 + 700 + 20 + 6,
y en virtad del lema anterior, tendremos las siguientes
igunaldades:



50000 = 9 + 5,
4000 = 9 + 4,
700=9 47,

20=193+4 2,
6= 8,

Como la suma de los miltiplos de 9 es nn miltiplo
de 9 (107), si sumamos ordenadamente las igualdades
anteriores, resultara,

BAT26 =9+ (5 4-4+ 7+ 2+ 6).

Considerando el segundo miembro como la suma de

los dos sumandos, uno el 9 y otro el paréntesis.

(6+4+7+ 2+ 6) se compone dicha suma de dos
partes, una de las cuales es divisible por 9; luego para
que la suma sea también divisible por 9, se necesita y
basta que el sumando, (5444 7 + 2 + 6), sea divisible
por 9 (107 y 110).

El paréntesis encierra la suma de los valores absolu-
o8 de las cifras del nimero; luego: pare que un nimero
sea divisible por 9, se necesita y basta que la suma de los
valores absolutos de sus cifras sea un mibltiplo de 9.

122, Por ser 9 un multiplo de 3, todo multiplo de 9
lo es de 3 (108), de consiguiente: para que un nimero seq
divisible por 3, se necesila y basta que lo suma de los va-
lores absolutos de sus cifras sea un miulliplo de 3.

Asi tenfamos: 54726 — 9+ (544 +7+246), de
donde deduciremos:

54T =3 4 5+ 447 + 2+ 6).

123. Lema. ZLa unidad sequida de wn nimero par
de ceros es un multiplo de 11, mas I: le unidad sequida
de un mibmero impar de ceros es wn milliplo de 11 me-
nos 1.

Diyvidiremos por 11 la unidad seguida de un mimero

par é impar de ceros; considerando por consiguiente los
dividendos, 10, 100, 1000, 10000.....

100000.....| 11

100 )
10 09090

-----
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se observa desde luego que los cocientes son 0,9,0,9... y
los restos 10,1,10,1... siendo 1 los restos que corres-
ponden & los dividendos formados por la unidad seguida
de un nimero par de ceros, y 10 los que corresponden
4 la unidad seguida de un nmimero impar de ceros.

Pero si el dividendo es la unidad seguida de un niimero
impar de ceros, podemos forzar la unidad en el cociente
y el resto substractivo sera, 1 (97); luego en virtud de
esto, tendremos 1gualaades de la forma:

10000 = 11 + 1, 100000 =11 — 1.

124. Lema. Zvda cifra significativa seymdza de un
wiimero par de ceros es un miultiplo de 11 mds el valor
absoluto de dicha cifra; toda cifra significativa sequida
de un wikmero impar de ceros es un multiplo de 11, menos
el valor absoluto de dicka cifra.

1.° Sea, 40000, la cifra seguida de un nimero par
de ceros, se tendra:

~1OOU(J-—-10000><4—(11 +1)4,
y efectuando la multiplicacion indicada,

40000 = 11 >< 4 + 4,
6 bien, por ser 11 >< 4 un miltiplo de 11,
40000 =11 + 4.

2.° Sea, 4000, la cifra significativa seguida de un
nimero impar de ceros; se tendra:

4000 = 1000 ><4 — (11 — 1) 4,

efectunando la multiplicacidn y teniendo presente 11<4
es un multiplo de 11

4000 =11 —4

125. Sea un mimero cualquiera, 46837; descompo-
niéndole en sus diversos ordenes de umdades, se tendrd:

40000=11+4
6000 = 11 —6,
800=T+8,
80 = i1 — 9,
7= 7

-
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Sumando ordenadamente y teniendo presente que la
suma de los miltiplos de 11 es miiltiplo de 11, resulta:

46837 =114} 847 — (6 +3)

Como el primer paréntesis encierra la suma de las
cifras que ocupan lugares impares en el niimero, y el se-
gundo la suma de las que ocopan lugares pares, si re-
presentamos la primera snma por I y la segunda por P,
podemos escribir asi la anterior igualdad:

46837 =11 +(I—P),
y considerando en el segundo miembro la suma de dos

sumandos, uno el 11 y otro (I — P), si este segundo es
divisible por 11, también lo serd la suma (107).
Luego: pare que wn nimero sea divisible por 11, se

necesita y basta que la swma de los valores absolulos de

las cifras de lugar impar, menos la suma de los valores
absolutos de las cifras de lugar par, sea wn willtiplo
de 11 (*).

Puede suceder que la suma de las cifras de lngar par
sea mayor que la de las cifras de lugar imnpar, y enton-
ces no se puede efectuar la substraccion, I — P.

En este caso del primer sumando, que es un multiplo
de 11, se toman tantas veces 11 unidades, como se nece-
siten para que, sumadas con I, den una suma mayor

que P, cou lo cual el 11 no dejarvd de serlo y se podrd
efectuar la substraceidn,

Asf: 829389 —=11-4+2+83+9—B-F+9+8),

como la primera suma es 14 y la segunda 25, no se puede

efectuar la substraccidn, y necesitamos tomar, del 11, una
vez 11, y tendremos:

829389 = 11 + (14 + 11) — 25 =11,
126. Los caracteres de divisibilidad que hemos ha-

() Nose debe olyidar, por si la diferencia de ambas sumas es cero, gie
cero ex mitltiplo de todon lok nimercs (106).



llado son muy ttiles por ser muy sencillos, y el método
que hemos seguido para hallar el de 9 y 11 se puede
aplicar 4 enalquier niimero; pero es mas facil hacer las
divisiones directamente que aplicar los caracteres de
divisibilidad que se hallarian (¥).

Il. Maximo comin divisor.

MAXIMO COMUN DIVISOR DE DOS NUMEROS

127. Dos niimeros tienen siempre la unidad por di-
visor comain: si no tienen mas divisor comiin que la
nnidad, se llaman primos entre si.

Cuando dos niimeros tienen varios divisores comunes,
el mayor de todos se llama mdzimo comin divisor: se
suele representar por la notacién m. e. d. S

Los mimeros 8 y 12 tienen los divisores comunes 1, 2
y 4; luego 4 serd el m. ¢. d.

128. TrorrmA. ST un ndmero es divisible por otro,
el menor es el m, c. d. de ambos. :

Sea el ntiimero 130, divisible por 26: decimos que 26
es el m. ¢. d. de 130 y 26.

En etecto: puesto que 26 es divisor de si mismo y,
por hipdtesis, también de 130, es un divisor comiin & los
dos niimeros; pero 26 no puede tener otro divisor mayor
que el mismo; lnego serd el m. ¢. 4. de los dos mimeros
propuestos.

129. Trorema. A7 m. e, d. de dos nimeros es el mis-
mo que el del menor y el resto de su division.

Sean los niimeros 420 y 1566: si hacemos la divisién,
se halla 2 de cociente y 108 de resto. Hemos visto (113)
que todos los factores comunes al dividendo y al divisor
son factores comunes al divisor y al resto, y reciproca-
mente que todos los factores comunes al divisor y al
resto, son factores comunes al dividendo y al divisor:
lnego los niimeros 420 y 166 (dividendo y divisor) por
una parte, y los nitmeros 166 y 108 (ivisor y resto) por

(*) Si estudiksemos otros sistemas de numeracidn distintos del deci-
mal, veriamos que los caracteres andlogos 4 los que hemos estudiado, serian
Tos de los factores de la base y sus potencias, y los de Ia hose més y menos
In unidad y sus factores.
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otra, admifen la misma serie de divisores comunes, y
como uno de ellos serd el mayor de todos, admiten el
WMASMO MATiMo comatin divisor.

130. En virtud del teorema anterior, la investigacidn
del wm. ¢. d. de dos niimeros queda reducida 4 la de otros
dos mds pequeiios, porque el divisor y el resto son res-
pectivamente menores gne el dividendo y el divisor.

En nuestro ejemplo, después de dividir, 420 por 156,
la operacion (ueda reducida 4 hallar el m. ¢. d. de 156
y 108, Haciendo la divisién de estos dos niimeros se
halla el cociente, 1, y el resto, 48; lnego el m. ¢. d. de
156 v 108 es el mismo que ol de 108 y 48 (129). Divi-
diendo, 108 por 48, se obtiene el cociente, 2, y el resto,
12; entonces la opmauun estard ya reducida % hallar el
m. ¢c. d. de 48 y 19, que serd el mismo que el de 108 y
48: pero 48 es divisible por 12; luego 12 es el m. ¢. d. de
estos 1ltimos niimeros, y retrocediendo en la serie de
operaciones efectuadas, se ve que en virtud del teorema
(129), el m. e. d. de 420 y 166 es 12. De estos razona-
mientos se dedunce la siguiente:

Regra.  Para hallar el m. c. d. de dos wimeros se di-
vide el mayor por el menor: si la divisidn es evacta, el
menor es el m. c. d., en el caso contrario se divide el me-
aor por el resto yw se halle, este primer resto por el se-
gundo, y ast sucesivamente hasta liegar & un resto cero:
el wltimo divisor serd el mamimo comun divisor pedido,

La operacicn se dispone como se indica en el signien-
tie cuadro:

2112
42011566{108/48
108] 48, 12 0‘

Conviene escribir los cocientes encima de los divisores
correspondientes, para que no se confundan con los
restos,

131. Las divisiones que se practican terminan nece-
sariamente, porque siendo cada resto menor que el divi-
sor correspondiente, los restos irdn disminuyendo; y aun
en el caso mas desfavorable se llega al resto 1, que ne-
cesariamente divide al resto anterior.

1832. Teorema. Todo divisor comin d dos nilineras
divide exaclamente d su m. e. d.

4
12



— G s

Todo divisor comiin 4 dos nimeros divide al resto de
su division (110), y aplicado este teorema 4 las divisio-
nes sucesivas que se hacen para hallar el m. ¢. 4., se ve
(e, siendo este mimero el peniiltimo resto, tiene nece-
sariamente dicho divisor,

Refiriéndonos al ejemplo anterior, sea, 3, el divisor
comiin 4 420 y 156, dividird al vesto, 108; dividiendo &
166 y 108, dividira al resto 43, y dividiendo 4 108 y 48,
dividira al resto 12, que es el maximo comiin divisor.

Reciprocamente, como dos mimeros son mitiplos
de su m. ¢. d., todo divigor del . ¢. d. divide & los mi-
meros,

De esto se deduce que, si queremos hallar todos los
divisores comunes & dos mimeros, tenemos que hallar
todos los divisores de su méximo comun divisor.

133. Trorema. 87 dos nwimeros se multiplican o di-
viden por otro, sum, o, d. queda multiplicado 6 dividido
por este otro.

Multiplicando ¢ dividiendo dos niimeros por otro, el
resto de su division queda multiplicado & dividido por
astie otro (104 y 114), Apliquemos este teorema & las di-
yisiones sncesivas que se hacen para hallar el m. ¢. d.,
y sea 3 el niimero por el enal se multiplican ¢ dividen
los mimeros dados, que supondremos son 420 y 156,
Puesto que el dividendo, 420, y el divisor, 156, se mul-
tiplican 6 dividen por, 3, el resto, 108, quedara mulfi-
plicado ¢ dividido por, 3; en la segunda diyision, el di-
videndo, 166, y el divisor, 108, estan multiplicados
divididos por, 3; lnego el resto, 48, quedara multiplicado
6 dividido por, 3; por 1ltimo, el dividendo, 108, y el
divisor, 48, estan multiplicados 6 divididos por, 3; lnego
el resto, 12, quedard multiplicado ¢ dividido por, 3. Lo
cnal demuestra el teorema, porque, 12, es el . ¢. 4, de
420 y 156.

134. En virtud de este teorema se puede simplificar
la operacién de hallar el méximo comtin divisor de dos
niimeros, suprimiendo los factores comunes que s vean
& primera vista y se puedan suprimir por una division
muy faeil.

Si tuviéramos que hallar el m. ¢. d. de 42000 y 15600,
se podria suprimir el factor, 100, hallar el m. ¢, d. de
420 y 156, que es, 12, y multiplicarle después por 100,
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El méximo comin divisor de 42000 y 15600 serd,
pues, 1200,

135. Cororario. SV dos wimeros se dividen por su
magimo comuin divisor, los cocientes son primos entre si.

El méximo comin divisor quedard dividido por si
mismo (133); luego serd la unidad, lo cnal demuestra el
ennnciado.

136. Tromema. 87 un wibmero divide ¢ un producto
de dos factores y es primo con wno de ellos, es divisor del
ofro faetor.

Sea, N, el producto de los dos factores, A y B; P,
nn mimero que divide &, N, y es primo con, A, decimos
que es divisor de B.

Por ser, A y P, dos niimeros primos entre si, se
tendrd.

f; 7O A —

Si multiplicamos los niimeros, A y P, por, B, su
#. ¢, @. quedard multiplicado por, B, (133), y fen-
dremos:

%ig)‘m. d.—1><B=—238

P, divide al producto, A >< B, porque este producto es
igual & N; también divide, P, al producto, P >< B, por
que es uno de sus factores; lnego dividird al méximo
comiin divisor de estos productos (132), que es B; lo cnal
demuestra el teorema.

MAXIMO OOMUN DIVISOR DE VARIOS NUMEROS

137. Varios niimeros tienen siempre la unidad por
divisor comin: si no tienen otro, se dicen primos entre
#¢. Cuando, tomados de dos en dos, no tienen mas divi-
sor comiin que la unidad, se dicen primos entre si dos
@ dos.

Si varios niimeros tienen mds de un divisor comrin, el
mayor se llama mdrimo comun divisor de varios mii-
meros,

138. Trorema. Bl mdzimo comin divisor de varios
numeros no se altera sustituyendo dos de ellos por su
maximo comin dipisor. Sean varios numeros, A, B, C, D,
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y sea, 4, el maximo comun divisor de dos de ellos, Ay
B, por eJempIu. decimos gue el mavimo comin divisor de
Ios wibmer o8, A, B, C, D, es el mismo que el de los nime-
meros, d, C, D.

Por ser, &, el maximo comin divisor de A y B, todos
los divisores comunes de, A y B, son divisores de, ¢ (132);
Inego todos los divisores comunes 4 los niimeros A, B,
C, D, son divisores de los niimeros #, C, D; reciproca=
mente, todos los divisores de, #, son divisores de, A y B;
luego todos los divisores comunes 4 los niimeros, 4, O,
D, son divisores de los numeros, A, B, C, D; entonces
las dos lineas de mimeros:

A BCD
a C D
tienen los mismos divisores comuunes, y por tanbto ten-
dran el mismo maximo comin divisor,

139. Del teorema anterior se deduce la siguiente:

Reava.  Para haller el w. . d. de varios nimeros se
halle el de dos de ellos, despuds el del mdzimo comain di-
visor hellado y otro de los nimeros dados, continuwando
del mismo modo hasta considerar el wltimo de los ni-
meros.

La operacion se puede indicar como estd en el adjun-
to cuadro:

D

gD

7
¢, es el maximo comun divisur de A y B: la segunda
linea de numeros tendrs el mismo . ¢. 4. que la pri-
mera, El mézimo comun divisorde, d y C, es 4'; luego,
4 y D tienen el mismo # c. d. que los niimeros de la
segunda linea, El maximo cowin divisor de, d’ y D, es,
@'; luego también lo serd de @, G, D, y por wnslgulente
de los niimeros propuestos, A, B, C,

Se puede comenzar la operacion por dos niimero cua-
lesquiera; pero, generalmente, se llega mas pronto sl
resultado comenzado por los menores.

Ejemplo: Hallar el . ¢. d. de 330, 462, 770 y 11565.
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El m. ¢. d. de 330 y 462 es 66; el m, ¢, d. de 66 y 770
es 22: y por iltimo, el m. ¢. d. de 22 ¥y 11565 es 11: lue-
go esbe nimero seré, el maximo comin divisor que se
buscaba.

El cuadro de los resultados es el signiente:

330 462 770 1155
— 66 770 1156
22 1155
e —

11

140. Trorema. 8% varios ndbmeros se multiplican
o dividen por olro, su mawximo comun divisor queda mul-
tiplicado d dividido por este otro.

Refiriéndonos al cuadro del nimero anterior se ten-
dra: que si A, B, C, D, se multiplican por un nimero, N,
el m. c. d. de A y B, quedard multiplicado por N (133),
y sera: dN, luego los niimeros de la segunda linea esta-
rdn multiplicados por N, y el m ¢ d. de dN y CN,
serda: d'N, y por tanto los nimeros de la iercera linea
estaran multiplicados por N, y lo mismo sucederd con
su . . d., que sera: d'N, que demuestra una parte del
teorema, y cambiando las palabras multiplicado por, en
dividido por, se demnuestra la otra parte.

141. Cowrovarto. &% varios nimeros se dividen por su
m, c. d., los cocientes son primos entre si.

Se demuest.ran como el teorema (135).

142, Tronema. Todo divisor comibn d varios nibme-
ros divide exactamente ¢ sw m. c. d.

Adoptando la notacién del nimero anterior, tendre-
mos que todo divisor comin de A, B, C, D, es divisor
de &, C, D (138); del mismo modo todo divisor comtn
de d, C, D, lo es de &', D, y por consiguiente de &', que
es el maximo comun divisor,

Recterocamente. Todo divisor del m. ¢. d. de varios
uimeros es divisor de los nimeros (108), porque todos
son muiltiplos de su m. ¢. 4.

I¥. Minimo comun multiplo.

143. Un numero divisible por otros varios es un
mt’tltiplu poman de todos ellos,
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Se sabe que los multiplos de un nimero se forman
multiplieandole por 1, 2, 3, 4 .. ..., luego el menor de
todos los multiplos de un niimero es el mismo nimero (¥).
Kutre los miltiplos comunes 4 varios niimeros hay uno
menor que todos los demas, y se llama minimo comin
matltiplo, cuyo valor es, por lo menos, tan grande como
el mayor de los niimeros. El minimo comiin miltiplo se
suele designar por la notacidn m. ¢. m.

144. Tromrema. £ minimo comin wiltiplo de dos
wikmeros, es el producto gue se obtiene mulliplicando wno
de ellos, por el cociente de dividir el otro por su mdzimo
comtn divisor.

Sean, A y B, dos niimeros; Z, su méximo comin divi-
sor; @ y b, los cocientes de dividir, A y B, por 4. Ten-
dremos las igualdades,

A=da, y B=db *¥

Designemos, por- M, un miltiplo coalquiera de A,
tendra la forma M = Ay, sieudo g, un nimerv entero,
v poniendo en vez de A, su igual du,

M = day.

Si M, ha de ser también miltiplo de B, ¢ de su igual,
db, el cociente de M, é de su igual, dag, por db, ha de
ser exaclo.

Para dividir, dug, por el producto @2, se divide pri-
mero por 4, (101) y el cociente que resulte por &. Para
dividir day, por &, basta suprimir el factor, #, luego el
cociente serd, ag, y por consiguiente: ag, tiene que ser
divisible por &: pero 4, es pruno con ¢ (13b), luego 4,
tiene que ser divisor de g (136); y designando por g el
cociente se tendra:

g =10y
Sustituyendo este valor en la igualdad, M = day,
resultara: M = abdy’

de cuya igualdad se deduce: que todo miltiplo comin
de dos nimeros, A y B, es un producto de cuatro facto-

(*) Se prescinde de que caro sea maltiplo de todes los ndmerps.

(%) En lo sucesivo, cuando representemos los nimeros por letruu y
haya que indicar que se multiplican, prescindiremos, segin ea costumbre,
del gigno de multiplicar,
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res yue son: el maximo comnu divisor de dichos nime-
ros, los cocientes de dividirlos por dicho m.¢. 4. y un
factor indeterminado,

El menor de todos los miiltiplos corresponde al menor
valor que se pueda atribuir al factor indeterminado, g
y como éste ha de ser entero, haremos: 4" =1,

En virtnd de esto, designando por m, el minimo
comun multiplo, tendremos:

n = abd.

O poniendo en vez de a4, su igual A; ¢ en vez de 4d,
su igual B,

- .m=Ab Obien M = By,
como se queria demostrar.

Esempro. Sean los mimeros, 420 y 156, su méximo
comtin divisor es 12, y el cociente de dividir 166 por
12, es 13, entonees el minimo comin miltiplo sera:

420 >< 13 = H460.

145, Treorema, Zodo mabltiplo de dos wimeros es
miltiplo de su winimo comain miltiplo y reciprocamente.

En efecto: s1 #, es el maximo comun divisor de dos
numeros, A y B, y los cocientes de dividirlos por él son
@y b; todo multiplo <J.a A y B, se puede poner bajo la
forma, = ra!ulq :
que demuestira el Leorama, pues es evidente que el pro-
ducto indicado en el segundo miembro de esta ignaldad
es mulbiplo del minimo comin mulfiplo, #dd, de A y B.

146, Para dividir un producto por un divisor de uno
de sus factores, basta dividir dicho factor por el divisor
(100), lnego se tendra:

(AB): d=aB = tA,
de donde se deduce que,
m==(AB):d,
cuys igualdad se puede enunciar del modo siguiente:

TrorgMA, K minimo comun muliiplo de dos nimeros
es igual al cociente de dividir su producto por sw mdrimo
comain divisor.

147, Tronema. Kl producty de dos wimeros es igual
al producto de sw mdrimo comvn divisor por sw minimo
combn maltiplo,
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En etecto: De la igualdad, m = (AB) : 4, se deduve,
md = AB,
(ue demuestra el teorema.

148. Corornartos. 1.° Siel mayor de dos wimeros
es mablliplo del menor, aguél serd el minimo coman mil -
tiplo de ambos nimeros.

Porque en esta hipdtesis, el menor es el maximo
comin divisor (128), y si en la igualdad, md = AB,
hacemos, por ejemplo, 4 = B, resultara; m = A.

2.0 S0 dos nwmeros son primos entre si sw miwimo
comiin miltiplo es su producto.

Porque si dos niimeros son primos entre si, su maximo
comun divisor es la unidad, y haciendo, 4= 1, en la
igualdad, md = AB, resulta, m = AB.

149. Trorema. 5% dos wimeros se mulliplican o
dividen por olro, su minimo comin multiplo queda multi-
plicado d dividido por este otro.

Sean, A y B, los dos mimeros, y N, el niimero por el
cual se multiplican, como el méximo comtn divisor
yueda también multiplicado (133), se tendra:

BN {m. o d.=aN,
lnego los cocientes de dividir, AN y BN, por su méximo
comtn divisor, continnardn siendo, ¢ y 4; entonces la
expresion del nueyo minimo cowmtin multiplo serda: ANJ,
o BNa, 6 abdN, iguales, todas, & mN, siendo , el mini-
mo comun miltiplo de A y B, lo eual demuestra una
parte del teorema.

Del mismo modo se demuestra la otra,

150. Trorema. Los cocientes de dividir el minimo
comiin maklliplo de dos nimeros por cada wno de ellos,
SoiL primos entre si.

Puesto que siendo, m, iguual & Ad y & Be, los cocientes
de dividir por A y B, son respectivamente / y @, que
son mimeros primos entre si.

Minimo comun miltiple de varios nimeros,

151, 1 minimo comun maltiplo de dos nimeros no se
altera, sustituyendo dos de ellos por su minimo comin
matltiplo.
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Seau los nimeros A, B, C, D, y @, el minimo comiin
miiltiplo de dos de ellos, A y B; decimos que el minimo
comun multiplo de A, B, C, D, es el mismo que el de,
m, C, D. Por ser, u, el minimo comtin miltiplo de A y
B, todos los miiltiplos comunes de estos mimeros serdn
multiplos de z (144), Inego todos los miltiplos comunes
de A, B, C, D, lo serdn de m, O, D. Reciprocamente,
todos los multiplos de %, son miltiplos comunes de A y
B; y por cousiguiente, todos los mriltiplos comunes de
m, G, D, lo son de A, B, C, D, segtii 1o cual las dos
lineas de ntimeros,

A =B U D
n Qpak),
tienen los mismos multiplos comunes y en particular, el
mismo minimo comun miltiplo,

152. Del teorema anterior se deduce la signiente:

Ruara. Para hallar el minimo comibn mulliplo de
varios numeros, se halle el de dos de ellos, después el del
ndwimo comin wikltiplo hallado y otro de los nimeros,
continuando ast hasta operar con el witimo.

La operacidn se puede indicar del modo siguiente:

A B ¢ D
“m. C D
T D

My es el m.¢.m. de Ay Bym eldem y G, y m el
dem” y D, y por wnblgmenbe el de A, B, G, D.

Harwero: Hallar el minimo ¢omiin multlpio de 114,
164, 170 y 195.

El maximo comiin divisor de 114 y 154 es 2, y el
cociente de dividir 164 por 2, es 77, luegu el minimo
comun miltiplo de 114 y 154 es: 114 5< 77 — 8778,
Segtin la notacién anterior,

m = BTT78.

El m. ¢. d. de 170 y 8778 es 2, y el cociente de divi-
dir 170 por 2, es 85; luego el m. ¢. m. de 170 y 8778
serd: 8778 >< 85 = 746130, signiendo la notacion de
arriba,

m' = 746180,
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Bl m. ¢.d. de 195 y 746130 es 15, el cociente de divi-
dir 195 por 15, es 13; el m. ¢. m. serd, pues,

746130 >< 13 = 9699690, ¢ sea, m" = 9699690.

158. Trormma. Zodos los miltiplos comunes de va-
_ri0s navmeros son multiplos de sw minino comiin miitiplo
y reciprocamente.

La demostracién no es mas qne la repeticion de los
razonamientos hechos en el nimero 142.

154. Tromema. Si varios nimeros se multiplican o
dividen por otro, su minimo comun mitlliplo gueda mul-
tiplicado ¢ dividido por este otro.

Se demuestra como su andlogo del méximo comitin
divisor (140).

TroreMA. S% se divide por varios wmibmeros el minimo
coman mikltiplo de todos ellos, los cocientes obtenidos
serda primos entre St.

Sean los mimeros A, B, C, y D; m su m. c. m. y lla-
mando @, b, ¢ y d, respectivamente 4 los cocientes de
dividir 2 por A, B, C y D, podremos escribir:

m=Ae=Bl=Ce=Dd

Si los utimeros @, &, ¢ ¥ d no fuesen primos, tendrian
un divisor comiin que designariamos por 2 y dividiendo
los niumeros anberiores por él, se verificaria:

s D S T
n n n n n
s decir que se tendria la siguiente igualdad:

min=A=B=0=D
que prusba que m no seria el m, ¢. 7. lo cual es conbra-
rio & la hipotesis.

V. Teoria de los numeros primos,
TEOREMAS SOBRE LOS NUMEROS PRIMOS

155. Todo niimero es divisible por si mismo y por la
unidad; nimero prémo es el gque no tiene otros divisores,
2, 3, 7, son nimeros primos.

S1 un namero primo no es divisor de otro cualquiera,
es primo con él: porque los dos tinicos divisores comu-



=Ty —

nes que podrian tener son la unidad y el mimero primo,
y este tltimo, por hipétesis, no es divisor comiin,

Los ntimeros primos son primos entre si dos & dos,
pero evidentemente la reciproca no es cierta. Por ejem-
plo, 8 y 9, son primos entre si y no lo son separada-
mente, N

166.  Zodo nitmero que no es primo admite wn divisor
pirimo.

Sea N, un mimero que no es primo, admitird un divi-
sor, N’, por ejemplo, y tendremos, designando por, ¢, el
cociente de N por N, N=N'>< ¢. 8i N’ es un numero
primo, el teorems estd demostrado: si no lo es, admitira
un divisor; sea N”, este divisor y ¢, el cociente que se
obtiene, de donde; N’ = N" >< ¢'; si N, es numero pri-
mo, el teorema estd demostrade, porque, N”, es divisor
también de N, por ser este niimero miltiplo de N’, Si
N’ no es primo, admitirda un divisor N”, gque tam-
bién sera divisor de N; pero los divisores obteuidos
van disminuyendo, y como su nimero no es ilimitado,
porgque todos soun enteros mayores que la unidad, se
llegara necesariamente & un numero primmo, gue sers
divisor de N.

167.  Dos niimeros que no sow primos entre si, admi-
e un factor primo comi.

Porque si no son primos entre si, su . ¢. 4. es distin-
to de la unidad, y es un mimero primo, ¢ admite un
tactor primo (156).

168. La serie de mimeros primos es ilimitada.

Admitamos que no lo sea y que p, sea el mayor de
todos log niimercs primos,

Si formamos el produeto de todos los niimeros primos
hasta p, tendremos:

2 o8 b ST s N, p==N|

Si afiadimos & este numero una unidad, se tendra:

1.2.3.6.7.1L....p+1=N-+}1.

Si el namero, N + 1, es primo, el teorema esta de-
mostrado, porque, N -} 1> p: si N 4+ 1 no es primo,
admitira un factor primo, que no puede ser ninguno de
los niimeros primos, hasta p inclusive, porque si lo fuera,
la diferencia,

(N4-1)—N
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que es 1, admitiria también dicho factor (108). Entonces
el factor primo de N -+ 1 tiene que ser mayor que p, y
por consiguiente, no es 7 el mayor de todos los niimeros
primos.

159. Para formar una tabla de mimeros primos, com-
prendidos entre | y nn limite dado, 100 por ejemplo, se
eseriben los niimeros por sn orden natural hasta el limi-
te dado.

1 2 8 485 6 ¥ 8 9 1011 1218 14 15
16 17 1819 20 21 22238 24 25 26 27 2829 30
31 32 83 34 35 36 37 38 39 40 41 4243 44 45
46 47 48 49 50 b1 H2 58 HE b5 H6 HT DB 59 60
61 62 63 64 60 66 @7 68 69 70 %1 T2 %8 T4 Vb
76 77 7879 80 81 8283 B4 85 86 87 8889 90
91 92 93 94 95 96 9% 98 99 100.

Los ntiimeros 1 y 2 evidentemente son primos.

Se tachan los niimeros de dos en dos, & partir del 2, y
todos los niimeros tachados serdn miltiplos de 2; lnego
no seran primos.

El primer ntimero %o fackedo es 3, que sera mniimero
primo, porque no es divisible por 2, 1inico niimero infe-
rior 4 él ademds de la unidad.

Se tachan en segnida, contdndolos de #res en tres, 4
partir del 3, y los niimeros tachados seran mitltiplos
de 3.

El primer ntimero que queda sin tachar es H; luego
serd primo, porque nc admite los factores primos infe-
riores 4 él, que son 2 y 3.

Se tachan ahora, contandolos de ¢ineo en cinco, 4 par-
tir del 5, y los miimeros tachados serdn miiltiplos de .
El primer mimero no tachado es 7, que por consiguiente
serd ntimero primo.

A partir del 7, se cuentan de siefe en siefe, y los ni-
meros tachados seran miiltiplos de 7.

Se continuard del mismo modo hasta que sélo queden
mimeros primos en la tabla.

Se puede observar que cuando tachamos los miltiplos
de 3, ya estaban tachados los que & la vez son miiltiplos
de 2; enando se tachan los miltiplos de 5, estdn ya ta-
chados los que han sido miiltiplos de 2 y 3: enando se
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tachan los miltiplos de 7, ya estén tachados los que 4
la vez lo son de 2, 3 6 b5, y asi de los demds.

Decimos: que cuando se lackan los mitltiplos de un wi-
mero primo cualquiera, el primero, queno estaba lachado
antes, es el cuadrado del wimere primo.

Supongamos, para fijar ideas, que se trata del 13; los
multiplos de 13, inferiores 4 13 >< 13, admiten un factor
inferior 4 13; entonces, § este factor es primo, ¢ admite
un factor primo, que también serd inferior 4 13; lnego
en ambos casos se habrd tachado antes el miiltiplo de
que se fbrata,

Si la tabla de ntimeros primos no ha de llegar mas
que hasta 100, el iltimo mimero primo cuyos miltiplos
se tachan es 7, porque el cuadrado de 11 es 121 (*).

160. Si se tiene una tabla de nimeros primos (¥¥), se
averigua inmediatamente si un nimero dado, inferior al
mayor de la tabla, es primo; pero si se trata de un -
mero & ue no aleance la tabla, se necesita efectuar al-
gunas operaciones, fundadas en el signiente:

161. Trorema.  Todo nibmero, que no es divisible por
ningikn nkmero primo cuyo cuadrado no le exceda, es ni-
wmero Primo.

Sea el niimero N, qune no es divisible por ningiin nii-
mero primo cuyo cnadrado no le exceds, y admitamos
que es divisible por un mimero primo, p, cuyo enadrado,
p><p > N, tendremos: N = p >< ¢, siendo ¢, un coecien-
te enfero, pero menor que p; lnego evidentemente,

N>g><y,
es decir, que N es mayor que el cuadrado de ¢; Inego N
admitird un factor primo igual ¢ menor que ¢, lo cual
es contra la hipotesis.

Entonces no podemos admitir que N tenga un divisor
primo cuyo enadrado le exceda, y por coumguleute serd,
niimero primo.

162. Escorro. Se conoce que se llega 4 un mimero

(*) Enla préctica de la formacién de una tabla de nimeros primos,
s6lo se escriben los impares g el 2, pero los teoremas anteriores se demues-
tran mis sencillamenta eseribiendo todos log nimeros.

(*%) En las tablas de logaritmos de Sénchez Ramos, evarta edicibn,
hay una tabla, a XXIV, de fos niimeros primos inferiores & 6968,
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primo enyo cnadrado excede 4 N, en que cnando esto
sucede el cociente es menor que el divisor.

163. Trormma. 8¢ un nimero primo divide ¢ un pro-
ducto de varios factores, divide, cuando menos, @& wno de
ellos.

1. Snpongamos que los factores son dos, ¢y 4, y
sea g, el nimero primo que divide a su produneto @b, Si
p divide & @, el teorema es cierto, y si no divide al fac-
tor @, es primo con él; lnego dividira & & (136).

2.7 Supongamos que los factores son varios, @, 4, ¢y
@, y sea p el niimero primo que divide al producto, abed:
este produeto se puede considerar compuesto de los fac-
tores, @ y bed, y escribirse asi: a (bed); si p divide 4 a, el
teorema estd demostrado; si no, es primo con él y dividird
& bed (136); el producto bed se puede escribir asi: & (ed);
si p divide 4 &, el teorema estd demostrado; si no, es pri-
mo con 4 y dividird al producto, ed; luego dividird &
uno, cuando menos, de sus factores (1.%)

164. Corovrarto 1. 8P wun nwmero primo divide @
wna potencia de otro nimero, divide también al wibmern.

Sea 5 un divisor de BU‘ serd divisor del produncto
30 >< 30 >< 80 >< 30, que es lgnal a 30% Inego dividira d
enalquiera de los factores,

Cororario 2.° 8% dos nimeros son primos enire st,
sus potencias también lo son.

Sean 8 y 15 dos ntimeros primos entre si; dos poten-
cias suyas, 8% y 15%, por ejemplo, serdn niimeros primos
entre si, porque 8l admmera.n un divisor primo (163),
también seria divisor de 8 y 15 (1.%

165, Trorema. 57 un ndmero .es primo con cada uno
de los factores de un producto, es primo con el producio.
Reeiprocamente: si un nibmero es primo con wn producito,
es primo con cada uno de sus factores.

Sea N = gde y p, un niimero primo con cada uno de
los factores, @, 4, ¢, del producto, decimos que sera pri-
mo con N. En efecto; si N y p admitieran un divisor
primo comun (157), este divisor lo seria también de uno,
cuando menos, de los factores @, 4, ¢ (163), lo que es
contra la hipdtesis.

Reciprocamente, si » es primo con N, lo serd con sus
factores, a, &, ¢; porque si uno de e\los, a, por ejemplo,
admitiera un factor primo ecomun con p, N, que es un

L4
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multiplo de ¢, también le admitiria (108), contra la hi-
potesis,
166, TroremA. Siun nimero es divisible por varios
primos entre i dos a dos, es divisible por su producto.
Sea N un niimero divisible por @, 4 y ¢, que supone-
mos son niimeros primos entre si dos & dos. Efectnemos
la divisién de N por @, y sea g el cociente, tendremos:
N= g7,
N es divisible por #; lnego su ignel, el producto ag, tam-
bién debe serlo; pero 4 es primo con @, entonces serd di-
visor de ¢ (136), y llamando ¢” al cociente de la division,

se tendra: ¢ = d¢’, y sustituyendo en la ignaldad ante-
rior este valor de ¢, se tiene:

N = aly’,
N es divisible por ¢, su igualdad @dy’ también lo sers,
pero @ y & son primos con ¢; luego su producto, @b, es
primo con ¢ (165), entonces ¢ es divisor de ¢’ (136), y lla-
mando ¢" al cociente, se tendrd ¢' = ¢¢”, y sustituyendo
¢’ por su valor en la anterior igualdad, resulta:
N = abeq’,
que demnestra el teorema.
167. CorornAr1o.—-87 um avmero es divisible por va-
1108 nikmeros primos, es divisible por su producto.
Porque los mimeros primos son primos entre si dos a4
dos. Un niimero divisible por 2 y por 3 lo es por 6. En
virtud de esto, un niimero es divisible por 6 cwando es
par y la suma de sus cifras es wn miltiplo de 3.

DESOOMPOSICION DE UN NUMERO EN FAOTORES PRIMOS

168. Trorema. 7odo mibmero que no es primo, e8 wn
producto de factores primos.

Sea N, un nimero que no es primo, admitird nn di-
visor primo (156); si designamos por « el divisor primo
y por N’ el cociente, tendremos: N=gN’. Si N’ es
primo, el teorema estd demostrado; si no lo es, ad-
mitird un divisor primo; designando por 4 el divisor
primo y por N” el cociente, se tendrd: N'= #N": sns-
tituyendo el yvalor de N’ en la anterior igualdad, re-
sulta, N = 24N": si N” es primo, el feorema estd de-
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mostrado, si no lo es, admitird un divisor primo, ¢, que
dard un cociente, N, de donde, N" = ¢N", y sustitu-
yendo en la anterior ignaldad N = abeN"™. 8i N es
primo, el teorema estéd demostrado, si no lo es, admitird
un divisor primo y continunaremos las operaciones del
mismo modo hasta llegar & un cociente primo. Esto tie-
ne que suceder necesariamente, porque los cocientes,
N’, N, N"™... son enteros y van disminuyendo.

169. Nada de lo dicho en el teorema anterior indica
que entre los factores primos del niimero N no puedan
algunos ser iguales.

Asi, 540=2.2.3.3.3 .5, que se puede escribir de
un modo mds sencillo, porque 2.2=2%y 3.8.38 =39,
de modo que 40 = 2%, 33,5,

Descomponer un niimero en sus factores primos es hallar
un producto de nibmeros primos que sea igual al nime-
ro dado.

170. Trermma, Un ndmero cualyuiera no admite
mas que una descomposicion en factores primos.

Supongamos que el niimero, N, admita dos descom-

osiciones en factores primos y se tenga 4 la vez,
% =abed y N=a'b'¢’d'¢. Por ser el mismo el primer
miembro de estas igualdades, los segundos miembros
seran iguales, de modo que:

abed = a'b'c'd'e
@ es un factor del primer miembro, luego debe dividir
también al segundo; pero siendo ¢ nun niimero primo,
debe dividir 4 uno de los factores del segundo miembro
(163), y como éstos son también nimeros primos, cada
uno no es divisible méds que por si mismo, luego 2 debe
ser igual & uno de los factores del segundo miembro.
Supongamos ¢ =¢', y dividamos el primer miembro,
por ¢ y el segundo por @’ (99), y resultard la igualdad,
bed ="0b'c'd’e.

Se puede repetir el razonamiento anterior para el
factor 4, y se hallard = 4’. Después para ¢, y hallare-
mos ¢= ¢ y sucesivamente d=d', 1 =¢', _

Si en el primer miemhro estuviese repetido algnn
factor, su igual en el segundo miembro estaria repetido
las mismas veces, porque el razonamiento que hemos
hecho para demostrar el teorema no excluye el caso de

i
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que @ y b, por ejemplo, sean iguales entre si, en cuyo
caso tambien lo serén @’ y 0,

De suerte, gue dos produclos de factores primos igua-
les @ un ndmero dado, tienen iguales factores y repetidos
las mismas veces, es decir, que son idénticos.

171. Apliquemos ya los teoremas anferiores & la
descomposicion de un niimero en factores primos.

Sea el mimero 3300,

Por ser un nimero terminado en cero, es divisible
por 2, y se tendra:

' 3300 = 2 . 1650

Si el cociente 1600 fuese niimero primo, estaria hecha
la. descomposicién, pero come no lo es, le dividiremos
por su factor primo, 2, y resulta,

1650 = 2 . 825,
y sustituyendo en la igualdad anterior el valor de 1650,
3300 =2, 2 .825.

El mimero 825 adnite el factor 3, porque la suma de
sus ciftas es 15, 6 sea un miiltiplo de 3, y tendremos:
825 =3, 275,
enyo valor sustituido en la anterior igualdad da

3300 =2.2.3.275.

A su vez, 27D, es divisible por 5, porqne termina en
b, de donde: .

27D = b . bb,

y poniendo este valor de 275 en la anterior ignaldad,
3300=2.2.3.b.55,

5D es divisible por b, y el cociente 11 es ya niimero
primo,

5h=2>5.1l,
sustituyendo en el valor anterior de 3300 se tiene final-
mente:

3300=2.2.3.6.56.11.
Como los factores 2 y D estan repetidos, se puede es-

cribiv mds sencillamente,

3300 =22, 3. 53, 11,
Debemos advertir que como un nimero no admite
d»s descomposiciones distintas en factores primos, se
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puede proceder dividiendo el mimero y los cocientes

que resultan por cualquiera de sus factores primos; pero

lo mds facil y edmodo es dividir siempre por el menor

factor primo (*). De lo expuesto se deduce la siguiente:

ReGra.  Para hallar los factores primos de wan nume-

10 se le divide por su menor factor primo, distinlo de 1:

el cociente que resulle de esta divisidn, se divide por su

menor factor primo, y se eontinta operando del mismo

modo con los cocientes sucesivos hasta legar al cociente 1,

El producto de todos los divisores empleados sera igual
al nimero dado,

3300

1650

825

275

55

11

1

La operacién se dispone como se indica arriba, escri-
biendo los cocientes debajo de los dividendos, y los di-
visores & la derecha de sus dividendos, de los cuales
estin separados por una raya vertical.

En las divisiones, cuando los divisores son muy pe-
queiios, se emplea la nomenclatura de los niimeros par-
titivos. Asi, se dice la mitad de 8 es 1, la mitad de 13
es 6, la mitad de 10 es 5 y la de 0 es 0.

172, Cuando un nimero es polencia de cierto grado
de otro mimero, los exponentes de sus factores primos son
mitltiplos del exponente que indica el grado de la polencia.

Sea el niimero N = 33009, siendo 3500 = 22, 3, 5%, 11,
se tendra:

[l L= LBV H S L

N=28"3 co% LT,
y aplicando al segundo miembro la regla de la potencia
de un producto (75),

N =—292.8433 p2.3, 118

(*) En los ejemplos que se ponen en las clases, los nimeros suelen
tener divisores primos faciles de obitener: pero cuando no admiten los di-
visores primos 2, 8, 5 y 11, 1a operacién es larga si no se dispone de tablas
donde estén hechas las operaciones, 6 indicado el menor divisor prime.
Las tablas de Burckhardt tienen los nimeros primos y divisores de todos
los niimeros del 1.°% 2.° y 8.er millén. Estas tablas han sido continuadss
por Glaisher y por Dase: el primero hallé los nimeros primos y divisores
de los 4.% 5.y 6.° millén, y el segundo los de los 7.%, 8.° y 9.° millén,
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173. Reciprocamexte. i los exponentes de los fac~
tores primos de wn ndmero admilen un divisor comin, el
nikmere es una potencia cuyo exponente es igual al divisor
COMAUN.

Sea N =20, 3%, 55, 115, cuyos exponentes admiten
el factor comiin 3, se tendra:

Ni==2%:3. 3 HROBIAES
cuyo segundo miembro proviene de elevar al cabo
22,3 .5%. 11 (75), entonces se tendra:
N=(2".8.5, 110

Como consecuencia de esto, resulta: que la econdieidn
necesaria y suficiente para que un mimero sea euadrado
perfecto, es que los exponentes de sus factores primos
sean paires; y para que sea cubo perfecto, que sean miul-
tiplos de #res.

FORMACION DE TODOS LOS DIVISORES DE UN NUMERO

174. Trorema. Para gque un nimero sea divisible
por otro se necesita y basta gue el dividendo contenga
todos los factores primos del divisor con un evponente,
cuando menos, igual al que tienen en el divisor.

Sea N un miitiplo de N’y ¢ el cociente de la division
se tendra: N=Nyg.

Esta ignaldad exige que todos los factores primos del
segundo miembro entren con iguales exponentes en el
primero (170); luego los factores primos no comunes &
N’ y ¢, tendrén en estos nimeros el mismo exponente
que en N: y los factores primos comunes & N’ y ¢, ten-
dran en g, un exponente igual a la diferencia de los que
tengan en N y N’ (103), de lo cual se deduce, que todos
los factores primos de N, los contiene N, con un expo-
nente ignal 6 mayor que en N,

Esenero: Sea N =24 8% 5.7 .11, y N'=2% 3% 11.

El cociente se obtiene dividiendo sucesivamente por
los factores del divisor (102), aplicando & cada uno la re-
gla de division de potencias (103), y se hallara:

g=2Th5T .

175. El teorema que acabamos de demostrar se apli-
ca & la determinacion de todos los divisores de un mi-
mero dado
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Sea el numero,
360 =128.3%5 .
. Este nimero no admite otros divisores primos que 2,
3 y 5, con exponentes, 4 lo sumo, iguales & 3, 2y 1,
respectivamente; luego si formamos las lineas,

1 9°2% 98
1.8.3%
1°8

¢ bien,
1 2 4 8
1 3 9
s S8 -

y multiplicamos los niimeros de la primera linea por los
de la segunda, como si fueran términos de dos sumas, y
los productos que nos resulten por los de la tercera,
todos los niumeros obtenidos seran divisores del nu-
mero 360.
El primero de estos productos es la unidad, y el 1lti-
mo sera 8.9 .5, que es igual 4 360,
Lia operacidén se dispone en un cuadro del modo si-
guiente:
i 4 8
3 6 12 24
9 18 36 72

b 10" 200 40
15, 30 60 120
46 90 180 360

COMPOSICION DEL MAXIMO GOMUN DIVISOR Y DEL MINIMO COMUN
MULTIPLO POR LOS FACTORES PRIMOS

176, Bl mazimo comiin divisor de dos 6 mas nimeros
es el produeto de los fuclores primos comunes, afecledos
de los menores exponentes.

El producto de los factores primos comunes atectados
de los menores exponentes es divisor de los numeros
propuestos (174), porque sélo contiene los factores co-
munes con un exponente, 4 lo mas, igual al que tienen
en dichos nimeros. Es el mayor de todos los divisores
comunes, porque si tuviese algin factor no comin &
todos los nimeros, dejaria de ser divisor de todos; y si
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alguno de los factores comunes no estuviese afectado del
menor exponente, también dejaria de ser divisor comun.
- Bsewrro: Sean los niimeros

360=28.3%.5;420=2%.3 .5, 7; 1980=22 . 3% .5 . 11,

El m. e. d. serd 2% .3.5=60; porque los factores
comunes son 2, 3 y 5, y los menores exponentes de que
estan afectados son 2, 1 y 1.

177. Bl minimo comabn miiltiplo de dos 6 mds nibme-
wmeros es el producto de lodos sus factores primos, afecta-
dos de los mayores exponentes.

El producto de todos los factores primos afectados de
los mayores exponentes es mitltiplo de los niimeros pro-
puestos (174), porque contiene todos sus factores pri-
Inos con un exponente, cuando menos, igual al que
tienen en log niimeros. Es el menor de todos los miilti-
plos comunes, porque para ser miiltiplo no se le puede
quitar ningtn factor, ni rebajar ningin exponente.

Eaempro: Sean los niimeros
360 =98 82 5490 —9%,3.5,7; 1980="2% 3% 5 .11,

El m. ¢. m.serd 23,825,711 = 27720, porque con-
fiene todos los factores de los nidmeros dados, con los
mayores exponentes de que estdn afectados (*). ;

(*) El método de hallar el miximo comin divisor y el mfnimo comin

miltiplo por los factores primos es muy expedito cuando los factores son
pequetios; pero, en el caso contrario, habra que recurrir en el m. ¢. d. al
método expuesto en los nimeros 127 y siguientes, y en el m. ¢ m. al ex—
puesto en los niimeros 148 y siguientes.
" Para resolver este problema sirven las tablas citfidas en la nota del nii-
maro 171, Para ntimeros inferiores 4 8358 sirve la pequeiia tabla XXIII de
las Tablas de longaritmos de Sinchez Ramos. Contiene la citada tabla los
nimeros sompuoestos hasta 8357, no divisibles por 2, 8, 5 4 11, con indica-
cidn, para cada ngmero, de su menor factor primo,



LIBRO SEGUNDO

Los numeros fraccionarios,

CAPITULO PRIMERO

LA NUMERAC!C'}N, PROPIEDADES Y TRANSFORMACIONES
DE LOS FRACCIONARIOS

I. La numeracion de los fraccionarios,

178. Hemos dicho (8) que cunando se trata de medir
una cantidad por medio de otra de su misma naturaleza
que se toma por unidad, puede suceder que la cantidad
no contenga exactamente 4 la unidad, pero si & una
parte alicnota suya, y el ntiimero que entonces resulta
es fraccionario.

Numero fraccionario es, pues, un conjunto de paries
iguales de la unidad. Cada tina de las partes iguales de
la unidad se llama wnidad fraccionaria. Las unidades
fraccionarias reciben los nombres de medios, fercios,
cuarftos, quintos, sextos, séplimos, oclavos, novenos y de-
cimos, segun que resulten de dividir la unidad entera en
2, 3,4, 5, 6,7, 8,9y LU partes respectivamente. Pero en
general, se designa la unidad fraccionaria enunciando
el niimero de partes en que se divide la unidad entera y
afiadiendo la terminsecion gvos. Asi, cuando la unidad se
divide en 27 partes, se llaman veintisicle avos.

El nimero fraccionario se suele llamar también frac-
eidn y quebrado. De la definicidn de mimero fraccionario
se deduce, que para su expresion se necesitan dos mi-
meros: uno, que se llama nwmerador, indica cuantas
unidades fraccionarias le forman, y ctro, que se llama
denominador, indica en cuantas partes se diyide la
yuidad,
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El numerador y denominador se suelen llamar térmi-
nos del quebrado.

Para escribir un nimero fraceionario se escribe el nu-
merador y debajo el denominador, separdandolos por una

12
raya horizontal. Asi, 17 8 un quebrado, formado, por

12 unidades iguales 4 un diez y siete avo cada una.
Para leer un quebrado, se les el numerador y después

12
s |
17
se lee, doce diez y siefe avos. Si el denominador es menor
que 10, se lee el numerador y después el denominador

el denominador, afiadiendo la ferminacién avos, Asi,

o , 3
como partitivo. Asi, T se lee tres cugrios.

179. Si el denominador de un quebrado es la unidad,
la unidad fraccionaria es ignal 4 la unidad entera; luego
el valor del quebrado es ignal al numerador.

Asi —1 ,0—1, son quebrados ignales 4 3 y 4 b nnidades

respectivamente.

Luego: todo mimero entero se puede considerar 6 escri-
bir como un fraccionario, cuyo numerador es el entero y
cuyo denominador es la unidad.

180. Sicon un mismo denominador formamos una
serie de quebrados, de numeradores crecientes, por
ejemplo:

1 23 46 67

es evidente que el valor de la unidad fraccionaria se con-
3 4 :
serva constantemente igual 4 3 pero que el niimero de

unidades fraccionarias erece ¢on los nnmeradores, y que,
por consiguiente, los quebrados anteriores forman una
serie creciente. Luego: cuando se conserva constante el
denominador, los quebrados awmentan, d disminuyen ,
cuando awmenta & disminuye su nwmerador.
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Si con un mismo numerador formamos una serie de

quebrados de denominadores crecientes, por ejemplo:

3 333 3 3 38

L2374 8 gL
es evidente que aumentando el ntiimero de partes en que
se divide la unidad, el valor de cada parte disminuye;
pero la serie anterior estd formada con quebrados que,
por tener el mismo numerador, cada uno comprende 3
unidades fraccionariag, cuyo valor va disminuyendo ;
luego forman una serie decreciente. Kulonces, cuando se
conservy constante el numerador, los quebrados disminu-
yen , 6 aumentan , cuando aumenta 6 disminuye el deno-
minador.

8% el numerador y denominador son iguales, el quebra-
do es igual ¢ la unidad.

i el numerador es mayor que el denominador , el que-
brado es mayor que la unidad, y si el nwmerador es me-
nor que el denominador, el quebrado es menor que la
unidad.

Estas propiedades son consecuenciainmediata de la de-
finicién de quebrado y de lo demostrado anteriormente.

Se suele llamar guebrado propio, 6 fraccién pura, al
que es menor que la unidad, y quebrados impropios & los
demas,

Il. Las propiedades y transformaciones de los nimeros
fraccionarios.

181, S se mulliplica el nwmerador de un quebrado
P01 un ntkmero entero o se divide por uno de sus factores,
el quebrado queda multiplicado ¢ dividido por dicho ni-
mero.

Biv i L
1,)‘ s1 multiplicamos su nume-

.
.
&

1.2 Sea el quebrado,
rador por 4, se formard el quabrado,T; como el yalor

- . - - ’ - 1 r
de la unidad fraccionaria continia siendo 5 ¥ el nii-

mero de unidades fraccionarias es 4 veces mayor, el que-
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brado se habra hecho 4 veces mayor ¢ habrda quedado
multiplicado por 4.
2. Si dividimos el numerador por su factor 4, se

14
formara el quebrado, Ei—)— . El valor de la unidad frac-

cionaria es — , como en el quebrado primitivo; pero

12 -
ahora el niimero de unidades fraccionarias es 4 veces me-
nor; luego el quebrado se habra hecho 4 veces menor o
habra quedado dividide por 4.

182, Si se multiplica el denominador de un quebrado
por wn numero entero i se divide por wno de sus _factores,
el quebrado queda dividido 6 multiplicado por dicko ni-
mero.

R e i o
1." BSea el quebrado, T multiplicamos su deno-

&

minador por 4, se formard el quebrado, : aho-

8
12 X 4
ra, de las unidades fraccionarias, m, se necesitan

4 veces mas para formar una unidad entera, que de las

; . 2l
unidades fraccionarias, T lnego aquéllas son 4 veces

8
menores que éstas, y como los dos quebrados, — y

12
——— , estan formados por el mismo ntimero de unida-
12 X 4
des fraccionarias, el segundo serd 4 veces menor que el
primero, ¢ serd ignal al primero dividido por 4.
2% Sidividimos el denominador por su factor 4, se

8 ; :
formara el quebrado, ETITE y como en éste la uni-
ke i - 8
dad fraccionaria es 4 veces mayor que en 2’ y en am-

bos quebrados hay el mismo nimero de unidades frage



T

: , 8
cionarias, el quebrado, T 4 veces mayor que

19

183. Escouro. 1.° Para multiplicar wi gquebrado
por un entero se multiplica el numerador por el entero, de-
Jando el mismo denominador: y si el enlero es faclor del
denominador , se puede dividir el denominador por el en-
tero, dejando el mismo numerador.

Para dividir wn quebrado por wn entero se multiplica
el denominador por el entero, dejando el mismo numera—
dor: y si el entero es factor del numerador, se puede divi-
dir el numerador por ¢l enlero, dejando el mismo denomi-
nador.

184. Esconto 2.° Cowmo caso particular conviene no-
tar, que el producto de un quebrado por sw denominador
es igual @ su nwmerador. Porque para hacer la multipli-
cacion, podemos dividir el denominador por si mismo y
quedara por denominador la unidad.

, 4 + 4

Asi, 5 X 8 5.9 - 4

185, Si los dos términos de un quebrado se mullipli-
can por wi nimero entero, 6 se dividen por un factoy co-
man d. ambos , el quebrado no varia.

8 e
1.°  Sea el quebra.do,-ﬂ; si multiplicamos por 4 el

8
— , 6 serd igual al producto de g PO 4,

8X 4 -
numerador, se tendra: —Jo\iquoies 4 veces mayor que

]

el propuesto, y multiplicando el denominador de este til-

8X 4
timo por 4, se forma el quebrado, E-X—-, que es 4 ve-

X 4
8 X ¢ I i 2 o
ces menor que —]?—, y por conmgmeute Sera lgual
Z
18
Wi
12

8
2.° Si dividimos el numerador del quebrado, — , por

12’
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4, se tendra:

, que es 4 veces menor que el pro-
4

puesto, y dividiendo el denominador de éste por 4, re-

8:4
sultard: 2.4 que es 4 veces mayor que 19 ! y por

consiguiente, sera igual 4 18—2 .

186. Todo numero entero se puede poner bajo la for-
ma de una fraccidn de denominador dado.

Sea un numero cnalquiera, 8, por ejemplo, el que se
quiere reducir 4 la forma fraccionaria de un denomina-
dor dado, 5, por ejemplo.

A todo nimero entero se le puede suponer por deno-
minador la unidad (179); luego tendremos:

8

8=—,

pero si multiplicamos por 5 los dos términos del que-
8
brado, L el quobrado no varia (185); luego:

Bamlisch 8><5
=== Bhbieny Be=———0x.
e 5 ]
187. Se llama namero mizfo un nimero compuesto
de un entero y una fraccién menor que la unidad.

b :
Asi, 12 4 — , es un niimero mixto. Generalmente se
(§

suprime el signo - y sélo se escribe, 12 2 .

Una expresion compuesta de wn entero y uwna jraccion
se puede transformar en un quebrado equivalenle; para
esto se mulliplica el enlero por el denominador de la frac-
cidn y al producto se aivade el numerador, poniendo el re-
sultado por numerador y dejando por denominador el mis-
mo de la fraccion.

Sea: 12%. El entero, 12, reducido a4 séptimos, es,
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T
192 < 7
7

en el entero, es 12 >< 7, y como en el mixto hay ademas
otros 5 séptimos, el mimero total de séptimos seri
12 >< 7 + b, y tendremos:

(187); luego el nimero de séptimos contenidos

188. . Para reducir un quebrado mayor que la unidad
& miimero mizto, se divide el wumerador por el denomina~
dor: el cociente serd la parte entera, y la fraccion serd,
un quebrado, cuyo numerador es el resto y el denomidador
el divisor.
89 ;
Sea el quebrado, 7" Como cada unidad contiene 7

) X : A 89
séptimos, el nimero de unidades contenidas en 7o

ignal al niimero de veces que 89 séptimos contiene 4 7
séptimos, 6 sea el niimero de veces que 89 contiene & 7.
Dividiendo 89 por 7 se halla el cociente 12 y el resto 5;
luego 89 séptimos contiene 12 veces 4 7 séptimos, y
quedan ademéds otros D séptimos; entonces, 89 séptimos
es ignal 4 12 unidades y b séptimos, se tendrd, pues:

89 )

e

{

Si el cociente del numerador por el denominador fue-
se exacto, el quebrado serfa igual & an niimero entero.
De aqui se deduce que: para que wn quebrado sea equi-
valente @ un nitmero entero, se necesita que el numerador
del quebrado sea divisible por el denominador.

189, Sabemos, que si una divisién es inexacta, el di-
videndo es ignal al producto del divisor por el cociente
més el residuo. Ahora bien: si formamos un quebrado,
cuyo nuamerador sea el residuo y cuyo denominador sea
el diyisor, y le multiplicamos por el divisor, daréd de
producto el residuo (184), que es su numerador: luego
este quebrado, unido al cociente entero, formara un na-
mero mixto que, multiplicado por el divisor, reproducirg
el dividendo,

T



=t

En virtud de esto, si llamamos cociente completo de
la divisién al niimero mixto formado por el cociente en-
tero y una fraccidn, cuyo numerador sea el resto y el de-
nominador el divisor, podremos adoptar para definicion
de la division la signiente: divisidn es una operacion que
tiene por objeto, dados un producto y wno de los factores,
hallar el olro. Esta definicién general sélo la pudimos
aplicar al caso de la divisién exacta (78) en la teoria de
los niimeros enteros.

190.  Un quebrado cualquiera se puede considerar
como un cociente de su numerador por su denominador:
porque si multiplicamos el quebrado por el denomina-
dor, el producto es el numerador.

Podremos, por consiguiente, considerar divisiones, en
que el dividendo sea menor que el divisor, y enunciar
como propiedades de la divisién todas las propiedades
de las fracciones, sin méds que cambiar las palabras nu-
merador, denominador y quebrado, o fraccion en las de
dividendo, divisor y cociente.

Por ejemplo: la propiedad, nim. 181 serd: si se mul-
tiplica el dividendo por un wibmero entero d se divide por
uno de sus fuctores, el cociente quede mulliplicado é divi-
dido por dicho nivmero.

SIMPLIFICACION DE LAS FRACCIONES

191. Hemos visto (185), que una fraceién no varia si
se multiplican sus dos términos por un mismo nimero,
6 se dividen por un factor comiin & ambos; Inego hay
muchas fracciones iguales y que tienen términos distin-
tos, y por consigmiente podemos proponernos hallar
cual es, entre todas las fracciones ignales, la de térmi-
nos menores.

I fraccion de términos menores entre todas las igua-
les se llama fraccidn irreducible; la cperacion de con-
vertir una fraccion en otra igual é irreducible se llama
simplificacidn de una fraccion.

192, 8% una fraccidn tiene su nwmerador y denomi-
aador primos enlre si, toda fraccion igual a ella lendrd
sus terminos eguimitiliplos de los de la primera (7).

(*) Dos nimeros son equimdltiplos de otros dos, cuando resultan de
multiplicar éstos por un mismo nimero. Asf, 24 y 83, son equimiltiplos de
8 y 11, porque son respectivamente, 8 X3 y 11 X 8.
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Sea la fraccidn, 3" cuyos términos son primos entre

si, ignal 4 —. Si multiplicamos ambas fracciones por 4,

™| &

Q< b a><?bd

ol 5 e fracciones

los productos seran (192), 7

A a@>< b
todavie iguales: pero, = @ ; lnego tendremos:

o

=< b
3

como el segundo miembro de esta ignaldad es un nime-
ro entero, el primero también lo serd; luego el producto
2 >< ) serd divisible por 3; pero 2 y 3 son primos entre
si; luego 4 serd divisible por 3 (136), y llamando ¢ al
cociente de Ja division, tendremos:

=a

b=38><c¢
sustituyendo este valor de 4 en Ia ignaldad anterior:
2<x8x<e
3

luego los mimeros, 2 y 4, son los productos de, 2 y 3,
por un mismo niimero, ¢, 6 son equimiiltiplos de 2 y 3.

193.  Toda fraccion cuyos términos son primos entre
81 es irreducible.

Porque cualquiera otra igual 4 ella tendrd sus térmi-
nos mayores (192).

RrciprocAMENTE: Los tdrminos de una firaccion irredu-
cible son primos entre si. Porque si no lo fueran, divi-
diéndolos por su méaximo comin divisor se obtendria
otra fraceion irreducible igual 4 la primera y de térmi-
nos menores; luego la primera no seria irreducible, lo
que es contra la hipdtesis.

194. De lo expuesto en los mimeros anteriores se
deduce: gue para simplificar wna fraccion basta hallar
el mazimo comun divisor de sus dos términos y dividirlos
por ¢l

- Porque siendo'los eocientes que se obtienen primos
entre si (185), la fraccidn gue resulta serd irreducible,

=¢, Obien 23x<¢=ua,
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Earmero: Simplificar la fraceidn, 2_9’?6 El m.c.d. de

sus dos términos es 270, y los cocientes de dividir, 1890
y 2970 por 270, son, respectivamente, 7 y 11; luego ten-
dremos:

1890 . 7

2070 11°

También se puede simplificar una fraccién dividiendo

sus dos términos por los factores comunes que se aper-
ciban 4 primera vista.

T

tienen el factor
2970

Asi: los términos de la fraccién

; il 21189 :
comin 10: suprimiéndole, resultara: —. Los dos tér-
297
minos tienen todavia el factor comiin 9: suprimiéndole,

21
queda, a3 ¥ suprimiendo ahora el factor comtin 3, re-

sultard, ]Ll ; lnego tendremos:
1890 189 21 7

2970 297 33 11°

Si no se viera, 4 primera vista, que la fraccidn,

7
11’
es irreducible, hallariamos el . ¢. 4. de sus dos teérmi-
nos y dividiriamos por él para acabar la simplificacidn.

195. Para formar las fracciones ignales & una frac-
cion irreduncible dada, se multiplican sus dos términos
por la serie natural de los niimeros enteros.

Dos fracciones irrveducibles iguales, tienen sus términos
iguales.

Porque los términos de cada una tienen que ser al mis-
mo tiempo multiplos y divisores de los de la otra (192),

REDUCCION DE FRAOCIONES A UN COMUN DENOMINADOR

196. Reducir fracciones a wn comin denominador, es
transformarlas en otras iguales y que tengan todas el
mismo denominador,
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Supondremos que las fracciones, que se trata de re-
duoeir & un eomin denominador, son irreducibles: si no
lo son, se comienza por simplificarlas.

197. Como el denominador de una fraccién igunal &
otra irreducible es miiltiplo del de ésta (192), el denomi-
nador comtin de varias fraceiones iguales 4 otras irredu-
cibles debera ser miitiplo de todos los denominadores de
las fracciones irreducibles; y para que los valores de las
fracciones no se alteren, se tendrd que multiplicar el
numeérador y denominador de cada una por el mismo
numero,

Si ademés queremos que el denominador comiin sea
el menor posible, deberd ser ignal al minimo comiin
multiplo de los denominadores de las fracciones irre-
ducibles,

198. De estas consideraciones se deduce la siguiente:

Reara. Para reducir al minimo denominador ecomin
varias fracciones, después de simplificadas, se multipli-
can los dos términos de cadae una por el cociente de dividir
por su denominador, el minimo comin multiplo de los de-
wominadores.

Esgmpro: Sean las fraeciones irreducibles,

b T 8, 9 29
8'12'15' 20° 63
El minimo comiin miltiplo de los denominadores se
puede hallar descomponiéndolos en factores simples y
tormando el produeto de las mayores potencias de todos
los factores (177).
Asl: 8=28 12=2P><8; 15=38<b,
20=25<56: 68=3><T7
luego el minimo comin miltiplo sers:
285< 3% 5<H <X T=2520.

Dividiéndole por los denominadores, 8, 12, 15, 20 y 63,
se hallan los cocientes (100) :
35 b>xT=2816;25x8 <57 =210}
258 T=168; 2><PF ><7=126, y 28><56=140
y multiplicando respectivamente por estos mimeros los

dos términos de las fracciones propuestas, se tendrdi:

¥

-
i
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B B35 1676 7  T>210 1470
BT 8316 2520712 12210 2520
8 8><168 1344 9 9><126 1134
15 15> 168  2520' 20 20>< 126 2520’
99 29s< 40 1160
63 63>< 40 2620

199. Otra regla para redueir fracciones 4 un comtun
denominador. Para reducir varias fracciones @ un co-
man denominador, se comienza por simplificarias, si no
son irreducibles, y se multiplican los dos términos de

cada fraccion por el producto de los denominadores de
las demds.

Las fracciones que asi se formen serdan igunales 4 las
propuestas, porque resultan de multiplicar los dos tér-
minos de cada una por el producto de los denominadores
de las demés, y tendran todas por denominador comiin
el producto de los denominadores.

Eremero: Sean las fracciones irreducibles,
b 7 29
812" 68’
serdan iguales 4 las fracciones,
D<12<63 T><8><63 29><8<12
8><12>< 63" 12><8><63" 63><8><12’
y efectuando las multiplicaciones, resultard:
3780 3528 2784
6048" 60487 6048

I

CAPITULO 11

LAS FRACCIONES DECIMALES

200. La unidad se puede dividir en 10, 109, 1000.....
partes iguales que reciben los nombres de décimas, cen-
tésimas, milésimas.... Todas ellss se llaman unidades
Sraccionarias decimales; siendo de primer orden las dé-
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cimas; de segundo orden, las centésimas; de fercero, las
milésimas, ete. De estas definiciones se deduce que una
unidad tiene 10 décimag; una décima, 10 centésimas;
una centésima, 10 milésimas, y en general, wne unidad
decimal cualguiera vale 10 unidades del orden siguicate.

Nuwmero decimal es wn nibmero formado por varias wii-
dades y parles decimales de la unidad; 6 sdlo por unidades
decimales. El ntimero decimal tiene menos de 10 unida-
des de cada orden, porque 10 unidades de un orden for-
man una del orden inmediatamente mayor.

201, En los nimeros decimales se pueden considerar
como unidades principales las mildsimas, las millonési-
simas, las milmellondsimas, ete.

Para pasar de una unidad principal & la siguiente, se
necesitan tres ordenes de unidades decimales que expre-
san cenfenas, decenas y unidades, de la nnidad prinei-
pal asi:

las,

décimas, centésimas y milésimas,
801,

centenas, decenas y unidades de milésima;
las,

diezmilésimas, cien milésimas y millonésimas,
son,
centenas  decenas y wnidades de millonésima.

L virtud de esto, se puede expresar un wimero deci-
mal, enunciando primero su parte entera, si lo liene, y
después la parte decimal, procediendo por grupos de wni-
dades principales, de superior ¢ inferior.

Esrsero:

Expresar el nimero formado por:

seis unidades, parte entera;
cinco décimas, |

ocho centésimas, grupo decimal,
siete mildsimas,)

Servd: Seis unidades y quinientas ochenta y siete milé-
simas.

Si el grupo inferior de unidades decimales sdlo contie-
ne contenas y decenas de la wnidad principal, se enuwacia
como wn wimero de decenas y wnidades con la denomine-
cidn de su dltima orden decimal.
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Esevero:
Expresar el niimero formado por:
cualro décimas, )

: e L arimer M,
cinco milésimas, | primer grupo decimal,

siele diezmilédsimas, |

; (ks segundo grupo decimal.
acho cienmilésimas,\ g g9y

Serd: cualrocientas cinco inilésimas y setenla y ocho
cienmilésimas.

S el wltimo grupo de unidades decimales, sdlo contie-
ne centenas de la unidad principal, se enuncia como uni-
dades de su ltimo orden decimal.

Birypro:

Expresar el nitmero formadn por:

ireinta y siete unidades, parte entera,

cualro centésimas, |
siete milédsimas, |

ocho diezmilésimas, |
cualro cienmilésimas, \°

nueve diezmillondsimas, ftercer grupo decimal.

primer grupo decimal,

sequndo grupo decimal,

Sera: treinta y siele unidades cuarenta y siele milési-
mas ochocientas cuwarente millondsimas y nueve diezmi-
llonésimas.

202. Para escribir los niimeros decimales, se convie-
ne en que el primer lugar, a la derecha de las unidades,
le ocupen las décimuas; el sequndo, las centésimas; el ter-
cero, las milésimas: el cuarto, las diczmildsimas; v asi
sncesivamente: para distinguir donde termina la parte
entera y comienza la decimal se separan las unidades
de las décimas por una coma. Si el decimal no tiene
parte entera, se ocupa el lugar de las unidades con un
cero.

203. Para escribir nn nimero decimal, cuyo enun-
ciado ¢ expresion verbal se conoce, se escribe la parte
entera 6 un cero si no la liene, después la coma, ¥ 4 la
derecha de ésta, el grupo correspondiente a las décimas,
centésimas y milésimas; a la derecha de éste, el corres-
pondiente a las diczmildsimas, cienmildsimas y millo-
nésimas; y asi sucesivamente hasta llegar al titimo or-
den de unidades decimales.

¥
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El dltimo grapo de unidades decimales, podra ser de
una 6 dos ecifras, lo cual se conocera en el enunciado,

Eiempros:

L.°  Escribir el nimero: cwarenta y una vnidades qui-
nientas veintiocho mildsimas Y veintisiele millonesimus.

Se escribird, primero, el niumero 41, que es la parte
entera, 4 su derecha nna coma, lnego 528, que es el gru-
po de milésimas, y por tltimo, 027, que es el grupo de
millonésimas y se tendra:

41,528027.

2.°  Eseribir el ntimero: feinta y siele milésimas dos-
cientas cinco millondsimas y doce cienmillonésimas.

Como este ntimero no tiens parte entera, se escribe
un cero y despueés la coma, 4 la derecha de ésta, 037,
que es el grupo de las milésimag, 4 la derecha de éste,
205, que es el grapo de las millonésimas y a la derecha
de éste, 12, que es el grupo do las cienmillonésimas y
resultara: 0,053720512,

204, Para leer un wimero dectinal se lee primero la
parte entera, si la liene, después el grupo correspondiente
@ las mildsimas, luego el de las millonésinas y asi suwoe-
seoamente hasta el wltimo grupo.

ErEMPLOS:

1. Leer el nimero: 49,21531.

Serd: cuarenta y nueve unidades doscienlas guince mi-
lésimas y treinta y una cien wilésimas.

2.° Leer el ntimero: 0,00002713.

Sera: veintisiete millonésimas y trece cienmillonésimaes.

205. Un nidmero decimal se puede enunciar como si
fuese eutero, dandole la denominacion correspondiente 4
su ulbtima cifra decimal: en este caso, s¢ gs¢ribe como i
fuese entero y se separan, de su derecha, luntas cifras
decimales, como correspondan ¢ la denominacion de la wl-
tima.

Eigmpro:

Kseribir el nimero: dos millones cuatrocientas quince
mil diez y siele diczmilésimas.

Se escribe el nimero 2415017 y se separan cuatro de-
cimales, por expresar diez milésimas la nltnna, por con-
siguiente resultard:

241,6017.
206.  Un wiimero decimal se puede leer como si fuese
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entero, dandole ln denominacion gue corresponda @ Su
witima cifra decimal.

Esenpro:

Leer el utimero 0,0472161.

Por ser de diez millonésimas la ultima citra, leeremos:
cuatrocientas selento y dos mil ciento selenta y una diez
millondsimas.

207. Otro modo hay de enunciar, escribir y leer los
mimeros decimales: para expresarlos verbalmente se
enuncia la parte entera y después la decimal, como si
fuese entera, afladiendo la denominacidn correspondien-
te 4 su ultima cifra decimal: para escribirlos, se escribe
la parte entera, lnego la coma y después la decimal, ha-
ciendo que la 1ltima cifra ocupe el lugar que le corres-
ponde por la denominacién que se le da: para leerlos, se
hace lo mismo que para enanciarlos.

208.  Todo nimero decimnl es una fraceion , cuyo de-
nominador es la unidad S‘t’gﬂfdfl de tantos ceros como ci-
Jras decimales liene el mimero, y cuyo nwmerador es el
‘decimal sin la comam.

BEn efecto, sea el nimero, 24,2307. Hemos visto que
este nimero se puede leer como un numero entero dan-
dole la denominacion de su 1iltima cifra decimal, y sera:
242307 diez milésimas; luego esta lectura es la de un
quebrado, cayo numerador es 242307 y cuyo denominag-
dor es 10000, y tendremos :

242307

24,2307 = =

209. En virtud de esto, todas las propiedades de los
quebrados son aplicables & los niimeros decimales; por
esta razdn se les llama también fracciones decimales, y
4 las demds fracciones, para distinguirlas de éstas, frac-
ciones ordinarias.

Aunque podriamos dar 4 las fracciones decimales la
forma de fracciones ordinarias, les conservaremos la for-
ma enfera y estudiavemos algunas otras propiedades im-
portantes que les corresponden.

210. Una fraceion decimal no cambia de valor cuan-
do ce afaden 6 suprimen ceros de su derecha (¥).

(*) Hsclaro que tampogo_varia si e afiaden 6 quitan ceros de laizquier-
. da de su parte entera.
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Sea el niimero, 32,45, Afiadiendo dos ceros & su dere-
cha, tendremos: 32,4500 ; que es igual al anterior, por-
que se compone, como el primero, de 32 unidades y 45
centdsimas ; pues la parte afiadida no tiene valor ningu-
no, ni hace variar el valor relativo de las demas cifras.

Del mismo modo se demuestra que la fraccion decimal
no varia suprimiendo ceros de su derecha, si los tiene.

211.  Sien ung fraceidn decimal se correle coma 1,
2, B..... lugaves d ln derecha d 4 la izquierda, queda mul-
tiplicada 6 dividida por 10, 100, 1000..... es decir, queda
multiplicada d dividida por la unidad seguida de tantos
ceros como lugares se ha corrido la coma.

Sea la fraceidn, 385,2471. Si corremos la coma dos lu-
gares 4 la derecha, tendremos: 38524,71. La primera
fraccion tiene 3852471 diez mildsimas, y la segunda,
8862471 centésimas : es deeir, el mismo mimero de uni-
dades decimales, pero 100 veces mayores; lnego sera 100
veces mayor, 0 sea el producto de la primera por 100,

Se debe observar que el valor relativo de cada una de
ins cifras se ha hecho 100 veces mayor.

Si en la misma fraccion corremos la coma dos lugares
a la izquierda, se tendrd: 3,852471: es decir, 3852471
millondsimas , 6 sea el mismo nimero de unidades deci-
males que primitivamente, pero 100 veces menores; lue-
go la fraceion habra quedado dividida por 100,

Si no hubiese bastantes lugares 4 la derecha 6 a la 1z-
quierda para correr la coma, se suplen con un nimero
suficiente de ceros. Asi: 32,25 >< 10000 = 322500

32,25 : 10000 = 0,003225-

De lo expuesto se deduce que: para multiplicar d di-
vidir wn wibmero decimal por la unided sequida de ceros,
se corre la coma @ lu derveche 8 ¢ la izquierda lantos lu-
gares como ceros siguen 6 lo wiidad.
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CAPITULO III

REDUCCION DE LAS FRACCIONES ORDINARIAS

»

A DECIMALES Y VICEVERSA

I. Reduccion de las fracciones ordinarias a decimales.

212. Si queremos convertir una fraccion ordinaria
irreducible en una fraccién decimal equivalente, el de-
nominador de la fraccién decimal debe ser miltiplo del
denominador de la fraccién irreducible (192).

Como el denominador de la fraccién decimal es la
unidad seguida de ceros (208), y la unidad seguida de
ceros es una potencia de 10, la podremos expresar en
general por 10", siendo # el exponente de la potencia,
igual al nimero de ceros que siguen 4 la unidad.

@ " A : & n
Sea , pues, 7 una fraceion irreducible y, TS la frac-

cion decimal equivalente , tendremos :
@ @

3 100"
y multiplicando las dos fracciones por 107,

@ 107 :
7 =, (1)

De esta ignaldad se deduce que: para converiir una
JSraceidn ordinaria en decimal equivalente , se multiplica
el numerador de la fraccion por la unidad sequida de tan-
los ceros como cifras decimales se han de obtener, el pro-
ducto se divide por el denominador, y el cociente que re-
sulte sera el numerador de la fraccion decimal. Después,
parae obtener la fraccion decimal, bastard separar de lu
derecha del cociente lanlas cifras decimales como ceras se
anadieron al numerador de la fraccion ordinaria.

No se necesita afadir los ceros al numerador de la
fraccion ordinaria al comenzar la divisién, sino que se
obtendra el cociente entero de la division de @ por 4, y
# la derecha de las unidades se colucarg la coma, escri-
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biendo después los cocientes que se obtengan , afadien-
do un cero 4 cada uno de los restos hasta terminar la

operacion.

Asi, para convertir en decimal la fraceidn, e , len-

dremos:
130 | 16
%0 | 0812
80
0

213. Siendo irreducible la fraccion, f—; , 4y b, son

primos entre si; luego para que el cociente indicado en
el primer miembro de la ignaldad (1) ser un nmimero en-
tero, se necesita que 10" sea un miltiplo de & (136).
Ahora, como 10" es igual & 2" >< b"; para que una frac-
cion trreducible se pueda convertir evactamenie en deci-
mal, se necesita que su denominador no conlenga mas fac-
lores primos que 2 y .

Si el denominador de la fraceién irreducible contiene
algun factor primo distinto de 2 y 5, ninguna potencia
de 10 podra ser divisible por el denominador (174), y la
fraceion no se podré reducir exactamente & decimal. En
este caso se puede hallar el valor de la fraceion con me-
nor error de una unidad decimal dada, continuando la
division hasta obtener en el cociente la cifra de dicho
orden.

Bsexrro. Hallar con menor error de wag diezmilésima

b
el valor de la fraccion , 7 tendremos :

20 7
(f —
1D 071t
20
6

Elcociente, 0,7142, expresa con menos error de

1
10000’
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por detecto, el valor de %; el nimero, 0,7143, expresara

la fraceion i , CON NN error, por exceso, menor que

1
10000

214. BEu toda divisién inexacta se puede obteuer el
cociente con menor ervor de nna unidad decimal dada,
siguiendo el procedimiento que hemos expuesto en los
parrafos anteriores. Porque el cociente se puede consi-
derar como nna fraceién cuyo numerador es el dividen-
do y euyo denominador es el divisor (189).

Se debe advertir, que como el dividendo y el divisor
pueden no ser primos entre si, algunas veces se llegard a
cociente exacto aunqgue el divisor contenga factores primos
distintos de 2 y b. Para esto bastarda evidentemente que
dichos factores primos sean también factores del divi-
dendo.

‘Eiemero: Hallar el cociente de los niimeros 2583 y 72.
Estos niimeros son divisibles por 9 (121), y como el co-
.ciente de 72 entre 9 es 8 y este 1ltimo niimero no tiene
mas factor primo qune 2, aproximando el cociente con
decimales se llegara al resto cero.

2583 2
423 TR
630 35,876
540
- 360
0

215. S el denominador de una fraccion irreducible
no contiene mas faclores primos que, 2y b, la fraccidn
decimal exacta @ que se puede reducir lendra tantas cifras
decimales como unidades el mayor de los exponentes de
dichos faclores.

21
Sea la fraccién irreducible, 5" Multiplicando sus
28.H

dos términos por 52 se tendra:
91  21.5° 525
== == =U,52D.
2.5 28.5% 1000
216. Una fraccién decimal de ilimitado numero de
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cifras es periddica cuaundo & partir de cierto lugar uun
grupo de cifras se repite en el mismo orden, peridédica
é indefinidamente: el grapo de cifras repetidas sedlama
periodo. Si el perfodo comienza en primera decimal, la
fraccion se llama periddica pura, y si comienza en otra
cifra decimal cualquiera, periddica mizlg: en este nltimo
caso las cifras decimales anteriores al perfodo se llaman
parte irreqular 6 no periddica.

La fraccion, 0,341341341...., es una traceidon periddica
pura cuyo periodo es 341.

La fraceién, 4,17215215215.....,.es una fraccién perig-
dica mixta cuyo periodo es 215, y cuya parte no periddi-
ca es 17, ;

Se pueden eseribir abreviadamente las fracciones pe-
riddicas poniendo un solo periodo en un paréntesis. Asi,
las fraceiones anteriores seran 0,(341) y 4,17(215).

217.  Cuwands una fraceidn ordingric no se puede con-
verlir exacteme nte en decimal, origing wna fraceion de-
cimal periodica. :

[ a (" L
En efecto: sea, 2 una fraccion que no se puede re-

ducir exactamente 4 decimal.

En la divisidn que se practica para la rednceion no se
podra llegar al resto cero, porque entonces la fraceion
se reduciria exactamente 4 decimal; pero los restos son
todos menores que el divisor 4, luego al cabo de cierto
nimero de divisiones parciales, & lo sumo 4 — 1, se re-
petira algin resto, y por consiguiente se repetiran los
dividendos parciales y cocientes signientes (*),

3 — _ : y 129 23
Ejemplos. Redncir 4 decimales las fracciones a7 y ;1
129 | 87 230 44
180 | 3486486 100 0,522727...
320 Sl 120 ;
240 320
180 120

(*) Sils operacién no ha de prolongarse demasiado, conviene que los
denominadores no tengan més factores primos distintos de 2 y 5, que los
niimeros 8, 7, 11, 18, 87, 41, 101 y 271. El motivo de esto es que:

9=192;09 =582, 11;000 =82, 87;9009 =82, 11,101;
99099 = 8= , 41 . 271 y 909800 =85 , 7, 11 ., 13 .37,
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de donde result: —1..)— = 3,(486) {_. = 0,62(27)
{: r a ——5 — -1 Y
37 " ! 44 24

Il. Reduccion de las fraccionss decimales a ordinarias.

218. En la reduceion de fracciones decimales 4 or-
dinarias consideraremos tres casos.

1.°  Que la decimal sea eracia. 2.° Que sea perivdica
pura. 3.° Que sea periddica minia.

219. PrmmEr oaso. Para reducir 4 ordinaria una
JSraccion decimal exacta, se pone por nwmerador e frac-
cion sin la coma y por denominador lo uwided seguidae
de tantos ceros como cifras decimales tiene la fracciin.

Esta regla no es mas que nna consecuencia de lo que
establecimos en el mimero 208.

Fuesto que la fraccion generalriz de waa decimal
exacta tiene por denominador la unidad seguida de ceros,
no contendrd en sw denominador mds factores primos que
2 y b. Bi se puede simplificar, podra perder uno de ellos
y no puede perder los dos porque el numerador no ter-
mina en cero.

Esenpro: Reducir 4 ordinaria la fraccion decimal 0,275,

2 T 275 5b 11
Se tendra: 0,275 = 1000 — 900 — 40

220, Seeuxpo caso. Para reducir ¢ ordinaric una
Jraceidn decimal periddica pura menor que la wnidad, se
pone por numerador el periodo y por denominador lantos
nueves como cifras tiene el perdodo.

Sea la fraccién periddica pura 0,126). Designando
por £, la fraccion generatriz que la origina, tendremos:
J=0,126).

Si eorremos la coma & la derecha del primer periodo
habremos multiplicado por 1000, y tendremos:
1000 /= 126,(126),
restando estas dos ignaldades (*) resultara:

999 f = 126,
y dividiendo por 999, quedard finalmente,
126 .. el
f= §§§ 6 bien U,(l..ab} — ‘EE}Q.

(*) La parte decimal estd en las dos francciones compuesta de un ni-
mero ilimitado de perfodos y por consiguiente se puede suponer la misma.
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Si la fraccién decimal es mayor que la unidad, se
convertird en un nmimero mixto, cuya parte entera esla
de la fraccién decimal.

Asi: 41,243) = 41 e
g — —_—
999’

El denominador de la fraccidn generatriz de una perio-
dica pura es primo con 10, por ser wn nmnero compuesto
de nueves: por consiguiente, aungue se pueda simplificar,
continuwara siendo primo eon 10.

9
Asi: 0,(126) = %g% = %

991, TercEr cAso. Para reducir ¢ ordinarvia wna
[fraccion decimal periddica mizta menor que la wnidad, se
poue por nwmerador la parte no peridaica, sequida del
Jpirimer periodo menos la pavie no periddica, y por deno-
minador lantos nueves como cifras tiene el periodo, sequi-
dos de tantos ceros como cifras tiene la parte no periddica.

Sea la fraccion periddica mixta 0,12(324). Designando
por f la fraccién generatriz, tendremos:

J=0,12(324),
corriendo la coma & la derecha del periodo,
100000 f= 12324,(324),
corriéndola & la derecha de la parte no periGdica,
100 f= 12,324),
restando las dos 1iltimas ignaldades,
99900 /' = 12324 — 12,
y dividi‘}enédo por 99900,
2524 — 12 24 —
31—999@-" 6 bien  0,12(324) = 1 ?;900 %

Si la fraceion decimal es mayor que la unidad, se
convertira en un niimero mixto gque tendra la misma,
parte enfera que la fraccion decimal.

40101 — 40

Asi, 26,40(101) = 26 — 99900

El denominador de la fraccion generalriz de una pe-
riddica mizta contiene los factores 2 y b y otros distinlos:
por simplificacion puede perder el 2 6 el 5; pero no los
dos &4 un tiempo, porque para esto se necesitaria que el
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numerador terminase en un cero cuando menos, y en
este caso la 1ltima cifra del periodo y la de la parte no
periddica serian ignales y el periodo comenzaria an lu-
gar antes: tampoco puede el denominador perder por
simplificacion todos los factores, distintos de 2 y 5, por-
que en este caso después de simplificada la fraceién no
confiendria en su denominador mas factores primos que
2y b, 0 uno de ellos, y seria generatriz de nna decimal
exacta (213).

222, Los teoremas de los nimeros 213 y 219 sobre
las fraceiones decimales exactas son reciprocos. Los teo-
remas de los mimeros 220 y 221 también fienen sus re-
ciprocos, que se demuestran facilmente por un método
llamado por reduccidn al absurdo.

223. Rroirroco del teorema del niimero 220, 8% wna
Jraccidn irreducible tiene su denominador primo con 10,
es generatriz de une fraccion decimal periddica pura.

Bi no originase una fraceién decimal periddica pura,
originaria una fraceién decimal exacta, ¢ periddica mix-
ta. En el primer caso convertida otra vez en ordinaria,
su denominador no contendria més factores primos que
2 y 5 (219), lo cnal es contra la hipétesis. En el segundo
caso convertida otra vez en ordinaria, su denominador
contendria nno, cnando menos, de los factores primos 2

D y otros distintos (221), lo cnal es también contra la
ijpdhesis, Inego si no puede originar una fraccion deci-
mal exacta, ni periddica mixta, originara una periodica
pura, como se queria demostrar.

224, Recirroco del teorema del niimero 221. 8% una
Jraccidn irreducible tiene en su denominador los fuctores,
2 y b, 6 uno de ellos y otros fuclores primos distintos, es
generatriz de una fraccidn decimal periddica mivta.

Porque si originase una fraccién decimal exacta, 6
periédica pura convertida otra vez en ordinaria, su de-
nominador, ¢ no contendria mas factores primos que 2
y B, 6 seria primo con 10: ambas cosas contra la hipd-
tesis, luego serd generatriz de una fraccién decimal pe-
riddica mixta (*)

(*) Se pueden demostrar directamente estos teoremas al tratar de la
conversién de una fraceién ordinaria en decimal y no lo hemos hecho por
ger este libro muy slemental y las demostraciones algo complicadas.
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CAPITULO 1V

LAS OPERACIONES CON LAS FRACCIONES

I. La adicion de las fracciones.

226,  Swmar numeros fraccionarios es reunir en un
sdlo nimero las wnidades y parles de la unidad conleni-
das en otros varios que se tlaman sumandos.

El resultado se llama suma, y la operacion se indica,
como en los enteros, por el siguo 4-.

226, Para swmar quebrados del mismo denominador
se swinan los numeradores y @ in swme se le pone el deno-
minador comin.

- i
: . . J .
Sean las fracciones, Ty 7 La suma se compondra

de fantos séplimos como tienen entre los tres sumandos,
y puesto que estos tiemen, 4, b y 3 séplimos, la suma
tendra: 4 - b -+ 8, séptimos, entonces:
4 5 3 44b6+3 12
SR T e -

yies MEEpRl N
227.  Para sumar quebrados de distinto denominador,
se reducen ¢ wn comibn denominador y se swman después
como en el caso anlerior.
: ; Gundr § ' i
Sean las fracciones, ' g7 15 Reduciendo & un co-

5
=i]l—;
7

mun denominador (198), tendremos:

3] 4 7 29 . ) . 21
ste T B T TR
_20-;—27-}-21_@ 128

= == ~
4b 45 46
228. Para sumar nimeros que conlengan enteros y
Jracciones, se swman primero las fracciones y despues
los enteros, aiadiendo & ln suma de éstos las unidades gue
resullen de sumar las fracciones.
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4
Sumar los niimeros, e 3,9 77 2—;— . Tendremos:
4 4 1 84 60 85
TR T TR T T
8446048 179 74
105 105 105’
luego:
B 4 1 74 74
— +834+b—-+2—=104+1—=11—,
5++T+3 +105 1]U..’Eo

229. Para sumar fracciones decimales se escriben
wnas debajo de olras, de modo que se correspondan las co-
mas, y ¢ suman como $t fresen nwmeros enteros, y en la
swma oblenida se coloca la coma correspondiéndose con las
de los sumandos.

En los niimeros decimales se verifica como en los en-
teros, que 10 unidades de un orden forman una del or-
den inmediato superior; lnego si suponemos los suman-
dos descompuestos en sus diferentes érdenes de nnida-
des enteras y decimales, podremos sumar décimas con
décimas, centésimas con centésimas, ete.; nunidades con
unidades, decenas con decenas, etc., comenzando por la
derecha y eseribiendo las unidades de cada suma parcial
debajo de las cifras que la han producido, y reservando
las decenas para agregarlas & la suma siguiente.

Sea sumar las fracciones decimales 21,45, 1,3484 y
0,786. Escribiremos los sumandos del modo siguiente,
correspondiéndose las comas:

21,45
1,3484
0,786

93,5844

La suma de las diez milésimas es 4: la escribiremos,
porque no llega d 10; la de las milésimas es 14: eseribi-
mos 4 y reservamos, 1, para agregarla a la suma de las
centésimas; la suma de las centésimas es 17 y 1, de la
suma anterior, 18: escribimos el 8; la suma de las déci-
mas es 14 y uno de la suma anterior, 15, etc.



— 13 =

Si quisiéramos que todos los sumandos expresasen
nnidades decimales del mismo orden, completariamos
con ceros 4 su derecha los que tuvieran menos, pero es
intitil esta operacidn.

230. Si ceurre sumar fracciones ordinarias con deci-
males, se reducen todas 4 ordinarias ¢ 4 decimales para
hacer la suma,

Il. La substraccion de las fracciones.

231. Reslar numeros fraccionarios es disminuii un
wiimero dado, que se lama minuendo, en lantas wnidades
iy partes de la wnidad como tiene otro nikmero dado que se
lama substraendo; o bien, dados wnn swina de dos suman-
dos y uno de ellos hallar el otro.

La operacién se indica, como en los entieros, por el
signo — y el resultado se llama resfo, ewceso & dife-
rERCE.

232.  Para restar quebrados del mismo denominador,
se restan los numeradores y @ la diferencia se le pone el
denominador comin.

. [

: _ 6 : W
Sea restar las fracciones, =X Segtin la definicion ,

la operacion es disminuir el nimero 6 sépltimos en 2 sép-
(imos; lnego quedaran 6 — 2 séplimos, y se tendra:
6 2 6—2 4

7 R

283. Para vestar quebrados de distinto denomniador,
se reducen d un comun denominador y se vestan después
como en el caso anterior.

5 6 t . e
Sean las fraccciones, — y 5 Reduciéndolas 4 un co-
£ WD

miin denominador (200), se tendra:
6 3 e T IR o 9

il
/i b’ 35 35 Bb

234.  Para restar nimeros mizlos, ¢ niwmeros ei los
cuales entren enteros y fracciones, se restain pnmew las

Jracciones y después los enteros, rewniendo en un nibmero
wiwto los resultados.
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3 2
Sea restar los niumeros, 4 S0 2

E-
3 2 9 8 1

4”3 12°.12 12’

Tendremos:

do douae,

Si la fraccion del substraendo es mayor que la del mi-
nuendo, se reduce d fraccidn unae unidad del minwendo
para que la sabstraccidn puedn verificarse.

9 4 7 4 o
5) 5] 5] b b

285, Para restar fracciones decimales, se escriben una
debajo de otra de modo que se corrvespondan las comas, se
restan como st fuesén nimeros enteros y en el resto se eo=
loca la coma correspondiéndose con la de los datos.

Sea restar los nimeros, 412,65 y 326,49, Tendremos:

412,656
326,49
86,16

De las cinco centésimas no se puede restar 9 centési-
mas, afladiremos 4 la cifra b, diez unidades de su orden,
y diremos, de 9 4 15 van 6; nfladiremos una unidad & la
cifra 4 de las décimas del susbiraendo y la restaremos
de 6, ste.

Si el minuendo y el substraendo no tienen el mismo
ntmer: de cifras decimales, se pueds completar con ve-
ros +l que tenga menos cifras, 6 suponerle comp etado,
y restur couforme hem: s icho.

Si tenemos que restar nua fraccion decimal de otra
ordinaria 6 al contrario, se reducen ambuas & decimales ¢
& ordinarias para efectuar la operacién.

1I. La multiplicacion de las fracciones.

236. Para la multiplicacidon de niimeros fraceiona-
rios adoptaremos la definicién general qne ya enuncia-
mos en el nim. 47, diciendo: mulliplicacion es una ope-
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racin que liene por objeto, dados dos nimeros, gue sé
[laman multiplicando y multiplicador, hallar wa tercer
nikmero, que se llama producto, que esté formado con res-
pecto al multiplicando, como el mu thphcrm’ar m-m fo*rﬂwdn
con. respecto a la waidad.

Para la multiplicacion se emplea siempre el signo 3 y
el multiplicando y multiplicador se llaman factores del
producto.

237.  Para multiplicar dos fracciones, se: muitaplzmu
los numeradores y el producto se parte por el de los deno-
minadores. : ~ =]

4
Sea multiplicar, % por —.. Puesto que el multiplica-
: |

dor es las 4 séplimas partes de la unidad, el producto
deberi ser las 4 séptimas partesdel maltiplicando, segiin
la definicidn: luego si supiéramos formar la séptima par-

5} .
te de P tendriamos mds que multiplicarla por 4. Pe-

ro la séptima parte de un niimero se obtiene dividiéndo-
le por 7, y como para dividir un quebrado por un entero,
se multiplica su denominador por el entero, dejando el

5
mismo numerador (183), la séptima parte de Eseré

5
8XT
multiplicando el numerador por 4 y dejando el. mismo

bX 4
denvminador (183): luego semi:S>< =i entouces ten-

El producto de este nimero por 4, se obtiene

dremos:
d><4

b 4
—_— =
& e, B

288, Si el multiplicando 6 multiplicador fnesen en-
teros, para aplicar la reg/a anterior, se: supone que el
factor entero tiene por denominador la unidad; pero co-
mo el producto de un mimero por la nnidad es el mismo
ntimero, vesultarda que, para multiplicar wn entero por un
guebrado, o wn gquebyado por wa enlera, se multiplica ef



— A -

entero por el numerador del quebrado, dejando el misino
denominador.

b bx<7 9 e

-

Asi: — < T=—— (o=
8 GRS B
239. Si uno, é los dos factorves fuesen mizlos, se redu-
cen & quebrados y se multiplican como éstos.
Eipmpros:

on

9 3 14 43
0 2 Pyt e i
1 4axoq—3><8
o L R LA D
=838 928 13 13
3 4 18 4 8 7
Q0 P Sl et T i
Ak Rt Yl e

240, Para multaphcm- wna [fraccion decimal por un
nimero entero, se prescinde de la coma en el mimero deci-
mal y se multiplican como dos enteros, separando después
en el produclo tantas cifras decimales como haya en el
mulliplicando.

Sea multiplicar la fraccion, 27,354, por 26, El multi-
plicando se compone de 27354 milésimas; luego el pro-
ducto serd 26 veces 27354 milésimas. De donde se dedu-
ce que se debe multiplicar los niimeros, 27364 y 26, y
separar de la derecha tres decimales, para que el pro-
dueto exprese milésimas, como el multiplicando; segiin
se manifiesta en la operacion adjunta.

27,354
2%
164 124
547 08
711,204

241, Para multiplicar dos fracciones decimales, se
prescinde de las comas y se multiplican como nikmeros en-
teros, separando despuds en el producto tantas cifras de-
cimales como tengan enire los dos factores.

Esexero: Multiplicar las fracciones, 3,114 y 2,31. El
multiplicador, 2,81, es ignal & la fraceién ordinaria,

— 1
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231
—, lnego el producto se podrd obtener hallando la

100’

centésima parte del multiplicando, que es 0,03114 (211),
y multiplicdndola después por 231, segiin la regla del
nimero anterior; pero el multiplicando tiene ahora tan-
tas cifras decimales como entre los dos factores; luego
el prodacto estard formado conforme & la regla enun-
ciada.

0,03114
i
3114
9342
f 228
7,19334

242. Bi tenemos que multiplicar una fraceion ordi-
uaria por una decimal, 6 al contrario, se reducen ambas
a ordinarias, 6 4 decimales, y se efecttia la operacidn.

Conviene advertir que si alguna de las fracciones es
periddica, efectnaremos el calculo reduciéndola & frac-
cion ordinaria, y si el resnltado se ha de expresar en
fraceién decimal, haremos después la transformaciop
inversa (*).

PRODUCTO DE VARIOS FACTORES

243, Un producto de tres 6 mnas factores fracciouna-
rios significa, que se debe de multiplicar el primero por
el segundo, el producto que resulte por el tercero, y asi
sucesivamente hasta el ltimo.

Asi:
2 4 7 3 23< 4 7 3
3 B 8B 7 8xB 8 7
Qsedise T 8 o Z25cdi>< T >3
= =<

T 83<B5><8 T Bx<B<83T"

(*) La multiplicacién de fracciones periddicas se li“ﬁd‘-‘ hacer bajo la
forma decimal, snbiendo qué aproximacién ha de tener el resultado; pero no
creemos propio de un libro de segunda ensefianza, oi la teoria de errores y
aproximaciones, ni las operaciones abreviadas.



Rl e

Bl wwmerador del producto ¢s el producto de lodos los
“nuwmeradores, y el denominador el producw de los denomi-
‘nadores

.S alguuo de los factores es mixte o desimal, se redu-
be a que-bmdo, y si es entero, se le supone por denomi-
“nador la unidad.

244, Como el numerador y el denominador del pro-
|_E{icl.0 de varias fracciones son productos de nimeros
enteros, 1o varia su valor aungue se altere el orden de
los factores, de donde resulta que:

245.  Un producto de varios faclores fracciongrios io
se altera aungue se cambie el orden de los factores.

Todas las consecuencias ¢ne de este teorema dednji-
mos en la teoria de los enteros (62 & 67), son aplicables
& los fraccionarios,

IV, Las potencias de las fraoclones,

246. - Se Uama polencia de un fraccionario, el produe-
to de varios fuclores iguales ¢ dicho numero fraccionario.

Todas las definiciones d= grado, eczponente, ete., dadas
en el num, 70 en la teoria de nimeros enteros, son apli-
cables 4 los fraceionarios.

247.  Para elevar wna fraccion @ wna polencia se ele-
van sus dos términos @ dicha potencia.

. 3
Sea, elevar al cabo la fra.uuiuu, — . Tendremos, por
5

(5)=5=2=3
= ><
5°
pero el segundo m1embr0, segun la regla del nimero
243, es,
3<3x<3 3
B<b5><b B0’

definicion:

luego tendremo% s

(2)-5 s

248, Parq elevar un nidmero mizte & waw polencia,
se reduce antes & quebrado y se efectm Ui opea'audn oMo
en el casa anlerior,
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BEienrro: (Z—I—)z(—f)—: 3 .

i : 3 3/ 3¢

249.  Para elevar une fraceidn decimal @ wag polen-
ciw,y se eleva como si fuera wn nimero enlero, prescindien-
do de o coma , y se separan del vesullado tantas cifras
decimales como indique el produclo del exponente por el
wumero de cifras decimales de la fraceidn.

Esta regla es una consecuencia de la multiplicacion
de fracciones decimales (241).

Esumpro: elevar al cubo, 2,71, Se forma el cubo de
271, que es, 19902511, y separaremos 6 cifras decimales
del resultado, porque la fraccion tiene 2 decimales y el
exponente, 3, y el producto 2 =< 3 = 6.

Luegn, 2,718 = 19.902511.

250, Las polencias de una fraccidn irreducible son

fracetones irreducibles.

Si la fraceion, — | es irreducible, los nimeros, 3 y 5,
)

: . X 3
son primos entre si, Una potencia cualquiera deg— y la

4
ouarta, por ejemplo, sera: Y como las potencias de

los nimeros primos entre sf son también nimeros pri-
94
mos enbre si (164), la fraceion, 7 sera irreducible(193).

251. Los teoremas sobre producto de potencias, po-
tencia de potencia y potencia de uu producto que de-
mostramos en los numeros 74 4 76, son aplicables a los
fraccionarios, y no los demostramos aqui porque la de-
mostracion se hace como en la teoria de los nimeros
euberos.

V. La division de las fracciones.

202, Sabemos (V8 y 189) que la divisidn en general es
una operacion que tiene por objelo, dados un producto y
wno de los factores, hallar el oiro.

Lios datos y el resultado reciben, como en los enteros,
log nombres de dividendo, divisor y cociente, y el signo
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de operacvidn es todavia : colocados entre el dividendo y
el divisor.

253. De la definicion de la division se deduce que es
una operacion inversa de la multiplicacién; por tauto,
si consideramos el divisor como nn muitiplicador, el
cociente serd el muliiplicando, y entonces el dividendo
debe ser, respecto del cociente, lo que el divisor respecto de
la unidad (236).

b 1

Agi, dividir el niimero, g bor 7 es formar uu nimero

3] o
tal, que, =y i sus 4 septimas partes.

204, Para dividir dos fracciones, se multiplica el di-
videndo por la fraccidn divisor invertida.

5) 4
Nea, dividir, Y por —. Tendremos que formar un -

4 b < [ "
mero cuyas, -, sea o Abora bien: g% la séptima

5 Sl . . 3
g (183); lnego este nimero sera 4 veces

parte de

wayor que el cociente que buscamos; entonces para ob-

e e Nl R
tenerle bastara dividir por 4 la fraceion, 5 ! lo ¢nal

se cousigue multiplicando su denominador por 4 (183).

Bl cociente seré s Tl
4l cociente sera, pues, —— , v tendremos:
1 l ¥ 8 S¢ _!:? }

b 4 BT
87 -84’
contorme & la regla enunciada.

El producto del cociente por el divisor contiene en
sus dos términos, como factores, el numerador y deno-
minador del divisor; por consiguiente, suprimiéndolos,
resultara el dividendo:

Bo<¥ & 5T X4 " H

B4 7 BXAX7 8
2056. Si el dividendo es un niimero entero se le 8upo~
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ne por denominador la unidad, y como el producto de la
unidad por cualquier nimero es el mismo nimero, la
regla anterior se puede enunciar asi: pere dividir un
entero por-unt fraccion, se mutliplica el entero por el de-
nominador de la fraccidn y el produclo se parte por el
numerador.

Erenpro: S:E——B-—Z(—E—éi3=17g-.

11 o D 5]

Si el divisor es entero, se le supone por denominador
la unidad y se obtiene la regla conocida (183): pare di-
vidir wne fraccion por un enlero, se multiplica el denomi-
por el enters, dejando el mismo numerador.

256. Cuando los términos del dividendo son divisibles
por los del divisor, se puede efectuar lo division de dos
Jraceiones dividiendo los términos del dividendo por los
del divisor.

12

= et ey i
Si tenemos qne dividir, % por — , siendo, 12= 3> 4
+)

y 25 = b >< b, tendremos (2564):

12 4  12%b 3 X 4 XD

25" b 2X4 bXbHBX4
y suprimiendo en el numerador y denominador los fau-
tores, 4 y 5,

12° 4 3 120
26 b5 925:5
207. NSiwno o los dos fermiaws de la division son ni-

meros mixtos, se reducen a ;meémdos y se dividen como
éstos.

Eormpros:

oo g 3.8 _ 148 14Xb6 W 7
¢ 38 -3 b6 BX8 9 9
ST e D S 1

87 87 38X8 304
258.  Pare dividir wne fraccion decimal por wn ni-
mero entero, se prescinde de la coma en el dividendo y se
dividen como dos enteros, separando despuds en el cocien-
le lantas cifras decimales como tiene el dividendo.
Sea dividir el nimero decimal, 27,854 por 15. El pro«
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blema es tomar la guinceava parte de 20854 mildsimas.
Entonces podremos dividir 57854 por 15 y separar tres
cifras decimales en el cociente para (ue exprese milé-
simas. Se hara, pues, la operacion del modo siguiente:
27,854 | 16

128 (T arp
g 6| 1,856

' 104 |

14|
El cociente pedido es 1,856 por defeclo, con meunos
error de une mildsima. El cociente completo se obten-

£ ! 2 14 1 =
dria afnadiendo al cociente anterior T de milésima.
5

Se puede expresar el cociente con mayor aproxima-
cion afiadiendo ceros 4 la derecha del dividendo 6 & la
derecha del 1 timo resto, segin la regla auterior, y de
los restos sucesivos hastu obtener el numero de cifras
que se desea en el cociente,

Bresero. Hallar con menos de una milédsima de error
el cociente de, 21,2, por 7:

21,2 |7
20 |Roor
€0 3,028
k]

El coviente se puede obtener por exceso anadiendo
una unidad del ultimo orden decimal al cociente por
defecto. Asi, en el primer ejemplo, el cociente por exceso
es 1,857 y en el segundo, 3,029.

Cunando el tltimo vesto es mayor que la mitad del di-
visor, la parte despreciada en el cociente por defecto
vale més de media unided del iltimo orden decimal gue
se aprecia; por consiguiente, es més aproximado el co-
ciente por exceso, De suerte que si queremos tener el
cociente con menos error de media unidad decimal del
ultimo orden que se aprecia, tomaremos el cociente por
defeeto cuando el resto sea menor que la milad del divisor,
y por exceso cuando sea mayor que dicha mitad.

25Y.  Para dividir wn entero 6 wn decimal por olro
decimal, se suprime lu coma en el divisor y se multiplica
el dividendo por la wnidad seguide de (anltos ceros como

R a—— Y s —T——

| WA

R W S
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cifiws decimles liene el divisor, y quedara reducida ln
division & la de dos enteros, é de wn decimal por wn en-
tero.
Sea r.llv1d1r 41,217, por-134. El divisor es igual 4 la
o 134

traccmu urdmarl&. 10 luego se obtemlm el {,omenta

multiplicando el dividendo por

vertido (254).
Entonces, tendremos que multiplicar el dividendo
41,217 por 10 y dividirle por 134: '

que es el divisor -

10
134

2,17 | 134
101?
79 3,07

Bl dividendo sera, pues, 412,17, y la operacidn se
efectnard como se in lica, y el cocieute serd: 3,07.

Si se desea el cociente con mayor aproximacidn, se
afiade al dividendo suficiente niimero de ceros para ob-
tenerla.

La observacion hecha sobre los cocientes por defecto
¥ por exceso en el caso anterior es aplicable 4 éste,

260. Si tenemos que dividir nna fraccién ordinaria
por una decimal, 6 al contrario, se reducen ambas 4 or-
dinarias 6 4 decimales.

Si el divisor es nua fraccion decimal pel‘lod.luﬂ., con-
viene reducirla & ordinaria.



LIBRO TERCERO

Raices de los nimeros enteros, fraccionarios é inconmensurables.

CAPITULO PRIMERO

LAS RAICES EN GENERAL

I. Definiciones.

261. Cantided 6 nimero variable es wae cantidad o
nikmero que puede lomar diferentes valores.

La cuntidad puede ser una varizble continua; para esto
se necesita que no pueda pasar de un valor 4 otro sin
pasar por todos los valores infermedios

Si un punto se mueve eu linea recta, su distancia al
punto de partida es nuna cantidad gue no pnede pasar
de nn valor & otro sin pasar por todos los intermedios;
lnego es una variable continua. En cualquiera posicion
del punto movil se puede medir su distancia al punto de
parbida por medio de una unidad lineal; pero es imposi-
ble medir las distancias de todas las posiciones del punto
moévil al de partida, porque son infinitas; lnego el ni-
mero variable que representa la distancia del punto mivil
al de partida, no es continwo, sino discrelo.

Se puede decir, sin embargo, que cuando se mide uua
serie de valcres, de una cantidad variable continua, y
cada dos valores se diferencian tan poco como se quiera,
el numero variable, que expresa dichos valores, tiende
hacia la continnidad, sin lograr alcanzarla.

Como ejemplos de niimeros variables discontinuos po-
demos citar las fracciones decimales periddicas.

Asi, la fraccion; 0,6555..... es un ntmero variable gue
pasa por los valores, 0,5; 0,55; 0,555, etc., que difieren
del verdadero valor de la fraccién periddica: el primero
en menos de, 0,1; el segundo en menos de, 0,01; el ter-



cer'o en menos de, 0,001, etc. En general, si se aprecian,
n, cifras decimales, se comete un error menor gne una
unidad decimal del orden, nésimo.

262, Limite de una cantidad ¢ mimero variable es
otra cantidad & numero constante, a cuyo valor puede
acercarse la variable indefinidamente, pero sin igualarle
nunca.

La fraccion ordinaria generatriz de una fraceién de-
cimal periddica es limite de la fraceién periddica, por-
que, bajo la forma decimal, por grande que sea el nu-
mero de cifras decimales gne consideremos, no conge-
guiremos nunca expresarla exactamente.

Asi, la fraccion periddica, 0,56555..... tiene por limite,

, que es su fraccion generatriz (231).

0| o

El limite de wne variable continua puede ser superior
d inferior ¢ la variable.

El limite es superior 4 la variable, cuando todos sus
valores son menores que el limite; para esto se necesita
que la variable sea ¢reciente. El limite es inferior, enando
todos los valores de la variable son mayores que el limi-
te: para esto es necesario que la variable sea decreciente.

Cunando la variable es discontinua, puede tomar en
muchos casos valores superiores é inferiores 4 su limite.

Esemrro: La fraceidn, 0,6556..... que tiene por limite,

— , puede tomar los valores, 0,5; 0,65; 0,655, ete., infe-

0| o

riores al limite, y, 0,6; 0,56: 0,556, ete., superiores 4 su
limite.

Cuando una cantidad 6 nimero variable disminuye
indefinidamente, pudiendo tomar valores menores que
cualguiera cantidad 6 nimero dados, por pequeios que
sean, el limite de la variable es cero.

: . N !
La unidad fraccionaria, — , tiene por limite cero,
n

cuando, 7, crece indefinidamente.

La diferencia enlre una variable y su limite tiene por
lmite cero; porque el valor de la variable puede acer-
carse indefinidamente al de su limite, segin se deduace
de la definicidén de limite, dada arriba.
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263. Hemos dicho (8) que cuando una ecantidad no
contiene exactamente & la unidad, ni 4 ninguna parte
alicuota suya, el resultado de la comparacion de la can-
tidad con la unidad se llama wdmero inconmensurable.
por consigniente, los nimeros inconmensurables no se
pueden expresar exactamente ni por la unidad entera
ni por ninguna unidad fraceionaria, por lo cual tratare-
mos de hallar su expresion aproximada, para utilizarla
en el cdleulo.

L diferencia entre el valor exacto y el valor aproxi-
mado de un niimero conmensurable 6 mconmensurable,
se llama error absolulo del niimero. El error puede ser
por defecto ¢ por exceso, segiu que el valor aproxima-
do sea menor 0 mayor que el valor exacto.

264.  Todo nimero inconmensurable se puede expresar
J07 wn numero entero con un ervor, por defeclo, o por er-
ceso menor gue la unidad, }

Sea el niimero inconmensurable, 4: por grande gne
sea su valor, como la serie de los niimeros,

0,1,28,4....
es ilimitada, se llegaréd & un nimero mayor que, 4. Su-
pongamos que, 7 - 1, es el primer nimero mayor que,
A: entonces el ntimero, s, anterior 4, m -+ 1, serd me-
nor que, 4, y tendremos;

m< A <m-+ 1.

Por estar, 4, comprendido entre dos mimeros que se
diferencian en una unidad, difiere de cualquiera de ellos
en menos-de una unidad, siendo, 7, su expresién apro=-
ximada por defecto, y, m -} 1, por exceso.

2060. - Todo wikmero tnconmensurable se purede expresar
20 un wilmere Jraccionario con wn error. por defecto d
por exceso, menor que (o unided fraccionavia marcada
por el denominador del quebrado.

Sea el ntimero inconmensurable, 4, y sea, 7, el deno-
minador de la unidad fraccionaria de aproximacién: si
tormamos la serie,

’ ’ ' 1 LA
B e R

cuyo denominador es constanie y cuyos numeradores
pueden crecer indefinidamente, se verificard que, 4 par-
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tir de cierto término, los niimeros de esta serie serdan
m 1
mayores que, .4: supongamos, pues, que, ——— ,-es el
: ¢ 75

primer mimero mayor que, 4, el término anterior, sers,

-
—, ¥ tendremos:
7

__<A<m+]

o g w1 3 i
La diferencia entre, ——— , y, —, es,— , y como,
i 7 n

4, esté comprendido enire ambos nimeros, difiere de

1 m
cnalgniera de ellos en menos de, — Luago, , B8 Tina

1
expresidn aproximada de 4, con menor error de, — , por
n

m - 1 L -
defecto, y, e , otra expresién con menos error de,
n =

— , por exceso.

Il. Teoremas fundamentales para la extraceion de raices.

266. Se llama ratz dei giado v de wn nikmero otro -
mero que, elevadn a ln polencia de grado v, reproduce el
wtkmero dado.

Lin operacidn que se efectiia para hallur las ruices de-
un ndmero dudo se llama ezlraccidn de raices.

Por definieidn, el grado de unu rufz es el wismo que
el de la potencia 4 que se debe elevar para veproducir
el ntiimero dado, y recibe el nombre de ¢adice.

- Lias raices se clasifican por grados: en ratz de 8ey1mc’lo
grfcda d raiz ewadrada, raiz de tercer grade ¢ raiz cmfu-
ca, ratz de cuarto grado. elc.

Por la defivicion de raiz se complenda que todo mi-
mero es su raiz de primer grado.

La extraccidn de raices se indiea por medio del signo,
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e . e
V', que se llama radical, escribiendo el numero del

cual se ha de extraer la raiz debajo de él, y en el dngulo
que queda & la izquierda el indice. Asi, la raiz del grado,

n, del niimero, 4, se eseribird, V' A, y se lee, raiz n-ési-
ma de A, 6 raiz del grado n de A.

Cuando el indice es 2, 6 sea cuando se trata de una
raiz cuadrada, se suprime.

Asf, VA, es la rafz cuadrada de A.

267.  Las raicez de cualguier grado de la wnidad son
la wnidad.

Se deduce de la definicion de raiz, puesto que las
potencias de cualquier grado de la unidad son la
unidad,

268. Si un ntimero entero se eleva 4 la potencia del
grado #, el resnltado es otro mimero entero que se dice
polencia perfecta, del grado %#. En este caso el mime-
ro tiene raiz del grado n eracta. Por ejemplo, siendo,
3* = 81, el nimero, 81, tiene por raiz de 4° grado exacta
el niimero, 3.

Pero se comprende facilmente que no todos los nu-
meros enteros tendran raiz del grado 7 exacta, y llama-
remos 2aie enlera del grado v de un nimero entero, la
rais del grado n de la mayor potencia entera del grado n,
conlenida en dicho nimero.

Asi, siendo, 3* =81, y, 4* = 256, la raiz de 4° grado
entera de 146, sera, 3, porque la mayor potencia de 4°
grado contenida en 145, es 81, y su raiz es, 3.

269, La raie de grado n de un nidmero entero es incon
mensurable si su raiz entera no es eracla.

u
En efecto; sea, VA . Puesto que no es igual 4 ningtin
utimero entero, tendrd que ser, 0 fraccionaria ¢ incon-
mensurable; pero si fuese fracionaria, podriamos con-
vertirla en un quebrado irreducible (192), y represen-

» " a ’
tandole por, —, tendriamos:

b
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y como por definicidn, (;]‘)ﬂ= A, y ademas,

d n n |
( S-) = ‘;—“ , (247), se debiera tener:
aﬂ
A= 7
pero las potencias de un quebrado irreducible son que-
brados irreducibies (250); luego lu igualdud anterior es
absards, porque un ndmero entero no puede ser igual 4
un quebrado irreducible.

n
Entonces, puesto que, ¥ 4, no puede ser fracciona-
ria, sers inconmensurable.
270  Un quebrado irreducible tiene radz del grado n
exacla, cuando su numerador y denominador la tienen.
n

A A
Sea, ‘\/; siendo, g o quebrado irreducible, La

raiz no puede ser un nimero entero, porque las poten-
cias de los niimeros enteros son enteras, y por consi-
guiente no pueden ser iguales 4 ningin quebrado irre-
ducible.

Ahora bien; si hacemos,

\"/?Hfz
B h

@ : :
siendo, 50 quebrado irreducible y elevamos los dos

miembros de la igualdad anterior 4 la potencia de grado
2, tendremos (247):
G”
A
y ecomo las dos fracciones son irreducibles, se debera
tener, 4 =q",y, B = 0" (195), de donde se deduce,

‘/I== @, V?: b

271.  Si los dos términos de un quebrado irreducible
no son polencias peyfectas del grado n, la raiz del grado
n del guebrado es inconmensurable.

9
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Porqne si la raiz fuese conmensurable, seria nna frac-
cién cuyo numerador y denominador serfan las raices
del numerador y denominador de la fraccion dada (270)
¥y por consigniente sus térmiuos tendrian que ser poten-
cias perfectas del grado n, lo que es contra la hipétesis.

212 La rade dal grado 1 de un wibmero ineonmensi-
rable es inconmensurable

Porque si ls raiz fuese conmensurable (entera ¢ frac—
clonaria ), su potencia lel grado n seria conr snsurabie,
lo que es contra la hipdtesis.

278, N2 de los dos miemdros de una igualdad se exirae
la ratz del grado n, el resullado es una igualdad.

Si se tiene, 4 = B, decimos que, ¥ 4 = ¥ B. Porque
siaudo,( VI) =4, y. 4 =B, tambi.. se verifica,

n__\n L =
( Y4 ) = B, cuya igualdad prueba que, ¥V 4, es igaal
4, ¥V B.

274. Si de los dos miembros de una desigualdad se
ewtrae la raiz del grado v, el resullado es una desigualdad
del mismo Signo que la propuesia.

" n

Si tenemos, 4 > B, decimos que, ¥ 4 > ¥ B, Por-

que siendo, 4 =( *’7) , un producto de n factores

ignales y, ( V-E‘) , otro prodncto de n factores tam-
bién iguales, para que el primer producto sea mayor que

n
el segundo, se necesita que el factor, ¥ 4, sea mayor

" —_
que el factor, ¥V B.

270. La raiz del grado n de un producto , es igual al
producto de las raices del grado n de los faclores.

L _ ll_ ﬂ_ ”__
Decimos que, ¥ 4. B.C=Y 4 VB ' Y.
Si elevamos 4 la potencia del grado n el segundo
miembro, tendremos:
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Clearloe iy s
(7 z) (V) (Ve) =a.B.0

y extrayendo la raiz del grado n del primero y tercer
miembro, resulba:

" n_ L oy I n
VA VB - VO=¥A.B.u
276.  La raiz del grado v de un guebrado e< igual d ln
raiz del grado v del numerador, partida por la raiz del
grado n del denominador,

A
Sea el qusbrado, - O, de donde; A =B. C. Ex-

trayendo la rafz del grado n tendremos (274): ¥ 4 =

n

vE - :;0 de donde, —

'|=~|

= :}7 ¥ poniendo en
VE
3 : A :
vez de (C, su ignal, 7 resulfara:

%

V4 -

CAPITULO 1I

LA RATZ CUADRADA

ol

'I

I. Raiz cuadrada de un nimero con menor error de una unidad.

277. En la definicién general de raiz de un grado
cualquiera, hemos dicho gue raiz cuadrada de un nimero
és otro mbmero cuyo cuadrado es el propuesto. Asi, S, es la
vaiz cuadrada de, 64. Raiz cuadrada entera es la raiz
cuadrada del mayor cuadrado entero contenido en un nii-
mimero. Asi, la raiz cuadrada entera de, 70, es, 8, por-
que el mayor cuadrado entero contenido en, 70, es 64.

La diferencia entre un nimero y el evadrado de su raiz
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cuadrade entera se llama reslo de la raiz cnadrada. Bl
resto de la raiz cuadrada de, 70, es, 6, porque la diferen-
cia entre, 70 y 64, que es el cuadrado de la raiz cuadra-
da entera, es, 6.

278. La rais cuadrada entera de wn ndbmero enalguie-
24 (entero, fracciopario 6 ineonmensurable) es la raiz
cuadrada entera de su parte entera.

Sea un nimero ennlquiera, 4, comprendido entre dos
ntmeros enteros, Ny N - 1, es decir tal, qus se tenga,
N< A< N+ 1,y sea, @, la raiz cuadrada entera de,
N, tendremos:

<N, y (@+1P>N41,
de donde se deduce,
d<d y (@+1P>4d,

luego la raiz entera de, 4, es, @, conforme queriamos
demostrar. : _

En virtud de este teorewa, para evtraer la raiz cua-
dradn entera de un nibmero cualguiera con menor error de
wna unidad bastard evtraer la rais cuadrada entera de su

parte enfera. Por consiguiente, sdlo nos ocuparemos

ahora en las raices cuadradas de los niimeros enteros,

Antes de comenzar la extraceion de la raiz cuadrada
entera de un nimero entero, demostraremos algunos
teoremas necesarios para efectuar esta operacion,

279. Kl cuadrado de la suma de dos nimero es igual.
al cuadrado del primero, mas el duplo del primero por el
segundo, mas el cuadrado del segundo.

Sean los niimeros, ¢ y &, tendremos, por definicién:

@+ 0f =(a +0)(a+ ),
pero aplicando al segundo miembro la regla de la multi-
plicacién de dos sumas indicadas (60), se tendré:

(@4 b)a+b)=(a+ba+t(a+b)d,
y efectuando en el segundo miembro, segiin la regla (57),
de multiplicar una suma por un nimero,

@a+dat+e+bdb=a.a+a.bt+a.b+0.0=
= @? 4+ 2ab + B?,
¥ por consiguiente,
(@ + 0P = a®+-2ab + 1P
Esempro: (4 + 8P =42 +2.4 <848
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280, Si los sumandos expresan, uno decenas y otro
unidades, se tendra: Zl cuadrado de ln swma de decenas
y wnidades es igual, al cvadrado de las decenas, mds el
duplo de las decenas por las unidades, mas el cuadrado de
las unidades.

Sea el numero, 347, que es igual & 340 -7, ten-
dremos:

(B404 TR =238402+2.340 X T + T2 =

= 1156600 4 4760 + 49.

Si en general representamos el niimero descompuesto

en decenas y unidades por ¢ . 10 + %, se tendra:

(@.10 + wpf = (4,100 + 2¢.10 ., v 4 u*,
y teniendo presente que, (. 1072 =42 . 100 (76),

(d.104+uf=d?.100 + 24 .10 . % 4 ©2.

El cuadrado de decenas es nn niimero que contiene
siempre el factor, 100, y el daplo de decenas por unida-
des el factor, 10; Inego el primero es siempre un wimero
epacto de centenas y el segundo, un niinero exqelo de de-
cends.

281, L diferencia de los cuadrados de dos nimeros
consecutivos es igual, ol duplo del menor, mas wno.

Sean, ¢ y @ + 1, los dos niimeros cousecutivos, ten-
dremos (279}

@4+ 1P=a*+2a.1+ 1*=a® 20+ 1,
y restando, ¢% del primero y tercer miembro,
@+ 12 —a*=2a 4 1,
cuya igunaldad demuestra el teorema.
282 Kl resto de la raie cuadrade entera de wn ni-
mero es menor que el doble de lo raiz, mas la unidad.
Sea el nimero, N, @, su raiz cuadrada entera, y, &, el
resto, tendremos:
N= a4 R,
pero siendo, 4%, el mayor cuadrado entero contenido en,
WV, se tendré: V << (g + 1% y como, segtin lo dicho (281),
(@ + 12 = a* -+ 2a¢ - 1, se verificara también,
@+ R < a?+2a+4 1,

y restando, ¢?, de los dos miembros resultara:

R<2a-+1.
Conviene adyertir que la raiz entera, @, es la raiz por
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defecto, con un error menor que la unidad y, ¢ - 1, es la
raiz por erceso, con un ervor menor lambién que lo uni-
dad, porque entre ambas raices estd comprendida la raiz
inconmensurable del niimero.

283. Los cwadrados de lo unidad sequida de ceros son
la wnidad sequida de doble nimero de ceros (60, 1.°).

Asi: 107 = 100; 100% = 10000; 1000? = 1000000;.....

De esto se deduce, que la raiz cuadrada de un niimero
menor que 100, serd menor que 10, y, por consiguiente,
tendra wna cifiw; la de un nimero mayor que 100 y
menor que 10000, serd mayor que 10 y menor que 100;
luego tendra dos cifras, ete.

En la extraceién de la raiz coadrada entera conside-
raremos dos casos: 1.% gue el ndmero sea menor que 100;
2.% que seq mayor que 100,

284. PriMER oaso. Eatraer lo raiz cuadrada entera
de un witmero menor gue 100,

Escribamos la tabla de los cuadrados de los diez pri-
Meros nimeros:

) I (R PN TR TSR A (R T S 6
1 4 9 16 25 36 49 64 81 100.

Si se trata de hallar la raiz cuadrada de un nimero

contenido en la segunda fila, el resultado sera su corres-

pondiente en la primera. Asi, ¥ 64 = 8. Si se trata de
otro niimero cualquiera, 73, por ejemplo, la raiz entera
sera, 8, porque, 64, es el mayor cuadrado contenido en,
73, y el resto serd, 9, por ser la diferencia entre, 64 y 73.

La raiz entera de que hablamos tiene un error por de-
Jfeeto menor que una unidad: afiadiéndola una unidad, se
tendra la raiz con wn error por ewyceso menor (ue una
unidad.

Asi: de la limitacion, 64 << 73 << 81, deducimos, ex-
trayendo la raiz cunadrada,

8< VT8 <.

285. SeeuNpo caso. Ewtraer la rals cuadrada entera
de un mimero mayor que 100,

Considoremos en primer lugar un ndmero mayor que
100 y menor que 10000, y tendrd por raiz cuadrada un
nimero mayor que 10 y menor que 100, purque el cua-
drado de 10 es 100, y el de 100 es 10000.
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Sea, pues, el niumero, 3216. Por tener dos cifras su
raiz cuadrada, se compondrd de decenas y unidades;
lnego si, 3216, es cuadrado perfecto, contiene las tres
partes que forman el cuadrado de su raiz, que son (280):
el enadrado de las decenas, el duaplo de las decenas por
las unidades y el cuadrado de las unidades, y si, 32186,
no es cuadrado perfecto, contendrda ademds un resto, que
serd la diferencia entre dicho nimero y el cuadrado de
sn raiz entera.

Para hallar la cifra de las decenas de la raiz, debe-
mos recordar que el cuadrado de las decenas es un
nimero exacto de centenas (280); luego debe estar con-
tenido en las centenas de 3216, ¢ sea en, 3200: la raiz
entera de 32, es b (283); entonces el cuadrado de 5, que
es, 29, se puede restar de 32, y, por consigunients, el
cuadrado de 50, que es 2500, se podré restar de 3200, y
con mas motwo, del numero propuesto, 3216; ]nego ]a.
raiz pedida es mayor que H0. Por ofra parte, siendo b la
raiz entera de 32, este ntimero serd menor que el cua-
drado de 6; lnego, 3200, serda menor que ei cuadrado de
60, y la diferencia serd, cuando menos, una centena; en-
tonces también, 8216, serd menor que el cnadrado de
60, y, por consiguiente, la raiz cuadrada que buscamos
estard comprendida entre, 50 y 60; luego su citra de de-
cenas serd, o.

Lio dicho se resume en las limitaciones:

b= V3o < b,
de donde, 50 << ¥ 3900 << 60
y también, B0 << v/ 391p < 60

De aqni se deduce: gue para hallar la cifra de las de-
cenas de la raiéz, basta extraer la raiy cuadrade entera de
las centenas del nuimero.

Restando = 5216, el cuadrado de las decanas de la
raiz, que es, 2500, la diferencia, que es, 716, contendré:
el duplo de las decenas de la raiz por las wnidades, el
cradrado de lus waidades, y s1 el niimero dado no es
cnadrado perfecto, el resto de lu raiz. Como el duplo de
las decenas por las nanidades de lv rafz es un numero
exacto de de-enas (280), tieue que estar contenido en
lag 71 dec uas de 716, Ahira, dividiendo 71 decenas,
por 10 decenss, que os el duplo de las decenas de la
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raiz el cociente serd la cifra de las unidades, d wn nimero
mayor; porque en las 71 decenas de 716, puede haber
decenas que hayan resultado del cuadrado de las unida-
des de la raiz y del resto, si le hay. El cociente de 71
entre 10 es, 7; pero como puede ser mayor que la cifra
de las unidades, es preciso comprobarle: para esto se
le nue 4 la cifra de las decenas y se forma el niimero, 57;
si el cnadrado de este mimero se puede restar de 3216,
la cifra, 7, es buena, y sino serd grande y se repetira la
comprobaeion, rebajandola una unidad. El cuadrado de
b7 es, 3249, que no se puede restar de 3216: entonces la
cifra, 7, es grande; sustituyamos la cifra, 7, por la, 6, y
veremos que, el cuadrado de H6, es, 3136, y como este
niimero es menor que, 3216, la cifra, 6, es buena; efec-
tuando la substraceion, segiiu estd indicada 4 continua-
cion, el resto sera, 80,

82'16 |56
50%.26 (T
716 |10
56%..3166
80

El método de comprobacion de la cifra de las unida-
des se puede simplificar, porque después de restar del
niimero propuesto el cuadrado de las decenas de su
raiz, s6lo nos falta restar de la diferencia obtenida el
duplo de las decenas por las unidades y el enadrado
de las unidades de la raiz: es deeir, 2.50 >< 6 - 6%
Pero estos dos nimeros se pueden restar de una vez,
porque se tiene:

2.60 <6 - 62=(2.50 + 6)6 = (100} 6)6 =106 >< 6.

Linego la cifra de las unidades se comprueba suman -
dola con el duplo de lus decenas de la raiz y multipli-
cando por ella, 6 sea escribiéndola a la derecha del divi-
sor, 10, y multiplicando el resultado, 106, por dicka

eLfru.

3216 | 56
25

71'6| 106
63 6 6
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Si el producto obtenido es grande, se repite la com-
srobacion rebajando, de una en una unidad, el cociente,
0 sea la cifra de las unidades de la raiz.

De lo expuesto se deduce; que para hallar la cifra de
las unidades de la raiz (cnando ya se ha hallado la cifra
de las decenas y se ha restado su cnadrado del nimero
dado) se separa lu cifra de lu derecha del resto, y lo que
queda a la izquierda se divide por el duplo de la cifra de
las decenas de la rais; el cocienle seraq la cifra de las
unidades ¢ un nivmero mayor: para comprobarle se es-
cribe d la derecha del divisor, y el ntimero que se forma
se multiplica por el cociente y el prodacto se resta del
dividendo y la cifra separada; si la substraccidn no es
Eosible, la cifra comprobada es grande y habra que re-

ajarla, una 6 mds unidades, hasta que el producto, for-
mado segtn hemos dicho, se pueda restar del dividendo
y la cifra separada (*).

286. Sea en general, N, un mimero cualquiera, cuya
raiz cuadrada contenga decenas y unidades; si designa-
mos por 4, las decenas de la raiz se tendra:

VRSd.10, y YN <@+DI0"
elevando al cuadrado ambas desigualdades,

NSa*. 100, y N <Z(d+ 17 100,
y como 100, vale una centena, resultara, que el nimero
de centenas contenidas en N, es igual 6 mayor que «*,
y menor que (4 + 1)?; representando por C, dichas cen-
tenas, se tendrd:

c>d2, y OC<@+1?,
y extrayendo la raiz cnadrada,

YO S>d, y v§ <d+l

(*) Teniendo presente lo que hemos dicho en la divisién sobre el tanteo
do la cifra del cociente (85), no necesitamos eseribir la cifra de las unidades
de la raiz hasta tener seguridad de que es buena; para esto, hasta suponer

ue el dividendo es la di%erencin que resalta después de réstar el cuadrado

o las decenas de la raiz, el divisor el duplo de qaa decenas sumado con la
cifra de unidades que se va & comprobar, y el cociente dicha cifra de uni-
dades. Asi, en el ejemplo del texto, para comprobar la cifra, 7, el dividen-
o seré, 716, el divisor. 107, y el cociente, 7, y podremos hacer mentalmen-
te la comprobacidn diciendo: 71 entre 10, 4 7, y sobra 1, que con el 6. son
18, pero 7 por 7 son 49; luego la cifra 7, es grande La comprobacidn de 6,
g0 hace, siendo el dividendo el mismy, Tl4, el divisor, 106, y el cociente, §.
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De lo ¢ual se infiere que: lus decenas de la raiz cua-
dirada de un wimero cualquiera, se obtienen extiayendo la
rate cuadrada de lus cenlenas de dicho numero.

Designando ahora por %, las unidades de la raiz de
N, y por R, el resto si le hay, se tiene:

N=(@.10 + up +~R=4d2. 100 24 .10 . u+u? + R;
restando, 4% , 100,
N —d*.100=2d.10 . % - %? 4 R.

El namero, 24 .10 . #, vale, 2.4 . u, decenas, luego
sumado con %% 4 R, puede contener mas de 2du dece-
vas; llamando, pues, D, al nimero de decenas conteni-
das en el resto, 24. 10 .« + u? 4 R, y se verificara:

v  §
D > 2du, y por tanto, 50 = u,

de donde se deduce que: si se ewtrae lv rais cuadrada de
las centenas de un wiimero y el cuadrado de la raiz oble-
wida se reste de dicho wimero y se dividen las decenas
del resto por el doble de la raiz haliada, el cociente entero
es la cifra de las unidades de la radz del nimero d mayor
que dicha cifra.

© Se comprueba el cociente elevando ul cuadrado,
@ .10 4 u, si el resultado se puede restar de N, la cifra,
#, es buena; si no, se le rebaja de unidad en unidad,
hasta que se pueda hacer la substraceién.

En vez de formar el cuadrado de &, 10 4 %, para res-
tarlo de N, se puede restar, 24 .10 . + #* , del residuo
obtenido cuando se restd el cuadrado de las decenas y
por ser,

2d .10 .0 + vt = (24 . 10 4 wyu,

bastara, para formar esta expresidn, eseribir el cocien-
te, u, & la derecha del divisor, 24, y multiplicar el resul-
tado por #, conforme dijimos en el sjemplo analitico del
nimero anterior (*¥).

287. Sea ya extraer la raiz cuadrada de un numero
cualquiera wayor que 10000: por ejemplo, 41624578.

(*) El profesor pueds elegir, segin la capacidad de sus alumnos, este
sjemplo literal 6 uno numérico, para demostrar la regla de la raiz cogdrada.
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Si suponemos la raiz enadrade descompnesta en dece-
uas y unidades, las decenas se obtendran extrayendo la
raiz cuadrada de las 416243 centenas del mimero pro-
puesto. Pero el nimero 416243 es mayor que 100; por
tanto su raiz cuadrada se compondra de decenas y uni-
dades; luego por igual razdn que anteriormente hallare-
mos las decenas extrayendo la raiz cnadrada de las 4162
centenas del nimero 416243,

Como el nimero 4162 es mayor que 100, pero menor
que 10000, se hallard su raiz cunadrads como en el ejem-
plo anterior:

La raiz cuadrada de 4162 es 64; por consiguiente, las
decenas de la raiz de 416243 son 64; la diferencia entre
el cuadrado de 64 decenas y 416243 es 6643; dividiendo,
pues, este nimero por el daplo de 64 decenas, que son
128 decenas, y procediendo como hemos explicado ante-
riormente, se halla la cifra 5, que unida 4 las dos aute-
riores, forma el niimero 645, que seran las decenas de la
raiz de 41624378: la diferencia entre este nimero y el
cuadrado de las 645 decenas de su raiz es 21878; por
consiguiente, dividiendo este niimero por el duplo de
645 decenas, que son 1290 decenas, y procediendo como
anteriormente, se halla la cifra 1, que unida 4 las ante-
riores, forma el nimero 6451, que es la raiz cnadrada
entera del niimero propuesto, con nn error, por defecto,
menor que la unidad, siendo 8977 el resto de la ope-
racion,

Las operaciones se disponen como estdn iudicadas en
el ejemplo siguniente:

41624 378 | 6451
36 e
562 124 >< 4
496
6643 | 12855
6425
21878 | 12901 > 1
12901
8977
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De los razonamientos anteriores se deduce la si-
guiente:

Recra:  Para extraer lo raiz cuadrade de win nibmero
entero con menos de una waidad de error, se le divide en
secciones de dos ecifras, comenzando por la derecha, de
modo que la wlltime seccidn, que es la primera de lo iz-
quierda, puede lener una 6 dos cifras. Se ertrae la raiz
cuadradae de la primera seccidn dz la izquierdn, y se ten-
dra la primera cifra de ln raiz: el cuadrado de esta cifra
s vesla de esta misma seccidn, y & ln devecha del resto se
baju la seccidn siguiente: del wimero que se oblenga se
separa la cifra de la derecha, y lo que queda @ la izquier-
da se divide por el duplo de la raiz hallada; el cociente se
escribe @ la derecha del divisor y se multiplica todo por
el cociente, y el produclo que vesulle se resta del dividendo
Y ln cifra separada; si la substraccidn no es posible. la
cifra del cociente es grande, y se le rebaja, de unidad en
wnidad, hasta que la substracciin sea posible y se oblenga
el segundo resto: entonces la cifra ensayada serd la se-
qunda de la vaiz y se eseribird a la dereche de la primera.
A ln derecha del seqgundo resto se baja la lercera seccion,
se separa le cifra de la derecha, y lo que queda ¢ la iz
quierda se divide por el duplo del nimero formado por lns
dos cifras halladas de la raiz, y el cociente serd la ler-
cera cifra de le riiz d win nimero mayor, y Se compro-
bara como anteriormente Se continwara del mismo modo
hasta bajar lo wltima seccidn, que dara la wltima cifre
de la raiz, y el rvesto de la operacion, si el nimero pro-
puesto no es cuadrado perfecto.

288. Cuando un dividendo no contenga al divisor
correspondiente, la cifra de la raiz es cero y se pasara &
determinar la cifra signiente considerando este dividen-
do como un resto.

67'28'9 289 | 8203
328

i) 162}(2
Oaps o etz

La operacién se simplifica efectuando, como en la di-
vision ordinaria, los produectos y substracciones simul-
tdneamente, como en &l ejemplo anterior,

289. El mimero de cifras de la raiz es evidentemen-
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te igual al niimero de secciones, luego serd la mitad, d
la mitad mds unae que las que tenga el nimero.

290. No se puede conocer 4 primera vista si un ni-
mero cualquiera tendrd raiz exacta; pero existen algu-
nos caracteres, llamados de ezclusidn, por los cnales se
conoce que un ntmero dado no puede tener raiz exacta.

De la inspeceidn de la tabla de cuadrados de los nii-
meros digitos se deduce: gue ningin nimero terminado
en 2,3, 71 8 puede tener raiz cuedrada evacla . porque
Lingtin cuadrado termina en estas cifrus.

Lios cnadrados de los uumneros terminados en ceros
terminan en doble ntmero de ceros, es decir, siewnpre
en un ndmero par de ceros; luego ningin nibmero termi-
nado en ceros podra lener raiz cuadrada exacta, si el mi-
mero de ceros que le (erminan es impar.

Cuando se eleva al cuadrado un nmimero terminado en
b, el duplo de las decenas por las unidades que siempre
es un numero exacto de decenas (250), contiene en este
caso el producto de 2 por 5, lnego sera nun nimero exac-
to de centenas, y por consiguiente el cuadrado termina-
ra en 25.

Asi: (.10 b)=d*. 100} 2.d.10.5 4 b%=
=d*.10 4 4. 100 4 25.

Luego aingiin mimero terminado en b, puede tener raiz
cuadrada exacta si la cifra de las decenas no es un 2.

201.  Si un nbmero se descompone en factores primos
y los exponentes de todos los fuctores son pares, lendra
raiz cuadrada exacla, y no la tendra en el cqso conlrario
(172).

Cuando los exponentes de todos los fuclores son pares,
la ratz cuadrada es el producio de los fuctores primos con
exponentes mitades de los del nikmero.

Asi: y39i g2 pE=2%.38.0.

292. La prueba de la raiz cuadrada consiste en ele-
var al ecnadrado la raiz y sumar el resultado con el res-
to, debiendo obtenerse el niimero dado.

También se debe tener presente que si por miedo 4
ensayar alguna cifra grande, se pone en la raiz una ci-
tra menor que la verdadera, el resto correspondiente
serd igual 6 mayor que el duplo de la raiz hallada mds
uno (282), y habréd que anmentar dicha cifra,
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Il. Raiz cuadrada de un nimero con menor error de una unidad
fraccionaria dada.

293. Hallar la raiz cuadrada de un nimero entero,
: ey 1
Jraceionario ¢ inconmensurable, con menos error de—, es
n

hallar el mayor nimero de n-ésimos contenidos en su raiz
cuadrada.

Asi, si designamos por N, un nimero cuslgniera (en-
tero, fraceionario 6 inconmensurab.e) y por 2, el mayor

niimero de #-d8imos cont.amdus en su raiz cuadrada se
debe verificar:

—<VN<
elevando al cuadrado los tres m;ambros,

ﬂ,'.i + 1)2
n? N<

multiplicando por 7? resnltara,

2 N a2 (24 12,
de donde se deduce que 2% es el mayor cuadrado entero
contenido en V. #n? , y por consiguniente, #, serd la raiz
cuadrada entera, de la parte entera, del producto N, 22
(278),
Linego: para extraer la raiz cuadrada de un nimero,
N, entero, fraccionario, 6 inconmensurable con menor

1
error de — , se extrae la raiz cuadrada entera de la parte
n

enlera del producto N . n? y se divide el resullado por n.
Eirvreros:
1. Hallar la raiz cnadrada de 23 con menos error

1
da—
© 100
Como el cuadrade de 100 es 10000, se hallara la raiz
cuadrada entera de 230000 y se dividira por 100. La raiz
entera de 230000 es 479; entonces la rafz de 23, con me-

1 479

00 sera, —— 0= =474,

nos errvor de —
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3 1
2.” Hallar la raiz cnadrada de 1 oon menog de 31

de error,
E| cuadrado de 61, es 3721, lnego tendremos que ha-

llar la raiz entera de la parte eniera de,
3>< 3721 11163
BRI= g

3
= 2232 — |
0
La raiz entera de 22 :2, es 47, lueg, {)— es la rafz cua-
L

L: 1
drada de g ¢on menor -error de — |

294, Conniene advertir que generalmenie se piden las
raices aproximaiaas de los mimeros com um error menor

1 o ;
que Ton d sea con n ¢ Fras decimales evactas; y por con-

siguiente la regla anterior estd reducida @ muliiplicar los
waineros por 10° | eptrger la vaiz entera, de la parte en-
tera, del products y separar u cifras decimales en la raiz.

La operacion de multiplicar un nimero por 10?7, se
hace: si el nimero es entero, afiadiendo 2 ceros; si es
decimal de niimero limitado ¢ ilimitade de cifras, co-
rriendo la coma 2x Ingares: y si es fraccidn ordinaria,
afiadiendo al numerador, 2n ceros y hallando el cocien-
te entero que resulta de dividir por el denominador.

Eieyrros:

1.° Hallar con menos error de 0,001, la raiz cnadra-
da del niimero inconmensurable, = = 3,14159265.....

Corriendo la coma 6 lugares 4 la derecha resulta el
numero, 3141592,65..... y extrayendo la raiz cuadrada de
la parte entera se obtiene, 1772; luego, 1,772, sera la
raiz con menos error de 1,001,

2.° Hallar con menos error de 0,01, la rafz cuadrada

2
deg? . Se multiplica 22 por 10000 y se halla la raiz de

Lo 19

2
la parte entera del quebrado,

= 314285..... La
raiz de 31428 es 177 Inego la raiz pedida sera, 1,77.
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- 295.  La raiz cuadrada de un quebrado es igual ¢ la
ruiz cuadrada del numerador partida por la del denomi-
nador.

Es un caso particular del teorema (276).

—
J'. a = a
Asi: \/_é = T’T :

296,  Para que un quebrado irreducible tenga ratz cun-
dradu exacta, se necesila que su nwmerador y denoming-
dor sean cuadrados pernfeclos (2i0),

Asi: ‘\/l(i:_‘_/__l_::_'i_

297. En particular: Para que una fraceion decimal
tenga raile cuadrada evacta, se necesila y basta que el
wikmero de cifras decimales sea par y que, prescindiendo
de la coma, el nimero que resulte sea cuadrado perfecio.

Asf: ¥ 10,6625 = 3,25.

Porque el numerador 105625 y el denominador 10000,
son cuadrados perfectos.

CAPITULO 111

LA RAfz cuUBiCA

I Raiz cibica de un niimero con menos error de una unidad.

298. Raiz cubica de un wibmero es olro numero cuyo
cubo es el propuesto. Asi, 3 es la raiz cubica de 27, por-
que el cubo de 3 es 27, Raiz cibica enlera es la raiz cu-
bica del mayor cubo enlero contenido en un niumero.

La diferencia entre un nibmero y el cubo de su raiz cit-
bica entera se llama resto de la raiz cibica.

299. La ralz cibica entera de un mimero cualguiera
(entero, fraccionario ¢ inconmensurable) es la 7qiz cubi-
ca entera de su parie entera.

La misma demostracion que en la raiz cuadrada.

En virtnd de este teorema sélo nos ocuparemos, por
ahora, en las raices ciibicas de los nimeros enteros.
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300. £l cubo de la suma de dos nimeros es igual, al
cubo del primero, mas el (riplo del cuadrado del primero
por el sequndo, mas el triplo del primero por el cuadrado
del sequndo, mas el cubo del segundo

Sean los niimeros, ¢ y 4, tendremos:

@+b=@+ 0P (a+b=(a®+2ab+ 0*)(a + b,
pero, segiin reglas conocidas:

(@*+2ab+4-8%) (a + b)= a®+24%) + ab®+ a®b + 2a8%+- 17,
y por ser, 2a% + 4% = 3a% y al® + 20l = 3al?,
tendremos finalmente: (¢4 88 = ®+ 3420+ 342 -I- 8,

Esempro: (4+8P=4+38.42><8+3.4:<8%24-88,

30L: Si los sumandos expresan, uno decenas y otro
unidades, se tendra: £V cwbo de la swina de decenas y uni-
dades es igual, al cubo de las decenas, mas el triplo del
cuadrado de las decenas por las unidades, mas el lriplo
de las decenas por el cuadrado de las unidades, mas el
cubo de unidades.

Asi:

3478 = (3404 7P =2340843 .340%? . 743 .340 . 7278

En general,

(d.10 4P = d°.1000 + 34% . 100%2 + 84 . 10w® + u®
- El cubo de decenas tiene el factor 1000, y, por counsi-
guiente, es un numero exacto de miliares, y el triplo del
cuadrado de decenas por unidades es un amero ezacto
de centenas.

302. La diferencia de los cubos de dos mimeros conse-
cutivos es igual, al triplo del euvadrado del menoy, mds el
triplo del menor, mas wno.

Sean, ¢ y @ + 1, los dos nimeros consecntivos, ten.
dremos:

(@+1°P=ae*+38a*.1+38a.12 +13=¢+ 3¢+ 32 +1,
y restando @%, del primero y tercer miembro:
(@+ 18 —a*=38a® + 3¢ + 1.

303. &l resto de la raiz cvbica entera de un nimero
es menor que, el triplo del cuadrado de la raiz, mas el
triplo de la raiz, mds ln wnidad.

Seu el mimero V, a, su raiz ciibica entera y 2, el resto,
tendremos: N=g¢% 4 R, pero siendo @*, el mayor
enbo contenido, en A, se tendra N <<(a-++ 17, ¥
eomo, (@4 1%=a8+48a*+8a+41, se debe verifi-

10
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car, @4+ R<a®+3a®>+ 3a41, y restando a¥ de
los dos miembros, & < 34%+ 30 + 1.

Los niimeros, 2 y @ + 1, son las raices cubicas por de-
Jeeto y por exceso de N, con menor error cada una de
elias de una unidad.

804. Los enbos de lo unidad sequida de ceros son la
unidad seguida de triplo wivinero de ceros.

Asi:

10% = 1000; 100% = 1000000; 10008 = 100C000C00. ...

De esto se dedidce que la ruiz cibies de nu nidwmero
menor que 1000, serd menor qu+ 10 y, por consiguiente,
tendrd una cifre; la de un nimero mayor que 1000 y
menor que 1000000, sera mayor que 10 y menor que 100,
luego tendra dos ¢ lfrns, ele,

En la extraccién d- ln rriz (tibica entera considera-
rem: s dos cases: 1. qué el ndinero sea neno gue 1000;
2., que sen wayor gue 1000,

305. PriMer caso. Erlraer la raiz cibica entera de
wn nikmero menor que 1000,

La tabla de los cubos de los 10 primeros ntumeros es

1 2 3 4 b 6 7 8 9 10,

1 8 27 64 125 216 343 bHI12 729 100’0

Si se trata de hallar la raiz eibica de un niimero con-
tenido en la seguuda fila, el resultado serd su corres-

3

pondiente en la primera. Asi: ¥V 720 =9, Si se trata
de otro nimero cualquiera, 814, por ejemplo, la raiz
entern sera 9, porque 729, es el mayor cubo contenido
en 814. El resto sera la diferencia eutre 814 y 729, es
decir, 85.

306. Sraeuxno caso. Helraer la raiz cibica enlera
de un nabmero mayor gue 1000,

Consideremos primero un mimero mayor que 1000 y
menor que 100000; su raiz cubica tendrd dos cifras,
porque estard comprendida entre 10 y 100,

Sea, pues, el nimero, 76423. Como la raiz de este
niimero se compone de decenas y unidades, si, 76423 es
eubo perfecto, se compondrd de las cuatro partes enun-
ciadas (301), y si no es cubo perfecto, contendrd ademas
un resto, que serd la diferencia entre dicho nimero
y el cubo de su raiz eiibica entera.

Para hallar la cifra de las decenas de la raiz, recorda-
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remos que el cubo de las decenas es un nimero exacto
de millares (301); lnego debe estar contenido en los mi-
llares de 76423, 6 sea en 76000: la raiz eiibica entera de
76 es 4 (305); entonces el cubo de 4, que es 64, se puede
restar de 76, y por tanto el cubo de 40, que es 64000,
se puede restar de 76000, y con mds motiveo del nimero
76423; luego la raiz pedida es mayor que 40. Por otra
parte, siendo 4 la raiz entera de 76, este nimero serd
menor que el cubo de 5; lzego 76000 serd menor que el
cubo de B0 v la difsrencia serd, cuando menos, nn millar;
entonces también el nimero, 76423, sera menor que el
cubo de 50, y, por consigniente, la raiz ciibica que bus-
camos estarda comprendida entre 40 y 50, de donde se

deduce que la cifra de las decenas de ia raiz es 4.

Es decir, que se verifi-an las ilmlluuones -iguientes:
3

1 = VTo<h de dnude 40 < V’ 1 u0UD << b0

y también 40 <L ‘\/ 76423 < H0.

En virtud de esto: para kallar la cifra de las decenas
de la raiz cibica, se evtrae la ratz cibica eniera de los
wmillares del nimero.

Restando de, 76423, el cubo de las decenas de la raiz,
qie es 64000, la diferencia, que es 12423, contendrd: el
triplo del cuadrado de las decenas por las wnidades de la
railz, el triplo de las decenas por el cuadrado de las wni-
duades, el enbo de las unidades, y si el niimero no es cubo
perfecto, el reslo de lu raiz. Como el triplo del enadrado
de las decenas por las unidades de la raiz es un nimero
exacto de centenas (301), tiene gne estar contenido en
las 124 centenas de 12423, Ahora, dividiendo, 124 cen-
tenas, por 48 centenas, que el es triplo del enadradode las
decenas de la raiz, el cociente serd la cifra de las unida-
des ¢ wn nibmero mayor, porque en las 124 centenas de
12423, puede haber centenas que hayan resultado del
triplo de las decenas por el cuadrado de las nnidades de
la raiz, del cubo de unidades y del resto, si le hay. Efec-
tuando la division de 124 entre 48, el cociente es 2, y
como puede ser mayor que la cifra de las unidades, te-
nemos que comprobarle: para esto se une da la cifra de
las decenas y se forma el nivmero 42: s¢ el cubo de este
nikmero se puede restar de 76423, lg cifra 2 es buena, i
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no serd grande y se vepelivd la comprobaciin, rebajin-
dola una wnidad. Bl cabo de 42 es 74038, y como este
nimero es menor que 76423, la cifra 2 es buena; efec-
tuando la substracoidn segin se indica & continuacidn,
el resto serd 2335:

76423 | 42
408..... 64
124:28 | 4800 = 3 . 40?
42%..... 740 88
23 35

307. Sea, N, un niimero y d, las decenas de su-raiz
cubica, se tendrd:
q

§ 3

YN >d4.20, ¥ VN < (d-+1)10,

y elevando al cubo,

N> d%. 1000, y N < (@ + 1 1000,
pero, por ser 1000 un millar, resulta que el nimero de
millares contenido en N, es igual 6 mayor que 4%,y
menor que (- 17, representandole por M, se tiene:

M"Sd"‘ y M<(d+1)"

y también «/M>d y V’M<d+1

Lego: las decenas de la raiz cibica de un nimero se
obtienen extrayendo la raiz cibica de los millares de dicho
nAMmero.

Representemos por #, las unidades de la raiz cibica
de N, y por R, el resto, si le huy, y se verifica;
N=@.104+upf 4+ R=

=d8.10)0+ 342 .100. % + 34 .10 . w2 4 u®
¥y si restamos, @% , 1000,

—d%.1000=2342.100. % + 84.10.%* + ¥ + R.

Ei nimero, 3d2.100 . u, es igual 4 3d? . u centenas;
sumudo con 3d . 10.%% 4+ #® 4+ R, puede coutener nue-
yus centenas y por cousiguiente un nim ro mayor que
34% u. de modn qne si designam ‘s por O, sl niimero de
centenas contenilas en, 3d®. 0.u + 34.10. u® + ¥?
+ R, s venifie ,

':} ’;d"‘ 14 y g v

et
Bud u .

Eutonces: o1 se extrae la raiz cibica de los millares de
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wn wikmero, y se dividen las cenlenas del resto por el tri-
plo del cuadrado de la raiz hallada, el cociente entero es
igual 6 mayor que lo cifra de las wnidadss de la raiz.

Para comprobarlo, se eleva al cubo, 4. 10 - u, si el
resultado se puede restar de N, la cifra, %, es buens; en
el caso contrario se la rebsja, de unidad en unidad, hasta
que se pueda hacer la sustracecidn.

308. Pasemos ya & la extraccidn de la raiz cibica de
un nimero mayor que 1000000: por ejemplo, hallar la
raiz cubica de 386671608,

Si suponemos la raiz cubica descompuesta en decenas
y unidades, las decenas se obtendran extrayendo la raiz
cubica de los 886671 millares del numero propuesto.
Pero el niimero, 386671, es mayor que 1000 y menor
que 1000000; por tanto su raiz ciubica se compondra de
decenas y unidades, que se determinarin como en el
ejemplo anterior.

La raiz cibica de 386671 es 72; por consiguiente, las
decenas de la raiz de 386671608 son 72: la diferencia
entre el eubo de 72 decenas y el ntumero 386671608 es
13423608; por consiguiente, dividiendo este nimero por
el triplo del cuadrado de 72 decenas, que es 15656200, se
obtendra el cociente, 8, que se comprobara escribiéndo-
le 4 la derecha de 72, formando el mimero, 728, y ele-
vandole al cubo: como el resultado es 8858283562, niime-
ro menor que el propuesto, la cifra, 8, es buena, la raiz
entera por defecto es 728 y el resto es 843256.

Las operaciones se disponen del modo signiente:

728
72 798
3866 716 08| 72° 72 5824
313 144 1456
43671 |147=3.7% 504 5096
373 248 5134 529984
13 4 23 6°08(15662 = 3 . 722 72 798
3858 28 3 52 110368 4239872
84325 Jh! 36288 1059968

373248 3709888
380828352 |
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De todo lo expuesto se deduce la siguiente:

Recra. Para extraer la raiz cibica de wn mimero ente-
70 con menor error de une wnidad , se le divide en seceio-
nes de wes cifras comenzando por la derccha, de suerle
que la witima seccion d sen la primera de la izquierda,
nuede tener una, dos o lres cifras. Se extrae la rats cibi-
ca de la primeva seccidn de la izquierda y se lendrd la
primera cifra de la raiz: el cubo de esta cifra se resta de
dicha seccvon y a la derecha del resto se baja la seccidn
siguiente ; del mibmero que se oblenga se separan las dos
cifras de la derecha, y lo que queda @ la tzquierda se di-
vide por el triplo del cvadrado de la raiz hallada; el eo-
ciente se une @ la primere cifra de lo rate y el wimero
que se forme se eleva al cubo, y si el resultado se puede
restar del mbmero formado por las dos primeras secciones
de I izquierda, el cociente sera la segunda cifra de la
radz y se escribird a la derecha de la primera; si el cubo
Jormado no se puede restar de las dos primeras secciones
de ln izquierda , se rebaja el cociente, de unidad en uni-
dad, hasta gue dicha substraccion sea posible. Despuds de
restar el cwbo del nimero formado por las dos primeras
cifras de la raiz de las dos primeras secciones de la 1z
quierdan, @ lo devecha del resto se baja la seceion siguien-
le, se separan las dos cifras de la derecha y lo gue queda
@ la tzquierda se divide por ¢l triplo del cuadrado del wi-
mero formado por las dos cifras halladas de la vaiz; el
cogienle serd lu lercera cifra de la raiz, 6 va ndmero ma-
yor y se comprobara como anleriormente Se continuard
del mismo modo haste bajar la wltima seccidn, que dara
la wltima cifra de la raiz y el resto de la operacion, si el
wibmero no es cubo perfecto,

309. Cuaundo un dividendo no contenga al divisor co-
rrespondiente, la cifra de la raiz es cero y se pasard 4
determinar la cifra signiente, considerando este dividen-
do como un resto.

E ndmero de cifras da la ra‘z es 1ignal al ndmsro de
seccioues, luegu sera el fereio 6 el lercio mas wna , que
Jas que tenga el namero.

310. 5% un nimero se descompone en factores primos,
y los exponentes de dichos faclores son todos mulliplos de
3, el nimero lendrd raly ciibicq exacla y no la lendrg en
el caso contraria.



— 151 —

Cuando los exponentes de los faclores primos son wmiil-
tiplos de 3, la raiz citbica es el producto de los fuclores
con exponzules iguales d la tercera parle de los que tienen
en el nimero,

i

Asi: Vgs 36 p8—2.32,5.

Il. Raiz cibica de un nimero con menor error de una unidad
fraccionaria dada.

311. Hallar la raiz cidbica de uwn nmero eutern,

1 o 1
Jraceionario o inconmensurable, con menor error de —,
n

es hallar el mayor nimero de n-ésimos conlenidos en
s ratz cubica.

Asi, si designamos por J\, un niimero cunalquiera (en-
tero, fraceionario ¢ inconmensurable) y por 2, el mayor
niimero de n-ésimos contenidos en su raiz cibica, se debe
verificar: %—{ ‘/i“,\T H.r_:}: : , elevando al cubo los

a7t o 6
tres miembros, ﬁ LN i ;
et n®
por #® resultard: 2% << V.2® <(z-+ 1P, de donde
se deduce que, 2% es el mayor cubo entero contenido en
N .#3 y, por consiguiente, 2, la raiz ciibica de la parte
entera de V. 28 (293).

Lmego: para ertraer la raiz eibica de ua wibmero N,

entero, fraceionario ¢ inconmensurable, con menor error

multiplicando

1 y
de 1 S exlrae la raiz chbica entera de la parte entera
del producto N .18 y se divide el resultado por n.
Eremero: Hallar la raiz eubica de 5 con menos de
—- de error,
12

El cubo de 12 es 1728; Inego tendremos que hallar la
A 1 W 8>< 1728
raiz cubica entera de la parte entera de, —— =
b8 4 e 5
=— 103{:?. La raiz etibica entera de 1036, es 10;
5) 5 At
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10 3 1
luego — es la raiz ciibica de — , con menos error de —
12 5] e

312, Si se pide la vaiz cibica con un error menor gue
ll,!};‘ , 8¢ lendra que multiplicar el numero por 109", en-
(raer lu raiz cubico entera, de la parie entera, del pro-
ducio y separar n cifiras decimales en la raiz.

Ejenrros:

1. Hallar, con menos de (0,001 de error la raiz cubi-
ca del numero inconmensurable, = = 3,141592663589.....

Corriendo la coma nneve Ingares a Ia derecha resulta
el niimero, 3141592653.589. ... y extrayendo la raiz cu-
bica de lu parte entera se obtiene 1464: lnego 1,464 es la
raiz cibica pedida, con menos error de 0,001.

2.° Hallar la raiz cibica de 2, con menos error de
0,0001. Se multiplica 2 por la nnidad seguida de 12 ceros,
se halla la raiz ciibica del producto, y se separan 4 de=
cimales. El resultado es 1,2599.

318, La raiz cubica de un quebrado es igual ¢ la raiz
cithica del numerador paréide por la raiz cibice del deno-
minador.

Es un easo particular del teorema num. 276.

3 — 3 ‘

A/
Aﬂf: \/—a— e —.ﬁ
b 0
v

314, Para que un quebrado irreducible lenga raiz ci-
bica exacla, se necesila que sv numerador y su denomina-
dor sean cubos peﬁ;feclas (24(5 )

: 3
512 V5Io

315. En particular: Pare que una fraccion decimal
lenga raiz cibica evacta, se necesita y basta que el mime-
ro de cifras decimales sea miiltiplo de lres y que, prescin-
diendo de la coma, el nimero que resulle sea cuba perfecto,

8 Wwadah il
Asi: v 34,3281206 = 3,25.
Porqne el uumarador, 3-&3’81&) y el denominador,
1000000, son cubos perfectos,

L

e g _!_3: =
Asf: ‘\/120 : e



SECCION SEGUNDA

Comparacién aritmetica

CAPITULO PRIMERO

Las razones geométricas.

316. La comparacidn de dos nimeros se puede hacer
por diferencia, por cociente y por raiz.
Razdn de dos wimeros es el resultado de su comparacion
por diferencia, por coctenle d por raiz. Si los nimeros
; . e
son, @ y 4, la razon podra ser: ¢ — b: 3— G AT

La razdén por diferencia recibe el nombre de griimeéti-
ca, y la razon por cociente, de gesmdirica.

Solo nos ocuparemos en las razones geomeétricas, por
ser las ninicas que tienen importancia por sus apli-
caciones.

317. La razon geométrica tiene la forma de un que-
brado 6 cociente indicado, en que el numerador 6 divi-
dendo se llama antecedente, el demominador ¢ divisor,
consecuente, y ambos juntos, rminos de lg razdén. Se es-

: = a ,
cribe bajo una de las formas 3 ba:b,y selee: aes geo-

métricamente ¢ b, 6 simplemente, @ s @ 6.

Aungue las razones geométricas tienen la misma for-
ma que Jas fracciones 6 cocientes, son expresiones mu-
cho més generales, porque sus términos pueden ser
enteros, fraccionarios 6 inconmensurables. Por consi-
guiente, aunque tienen las mismas propiedades que las
fraceiones, se necesita demostrar nuevamente, cuando
menos, las fundamentales, porque los razonamientos que
haeiamos en la teoria de los quebrados suponian que los
términos de las fracciones eran enteros,
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318. Si designamos por ¢, el valor de la razdn, ;, de

) " 4
la mualdad,% = g, se’deduce, segiin la definicién de la

razén, @ = by, es decir: el antecedente es igual al producto
del consecuente por la razin.

319, Una razén no varia, si se muwltiplican o dividen
sus dos términos por un nimero cualguiera.

_ . @
Sea la razin, 3 =0 de donde se deduce:
4

v = byg.
Si muoltiplicamos por un ndmero cualquiera, n, los
dos miembros de esta igualdad, resulta:
an = bng,
y dividiendo ambos miembros por u,
e o
. L b

Si en vez de multiplicar, dividimos por « la igualdad,
t=1bg, resultard: a:n=(b:n)yq
a:n i
bin =3

/e

de donde,

En virtud de esto, las razones geométricas se pueden
simplificar y se pueden redueir al wismo consecuente
(denominador) como las fracciones (7).

320. (Cuando dos o mdas razones lienen el mismo ¢on-
secuente se suman y restan como las fracciones.

’

@
Sean las razones, i L 7’y de donde,

a===>by, y @' = by,
sumando miembro 4 miembro,
e+ a' =5+ ¢

y dividiendo ambos miembros por 4,

(*) Como se han demostrado estas propiadades se puede demostrar que:
Si el antecedente de una razin se multipliea 6 riividufnr un nimero cual-
quiera, la razén queda maltiplicada @ dividida por dicho nimero. Si el
sonseciiente de una razfin se multiplica 6 divide por un niimero cuslguiera,
la razén queda dividida multiplicada por dicho nimers. Los alumnpos pue-
den bacer las demostraciones, como ejercieios. ;

~

- i L
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@+ a
TE —gt e =7+ 5
Del mismo modo se demuestra el t.eorema. de la subs-
traceion,
321. B producto de dos 6 mas razones es igual ¢ In
razon del producto de Jas .rmteccdm{ev a los consecuentes.
w @ t

Sean las razones, - = ¢, = ¢", tendremos:

, q ? &»
e=10by, @ =6;, a =g,
multiplicando miembro & miembro, resulta:
av'a’ = WW'Vqq'q’,
y dividiendo por 45°3",
an'a’ . @« & @
e = .
e (e it o et
Del mismo modo se dernusm arin para mayor uimero
de razones,
322, Dos razones son inversas cuando el antecedente

"

o
de ciwda wna es consecuente en la olra. ASI,E y —,son
h

dos razoues inversas.
Bl producto de dos razones inversas es la wnidad.

@ b ab
En efecto; 3>< ——’—-—1
(1] Ll

323. Puara elevar una razin d wna potencia, se elevan
sus dos téminos a dicha potencia.
Es un caso particnlar del teorema nim. 321. Asi:

; a n {;H
b =5
324,  Para dividir dos razones se multiplica la vazdn

drvidendo por la inverse del dwuor, d también se divi-
den término a término.

.

: @ a -
Si tenemos, 3 By 7= 7,
de donde, a=0by, ya =byg

multipliecando el primer mlemblo de In primera iganl-
dad por el segund> de iw segunda, y el segundo de la
primera por el primero de la segnnda, resulta:

) ab'y’ = a'dy,
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y dividiendo ambos miembros por a'dy’,
e g k@

By b
_a_li' ___czla' 2’y wca
ab ab:al b b
al’ a a e e T e
—=— 11— 82 tendra: —i—=—-7".
a'h b b b b

_3‘25. Para extraer una raiz de una razdn, se extiae
Ticha raiz de sus dos términos.

Ks decir, que tendremos: A\/-j- = .

vy

porque las potencias de grado 7 de los dos miembros
son iguales,

También se tiene (319):

5 bien por ser,

CAPITULO II

Las proporciones geomeétricas.

326.  Proporcion geométrica es la igualdad de dos ra-
20068 Geometricas.

La proporecién geométrica se llama simplemente pro-
porcidn.

Se escribe la proporcién bajo una de las dos formas,

%:%, 0 wibiticd,

nosotros adoptaremos la primera por ser mas comoda.
La proporeidn anterior se les, ¢, partido por 4, igual &
¢, partido 4, 6 mejor, @, es & &, como ¢, es a 4

El primero y el tercer término se llaman enlecedentes;
el segundo y cuarto, consecuenles, por serlo asi en las
razones que forman la proporeién. El primero y ultimo
término se llaman ex/remos, y el seguudo y tercero, me-
dios. Uno cualquiera de los cuatro se llama cuarta pro-
porcional entre les otros tres términos.

327. TEOREMA FUNDAMENTAL, — Hn foda proporcion
el producto de los extremos es igual al producto de los
anedios,



o 4 ¢ ' ; i

Sea la proporcion, g rednciendo al mismo
ad  be )

consecuente, I g, YoOme las razones son igua-

iguales y sus consecuentes también lo son, se tiene que
verificar, ad = be.

En virtud de esta propiedad se puede hallar un tér-

mino cualquiera de una proporciéon cuando se conocen
los otros tres.

Dividiendo por @ los dos miembros de la igualdad
: : be :
anterior, se tiene: d=7 . Linego un exlremo es igual

al producto de los medios partido por el otro extremo.
Dividiendo por 4 los dos miembros de dicha igualdad,

se tiede: ¢ = a—f% . Luego un medio es igual al producto

de los extremos partido por el olro medio.

Eiempro: 4 o 7
( 2 ) T 2
b
= (E 4 7

Se tendrd: z= i =5=10"

328. Recieroco del teorema fundamental. Si e pro-
ducto de dos niimeros es igual al producto de olros dos,
con los cualro se puede formar una proporeion, tomando
por evlremos los factores de uno de los productos, y por
medios los del olro

Si tenem:s, @d=be, dividi ndo por &4 (un fae-
tor de eada prodicto), los dos miembros de la 1gualdad,

ad  be
bd  bd’
. a 8
factor comiin de los dos términos, T

329 En virtud de estas p opiedades, nua proporeién
se paede eseribir de odos los wodes gque no alteren la
iguaidad de los productos de me ios extrem:s. Lnego
se puede cambiar entre si los medios, d los extremos, y

resulta, y suprimicndo en cada razdn el
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poner los medios por exlremos y los extremos por medios.
Resulta de esto, que una  proporeién se puede escribir
de los ocko modos signientes:

¢ a b d

H&RI

¢
b
a

3. Sidos prnpmwnnev tienen una razon comin con
las otras dos, se puede ‘ormar une proporcion

S a ¢ a e d
cal lus propoiciones: —=—— —— = 08
I p 5 d 1 y! b f 1
cosas iguales 4 nna tercera son iguales euntre si, luego,
€ é
gt

331. 8¢ dos proporciones tienen iguales antecedentes,
d iguales consecuentes, con los olros cualro términos se
puede formar proporeion.

S las proporciones o ) & £

Sean clon e ———,
prog 1 ) d ¥ 3 7

cambiando de lugar los medios (329),

a (/] @ e s 1/ e

Piari s ;—::7 , dedonde (330), — -_-? )

332. B toda proporciom, la suma 6 diferencia de los
antecedentes, es @ la suma 6 diferevcia de los consecuen—
tes, como un anlecedente, es @ su consecuente,

Bliser Eassocis @ ¢

ea la proporcin, —=-—,

Si llamamos ¢ al valor de la razdn, tendremos (318):
6=0q, ¥, c=4dg, sumando y restando ordenada-
mente, ¢ +¢c=( +d)g, y, @ —ec=(0— d)g,divi-
diendo la primera porg + d, y la segnnda por & —d,

g+c & &—C @
$¥d - F L b—d TR
1o Gt i el at+e a—c¢
de éstas u ambién, —— ——— Y
SLAS Tes a mbi y r’J+(Z 5__[[1 y cam
c b+d
biando entre si los medios, ﬁ—— — —+—
P I T
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E1 enunciado de esta tltima proporcién es: La suma
de los antecedentes, es @ sw diferencia, como lo swma de
los consecuentes es a su diferencia.

338. A loda proporcion, la suma d diferencia de los
términes de la primera razon, es ¢ lo suma o diflerencia
de los de la segundn, como wn anlecedente es & olro, ¢ co-
mo un consecuente, es a olro.

. =7 @ ¢ . y
Sea la proporcion, e mbiundo entre i los
a
. o 0/ -
medios, se tendia — = 7 y en virtud de teorema
A
S b ea—b @ b

el 8
a.utenor,c_l_d e d T e @ L d
e 6 LRk d. de donde: La
b e—d

suma d: los lérminos de la primera razon. es a su dife-
rencia, como la swma dz los (érminos de la sequnda razon,
es & sw diferencia

334, 8U se multiplican término d (érmino varias pro-
poreiones, los productos forman una proporciin.

’ " "

g | =3 @ ¢ a g '
Dean las proporciones, 5 = g‘i 3 Z—,' —= ?d_” ‘E ?
Maualtiplicando miembro 4 miembro resulta,

@ a a ¢ ¢ ¢

s i Restl o L
ea’'a”  e¢d ¢
WOV ddd’

88D, S7 los cuatlro términos de una proporcidn se ele-

van & una misma potencia, los reswllados forman pro-
poreion

También =e obtiene:

y efectuando segrin la regla (321),

a ¢
e o ¢
Elevando los dos miembros 4 la potencia ,
@ " A7 n 4 : Q" c!l
(?) o (E) de donde (323), ~—=".
336. 80 se dividen (érmino & (érmino dos propoveio-
nes, los cocienles forman proporcidi.

Sea la proporeidn,
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»

a ¢ it ¢
Bl Bt a8 e
Dividiendo miembro 4 miembro resulta,

a ¢ g e

AR AR

ane & e
fectuando segtin la regla (324) ——— =
y etectnando segun la regla ( ) I Vad
337. Si de los cualro términos de wuna proporeion se
extrae la misma raiz, los resultados forman proporeion.

p e ¢
Sea la proporcion, 7 =g

Extrayendo de los dos miembros la raiz del grado #,
o T
Vi-va.
v oa Ve

y efectuando segin la regla (325), ——— —
Vb vd
388. Se llama proporcién continua la que tiene los

1erminos medios iguales.

Asi: % = -b—, es una proporcién continua,
¢

El teorema fundamental, (327), en la proporcién
continua es: el cuadrado del término medio es igual al
producto de los extremos. Puesto que el producto de los
medios es un cundrado, tendremos, pnes. ¥ =uac, y

Sean las proporciones;

I

extrayendo ln raiz cuadrada, &= ‘Va,g, Ilnego, el
término medio es igual 4 la raiz cuadrada del producto
de los extremos.

Lios términos desiguales, @ 6 ¢, se llaman lerceras pro-
porcionales entre b y ¢, 6 entre § y a; y el término, 4,
media proporcional enire @ y ¢.

389. Por extensidn, se llamn media proporcional 6
medin geomélrica entre n cautidades 6 utimeros, la raiz
n-4sime de su produeto.

Se llama media diferencial 6 media aritmética entre n
cantidades ¢ niimeros, la n-édsima parte de sn suma.
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Asi, la media diferencial entre los niimeros, 7,4; 12,05
8,04: 6,12, es,

74 + 12,0 14612 8361

fass 2 ’0):8’0—+ i ~=8,4025.

Las medias aritméticas Lienen muchas aplicaciones en
las ciencias fisicas y sociales.

SERIES DE RAZONES IGUALES

340, Se llama serie de razones iguales la expresion de
la igualdad de tres 6 més razones.

Ast: i a a

& - }l,’ — oo z’“ T
Razon de la serie es el valor comiun de todas las
TAzZONES, !
341. BEu toda s rie de razones ignales: Iz sumna de

los antevedentes, es @ ln de los- consecuenles, como un -
lecedente, es 4 su consecuenle

Sea la serie de razones ignales,

y sea, ¢, el valor de la razén, tendremos:
a=1bg, a'=2084, ¢ =8¢n

sumando miembro & miembro,

e+ @ 40 F =GV 8+ s
y dividiendo por 444"+ 4"+ ... los dos miembros,
at+a~+a + ... @ a’

== = = = = == i
T R ST @

342. ProsuemA.  Dividir un wdmero, A, en parles
proporcionales & otros mimeros dados, a, b y c.

Sean, #, 7, 2. las tres partes desconocidas en que se
ha de dividir el niimerc 4.

Por ser proporcionales a4 @, 4 y ¢, se debe tener:

@y

| &



@« b ¢ e+t

b ¢ =E-b +c
De las proporciones formadas por la tltima razon y
cada una de las otras, se deduce (327),

x—ax—f— -:—6><-——A-—
T Tadte! v atb+e'
A
At

_ Estos resultados se pueden enunciar en la siguiente:
" RuarA. Para dividirv un nikmero, A, en partes propor-
cionales @ olros varios a, b, c.... se vivide el nimero A
207 la suma de los mimeros a, b, c..... @ los cuales han de
ser proporeionales las partes de A |, y el cociente oblenido
se mulliplica por cada uno de dichos nitmeros. Los pro-
duetos son lus partes del wimero A | que nos proponemos
hallar (¥).

[*‘] Debe observarge que este método no exige mad qué una division y
si i las partes @, y, = les diéramos la forma,
a ]
“l-‘:Jle, y=4aXx m-..u..

la regla resultaria de més fécil enunciado, pero de més difieil aplicaciing
porque las divisiones serian tantas como partes debe contener el nimero 4.




SEGUNDA PARTE

APLICACIONES DE LA ARITMETICA

CAPITULO PRIMERO

Numeracion y propiedades de los concretos.

343. Hemos dicho (3) que ndmero concreto es el que
expresa lo naturalesa de lo unidad generatriz. Asi:
3 arrobas, 7 litros, ete,, son niimeros concretos.

Lios concretos son Aomogéness cnando expresan uni=
dades de la misma naturaleza, por ejemplo: 6 varas,
12 varas, 9 pulgadas, ele.; son Aelerogéneos cuando ex-
presan unidades de distinta naturaleza, por ejemplo:
4 pesetas, 3 arrobas, 2 tinteros, ete.

La unidad se impone en los ntimeros concretos cuan-
do estdn formados por una pluralidad de objetos ignales
(5), si estos objetos no se pueden descomponer en partes
sin destruirlos, pero en general la magnitud que se trata
de medir es confinua y se puede elegir arbitrariamente
la wnidad 6 taldn que ha de servir para todas las del
mismo género. Ademds de la unidad principal dentro de
cada género se consideran otras que sean multiplos y
submatitiplos suyos, para evitar la formacion de niimeros
muy grandes 6 excesivamente pequeifios, porque en uno
y otro caso serfa dificil formarse 1dea exacta de la can-
tidad medida, y ademds las operaciones del calculo serian
mas complicadas.

Dentro de un mismo género, también adquirimos la
nocion de las unidades de distinto modo, segiin es su ta-
mafio. Asi: nos formamos idea de lo que es un kiléme-
tro, recorriéndole & pie en nuna carretera, y de un
decimetro 6 centimetro, mirando una escala que conten-
ga estas medidas.

344. Las principales cantidades que se consideran
en la Aritmética son los géneros siguientes: de longi-
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tud, de superficie, de volumen, de peso, de tiempo y de
dinera. (*)

E1 eonjunto ordenado de unidades relativas G estos gé-
neros de cantidades se llama, sistema de pesas, medidas,
monedas y cronomelrico.

345. Fara reconocer como bueno nn sistema de pe-
sas, medidas y monedas, debe llenar varias condiciones:

1.% Debe ser fijo, para que no se introdnzean erro-
res con el trancurso del tiempo, que influirfan no sélo
en las transacciones comerciales, sino que impedirian
formarse una idea de la exactitnd de nuestros trabajos
cientificos 4 las generaciones futuras, como no nos la
formamos nosotros, de muchos llevados a cabo por las
generaciones pasadas. :

22 Deben velacionarse los mulliplos y submibtiplos
de la unidad principal, como se relacionan los diversos
ordenes de unidades en nnestro sistema de numerscién;
con esto conseguiremos la brevedad en lus operaciones
numéricas.

3.*  Deben relacionarse de una manera sencilla las
unidades de diversos géneros que comprende, con lo cual
se simplifican los edlenlos en muchos problemas de las
Mateméticas ¢ sus aplicaciones.

4.% Debe ser, si es posible, universal, con lo enal se
facilitaran las transacciones comerciales dentro de cada
Estado y aun entre todas las Naciones.

El sistema métrico decimal, cumple mejor que ningu-
no las condiciones anteriores.

El antiguo sistema de pesas y medidas de Castilla, no
cumple las condiciones enunciadas arriba; porque los
talones no son fijos; ni los miiltiplos y submiiltiplos de

(*‘1) Los fisicos han estudiarde el problema de reducir al menor nimero
posible las unidades fundamentales que sirven para valuar todo género de
magnitudes, midiendo directamente las de los géneros de unidades elagi-
das é indirectamente las demds. Hoy se puede considerar el problemsa easi
resuelto, adoptando tres unidades prineipales y primitivas que son la de
tongitud, la de tiempo y la de masa; pera podrinn adoptarse la de lenginid,
la de tigmpo ¥ a de fuerza, 6 las dos primeras y la de encrgio.

Nogotros censideramos como unidades fundamentales la de longitud, la
de tiempo v la de masa: Uasmaremos 4 Ia unidad de mase, unidad de jpeso,
porque usi se hace generalmente eonfundiendo la masa con el peso, ¥ sobre
todo porque es mis clara para los alumnos que no tienen conocimientos de
Mecaniea. La unidad monetaria sirve para establecer el valor convencional
de las cosas.

L AR
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las unidades principales guardan relacién con Jos érde-
nes de unidades del sistema de numeracion; ni se pue-
den relacionar uunidades de diversos géneros con niime-
ros sencillos, ni es universal, sino 4 lo sumo nacional,

a) SISTEMA METRICO DECIMAL

546,  En el sistema métrico decimal, la unidad priu-
cipal de longitud se llama melro y es la diczmillondsimn
parte del cuadrante del meridinuo que pasa por Paris,
suponiendo la medicion hecha al nivel del mar. Se de-
signa abreviadamente por el simbolo m.

Lia definicion del metro no es exacta, porque el cuarto
del meridiano terrestre es mayor que diez millones de
metros: segiin Clarke, tiene 10001869 metros; este ni-
mero se rectificara con el tiempo, pues las dos tiltimas y
(uizas las tres cifras de la derecha son inexactas.

Pero aunque no sea exacta, la han tomado como pun-
to de partida para la eoustruoceién de los metros proto-
tipos, la Comisién internacional de Pesas y Medidas,
auxilisda por el Comité ejecutivo, que presidia el gene-
ral Zbane:.

El metro que ha servido de Agse al sistema métrico
pertenece & Francia, es el prototipo llamado de los-A7r-
chivos; consiste en una regla de platino cuya longitud, de
extremo 4 extremo, se creyd igual 4 la diezmillonésima
parte del cnadrante de meridiano. En su determinacién
tomaron parfe muchos sabios, principalmente Delam-
bre, Mechain y Borde; y eutre los espaioles Ciscar.

Se hizo la entrega oficial de este metro el 4 de mesi-
dor del afio VII de la Republica (22 de Junio de 1799)

Desde 1870, en que se organizo la Oficina internacio-
de Pesas y Mediduas, hasta 1889, en que han terminado
las principales operaciones relativas al mefro y al kilo-
gramo, se han llevado a4 cabo muchos trabajos en que
los mas importantes, por relacion al metro, han sido
construir 30 reglas de platino eon un 10 por 100 de
iridio, cuya seccidn tranversal tiene la forma aproxi-
mada de una X, y cuya longitud es unos 102 centime-
tros: estas reglas tienen cerca de cada extremo ires pe-
quefios trazos, muy proximos entre si 4 medio milime-
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tro de distancia, y la longitud del metro la distancia
entre los dos trazos centrales.

De las treinta reglas se eligid para taldu prototipo in-
ternacional la sefialada con el mimero 6, cuya longitud
se aproximaba mds al metro de los Archivos; en todos
los documentos de la Oficiva internacional de Pesas y

Medidas, se le designa con la letra gotica nt.

Su longitud de esta regla 4 cero grados es un metro,
y designando por la letra griega, p, la millonésima de
metro y por, ¢, una temperatura cualguiera la longitud,
a esta temperatura, es!

= 1™ + 8,661 ¢ + Op, 001 £ .

En septiembre de 1889 se celebrd en Paris una confe-
rencia general de la Convencion internacional del Metro
(presidida por M. Des Clloizeaux y en la que represento
a Kspafia el general fléfiez), en cuya conferencia se
aprobaron los trabajos que durante veinte afios se habian
llevado 4 feliz término, y se hizo el sorteo de los talones
prototipos en platino 1r1d1a.do, adjudicandose 4 cada Na-
cion los que habia comprado. Se acordd qne los prototi-
pos internacionales se depositasen en la cueva profunda
del Observatorio de Brefenil, con todas lasformalidades y
precauciones que merecia el inmenso valor de las alhajas
que se depositaban y de cuya cnstodia se hacia Francia
responsable, y se ley¢ el acta levantada con este motivo
en la ultima sesion de la conferencia, el dia 28 de sep-
tiembre,

Como resultado del sorteo, le correspondieron 4 Espa-
fia dos metros prototipos, en platino iridiado, sefialados
con los numeros 17 y 24.

La expresion de la longitud de esios metros 4 la tem-
peratura {, es:

Talén nim, 17 = 1" 4 0p-,9 - 8#,653 ¢ - 01,001 £,

Talon nim. 24 = 1™ - 1,8 - 8,670 ¢ 4 01,001 ¢2 .

La unidad prineipal de las medidas de peso 6 pesas,
se llama kilogramo; es el peco del agua destilada a 4 gra-
dos centigrados, que puede conlener un cubo cuya arista
es la décima parte de un metro: se designa con el sim-
bolo, %g.

Tampoco esta definicién es exacta, porque segiin trg-
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bajos hechos por la Comision internacional de Pesas y
Medidas, se ha visto que es errdnea probablemente 2
diezmilésimus de kilogramo.

Cuando se construyé el kilogramo prototipo de los
Archivos, hace ya mas de un siglo, se advertia que el
peso del agua se habia de reducir al vacio, y nada se ad-
vertia respecto de la latitud, y como el peso varia con la
latitud, es prueba de que le consideraron como igunal 4
la masa. '

La Comision internacional, define el kilogramo di-
ciendo que es la unidad de mase y ha adoptado como
prototipo internacional un kilogramo de platino iridia-
do que pesa exactamente igual que el de los Archivos.

Ademds del citado construyo otros 40 también de
platino con 10 por 100 de iridio, que tienen la forma de
un cilindro de igual altura que el diametro de la base
y cuyas aristas estan ligeramente redondeadas.

El prototipo internacional se designa con la letra go-

tica fi, y estd depositado con el metro en el Observato-
rio de Brelewil y los prototipos nacionales se sortearon
cuando los metros y 4 Espaila le correspondieron los
que llevan los ndmeros 3 y 24.

"Designando por myg, la millonésimas parte del kilo-
" gramo (el miligramo) los pesos de los prototipos ¢ talo-
nes espafioles son:

Talén nim. 3= k& — QW& 021,
Taldn niam. 24 = k& — (e 191,

La unidad prineipal de las medidas superficiales es ol
metro cuadrado, © sea, un cuadrado cuyo lado s nn me-
{ro; se designa por el simbolo, m? .

La unidad principal de las medidas de volumen es el
melro cubico, © sea, un cubo cuyo lado es wn melro: se
designa por el simbolo »* (*). :
 La umidad principal de las medidas de capacidad es
el litro, 6 sea, ln capacidad de wn cubo que lenga por
arista lu décima parie del melro: se designa por el sim-
bolo, £,

(¥) Cubo es el sspacio cerrado por seis cvundrados iguales que sa'lla-
waun earas; los lados de los cuadrados s llaman eristas. Un dado de jugar
tiene la forma de un cubo, s
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A peticion de M. Brock, la Comision internacional ha
adoptado una nueva definicién del litro, diciendo que e«
el volumen ocupado por la masa de wn hilogramo de agua
pura @ su densided mazima y bajo la presion de una
almds fera normal.

Este litro serd la unidad de volumen en los trabajos
de gran precision, segiin acuerdo de la Conferencia ce-
lebrada por la Comision el 16 de Octubre de 1901. En
todos los demds casos la unidad de volumen sera el me-
tro cubico.

La unidad principal para medir el tiempo es el din
solar medio, que es aprozimadamente el tiempo transcu—
rrido entre dos pasos del sol por el meridiano 6 lo que
tarda la tierra en verificar wna rolacidn completa alre-
dedor de su eje (%),

La unidad principal monetaria es la peseta, moneda
de plata que pesa D gramos.

347. Las unidades de cada género en el sistema mé-
trico decimal se derivan de la unidad principal, multi-
plicandola y dividiéndola por diez. Lios nombres de los
miiltiplos de la nnidad principal en cada género de uni-
dades se forman anteponiendo al nombre de dicha uni-
dad principal (**) las palabras griegas deca , hecto . kilo
y miria, que significan diez, ciento, mil y diez mil. Se
designan por las abreviaturas (***)

da. h, k. M.

(*) La definicién del texto no es exacta, porgue ol tiempo transcurrido
entre dos pasos del sol por el meridinno es el dia solor verdadero, que no
puede servar de unidad por no ser medida fija. La definieién del dia solar
medin se puede referir al asio irdpico 6 al dia sideral Los alumuos que quie-
ran adyuirir conosimientos sobre este asunto pueden consultar alguna obra
de Geografia astronbmica 6 Cosmogralin: aqui nos limitaremos 4 decir que
el aiio tripico es el intarvalo de tiempo transenrrido entre dos equinocios,
que en su determinacion se comete un error inferior 4 un minuto y eomo
se tienen observaciones aceptables desde Face mas de un siglo, este error
dividido por 100 es despreciable. ‘

El afio trépico so compone de 365,212256 dias solaves medios, & sen de 365
dias solares medios, 5 horas, 48 minutos, 50,918 segundos.

(*¥) Los nombres de los mdaltiplos y submiltiplos de las unidades de
peso g8 derivan del gramo y no del kilogramo, que es la unidad principal,

(**%) La Comisgién internncional adopts, solu letras mindsculas, y para
distinguir deei, de deca, designd esta (ltima con las letras, da. Para la pa-
labra miria, no adoptd abreviatnra, ¥ para tonelada méirica ¥ guintal iné-
;rico. las letras, ¢, y ¢, v ademés las letras griegas que citamos mas ade-
anle. -
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Los nombres de los submniltiplos 6 divisores de la uni-
dad prineipal, se forman anteponiendo las palabras deci,
centi, mili, que significan dédcima , cenlédsima y milésin o
parte, se designan por los simbolos,

d. c.m.
348. Las uvNipADES DE LoNGITUD SoN (F):
® Megdametro (Meg, m) = 1000000 m = 1000 km | Asbronomin,
ﬁg Miridmetro (Mm) = 10000 = 10 km Ciwoprra fin.
=< Kilometro (km) = 1000 == 10 hm | Med. linerariu.
g f Hectémetro (hm) 100 = 10 dam | Artilleria,
=| Decémetro (dam) = 10 = Wm ) Agrimensuri.
Unidad prineipal:  metro (m) =10 dm g
decimetro (dm) = 0.l = 10.em ‘ el
| centimetro (¢m) = o« {40 = 10 mm ] lI.‘t.ld‘_'m:“u'
2\ milimetro (mm) = 0,001 =~ 1000 AR
g | Maetrologia.
?_-,( mierin () = 0, 000001 = 1000 m u, ‘ Espeelroscopia,
& Migroscopio.
mili-micron (1) = 0., 000000001

349. Si, ABCD (Fig. 1.%), representa un me(ro cud-
drado y dividimos los lados en 10 partes iguales, cada
parte representara un decimetro. Uniendo ahora los
puntos de divisién de los lados opuestos, AD y BC, por

Fig. 1.2

A B
medio de !as rectas indicadas en la figura queda dividi-
do, el metro cuadrado, en 10 fajas de wn melro de largas
y un decimelro de allas: si después se unen los puntos

(*) Las necesidades de la ciencia han inotivado la adopei6n de mil-
Liplos ¥ sub mﬂhi_plas superiores al miriametro é inforiores al milimetro,
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de division de los ofros dos lados, AB y CD, cada faja
(ueda dividida en 10 decimetros cuczdmdas. De suerte
que el mefro quedard dividido en 10 >10= 100 decime-
tros cuadrados.

Igualmente se verifica que cualquiera unidad superfi-
cial tiene 100 unidades del orden inmediato inferior.

LiAs UNIDADES SUPERFICIALES SON:

4 | Miridmetro cuadrado (Mm2) = 100000000 m2 = 100 km=

'E. b Kilémetro cuadrado (hme) = 1000000 = 100 fime

5 | Heotbmetro cuadrado (hm2) = 10000 = 100 dam® = 1 hn
= | Decametro cuadrado (dam?2) — 100 =10 me =1la
Unidad principal: metre ecnadrado = 1 = 100 dme =1 ca
3 ‘ Decimetro cuadrado (dme) = 0,01 = 100 em2

% Cantimetro cuadrado (ecm2) = 0,0001 = 100 mm2

& l Milimetro cuadrado (mm2) = 0,000001

350. Bl decdmetro cuadrado también se llama drev
y se designa por la letra, ¢: el hectémetro cnadrado so
llama entonces hecldaren, (ha), y el metro cuadrado cen-
tidrea , se designa por, (ca).

Estas unidades se emplean en la medicién de las
areas de las propiedades rusticas, por lo cual se llaman
ayrarias.

351, Bi, ABCDEZ (Fig. 2.%), represenla un wmelro cii-

Kig, 2.8

G

= 4
bico y la cara superior, ABCD, que serd un melro cua—
qrado, se divide en 100 degémetros cuadrados y para cada,
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ano se construye un cubo cuya arista sea un decimelro,
resultard una capa que contendra 100 decimetros cibicos.
Si, AE, se divide en 10 partes iguales, eada una sera de
un decimelro y resulta que separada la primera capa de
decimetros cibicos, con lo que resta del metro cibico,
se podrian counstruir otras 9, iguales & ella: por lo cual
el metro cibico contiene, 100 >< 10 = 1000, decimelros
cubicos.

Igualmente se verifica que cualquiera unidad ciibica
contiene 1000 unidades del orden inferior inmediato (¥).

LiAs UNIDADES CUBICAS soN: (F%)

Unidad prineipal: melro eiibico (md) = 1000 dm?
Decimelro cubico (dm®) = 0,000 m? = 1000 ey

Divisores. § Cenlimebro cibico (em®) = 0,000001 = 1000 num?
Milimetro etibico (mmb) = 0,000000001

352, LAS UNIDADES DE CAPACIDAD SON:

, Kilolitro (kl) = 1000 { =l = e
Multiplos. ¢ Hectolilro (h) = 100 = 10 dal
Decalilro (dal) = 10 =101
Unidad principal: litro (/) = 10.dt =Aidod
Decilitro (dfy = 0,1 = 10 ¢l
Gt Centilitro (el) = 0,01 = 10 mil
Divisores. { Nriilitvo (ml) — 0,004 — 1000 % =1 cm?
Microlitro (A) = 0,000001 = 1 nm?
303, Lias uNmADEs DE PESO soN: (*FY)
Toneladn métrica (§) = 1000 Ly = 104
Quintal méleico (y) = 100 = 100 ky
Multiplos, ¢ Kilogramao (%) = 1000 ¢ = 10 hy
2 Heclogramao (feg) = 100 = 10 dery
Decagramo (dag) =" 10 =10 g
Unidad principal: gramo (g) = 10"dy
{ Deeigramo (dg) == 0,1 = 10.¢cqg
ceoe | Centigramo (cg) B 0,01 = 10.my
Divisores. { yriliaramo (mg) = 0001 — 1000
l Microgramo (y) = 0,000001

{*) [s convenients tener an la clase un decimetro edbico suyas earas
eslén divididas en centimetros cuadrados; ademis debe garrarse & la altura
de un centimetro, para que lng alamnos se convenzan de que, conteniendo
la capa separada sien centimetros, el decimatro cibico contendrd mil.

(**) No se suelen emplear los maltiplos del metro edbico.

*#%)  Los nombres da tonelada métrica y riuinl.al. métrico no siguen
la regla de los mdltiplos,
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304, Para mediv las longitudes se emplean muchas
medidas: las principales son:

Un doble decimetro de boj 6 de marfil, dividido en cen-
timetros y milimetros: dobles melros, melros 6 medios
melros, de metal ¢ de madera con remates metdlicos, 6
articulados para que se puedan plegar: cintas mélrices,
de metal 6 con trama metdlica, 6 sin trama alguna, que
se arrollan dentro de cajas apropiadas y suelen tener
de 5 4 50 metros de largas: cadenas de 10 metros con
eslabones de dos decimetros, ete.

Las dreas y los volibmenes se miden con las unidades
lineales, pero para hacerlo es preciso tener conocimien-
tos de Geometria.

3656. Lias medidas mas usnales para medir la capaci-
dad son las siguientes:

Medio hectolitro, doble decalilro, decalilro, medio deca-
litro, doble litro, Litro, medio litro, doble decilitro, deci-
litro, medio decilitro y doble centilitro.

Se construyen estas medidas en madera o metal, segin
el uso & qgue se destinen.

366, Las pesas mas usuales son las signientes:

Cincuente kilogramos, veinte kilogramos, diez kilo-
gramos, cinco kilogramos, dos kilogramos, un kilogramo,
medio hilogramo, dos éedwmnws un hectogramo, medio
heelogramo, dos rZao:w?'zmos, un decagramo, cinco gramos,
dos gramos, wn gramo, cinco deciyramos, dos decigramos,
1" (Zeczym-mu, cineo cenligramos, dos centigramos, wn cen-
tigramo, medio centigramo y dos miligramos.

357. Los dobles metros, metros y medios metros sé-
lides y las medidas de capacidad y peso que se hayan de
emplear en el comercio, deben estar autorizadas con el
sello del fiel contraste, segtin lo dispone el reglamento
del 5 de Septiembre de 1595,

308, LAS UNIDADES DE TIEMPO SON:
El siglo; que vale 100 anos.

El lustro b afios.

El afio bizieslo 366 dios 0 12 meses.

El aflo comun 365 dias O 12 meses.

El mes 28, 0 29, 0 30, b 31 dias.
Ll dia 24 lioras,

Lo hora 60 minulos,

El minulo 60 segundos.

[y0s meses de 31 dias son Enero, Marzo, Mayo, Julio,
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Agosto,.Octubre y Diciembre, los de 30 dias, Abril, Ju-
nio, Septiembre y Noviembre. Febrero tiene 28 dias los
afios comunes, y 29 los bisiestos (*).

Ademds de estas unidades hay la semana, que es un
pericdo de siete dias.

Para medir el tiempo se emplean los relojes y los ero-
németros.

369.  Monedas son los objetos gue sivven para dar valor
convencional @ las cosas.

Las monedas se acuiian en Espafia con tres metales:
oro, plata y cobre (**).

Ley 6 titulo de la pasta con que se acuiia una moneda,
es la cantidad de metal fino que contiene, expresada en
milésimas del peso total de la pasta.

Talla 6 piz es el niimern de monedas que se pueden
sacar de una barra cilindrica del mismo didametro que las
monedas y de un kilogramo de peso.

La unidad principal monetaria es la pesele, moneda
de plata que pesa b grawmos,

MONEDAS DE ORO MONEDAS DE PLATA

De 100 pesetas, | Dure 5 pesetas 40 piezas eén Kg. = 25 g,
De 50 » Doble peseta 2 » 100 » =10
Da 20 N Paseta 1 * 200 » v = D&
De 10 » Media peseta (50 » 400 » » =42 »
De § » Doble décima 020 000 » o= ]

(") Son bisiestos los afios divisibles por 4, excepty los terminados en
dos ceros, si el niimero que queda 4 la izquierda suprimiendo los dos ceros
no es divisible por 4. Asi: 1700, 1800 y 1900 no son bisiestos, porgque 17,18
¥ 19 no son divigiblas por 4; pero el afio 2000 sera bigiesto porque 20 es
multiplo de 4.

Hemos inelufdo en el sistema métrico decimal las unidades de tiempo,
porque no se ha adoptado la divisifn decimal del dia.

(**) Se han acufiado monedas de 100 pesetas del Gobierno pravisional:
en 1870 y en 1871, con el busto de D. Amadeo I. No se han acutiado mone-
das de oro de 50, ni de 20, ni de 5 pesetas. Por Real orden de marzo de 1871
se han acufiado monedas de oro de 25 pesetas de 124 piezas en kg. con el
busto de D. Amadan T. Pero ni éstas ni las de 100 pesetas han eireulado
apenas. Bin varias épocas se han acufiado monedas fde 25 y de 10 pesetas
con el busto de D. Alfonso X11. En la éposa del Gobierno provisional se
apuiid el sistema completo de monedas de plata y de cobre. En la époea de
D Amadeo I, no se acufié moneda de eohre y de las de plata solamente el
duro. En la época de D Alfonso X1I se han acnfiado todas las monsdas de
plata excepto la de 20 céntimos y de las de cobre lasde 10 y 5 céntimos,
Actualmente se acufia muy poco oro y nada de cobre.
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MONEDAS DE COBER

Décima 0,10 pesetas 100 piezas en Kg. = 10 g,
Media décima 0,05 » 200 i = b
Daoble eéntimo 0,02 » 500 » =t = G
Céntimo 0,01 . 1000 » y = 1>

360. En el Congreso de electricistas celebrado en
Paris en 1881, Sir W. Thomsom (Lord Kelvin), propuso
las unidades siguientes: Unidad de longilud, el centime-
tro; wnidad de masa, el gramo; unidad de liempo, el se-
gundo; y para designarle, la notacién 6 simbolo C, G. S;
habiendo sido aprobada esta proposieidn.

Hin la practica, para expresar las unidades eléctricas
ha resnlfado, muy pequefia la unidad de longitud y
muy grande la de masa, y se han adoptado estas otras:

Unidad de longitud: el cradrante de meridiano 6 sea
109 eentimetros.

Unidad de masa: 0,00000000001 gramos.

Unidad de tiempo: el segundo.

b/ SISTEMA DE PESAS Y MEDIDAS DE CASTILLA

361. En el sistema de Castilla, las principales medi-
das, pesas y monedas son:

2
Unidades de longitud. La legue = 66{563 varas, la

vare = 3 pies, el pie=12 pulgadas, lo pulgads =12
lineas y la linea = 12 punios.

-

. 7
La legua maring = 3 millas, \a milla =9 20 cables,

el cable = 120 brazas, la draze = 6 pies, el codo de ribe-
re =2 pies y 9 lineas,

El patrén 6 unidad principal de longitud es la vara
de Burgos.

Unidades superficiales. Son cuadrados que tienen por
lados las unidades lineales: por consiguiente, la razdn de
dos unidades superficiales de distinto orden es la de los
conadrados de las unidades lineales correspondientes. Asi
una vara cnadrada tiene 9 pies cuadrados, una pulgada
enadrada 144 lineas cuadradas, ete. Ademds existen las
signientes nnidades llamadas egrarias.

L fanega de tierra =DbT76 estadales cuadrados. La
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arancade = 400 estadales cuadrados. El estadal cuadra-
do es un cuadrado cuyo lado es 4 varas, por consiguien-
te, tiene 16 varas cuadradas, 6 144 pies cuadrados.

Unidades de volwmen. Son cubos cuyos lados son las
unidades lineales: por consiguiente, la razdn de dos uni-
dades de volumen de distinto orden es la de los eubos de
las unidades lineales correspondientes. Asi, nna vara oi-
bica tiene 27 pies ciibicos, un pie ciibico 1728 pulgadas
ciibicas, ete.

Ademés se emplean distintas medidas eibicas llama-
das de capacidad para dridos, para liguidos y pava aceile.

Medidas de eapacidad parae dridos. El caliz = 12 fane-
gas, la fanega = 12 celemines, el celemin = 4 cuartillos.

La unidad prineipal es la media fanega de Avyila.

Medidas de capacidad para lguidos. El moyo = 16
cantaras, la ednfera = 8 azumbres, la gzumbre = 4 cuar-
tillos, el cuartilly 4 copas.

La unidad principal es la céntara de Toledo.

Medidas de capacidad para el aceite. Lin arroba = 25
libras, la libra = 4 panillas.

Pesas.  La tonelada de peso = 20 quintales, ol guin-
tal =4 arrobas, la arrebe =20 libras, la libra =16
onzas, la onze = 16 adarmes, el adarme = tomines, el
fomin = 12 granos. i

La unidad principal es el mareo (media libra del Con-
sejo de Castilla).

Monedas del sistema antiguo (¥).

De oro. La onga = 320 reales, la media onza = 160
reales, el doblon — 80 reales, la doblilla — 40 renles, el
escudilo — 20 reales, el doblon de a ciento = 100 reales.

De plata. El duro = 20 reales, el medio duro = 10
reales, la peseta = 4 reales, la media pesela = 2 reales, el
»eal, que era la unidad principal,

De cobre. Pieza de dos cuarfos = S maravedises, pieza
de un cwarto = 4 wmavavedises, pieza de un ocharo — 2
maravedises. Posteriormente. Pieza de medio real = 0,60

(*) Hoy no circula ninguna da las monedas de cobre de este sistema,
porque las ha recogido el Gobierno; tainpoco eireula acufiada antes del sfio
1868, por la misma razén. En cuanto & las monedas de oro, tampoco eiren-
lan, parque el arn tiene por relacifn & la plata mayor valor que el moneta
rio legal.
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de real, pieza de cuariillo = 025 de real, décima de real
= 0,10 de real, y medin décimn = 0,05 de real,

362, Los nimeros concretos del sistema métrico de-
cunal se expresan por las iniciales de sus nombres, se-
gin hemos indicado en los niimeros 347 y siguientes.
Los concretos del sistema antigne de Castilla se expre-
san, 6 con las iniciales, co ocadas 4 continuacidn de los
numeros, 6 con abreviaturas del nombre de las unidades
que se quiere « xpresar, (%)

Il. Transformacion de los nameros concretos.

363. Los concretos se clasifican en numeros Zncom-
plejos y complejos.

Nimero incomplejo es el que consta de unidades de un
solo orden; por ejemplo: 4 km; 5 dal.

Niimero complejo es el que consta de unidades de dis-
tintos drdenes. pero del mismo género; por ejemp'o:

4 kg 6 hg Hdag + g 8dy. 8 m* 4T dm? 85 em?.

En los nimeros ¢ mplejos, las unidades de cada orden
deben ser menos que las que se nec-sitan para componer
una unidad del orden inmedialo superior.

364 Los numeros concretos pueden transformarse
en ofros equivalentes, ya sea del mismo sistema, ya sea
de otro sistema. Las fransformaciones en cada sistema
comprenden los tres casos principales sigunientes: 1.°,
convertir wn midmero incomplejo en olro incomplejo; 2.°,
convertir un complejo en un incomplejo; 3.°, convertir un
ncomplejo en un complejo.

365. PriveEr caso.— Convertir un nimero incomplejo
en olro incomplejo de distinto orden: (**)

Si @, es un incomplejo y 4, otro incomplejo de distin-
to orden, equivalente d a, y m, el nimero de veces que
la nnidad del orden superior contiene 4 la del inferior,

b

se tedrd: m=~4, de donile, #= .
m

(%) Sdélo 4 titulo de documento histérico ineluimos en ol hbrn el siste-
ma de pesas, medidas y monedas de Cnstilla, pero no creemos que se debe
incluir en el programa de examen.

(**) =dlo pondremos ejemploa del sistema meétrico decimal y eronomeé-
trico.
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De la primera igualdad se deduce la signiente:

Reara 1.*  Para convertir un mimero incompiejo en
otra incomplejo de orden inferior, se multiplica el nvimero
dado por el wikmero de veces que la unidad superior con-
tiene ft la inferior.

Esempros 1. Reducir 16 horas 4 minutos, Se mul-
tiplica el nimero 16 por 60 que son los minntos gue
tiene una hora, y el producto, 720, expresa los minutos
que contienen 16 horas.

2.° Reduncir 17 g 4 gramos. Se multiplica 17 por
100, que son los gramos que vale un /¢, =l producto
1700 expresa los gramos equivalentes 4 17 Jy.

De la segunda de las igualdades se dedunce la si-
gniente:

Reacra 228  Para convertir un nvmero incomplejo en
otro incomplejo de orden superior, se divide el nikinero
aado por el numero de veces que la unidad inferior esti
contenidw en la superior.

Egempros 1.° Convertir 268 gramos en kilogramos.
Se divide 268 por 1000, que es el nimero de gramos que
tiene el kilogramo, y el cociente sers el nimero de gra-

268
mos que se pide. 268 g = mky 0,268 £g.

2.° Convertir 261562 m en Am. Dividiendo por 1000,
que son los metros que tiene un A, 6 sea separando
tres decimaley, tendremos:

26162 m. = 26,162 kmn.

366. 2.° Caso. Convertir un complejo en incomplejo.

Como un niimero compiejo se compone de varios in—
complejos de distintos drdenes, cuya suma es el comple-
jo, es evidente que este problema tiene su fuudamento
en el problema del mimero auterior, cuya resolucion
hubré que repetir varias veces, De estas consideraciones
se deducen lag siguientes:

Reara '1.*  Para convertir wn complejo en un incom—
plejo de su orden inferior, se convierien las unidades de
orden superior en las del orden inmedialo inferior, al ve-
swltado se le anaden las unidudes que de este orden lenga
el numero complejo: se reduce este swina al orden inme-
dialo inferior, se agregan al veswltado las wnidades que
haya de este orden y se conlintta del mismo modo hasie
haber operado con las unidades de ovden inferior.

12
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Boewpros. 1.° Convertir, 12 dias 16 Isy 9 m en

minutos. Se tendra :
12+ 16 & = (12 >< 24 + 16) 4 = 304 A.
304 % + 9 m = (304 >< 60 +- 9) m = 18249 m.

2.° Convertir, 24 4z 78 @ y 3b ce en centidreas. Se

tendra:
24 ha 4 718 e = (24 >< 100 + 78) g = 2478 a.
2478 a - 85 ca = (2478 >< 100 |- 85) ca = 247835 ca.

Observacidn.—Cuando el mimero complejo es métrico
decimal, no se necesita efectuar mulviplicaciones. S% el
numero meélrico es un complejo de unidades de longitud,
de capacidad 6 de peso, se colocan las unidades de dife-
rentes ordenes, unas & continuacion de olras, poniendo un
cero en el lugar de cada orden inlermedio que falle. St ¢l
numero métrico complejo expresa unidades de superficie o
volumen, se procederd del mismo modo, pero teniendo pre-
senle que cada orden de unidades superficiales debe ocupar
dos lugares, la falte de unidades de algun orden se debe
suplir con dos ceros, y la carencia de decenas con uno; y
cada orden de unidades de volumen debe ocupar tres luga-
res, la falla de unidades de algiun orden se debe suplir con
tres ceros, y la carenciu de cenlenas, d cenlenas y decenas
de algin orden, con uno d dos ceros.

Esemeros: 1.° Convertir, 1 Am? 24 hm? T dam? y
20 7* en metros cuadrados.

Se tendra:
1 ’m® - 244 m? = (100 4 24) hm? = 124 %m® .
124 hm? -+ 7 dam® = (12400 -} 7) dam? = 12407 dam?
12407 dam? + 20 m? = (1240700 + 20) m? = 1240720 m?
‘6 de una vez, segiin la observacion,

1 km? 24 Tem? T dam? 20 m? =1240720 m? .

2.° Counvertir 18 m® 75 dm® y 6 em® , en centimetros

ctibicos.
18 m® 75 dm® 6 em® = 18,076006 m3 ,

8.° Convertir 2 hm? 125 m® y 14 em® | en centime-

tros eubicos.
24 /m® 125 m® 14 em® = 2000125000014 em® .

Rreua 2.  Para convertir un complejo en incomplejo

de cualquier orden distinlo del inferior, se convierte pri-
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mero en el inferior, y el resultado se convierte en incom-
plejo del orden que se desea por la regle del problema an-
terior (365, regla 2.").

St el nimero es métrico , la conversidn del incomplejo
de orden inferior & olro orden estd reducida ¢ colocar la
coma & la derecha de las unidades del orden pedido.

Earmeros: 1.° Convertir 8 horas 16 minutos y 3 se-
gundos en horas. Se tendra:

8 horas - 16 minutos =
= (8 >< 60 4- 16) minutos = 496 minutos.
496 minutos + 3 segundos =
= (496 >< 60 +- 3) segundos = 29763 sequndos.
y como la hora tiene 3600 segundos,

ird 3

29763
20763 segundos — 36:00 horas.

2.  Convertir 16 £/ T 2l y 9 7, en hectolitros. Se
tendra:

16 kLT A9 1= 16709 { = 167,09 Al.

3." Convertir, 24 Am?y 6 m? en hectémetros ona-
drados:

24 hm? 6 m* — 240006 m? = 24,0006 Am*

4. Convertir, 1256 m? 285 dm? y 75 em® en metros
ciibicos.

1266 m? 285 dm® 76 em® = 1266285075 cm® =
= 1256,285075 m? .

367. TerCER caso. Convertir un incomplejo en un
complejo. = .

Cuando un incomplejo, de un orden, que no es el su-
perior 4 todos, contiene mas unidades que las necesarias
para formar una del orden inmediato superior, se puede
transformar en complejo de drdenes superiores. Para
hallar las unidades del orden inmediato superior, se di-
vide el incomplejo dado por el nimero de veces que la
unidad inferior estd contenida en la superior (865) el
resto expresard unidades del orden dado, y el cociente,
unidades del orden inmediato superior, Con el cociente
entero se procede como con el nimero dado, y asise
continiia con los cocientes enteros sucesivos hasta llegar
4 un cocieate del orden superior 4 todos, ¢ 4 un cocien-
te que no contenga ningana unidad del ord-n inmeainto
superior. De todo esto se deduce la siguiente:
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Reecra.  Para convertir un incomplejo en complejo de
drdenes superiores, se reduce 4 su orden inmedialo supe-
rior (360, regla 2.%): el cociente entero ol inmedinlo supe-
rior y st sucesivamente hasta llegar a las unidades su-
periores, 0 & un cociente que no contenga ningung unidad
superior: el witimo cociente y los veslos de lns divisiones
forman el complejo pedido.

Observacién. St el incomplejo es mélrico decimal de
longitud, capacidad ¢ peso, se separan sus cifras, de una
en wnd, y s¢ da d cada wna la denominacion que l¢ corres-
ponda. Si el incomplejo métrico decimal expresa unidades
superficiales o de voluwmen, se separan sus cifras de dos
en dos, 6 de tres en tres, a derecha ¢ izquierda de la coma,
8t el mikmero no es enlero, y se da @ cade grupo de dos ¢
tres cifras la denominacion que le corresponda. Anles de
hacer la transformacion en las medidas superficiales. se
anade un cero ¢ la parte decimal, si el mimero de cifras
no es par, y en las de volumen, vno 6 dos ceros, si el ni-
mero de cifras decimales no es milliplo de tres.

Esempros. 1.° Convertir en complejo el incomplejo
102347 sequndos.

L operacion se dispone asi:

102347 sequados| 60
423 1705 minutos| 80
347 505 28 Jioras| 2t
A7 sequndos| 25 minulos| 4 horvas| 1 dia
luego, 102347 segundos = 1 dia 4 /oras 2b minulos y
47 sequndos.
2° Counvertir en complejo, 5126007 ca
Separando sus cifras en grupos de dos, & partir de Ja
derecha, y teniendo presente que en las unidades agra-
rias no hay mds que tres drdenes (350), resulta:

5126007 ca =b12 ka 60 a T ca.

3.° Convertir en complejo 2636441,12 »® . El nume-
ro de cifras decimales debe ser multiplo de tres, por
traturse de umdades de volumen, luego esciibiremos
QEZGA4 1,120 m® ¥ sphicando ln regls

280441,120 %8 = 2 J® Gl dam® 140 m® 120 dmd .

Si se trata de reducir un incompeju & compiej: de
¢rdenes inferiores, el incomplejo deberd ser una frac-
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eion y la operacion se llama valuar una fraceidn. De lo
dicho en los casos auteriores se deduce la siguiente:

Resra.  Para veducir un incomplejo 4 complejo de
drdenes inferiores, d para veluar wne fraccidn, se divide
el numerador por el denominador y el cociente enlero es el
namero de unidades del orden del incomplejo: se reduce el
resto al orden inmedialo inferior, el resultado se divide
por el mismo denominador y el cociente enlero evpresard
unidades del orden de su dividendo; con el resto se proce-
de como con el anterior y asi se continia haste legar al
witimo orden, ¢ al que se haya marcado, si anles no se
obtiene el resto cera.

Eigmero: 1.° Reduecir 4 complejo 1—{1) del dia

La operacion se dispone del modo signiente:
16 dias | 11
gé lie:f'a.s' 1 dia 8 horas 43 minutos 38,17 segundos
8 »
480 minutos 15
40 lente & — dias.
7 11
420 segudos
90
20
CE

BEste cociente es el complejo equiva-

4
2.° Reducir 4 incomplejo 6 complejo decimal 7 m2.

4 m? 7 Ld o). N
120 0, (671428) m* — BT dm?® 14 cm® 28 mm?
10
30
20
60
4

368. La transformacion de concretos de un sistema
4 otro se efectiia con el auzilio de igualdades ¢ equivas
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lencias, entre las unidades de ambos sistemas, y se
funda en el signiente:

TroreMA. 8% se multiplican varias equivalencias tales
que el sequndo miembro de erde una sea homogéneo y del
mismo orden que el primer miembro de la siguiente,
el producto es una equiralencia cuyo primer miembro es
homogéneo y del mismo orden que el primer miembro de
la primera, y cuyo seyundo miembro es homogéneco y del
masmo orden que el sequndo miembro de la wlltima.

Supongamos primero que las equivalencias son dos

A — B. | ¥ que los snbindices, m, %, p, marquen la
(,"‘:D” especie de unidades a que se refieren los
7?7 77 | mimeros A, B, C.

Mualtiplieando la primera equivalencia por C y la se-
gunda por B, se tendré:
(A.C)y=(B.C), | de donde se deduce:
(B.Cly =(B.D) \(A.C)y =(B.Dy.

- Sea ahora cualquier numero de equivalencias. Multi-

i ss plicando como hemos dicho anfes las dos
mi= n

0 = primeras, la equivalencia obtenida por la
B F“’ tercera, lo que resulte por la cuarta y asi
P 27 | sucesivamente hasta la iltima, llegaremos
LTF; — H'. : (=]

4 la equivalencia:

(ALCLLE. Qu=(B.D.E. .8,
couforme se gueria demostrar,
Si A fuese un numero desconocido, dividiendo los dos
miembros de la equivalencia anterior por G . E . G ten-

driamos.
B. D .F.H
fooel iy

C.E.G

de cnya igualdad se deduce la siguiente:

Recra.  Para transformar un concrelo en olro equiva-
lente de distinto sistema cuando ambos sislemas estan
ligados por equivalencias intermedias, se disponen éstas
de modo que el primer miembro de la primera sea el
nibmero que se busca, que designaremos por < y el segundo
el conerelo conocido equivalente con él; y debajo dg esta
“equivalencia las demdas equivalencias dadas, dispuesias
de modo que el primer miembro de cada uwna sea komogé-
weo y del wismo arden que el sequndo miembro de la ante-
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rior (F): se malliplican mizmbro @ mienbro, el produclo
de los segundos miembros se divide por el producto de
todos los faclores del primero d czxeepcion de x, y el co-
ciente obtenido serd el nimero desconocido que se busca(**).

Cuaudo sélo se trata de pasar del sistema antiguo de
Castilla al métrico decimal ¢ viceversa, el problema es
muy sencillo, porque para resolverle bastan dos equi-
valencias. :

Lins principales equivalencias entre los dos sistemas
son (F#%),

1 legua = 5572705 kv | | kA — 0,179446 leguas

I vara = 0,835905 m | m = 1,196307 varas

1 vara? = 0698737 m2 | 1 m® = 1431153 varas®

1 fanega = 0,643956 ha | 1 he = 1,552001 fanegas

1 vara? = 0685078 m® | 1 mP = 1, 712100 paras

I cuartillo = 050416 I o/ = 1,983512 cuariillos
{ fanega = 085501 Wl | T WI - = 1801769 fanegas
| libra = 0460093 kg | | kg = 2173474 libras

1 arrobw = 11,502325 kg | 1 kg = 0086939 arrobas

También se suelen emplear las siguienbes equivalen-
clas, aungue son menos aproximadas. :

8 m = 61 varas; 39 km = 7 leguas;

7 m? = 10 varas?; 9 e = 14 fanegas;
7 m? = 12 paras®; 60 /[ = 119 caarfillos.
sl = 9 fanegas: 46 Ky = 4 arrobas;

Esenpros. 1.° Convertir 165 varas en melros.
De las primeras equivalencias se deduce:

3 1 . — 165 35905 m

T on. — 0330005 | do donde, ™ iz g0 D00 ™
Empleando las segundas equivalencias:

165><51
61

xm =160 9.

6ler.= Dl m ilia donde,x m—=

m=137,95 m.

(*) El segundo miembro de la iltima resultard homogéneo y del
mismo orden que el primern da la primera.

(**) IEsta regln se llama conjunin; ¥ si tiene por objeto la conversidn
e monedas 6 valores comerciales se lama regla de cambio 0 de arditraje.

{(**%) Ponsmos estas eguivalencias con las_cifras dacimui’aa que se
acostumbra y porque asi son'legales, pero advertimos que en casi todns son
ilusorias las'cifras desde la cuarta en adelante. S6lo merecen fe las relacio-
nes determinadas entre las unidades (de longitud y masa) francesas, ingle-
sas y rusas, con el metro y el kilogramo, porque las ha hallado la Comisifn
jnfernacional de pesas y medidas. :
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2.° Convertir 214 fanegas de tierra en hecldreas.
En virtud de las primeras equivalencias:
x ha =214 jfaney
1 faneg = 0,643956 ke
de donde, x Aa =214 >< 0,643956 /e = 137,8006 Aa.
Empleando las segundas eqnivalencias:
x ha = 214 faneg
14 faneg =9 ha
214 ><9

-

de donde, x ha= lia = 137 5414 ha.

CAPITULO 11

LAS OPERACIONES CON LOS NUMEROS CONCRETOS

369. La definicion general de la adicion (225) es apli-
cable 4 los mimeros concretos. De dicha definicién se
deduce que los sumandos deben ser Zomogéneos.

Para swmar nwmeros coneretos se pueden redueir d in-
complejos del mismo orden, sumarios como abstractos y
dar a la suma la denominacion de los sumandos.

Eiemrros. 1.° Sumar 6 Za 12 a y 45 ca, con
QDhaTay?2ca.

6 ha 12 ¢ 45 ca = 61245 co

s T s = 90702 »

1561947 ¢ = 156 ka 19 @ 47 ca.

2.° Suamar 4 digs 16 % 28 m, con 9 dias 21 4 19 m.

4 dias 16 & 28 m = 6748 m.
9 » 21 » 19 » = 14239 »

20987 m. = 14 dias 13 % 47 m.

Los niimeros complejos se pueden sumar también sin
reducirlos 4 incomplejos, por la siguiente:

Reara. Pare sumar wbmeros complejos se eseriben
wunos debajo de olros de modo que se correspondan las wni-
dades de lodes los drdenes, se suman separadamente las
wnidades de cada orden, comenzando por las del orden in-
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Jerior, y se deducen de cada suwma parcial las wnidades
que contenga del orden inmedialo superior para agregar-
las a la suma de este orden.

EjemMpro. Sumar los niumeros signientes:

8 koras 16 minulos 42 sequndos
3 » 34 » 23 »
'2 » » » 51 »

13 /horas b1 minulos 56 sequndos

370. La definicién general de substraceién (231) es
aplicab’e 4 los nimeros concretos, y supone que el mi-
nuendo y el sabtraendo son Aomogéneos

Para reswar nimeros concretos se puede reducirlos a
incomplejos del mismo orden, restarlos como los abstrac-
tos y dar a lo diferencia lo denominacion comin ¢ mi-
nuendo y subsirasndo

Esempros. 1. Restar de

86 kg 4 hg y D g:29 kg 6 hy 4 dag y Bg.
86 ky 4 hy O dag 5 g = 86405 ¢
29 » 6 » 4 » By = 29648 »

 B6T57 g =56 ky T kgD dag Ty

2. Restar de
9 dias 18 horas 39 minutos 5 dias 20 4 24 m.
9 dias 18 & 39 m = 14079 m
D 3 20224 » = 8424 »
D6bb m = 3 dias 22 4 15 m.

Lios niimeros complejos se pueden restar sin reducir-
los 4 incomplejos por la siguiente: .

Reera.  Para reslar wimeros complejos se escribe el
substraendo debajo del minvendo de modo que se corres-
pondan las unidades de todos los drdenes: se resta de las
unidades de cada orden del minuendo las correspondientes
del substraendo, comenzando por las de orden inferior; st
alyiin minuendo es menor que el substraendo correspon-
diente, se le aade una unidad del orden inmedialo supe-
rior descompuesia en unidades de su orden, y en la subs-
traceidn parcial siguiente se anade al substraendo una
unidad para comp-nsur la que se anadid al minuendo,

Esemrro. Restar los nimeros siguientes;
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8 horas 16 minutos 22 sequndos
- B = .48 - a . B3 - >
2 horas 27 minutos 49 sequndos

371l. La regla de las equivalencias, explicada en el
ntimerc 334; nos proporciona medios de resolver multi-
tud de cuestiones sencillas que se conocen con los nom-
bres de multiplicacion y divisién de concretos.

Las cuestiones & que nos referimos se reducen & tres
probl-mas, : -

372. Proecema 1.° Dado el valor de wna unidad
concrela por sw equivalencia con un nimero concrelo, ez-
presado por otras unidades, homogéneas 6 helerogéneas
con aguéllns, hallar wn mimero concreto homogéneo con
estas dultimas wnidades, conociendo su equivalencia en
unidades homogéneas con la primera. (*)

Se pueden expresar de un modo general las equiva-
lencias que resuelven este problema, con arreglo & lo
dicho en el numero 868, del modo siguiente:

L =ty )
In = 5‘m \
Esempros: 1.° Siun franco cues\a | peseta y 35 cén-

(imos, gqué cantidad en pesetas necesitaremos para pagar
o809 francos?

de donde, 2, = ( ¥ ) — (&8} m -

x pias., = b8BY frs.
i fr.=1,35 ptlas.
x plas. = b8HY >< 1,35 plas. = T909,65 plas.
2.° Si una libra esterling cuesta 30 pesetas y 10 cén-
limos, sonanto costaran 205 libras esterlinas? (**)
X plas. = 295 libras esterlinas
1 lib. ester.* = 80,10 plas.
x pias. = 295 >< 30,10 plas. = 8879,60 plas.

(*) Este problema es el llamado multiplicacién de ninieros coneretos.
Pierden la dificultad que ofrecian para los principiantes las operaciones
son los ndmeros concretos, siendo éstos métricn decimales, como lo dehen
ger en lo sucesivo, pues todos debemos contribuir & desechar de una vez
para siempre &l antiguo sistemn de pesas y medidas,

(**) Nuoestra moneda de plata no fiene en el Extranjero todo su valor,
principalmente porqlua en Espafia no circula el oro; por este molivo, aun-
que los francos en plata tienen el mismo valor intrinseco que las pesetas,
nueatra peseta vale manos de un franeo. La libra esterlina (unidad mone-
taria de Inglaterra) deberia valer 25 pesetas,

gl
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3.° Un kectolitro de trigo cuesta 19 pesetas y 45 cén-
timos, jeuanto costurdn 65 42 y 7 dal?

x plas.= 65,7 keclolitros
1 hectolitro = 1945 plas.
de donde,
X plas. = 65,7 >< 19,45 plas. = 1277,865 plas.

4.° TUn metro de tela cuesta 8 peselas y 15 eéntimos,
senanto custaran 17 melros y 75 centim2tros?

< plas. = 17,75 m
1 m=8,15 plas.

x plas. = 17,15 >< 8,15 plas. = 152,8125 plas.

En este resultado sélo se necesitan dos cifras decima-
les, porque la menor purte monetaria de la peseta es el
céntimo, por lo enal lo dejaremos reducido a 152 plas. y
81 cénls.

Observactdn. Cuando no se hayan de apreciar todas
las cifras decimales se copian sbélo las que se hayan de
apreciar, tal como estdn si la parte despreciada vale
menos de media unidud del tltimo orden gue queda y
afiadiendo 4 la 1iltima una unidad si vale mas.

En el ejemplo anterior hemos formado, para resul-
tado, 152,81 plas., pero si el decimal con més de dos
cifras hubiese sido, 152,8174, hubiésemos dicho que log
17,76 m de tela costaban 152,82 pias. afiadiendo una
unidad 4 la cifra de las centésimas,

La regla practica es: Si la primera cifra que se des-
precia es menor gue b, se copian las otras cifras como
estan, y si es b 6 mayor que b, se aumenta 4 la tltima
cifra que se aprecia unae unidad.

373. ProsreEma 2.° Dado el valor de una unidad
concrete por su equivalencin con un mimero concreto, eo-
presado por olras unidades, homogéneas o helerogéneas
con ella, hallar wn witmero concrelo homogénen con la
primera unidad, conociendo su equivalencia en unidades
con las segundas (*).

Se expresan de un modo general las equivalencias que
resuelven este problema del modo signiente (368):

{(*) Este problema es el que se considera como una divisién de conere-
tos homogéneos,
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5:‘=]m$dedondea’m_(-—b—)m~(5)m

Esempros: 1.° sCudntas qeciones de una mina se

podran comprar con 82490 peselas, costando una aceidn
165 peselas?

x acciones = 8290 pesetas
165 peselas = 1 accidn

8290
165
luego se podran comprar 50 acciones y una participa-

. ) 40 .
de donde, x acciones = acciones = b0 165 ACCLONGS;
b

cién de T olra accidn, 6 reservarse el sobrante de
D

40 pesetas en metdlico.,
2.° Una fuente arroja 1 melro ciibico de agua en 48
minulos jenanta agua arrojard en 9 Aoras y 37 minulos?
x m® =9 horas 37 minls.
48 mints. =1 m?®

6 bien, x P = BT mints.
48 mints. = 1 m?
Y

de donde, x m® = 18 m? = 12,020833 m?.
« 374, Prosuema 3.° Dado el valor de wn mimero con-
crelo por sw equivalencia con otro concrelo, homogéneo
6 heterogéneo con él, hallar, en wnidades homogéneas con
uno de los dos concretos, el valor de wna wnidad homnoge-
-nea con el olro %),

Se expresan de nn modo general las equivalencias que
resuelven este problema del modo siguiente (368),

2 =1, RN i) e 8
B =B} de doude, #,, = v )m = ( : )m
Esempros: 1.° Si por un solar de 2722 melros eua-
drados se han pagado 37450 peselas, jeual es el valor del
pie cuadrado?
x pesetas = 1 m*
2722 m® = 37450 peselus.

(*) Este problema es el que se considera como divisién de gconeretos
hstgmganeca_,

o
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3
de dond § =
8, X pieselas 9799
menor error de !/, céntimo por exceso (*).
9.5 i un coche ha: recorrido: 105 ko y 390 m en
9 horas y 45 minutos, ;cudnto habra recorrido por Zera?

peselas — 13,76 peselns, con

x ki =1 hora
9 horas 45 minutos = 105 km 390 m

¢ reduciendo & incomplejos de horas y kilémetros
x km =1 lhora

585 e i
0 hora = 105,390 km

de donde,
x Am = 105390 :

es decir, 10 £Am y 809 m.
3. Bi por 24387 peselas se cambian 2365 francos,
jeudntos francos se cambian por una pesela?

X francos = 1 peseta.
2487 peselas = 2365 francos.

=
.

2487
4.° Si por b249 peselas se han comprado
125 il 4 dal y 81 de vino, s4 edmo cuesta el Aeclolitro?

x pesetas = | Al
125,48 Al = 5249 peselas.
5249

125,48

58bH
06 0) km = 10,809 km

de donde, X francos =

Srancos = 0,97 francos.

de donde, X peselas = == 41,83 pesetas.

(*) Cuando el resto es mennr que la mitad del divisor, afiadiéndnle
un cero forma un ndimern que contiene menos de 5 veees al divisor, y si el
re<to és igunl 4 mayor que ¢l divisor. abadiéndole un cero contiene 5 6 mis
veeesal divisor. por lo cual si ¢l resta es menor que el divisor ge toma el
cociente por deferto, ¥ 81 s igual & mavor que el divisor, por exreso Ko
nuentro ejemple, el resto eorrespondiente & los céntimos de peseta fus 2250,
mayor que la mitad del divisor, 2322, por lo cunl a lucilra, 5, de los cénti-
mos la hemos afiadido uua nidad y en vez ds 18,75 ptas, hemos tomado
18,76 pts.
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CAPITULO 11

COMPARACION DE LOS NUMEROS CONCRETOS

I. La proporcionalidad de los nimeros concretos en general.

3750. La relacidn de dos canlidades homogeéneas es
igual a la relacion de los nibmeros que las miden, con nna
unidad arbilraria, homogénea con las cantidades.

Sean, 4 y A’, las cantidades; I/, la unidad adoptada,
¥, @, @, los mimeros que las miden con dicha nnidad.
Tendremos:

A A’ A
—E, =@, TT =,
de donde, A =1Ug, A= 1Un,

dividiendo miembro 4 miembro y snprimiendo el factor
comun, I/, resulta,

A a

AT g

376. Dos magnitudes variables pueden depender nna
de otra de tal modo que a cada valor de una de ellas ¢o-
reesponda un valor y solo uno de la otra.

Dos maguitndes, asi enlazadas, son directamente pro-
poreionales cuando la razd -« ae dos valores de la primera
es igual d la razdn de los valores correspondientes de la
sequnda.

Si, 4 y B, son dos magnitndes direclamente propor-
cionales y, 41, Ay y Bi1, Ba, dos pares de vaiores co-
rrespondientes, se tendra por definicidn,

41 By
4, Ba
Si se miden las magniiudes, 4 y B, con unidades ar-
bitrarius, pero homogéneas con ellas, y designamos por

a1, Gy y b1, bz, los nimeros que miden lcs valores co-
rrespondientes de la proporeion anterior, se tendra (375):
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a1 b
aﬂ 52 :] ( )
cambiando de lugar los medios en la proporcion (1),
a1 ay ;
e 2R 2
7 3 (2)

377. De la proporeién (2) se deduce: gue la relacidn
de dos valores correspondientes d de los nimeros que los
wmiden, en dos cantidades divectamente proporcionales, es
constante (*).

Como consecuencia de esta propiedad si multiplica-
mos wn valor & por un ndmero cualquiera, el correspoi-
diente b, quedara mulliplicado por el mismo nmero.

: ! :
Porque si la razon, 3 ha de permanecer constante,
1

cuando se multiplique el antecedente, @i, por un ni-
mero 7, el consecuente se debe multiplicar por el mis-
mo niimero para que la razon no varie. Asi:

@, ry

b, by m

378. Ruwcirrocanmenti. iS¢ multiplicando un valor,
a, , por un nimero cualquiera, m, el correspondiente, b, |
queda mulliplicado por el mismo niimero, w, las cantida-
des son directamente proporcionales (*7).

Supongamos que @, m = a,, y designemos por fa, el
valor correspondiente & a,; tendremos, en virtud de la
hipotesis, b, m = 2 y dividiendo ordenadamente lus dos
igualdades:

Gm_ @4
b, m ba’ b,
¥ cambiando de lugar los medios,
a b

e 1)
g by

gy
ba '

(" En lo sucesivo llamaremos proporeionales & las cantidades directa-
mente proporcionales.

(*#)  En ln practica, el multiplicador, m, e3 siempre entero y aun suele
ser el namero 2. Se puede demostrar que gi el Lteoremn es cierto cuanido
es entero, también lo es cuando es fraccionario 6 inconmensurable



— 199 —

B79. La demostracién de la proporcionalidad de las
magnitudes pertenece 4 la Ciencia en que se las estudia
¥y no & la aritmética; pero en muchos casos el sentido
comtin nos indica esta proporcionalidad ayudandonos de
la regla que contiene el teorema del niimero 378.

Asi: El camino recorrido por un cuerpo que se mueve
con una velocidad constante es proporcional al tiempo
que dura el movimiento. El valor de una partida de
trigo es proporcional 4 la cantidad de trigo, efe.

380. Dos magnitudes son inversamente proporcionales
cuando la razon de dos valores de la primera magnilud
es igual @ la razdn inversa de los valores correspondientes
de la sequnda.

Si, A, , Ag, son dos valores de la primera magnitud
¥, B, , By, los correspondientes de la seguuda, se tendra:

AI B‘3
L= 1_51 :
6 bien, entre los nimeros que las miden (37H):
L (3)
- o &1 1 5

de donde se deduce,
a, b, =uay bs. (4

881, De la igualdud (4) se deduce: que el producto de
dos valores correspondientes 6 de los nikineros que los mi-
den, en dos cantidades inversamente proporcionales., es
constante e

Como consecnencia de esta propiedad: 87 multiplica-
mos wn valor, a1, por un nikmero cualyuiera, el corvespon-
diente, by, quedard dividido por el mismo nimero.

En efecto; si el producto, a; by, ha de ser constante
cnando, @1, se multiplique por, m, el factor, &1, habrd
que dividirle por el mismo nimero para que el producto

: . b
no varie. Asi: a1 by =(arm)—.
m
(*) Entre las cantidedes se tiene la ignsldad A, By = A, By, ¥y mi-

A B Ay B £
diéndolas con uuidares Uy V se tendrd —G'- . ‘,’ R —v?—; 6 bien

@y H;na’ bs
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382, RecierocameNte. 8P multiplicando un valor,
at, por wn nimero cualquiera, m, el correspondiente gueda
dividido por el mismo nimero, m, las cantidades son in=
versamente proporcionales (%),

Supongamos que, a1 m = ag, y sea b,, el valor corres-

; : b s
pondiente & @1, tendremos: ' =4,, y multiplicando
Z
ordenadamente las dos igualdades,

Uym =0 O a8, =agd,
n

383. La proposicion anterior se utiliza muchas veces
para averiguar si dos magnitudes son inversamente pro-
porcionales,

Asi: El tiempo empleado, por un cuerpo que se mueve
uniformemente , en recorrer una distancia dada, es in-
versamente proporcional 4 su velocidad. Kl tiempo ne-
cesario parva que varios operarios concluyan una obra es
inversamente proporcional al mimero de operarios, etc.

384, Cunando una magnitud, M, depende de otras
varias, A, B, C, D, para saber con cndles es directa y
con cudles inversamente proporcional, se supone que
varia una de las magnitudes A, B, C, D, y que las deméds
permanecen constantes, A y M, seran directamente pro-
porcionales si variando sélo A, la razdn de dos valores
suyos es igual 4 la de sus correspondientes de M; y se-
ran inversamenteé proporcionales si la razén de dos valo-
res de A, es iguhl 4 la razén inversa de los correspon-
dientes de M.

385. Sea M, una magnitud directamente proporcio-
nal con A y B, é inversamente proporcional con C y D,
y sean,

my @y by ¢, d,
Wy @y ba 2 d,
dos series de valores correspondientes (**).

[“)i En la prictica, el multiplicador, m, susle ser el nlimero 2. Pero sa
puede demostrar que si el teorema es cierto cuando m es entero, también 1o
es cuando m es fraccionario 6 inconmensarable.

(**) Podemos desda luego supomer que son valores numéricos; pero la
propiedad que vamos & demostrar tiene lngar también entre las msgoitu-
des, sin referir 4 unidad alguna.

16
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Designemos por m', m", m”, los valores que toma M
caando A, B, C, pasan sacesivamente de log valores @,
b ¢ 6 los valoraq sy l'd, ¢a, tendremos , entre los valo-
res correspondientes (376 y 880):

w, @ b ¢ d |\ m @

» 1

: Vi i,

o Q . /4 ’ 4
m oag byoe A L. g
=

m' @ by ¢ 4\ ™, be
i (7]

mn\n az &2 {_'_J dl, 9n|aur C[

f m”  dy

me Gy ba ¢y dy | my &’

y multiplicando ordenadamente y simplificando el pri-
iy ) 51 02 g
dy" b dy
Esta igualdad manifiesta: gue Zd razdn de dos valores
de una maguilnd que depende de otras varins , es igual al
producto de las razones direclas de los valores correspon-
dientes de las magnitudes con las que es directamente pro-
porcional, multiplicado por el producto de las razones ii-
versas de los valores correspondienles de las magniludes

con las que es inversamente proporcional.

mer_miembro,

Il. Reglas de tres simple y compuesias.

REGLA DE TRES SIMPLE

386. Kl problema de la regla de tres simple se pnede
enunciar del modo siguiente:

Conocidos dos valores correspondientes de dos cantida-
des directa 0 inversamente proporcionales, hallar el valor
de una de ellas, correspondiente & un nuevo valor dado i
la otra.

La regla de tres simple es direcla cnando las cantida-
des 4 que se refiere la cnestion son directamente pro-
porcionales, é inverse cunando son inversamente propor-
cionales,

387, RrarA pE TeES pIRECTA. Si, A y B, son dos
cantidades proporcionales, y @, , &1, dos valores corres-
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pondientes, nos proponemos hallar el valor 2, de A, co-
rrespondiente al valor, &,, de B. Se tendrd (375):

x by by

— —=-% e donde, 2 = @1 >< —=.

it fb] 5;

Linego: en la regla de tres simple divecte, el valoy de
la ::?rcdq:zzm x s¢ obliene muhaﬂwanda el valor conoeido
del mismo género por la razin directa del nuevo valor de
la ofra cantidad al gue anles lenin.

Eaemero.  Si un enerpo, que se mueve uniformemen-
te, recorre en 48 minutos 17 kildmetros, jendnto reco-
rrerd en 2 horas y 26 minntos, snponiendo que lleva la
misma velocidad?

En doble tiempo recorrera doble espacio; luego el es-
pacio recorrido y el tiempo tardado en recorrerle son
directamente proporcionales (376); entonces tendremos,
reduciendo 4 minutos las 2 horas y 26 minntos.

46
2 k= 17 i >< %’- — 51,708 Am.

388. Rrena pe TrEs invERsa. Si, A y B, son dos
cantidades inversamente proporcionales, y, ¢, , 4, , dos
valores correspondientes, nos proponemos hallar el va-
lor, #, de A, correspondiente al valor, 4,, de B. Se ten-
dra (380):

i=ﬁ-, de donde, 2 = a1 >< -&]
ay 52 03

Linego: en la regla de tres simple inversa, el valor de
la incdgnitn x, se obtiene mulliplicando el valor cono-
cido del mismo género por la razin inverse del nwevo va-
lor de la olra cantidad al gne lenia antes,

Eaewpro. Siun tren, con la velocidad de 36 Zm por
Lora, ha tardado en recorrer cierta distancia 27 minn-
tos, geudnto tardard en recorrer la misma distancia
euando su velocidad sea 53 Am por hora?

A doble velocidad corresponde la mitad del tiempo
para recorrer la misma distancia; luego el tiempo y la
velocidad son inversamente proporcionales (382); enton-
ces fendremos:

@ m=27m> — =18 m 20,38 seg.
lJl
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REGLA DE TRES COMPUESTA

389. El problema de la regla de tres compnesta se
puede enunciar del modo signiente: 8% una cantidad M,
depende de olras varias, A, B, C, D y conocemos un valor
mi, de la primera, correspondiente a los valores, a1, by, ey,
di, de las olras, hallar un nuevo valor 2, de M, que co-
rresponda 4 los valores @, b, ¢, dy, de las olras uni-
dades.

Supongamos que la cantidad M, es directamente pro-
porcional con A y B, é inversamente proporcional con
C y D, tendremos (385}):

r a, &2 L'] al
P T AT,
ny @, 2 Oy ity
de donde,
ty ’62 S 74
P= ml = D = e =

a, b & 4

Linego: en la regla de tres compuesta, el valor de le in-
cdgnita, <, se obtiene mulliplicando el valor conocido del
mismo género por las razones directas, de los nuwevos va-
lores a los antiguos, para las cantidades dirveclamente
proporeionales con la del mismo género que la incignite,
y por las razones inversas, de los valores nuevos a los an-
liguos, para las cantidades inversamente proporeionales
con la del mismo género que la incdgnita

Eiemero.  Sien 124 Loras, 65 obreros han abierto nna
zanja de 845 metros de larga, 2m de ancha, 0,75m de
profunda, en un terreno cnya resistencie estd represen-
tada por 4, siendo 3 el niimero que representa la fuerse
de cada obrero, jeuantas koras tardaran, 82 ebreros, en
abrir otra zanja de 1000m de larga, 2,50m de ancha, 17
de profunda, siendo 3 la resistencia del terreno y 3,5 la
Juerza de cada obrero?

Dispondremos el ejemplo del modo signiente:

i il i d d i
Horas Obreros  Largo Ancho Profundo Resistencin Fuersa
124 £5 845 2 0,75 4 3
B 82 1 0 2 50 (| 3 3,5

Comparando con las horas cada nua de las demés can-
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tadades, se ve que el nimero de horas necesarias para
abrir la zanja es inversamente proporcionel al nimero
de obreros y &4 la fuerza de cada uno, y directamente
proporcional al largo, ancho y profundidad de la zanja
y 4 la resistencia que opone el terreno; luego,

1000 2,50 I gy

B e e R
= 124 Jry. 33 m.
con un error menor de medio minuto por exceso.
Al hacer las operaciones se deben suprimir los facto-
res comunes del numerador y denominador, para sim-
plificar todo lo posible el calenlo.

D
2 hors =124 < ==

(k]

)

IIl.  Reglas de int erés v descuento.

REGLA DE INTERES BIMPLE

390. Cunando se presta un capital durante cierto
tiempo, el prestamista se indemniza recibiendo, ademas
del capital prestado, una cierta cantidad que se llama
Lileres o renta.

El interés se regula por comparacion con nn capital
de 100 pesetas, que se supone prestado darante un afio
eu las mismas condiciones que el eapital que se consi-
dera. El interés de 100 peselas en un aiio se llama #ddifo
O Lanto poir ciento. EL interds es proporcionel al capibel
prestado.

Se puede admitir: que el interés es proporcional al
tiempo que dura el préstamo, 6 sea (ue el capital es in-
variable durante este tiempo, y entonces se llama dnferds
simpte: 6 que por intervalos iguales (generalmente de un
afio) se acumulan al capital para produeir 4 sa vez olro
interés, y en este caso se llama inlerds compuesto.

En los casos de interés simple, generalmente ol pres-
tatario paga por intervalos iguales (de un afo, de un
semestre, ete.) ol interés del capital que ha recibido, y
al terminar el tiempo estipulado devnelve también e]
capital.

Por ahora sélo nos ocuparemos en cuestiones de inte-
res simple.

391, Designemos por ¢, el capital gue se presta; por
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¢, el tiempo que dura el préstamo; por 4, el interés que
produce, y por 7, la renta, 6 tanto por 100, que ¢s, como
hemos diche, el interés del capital 100 en un aiio.

Por ser el interés proporeional al capital y al tiempo,
tendremos que resolver un problema de regla de tres
compuesta, que dispondremos del modo siguiente:

r1100) i %

AR de donde, (35Y) i=1r< i S 100"
¢ bien,
== c_{e_ . (1)
100

La formula (") se ha obtenido en la hipdtesis de que
Ja unidad de tiempo es un aiio, por consiguiente si el
tiempo / se expresa en meses, se tendra presente que

cada mes es T de afio, y por tanto si /= p meses, serd,

di= % , luego la férmula se convertira en,

_’?.;. .
l_c'lﬁ'?  epr
SEUNO0 T, 1200

: ; el e :
si £ se expresa en dias, serd, — , 0 —— , segin qle
y se expre dias, ioep Y paet SSERR 4

se admita, como se hace mnchas veces en el comercio,
que el afio tiene 360 dias 6 365, de donde,
par e o g
36000 36520
Esempro. Hallar el interés de un capital de 3428 pe-
selas al 6 por % (se lee al 6 por 100) en T meses.

DADC P () T "
Haremos: ¢ = 3428; { = % y r =6, de donde,
3428 >< 7 >< 6
gt N 119,98 pesetas.

1200

(*) Fermula es una expresién donde estan indicadas las operasiones
que se deben efectuar pura resolver un problema.
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392, De la formula (1) se deduce multiplicando por
100 los dos miembros:

100 i =¢  » |y dividiendo sucesivamente por #, ¢ y

1001 ¢t, se hallan otras fires férmulas que sit-

R g ven para resolver las cuestiones en que se

100 7 trate de hallar el capital ¢, 6 el tiempo ¢,

= 6 el redito ». El numerador 1004, se cam-

ca biard en 12004, si el tiempo estd expre-

i 100 ¢ sado en meses, y en 360004, 6 en 36500¢,
S ARG si estd expresado en dias.

Ergspros. 1.° JQué capital se habrd prestado al 5
por %/ para produvir 340 peselas en 80 dius?
36000 >< 340 i
e 22 —— = 30600 pesetas.

2.% (Cundnto tiempo habra estado prestado un capital
de 3000 pesetas para producir al 6 /4 por %o un interés
ide 85 pesetas?
100><85  100><85>< 4 S{a'm

= . —- = — a0,
3000 >< 25 75

1
3000><6 -
3000>< i

Si se supone el afio de 360 dias, esta fraccién de afio
sera 163 dias aproximadamente, y si se supone el aiio
e 365 dias, sera 165 dias también aproximadamente.

393. Cuando el tiempo que dura el préstamo es un
afio, la formula (1) es mas sencilla porque se hace /=1,
y se tendra:

o 1004 1004
’ 00" de donde, ¢ ) Mot =F

Eu este caso es cuando el interés suele tomar el nom-
bre de #enfa, sobre todo si se recibe 6 paga anualmente
hasta la devolucidn del capital prestado.

REGLA DE DESCUENTO

391 Pagare es un documento de crédito por el cual
una persona se obliga @ pagar @ olra cierla cantidad en
wna fecha designada en el documento, que se Hama su
vencimiento, '
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Letra de cambio es un documento de crédito por ef cual
wnd persond manda d olra que se sivea pagar @ su orden
i 4 una lercera persond, cierta canlidud en wn plazo d fe-
cha designado en el docwmento.

Valor nominal de una letra 6 pagaré, es el valor que
estd consignado en el documento. Valor actual 6 efectivo
es un valor variable que tiene antes de su vencimieuto.

El valor actual es menor que el valor nominal, y la
diferencia entre ambos valores se llama descuento.

Si el tenedor de un pagaré 6 de una letra quiere co-
brarla antes de su vencimiento, tiene que pagar al que
la toma el interés del valor nominal ¢ del valor efectivo
del documento. KEn el primer easo, el interés se llama
descuento comercial, en el segundo, descuento malemditico -
o racional (*).

Si designamos por , el descuento y », el valor nomi-
nal, siendo 7, el tanto por 100 y ¢, el tiempo que falta
parael vencimiento, tendremos, segtin la férmula (1) (391).

vy

100

Generalmente el tiempo se expresa en dias, y supo-
niendo que sea igual & p, y el afio de 360 dias,

vpr
© 36000

Ejenpro. JQué descnento tiene una letra de 124760

pesetas que vence dentro de 35 dias al 6 por "/ ?

i

=== [ OB s lar,

Linego el tenedor de la letra debera recibir 1340,32
pesebas, que es la diferencia entre 1247,60 pesetas, valor
~nominal, y 7,28 peselas que importa el descuento.

IV. Fondos piblicos.

395,  Se llaman fondos piublicos los Litulos de rentas
sobre el Estado, debiendo dste satisfucer al que los posee

(*) No explicamos mis gue ¢l deseusnto comersial, porque es el dnizo
que estd en uso, exceptn cuando el plazo del vencimiento es més de un afio,
en guyo caso se descuenta & interés compuesto el valor sfectivo.
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el nterds o renta que corresponda al capital que repre-
senlan.

Falor nomingl de nn titulo de la deuda es el que esta
consignado en el titulo; valor efectivo 6 eambio es el que
tiene en el mercado, que se llama, Bolsa, donde se com-
pra 6 vende,

En Espafia hay muchas clases de papel del Estado y
nosotros ni hemos de enumerarlos, ni decir cudles son
las causas que influyen en el alza y baju de un valor;
pero vamos & indicar e¢émo se resuelven los principales
problemas que pueden ocurrir en la compra y venta,
como si se hiciesen directamente, es decir, sin la inter-
venecion de agente 6 corredor de bolsa,

En los problemas nos referimos al papel llamado |
por °lo interior, cuyos titulos producen una reuta que el
(Gobierno paga en pesetas.

Prosremas, 1.° 87 100 pesetas nominales producen
4 Qué tanto por ciento, v, producen 100 pesetas efectivas
al 72 por */o de cambio?

¥l problema es hallar qué renta producen 100 pesetas,
s1 72 pesetas producen 4. Dispondremos la operacidn del
modo signiente:

s 100} y como enlre la renta y el capital existe
1 KR 72 | proporcionalidad directa, se tendra (377):
10,2
?ZJXEZ‘ f0D .

2.0 8% 100 peselas producen el tanto por ciento, v L qué
producire wn capital de ¢, peselas?

Tendremos:
e lUU) ¢
de d = = "
gty Pk e i e

3.° (Qué capital nominal en tilulos del & por °fo se
puede adguirir con un capitel de o, pesetas?
Lilamando, #, al valor nominal, y snponiendo el cam-
bio & 72 por ciento, tendremos:
S ] de donde, @=¢3< 190
8t 72

2
1.0 JQué capital en peselas se necesita para comprar
unae cantidad determinada, v, de titulos del 4 por %fy al
T2 por ciento de cambio?
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Tendremos:
B e e 72! 0 dond 72
> . ME= e ——
i s T (150 S aieg 100

En todos estos problemas hay que tener presente que
la renta del 4 por /oy, estd sujeta 4 pagar un impuesto de
20 por %, es decir, que hay que rebajar la renta en
la quinta parte de su valor.

Y. Regla de compaiia.

396.  La regla de compaiita es el procedimiento que se
sigue para repavtir entre varios socios la ganancia o per-
dida de una sociedad que han fwndado con wn fin indus-
trigl 6 mercantil cualquiera.

Las gunancias o pérdidas sociales se veparien entre los
socios proporcionalmente 4 los capitales que aportan d lo
sociedad, y proporcionalmente, tambien, ¢ los tiempos que
estan tmpuesins.

Si dos socios aportan los capitales, ¢ y ¢/, durante los
tiempos, ¢ y ¢, designando por, ¢ y 4, las ganancias 6
pérdidas que les corresponden, tendremos:

iy e Byt
i : o o donde, (385) dhch B
O bien, gt “" s

i ey

Luego las ganancias o pérdidas de cadn socio son pro-
porcionales ¢ los productos de los capitales por los
tiempos.

Designando por G, la ganancia 6 perdida social, por
7> 9"y 4"y las ganancias 6 pérdidas de los socios, por ¢, ¢
¢’, los capitales, y por 4, 7, (', los tiempos que estin im-
puestos, tendremos que dividir G en partes proporeio-
nales 4 los productos ¢f, ¢'t, £"¢”. El problema de dividir
un ndmero en partes proporcionales 4 otros nimeros
dados, le resolvimos en el nimero 342, y aplicando al
caso actual la regla que hallamos entonces, tendremos:

(7 G

§ =0l o< —————— Pl s,
? el + et + e’ g ol &+
G

ct+et +ct

:?.lr = {:Alzl’ sz
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Si los tiempos ¢ los capitales son iguales, las formulag
se simplifican por la supresién de un factor comin; pero
se podrian obtener directamente en virtnd de lo dicho
en el mimero anterior. _

Esempro. Tres personas se asocian para uns empre-
sa: la primera con un capital de 6000 pesefus, durante
2 giios; la segunda, 5000 peselqs durante 16 meses, y la
tercers con un capital de TU00 pesefas duranbe Y meses,
¢Qué ganancia corresponde 4 cada socio, siendo la ga-
nancia total 8000 pesetas?

l o — S{JOL) -
R Ama T e
G000 >< 2 - HO00 >< 5 -}~ 7000 >< 9
>< GO0 >< 2 = J013,94 plas.
S el 8000 20
B e g WL T8 kg
6000 >< 2 4 HOU0 >< BT (000 =< i
N
>< D000 >< T 2229,06.
o 8000
B = . 16, ' —9-><

9
>< T000 s<— = 1766, 11,
>< ><12 (Db,

VI. Regla de aligacion.

397.  Regla de aligacidn es el procedimiento que se
signe para resolver los dos problemas siguientes:

1.°  Dadas las cantidades de varias substancias que se
mezclaw y los precios de sus wnidudes hallar la cantidad
y precio de la mescla.

2. Dados los precios de In wnidad de ln mecla y de
lus unidades de las substancias que se han de mezelar,
hallar las cantidades que hay que mezelnr.

El primer problemn se Hamu: 2egla de aligaciin direc-
ta, y ol seguvdo: regla de qligaciin inversg.
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En ambos problemas suponemos que las substancias
(ue se mezclan no pierden su valor ni propiedades al
mezclarse,

REGLA NE ALIGACION DIREGTA

398. Designemos por ¢, ¢, ¢", las cantidades que se
mezelaw; por p, p’, 7, sus precios y por O, la cantidad
total de mezcla , y se tendra:

Ci=g¢ ¢ ¢,
y el valor total de la mezcla sera,

eyt ep’ + e
porque, ep, ¢, ¢"p, son los valores de las cantidades
mezcladas.

Para obtener el precio de la mezcla, es decir el valor
de la unidad de mezcla, basta evidentemente , dividir el
valor total de la mezela, por su cantidad: designando,
pues, por P, dicho precio,

cp+ep P
et F

De donde resulta la siguiente :

Recra,  Para hellar el precio de la mescla se mwlti-
plica cada wna de lus cantidades mezcludas por su precio,
se suman los productos y el resultado, se divide por la
suma de las cantidades mescladas.

Kremero: Se mezclan 7 &g de caté moka, de 5,60 pe-
sefas el kilogramo, con 10 de Puerto Rico de 5 pis., y
con 8 de caracolillo de 4,75 pfs., se desea saber el precio
de la mezela.

Se tendra:

7T><5560410<54+8:<475 k
= Ll Eo e, pis. = 5,06 pts.
74 1048

REGLA DE ALIGACION INVERSA

399. Supongamos que son dos las substancias que se
mezelan y que sus precios y el de la mezela son respec-
tivamente p, »/, P. Si el problema ha de ser posible, el
precio de la mezcla ha de ser éntermedio entre los de las
substancias que se mezclan. Si » > p’, se debe tener;

p=P>p.
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En cada unidad de la sabstancia euyo precio es p, se
perderd, p — P, lnego en ¢ unidades se perdera: ¢(p — P);
en cada unidad de la substancia enyo precio es p’, se ga-
nara: ¢'(P — p'): igualando lo que se pierde y lo que se
cana se tendra:

op —P)=¢'(P —p),
de la cual se deduce la proporeidn (327)
¢ P g
¢ »—p y
luego: las cantidades que se han de mezclar son inversa-
menle proporcionales @ las diferencias entre sus precios
respectivos y el de la mezcla.

Bl problema de la regla de aligacidn inversa 4 inde-
terminado porque no se halla mas que la relacién entre
las cantidades que se han de mezclar. Para hacerle de-
terminado vamos & suponer que la suma de las cantida-
des mezcladas es ignal 4 la unidad, es decir que ten-
dremos:

e--c¢'=1.
Ahora de la proporcion anterior se puede deducir,
segiin la propiedad de las proporciones demostradas en
el niimero 333,

¢ el s e
i B P gl P!
¥ poniendo en vez de ¢ 4- ¢/, su igual, 1

¢ | | P—p
e T e f' —4 ¥
P n 7 — p—p

P ! P / de donde A

¢ 1 ( , p—P

p—P p—p gl

Eiempro: Se desean mezelar dos vinos: uno, de 75 y
otro de 60 pesetas el hectolitro, ;Qué cantidad se debe mez-
clar de cada uno, para que el precio de la mezecla sea de
72 pts por hi?

En cada A7/ entrardn:

72 — 60

=

W = 0,80 il

™ —6
- [

D — 12

Il = 0,20 I

b — 60

- =]
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400. Si las substancias que se han de mezelar son
méas de dos aumenta la indeterminacién del problema.

Para hallar una solucién, se opera primero con dos
substancias que comprendan el precio de la mezeln (éste
siempre debe ser intermedio entre los precios superior é
inferior), después con olras dos y asi sucesivamente hasta
operar con todas.

La swma de las cantidades mmd{ar{m sera la canlidad
total de mezela. Se pnede operar dos 6 mas veces con ca-
da substancia, cosa que hasta puede ser indispensable
para resolver el problema.

Eirempro:  Con frigos de 22, 21 y 16 peselas el heelo-
litro, se quiere obtener una mezcla de 20 pts. el b, ;Qué
cantidad se debe mezelar de cada uno?

* Operando primero con los trigos de 22 y 16 pesetas,
en cada 47 de la mezcla entrardn, segiin lo dicho en el
easo anterior,

it OO T Y dament
= g W=7 M= aproximadamente.
22 — 20 1
P e = ey M =33 [, aproximadamente,
Operando con los trigos de 21 y 16 pesetas, se tendrd:
20 — 16 4
o —_— = = ] = HI A
e hl = Wi )
21 — 20 1 .
¢ = = =20,
21 — 16 (5

En cada 2 Jectolitros de mezcla entrardn: 67 litros,
del !.ugo de 22 pesetas; 80 litros, del de 21 pesefus, y 33
mds 20 6 sea b3 litros del trigo de 16 peselas.

FIN DEL CURSO DE ARITMETICA
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