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PROLOGO.

Es indudable fque para tener solidos y bien fundados econocimientos de
una ciencia no basta poseer un conjunto mas ¢ menos estenso de verda-
des concretadas a4 ella; pues con esto stlo se consigue su adquisicion
hagta cierto punto mecinica; es necesario que remontindonos & mas
amplias esferas, estudiemos el material de la ciencia en sus relaciones
cou el sér productor.

Opinion errGnea es la de muchas psrsonas verdaderamente ilustradas
que desderian todo conocimiento filosifico por creer que es suficiente el
uso espontineo de laintaligencia. Nosotros por el contrario, ficmemente
convencidos del auxilio que miituamente se prestan la ciencia de la can-
tidad y la ciencia del alma, hemos revestido & nuestra obra de un
eardcter complejo, tratando de armonizar una y otra série de ideas.

Fieles & nuestro propdsito, hacemos una escursion ripida examinando
lo objetivo en sus relaciones con lo subjetivo despues de enumerar
cnanto hallamos y distinguimos en uno y otro; estudiamos al sugeto ora
como pasivo al ser modificado por influencias esteriores, ora como ac-
tivo reaccionando sobre cuanto 4 herido su escitabilidad.

Aficionados & cuanto sea agrupar y clasificar las ideas, por compren-
der cuin importante es manifsstar las relaciones que existen entre los
séres, y cudnto facilita el estudio de la ciencia el abarcar bajo puntos de
vista generales séries de verdades 11 objetos, y notando ademds, que si
bien se hallan espuestos los métodos matemdticos en obras recomenda-
bles, no manifiestan sus antores propdsito de agruparlos segun sus
'analogias; hemos hecho una division de los mismos en generales
Y particulares, comprendiendo entre los primeros aquellos que son
aplicables & todas las ramas de las matemiticas, ¢ incluyendo entre los
segundos los que se refieren a la geometria; los cuales creemos deber




dividir en determinativos, estensivos y limitativos, fijandonos con es-
peeial cuidado en el que determina puntos mediante la consideracion de
dos proporciones, método que ha llamado poco la atencion y que nos
parece de importancia suma por ser muchisimas las verdades probadas
con su auxilio. Tambien hemos juzgado conveniente afiadir el método
que llamamos generalizacion y construccion por idénticos modos de
ser que mos parece utilisimo, sobretodo en Geometria superior donde,
estudiandose sistemas de elementos, no se pueden llegar 4 comprender
verdades referentes 4 gran niimero de estos, si el espiritu de simetria no
introduce la claridad y sencillez en lo que a primera vista parece con-
fuso. Nos ocupamos tambien del método que llamamos por eliminacion,
aun mas que por conducir 4 la obtencion de ecuaciones de lineas y su-
perficies, por ser empleado en muchisimas cuestiones, sobre todo de
Geometria superior, que se resuelven con el auxilio de los teoremas
relativos 4 proporcionalidad de rectas y mediante una eliminacion rapida
y sencilla de los elementos variables.

En resimen, hemos procurade, presentar un cuadro general de la
ciencia matematica en cuanto nosha sido compatible con nuestro objeto,
tratando de fijarnos siempre en lo fundamental, convencidos de que lo
importante no es llegar 4 la posesion de numerosas verdades particula-
res 6 detalles cientificos, sino despertar el espéritu matemdtico 6 aptitud
para resolver naturalmente por el recto empleo de la inteligencia las
cuestiones que se propongan.
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Si hallindonos en’la oseuridad pensamos en
una eampiia que nos sea conocida, se nos re-
presenta como 8i estuviera ante nosotros con
sus drboles, montaias y demds accidentes. Al
tener esta representacion imaginamos; al apa-
recer dicho objeto que nos era anteriormente
conocido 7ecordamos; al estar presente 4 los
ojos de la inteligencia percibimas; percibir es
ver el alma sus fenémenos ¢ los del mundo
esterior, que por ese se llaman intuiciones; al
contemplar la inteligencia sus propios fenome—
nos de que es teatro la conciencia, al dirigirse
una mirada 4 si, se refleja, es decir, reflexiona.

Edeas generales.

La inteligencia humana es limitada. No puede poseer la
ciencia como la divina por un puro acto. La inteligencia hu-
mana conoce por aclos sucesivos, se desenvuelve en el
tiempo, yla ciencia se va presentando & ella no de otro
modo que los cuadros disolventes 6 las formas vagas dibu-
jadas por las espirales de humo.
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La fuerza recordativa 6 memoria suple la falta de inten-
sion del espiritu para contemplar con una simple mirada
la ciencia por ¢l poseida; es la fuerza por la que el espiritu
se contintia en el tiempo y puede considerar como simul-
taneo lo que es sucesivo.

Poseer la ciencia no es lo mismo que adquirirla. La ad-
quisicion precede & la posesion. Eslo ocasiona que consi-
deremos el método bajo dos puntos de visla, que son Ia
mvencion y la esposicion cienlifica.

Ademas hemos de distinguir entre la humanidad y el
individuo.

Ll individno, ya adquiriendo la verdad 6 ya poseyéndola,
necesila que aparezca mediante la imaginacion la represen-
tacion inielectual correspondiente al objeto que se ha de
conocer.

El individuo se desarrolla, se perfecciona en fuerza de
ejercer su aclividad.

Su unidad continuada, 6 sea su identidad, es causa del
perfeccionamiento, y la memoria establece enlace entre el
presente y el pasado.

La humanidad progresa auxiliindose de las ideas que le-
garon como herencia los individuos en las diferentes fases
de su desenvolvimiento.

Para terminar estas generalidades anadiremos, que si he-
mos de tratar debidamente la cuestion de método, lo estu-
diaremos ya con respecto 4 una sola cuestion, ya con res-
pecto & conjuntos de cuestiones.

MEé¢todo aplicado al desenvolvimiento
de una cuestion.
Dos cosas hay que distinguir: 1.* Modos de ser del obje-

to, 0 consideraciones relativas al objeto. 2.° Modos de
obrar ¢ ser del sujelo.
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ET objeto del método son las cuestiones de la ciencia que
en esle trabajo es la matemilica; y dichas cuestiones se re-
ducen al teorema y el problema.

En otra ocasion espusimos las relaciones de ambas (1), y
ahora anadiremos que, asi como en el mundo fisico todo se
reduce & cuestiones de equilibrio y movimiento, en el mun-
do del espiritu se reduce todo 4 dos cuestiones analogas.
La actividad de este tiende incesantemente 4 la realizacion
y posesion de sus tres moviles, la belleza, la verdad y el
bien; v el término de esta actividad es dicha pose-
sion. :

La persecucion 6 adquisicion de la verdad es el estado
de movimiento de la inteligencia, su posesion el de equili-
brio; el primero es el de la probabilidad, el segundo el de
la cerleza que produce la evidencia, la clara contemplacion
de la verdad.

St al proponernos reducir al reposo un cuerpo en mo-
vimiento fijamos uno de sus puntos, le serd imposible
loda traslacion, pero podra girar en todos sentidos. Si
continuando en la operacion fijamos olro punto, ya solo
serd posible el movimiento al rededor del eje que determi-
nan. Si por allimo fijamos un tercer punto que no se halle
en el eje, lo habremos reducido al reposo.

ista imagen esplica claramente lo que sucede al resol-
ver una cuestion. La actividad del espiritu combinando y
relacionando los datos, eorresponde al movimiento. Los
principios de la ciencia que aumentan mas y mas la cerli-
dumbre son otros tantos puntos que fijanios'y conducen al
estado de certeza ¢ de reposo.

1 Observaciones atiles en ¢l estudio de as matematicas,
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Examinadas las cuestiones de la ciencia malematica, en-
contramos: 1. Cierlas entidades caracterizadas por existir
hipotéticamente. 2.° Otras unidas & las primeras por el
lazo de la coexistencia. 5.° Cierlas conslrucciones 6 Lras-
formaciones que ponemos arbitrariamente para poder intro-
ducir nuevas entidades y relaciones que nos sirvan como
medios de enlace entre los elementos espresados en la
cuestion. 4.° Teoremas que justifican los enlaces de las
entidades y relaciones auxiliares con las espuestas en la
cueshion.

Sea el Teorema: En fodo (riangulo  lados iquales se
oponen dngulos iguales. (Fig. 1.)

Lo hipotético es el triangulo y los la-
dos iguales. Lo coexistente la igualdad
de pab y pba. Las enlidades introducidas
son la recla pe que une p con ¢, punto
medio de ab, los, dngulos que forma en
p yc, ylos dos triingulos en que se
divide el total pab. El Teorema: Dos tridn-
i gulos son iguales cuando lienen sus ires

(Fig. 1.%) lados respectivamente iguales relaciona
dichas entidades.

Ln el teorema: Si los lados opuestos de un cuadrililero
son tquales dos d dos es un paralelogramo, (fig. 2) lo
hipolético es el cuadrilitero y los la-
dos opuestos iguales. Lo coexislente el
paralelismo de dichos lados. Las cons-
trucciones auxiliares, la diagonal be, jun-
tamente con los dos]riangulos dbe y cba
en que divide al cuadrilatero. Las verda-
des que relacionan unas y olras entidades son: Si dos
(ruangulos tienen sus tres lados respeclivamente tquales son
1quales. St los danqulos allernos internos son iguales las rec-
tas son paralelas.

(Fig. 29)
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Sea el problema: Por un punto fuera de una circunferen-
cia trazarle una tangente. (Fig. 5.)

R 1o hipolélico es la circunferencia
y el punto esterior a ella. Lo coexis-
lente la tangente. Las construcciones
auxiliares, la circunferencia cuyo di-
melro es po, asi como las cuerdas pt,
v ol. El teorema que relaciona las en-
tidades es: Todo dangulo inscriplo cu-

(Fig. &%) yos lados pasan por los estremos de
un didmelro es reclo.

Por altimo en el problema: Construir un seqmento capaz de
an dngulo dado, (fig. 7) lo hipolético es: la cuerda tn, y el
dngulo bimy lo coexistente, la circunferencia circunserita al
angulo, y por lo lanto su centro. Las conslrucciones auxi
hares, la purpr—:n:liculnr er, las cuerdas te, ne, y el radio of.
Los teoremas que relacionan las entidades son los siguien-
tes: Un dngulo esterno de un tridngulo es igual d la suma
de los dos no adyacentes. En todo triangulo d lados iquales
se oponen angulos iguales. Los angulos cuyos lados son per-
pendiculares son iguaies 0 suplementarios. La perpendicular
al radio es tangenle.

SyuanEicd.

Hemos dicho que Dios conoce la ciencia por un simple
acto y ve la unidad en la variedad y la variedad en la unidad.
Al hombre no le es dado ese estado de equilibrio perpétuo, o
de plena y continua posesion de la verdad; y para suplir en
lo posible su debilidad intelectual necesila del método que,
segun su elimologia en camino, espresa tendencia 6 movi-
miento de la inteligencia hacia su fin.

Dos momentos distintosen que sorprendemos la actividad
intelectual se hallan consignados por las palabras andlisis y
sinlesis.

2
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ANALISIS.

El anilisis liene lugar cuando, deteniéndose la inteligencia
en una cueslion, trata de hacer converger la multitud de ver-
dades cienlificas hacia ella y de referir lo varie & lo uno;
pero al analizar se sinteliza, pues es imposible resolver una
cueslion sin agrupar las demas verdades dela ciencia que se
refieren a ella, y por esa solidaridad que exisle entre las
mismas, se ven todas referidas & la que nos proponemos en-
conlrar, ya sean sus principios, ya sus consecueacias inme-
diatas o remotas; y asi como [Pascal decia que el Universo
es una esfera cuyo cenlro se halla en todas partes; nosotros
podemos decir que cada verdad es el centro 4 donde con-
vergen lodas las de una ciencia.

Quiero por ejemplo probar que: El lado del exagono requ-
lar inscriplo es iqual al radio. (Fig. 4.)

Ya tengo formado el tridngulo aob, por
un lado de dicho poligono y dos radios.
Al hallar las relaciones de coexistencia de
eslos elemenlos, enconlramos que son
g8 aplicables 4 los mismos las verdades si-
(Fig. 4.3) guientes: Los angulos que se pueden formar

al rededor de un punto, sumados valen cualroreclos. La
suma de los tres angulos de un triangulo vale dos reclos. A
lados iguales se oponen angulos iquales, de las cuales la pri-
mera nos conduce & la consideracion de las proposiciones
relalivas 4 angulos adyacentes y demds en que se basa toda
la geometria, Ta chlllld'l ocasiona una escursion & las propo-
siciones referentes & angulos entre paralelas, que tambien
nos lleva por distinto camino a las primeras verdades de la
ciencia de la estension, y la lercera conduce & consideracio-
nes relativas 4 tridngulos y 4 las perpendiculares y oblicuas.
Sea el leorcma: Dos angulos siluados en distinio plano




=
que tienen sus lados paralelos y dirigidos en el mismo sentido
son tguales. (Fig. 5.)
La construccion de las reclas aa’, bb', ¢, cby ¢'b’ ocasiona
: B ol considerar las proposiciones relativas
d los paralelogramos, que evocan 4 su vez
las que se refieren & paralelismo, perpen-
dicularidad y 4ngulos, pues & dichas cons-
trucciones son aplicables los teoremas:
(Fig. 53 Todo cuadrilatero que tiene dos lados

iquales y paralelos es un paralelogramo. Dos paralelas
@ una lercera son pavalelas entre si. En todo paralelogramo
los lados opuestos son iquales. Si dos triangulos tienen sus
tres lados respectivamente iquales son iguales; que conducen &
otras muchas verdades con que se hallan necesariamente re-
lacionadas.

Vemos pues que al resolver una cueslion referimos 4 ella
Ia ciencia toda en su inmensa variedad; porque sus verdades
estan ligadas entre si no de otra manera que las fuerzas
atractivas de los astros euya combinacion produce la armonia
del Universo, o las diversas funciones del organismo animal
que producen en su conjunto la vida del individuo.

SINTESIS.

Consideremos al espiritu en su segunda fase. En este se-
gundo instante se propone abarcar con rapidez vertiginosa
Ia ciencia, que en la imposibilidad de presentarse simultnea-
mente en su conjunto, se presenta sucesiva como las vislas
de un cosmorama rotatorio.

A esta aglomeracion de verdades el espirilu presta fé de una
manera esponlanea por eslar seguro de que en otra ocasion, al
adquirirlas, se hallaron en conformidad con las leyes elernas
de la inteligencia; pero esla ojeada 6 revisla jamis es tan rd-
pida que el espiritu, al recorrer dicha série no se fije en lo
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que esencializa 4 cada una, en lo que la constituye y deter-
mina en su unudad, pues es imposible la recordacion de
algo sin que este algo se presente por lo menos en imagen
con sus caracléres propios.

Si quiero resolver sintéticamente el problema: Trazar
una langente eslerior comun a dos circulos dados, (lig. 6)

: procedo como sigue: Describo la circun-
ferencia cuyo radio bo es la diferencia
de los de las propuestas. Tiro desde o
una langente a dicho eirculo, trazo el
radio ob perpendicular & la tangente,
. e prolongindolo hasta m, y por o diri-

(Fig. 6. jo la paralela o' & la om. La recta mn
resuelve la cueslion.

Ifay en eslo verdaderamente una sintesis, un amontona-
miento de problemas sucesivos; pero esla sintesis supone un
anilisis prévio que justifico una 4 una todas los construecio-
nes, y establecio la legitimidad del procedimiento para con-
ducir @ la resolucion del problema principal. El que habien-
do resuelto anteriormenle este problema se propone seguir
la march» sinlélica, no puede eviiar que aparezca en su -
ainacion la figura geomélrica que es necesaria para resol-
verlo, y solo habra variedad en las diferentes ocasiones, en
la mayor 0 menor viveza con que se presente lal 6 cual deta-
He, variedad debida & que la inteligencia, leniendo un vasto
campo de esploracion, solo atiende a algunos puntos princi-
pales mas iluminados que otros; la alencion auxiliada por Ia
menioria que presenta con mas 6 menos exdictitud y elaridad
los detalles del problema, ocasiona que el entendimiento for-
me su plan general de ejecucion, plan que se va desarrollan-
do, determinando y esclareciendo, & medida que la inteligen-
cia se va fijando una por una en las diferentes operaciones
que se han de realizar.

Asi en el ejemplo eitado; primero se dibuja en la imagina-
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cion, mas 6 menos perfeclamente, la figura relativa al pro-
blema, el paralelismo de las bo' y mn, la perpendicularidad
de las om y o'b, la tangencia de la 0'b al circulo auxiliar; todo
esto se haila disenado en la mente; la inteligencia lo con-
templa; al contemplarlo, confusamente vislumbra una mul-
titud de verdades, que si no hay tiempo material (por causa
de la breve duracion de fenomeno psicolégico) para que se
manifiesten en detalle, se ofrecen en conjunto agrupadas aca-
50 con cierta confusion. A la sinlesis pues, acompana un
analisis que vago, incompleto é indeterminado en un prinei-
pio, puede irse determinando, fijando, completando y es-
clareciendo 4 medida que la atencion se ejercita en el pro-
blema que resolvemos o en la figura que la imaginacion nos
representa.

Me propongo resolver ¢l preblema: Truzar un segmenlo
capaz deun angulo dado. (Fig. 7.)

En mi imaginacion se dibuja la
figura que acompana al texlo. La
relacion de perpendicularidad de
las cr y nt, de ot y bt, la delos
angulos que entran en la misma,
y hasta una multitud de teoremas
aparecen sucesivamenle en mi in-
leligencia con una rapidez que no

(Fig. T.2)

os posible esponer ni precisar, pues al querer fijar esas ima-
gines que se suceden en el espirilu, sc desvanecen para dar
campo & olras diversas represenlaciones.

Este analisis somero v vago fija el plan de solucion, 7y la
inteligencia, dejando el papel de pasiva, y guiada por las
ideas luminosas que encierra en si el problema todo, antor-
cha que le conduce por las profundas regiones del pensa-
miento, se lanza & poner en ejecucion lo que ha de ser con-
ducente al fin que me propongo.
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Vemos pues que siempre se verifica un andlisis al proee-
der sintélicamente .

El general que dirige una batalla, que da sucesiva é impe-
riosamente las Oldbllbb el arquitecto qne dicta sus disposi-
ciones para la construccion de algun edificio, el hombre de
estado que adopla una série de medidas conducentes al bien
publico, ¢ que ha de conjurar algun inminente peligro; todos
obran con arreglo & un plan mas 6 menos complelo segun ha
sido mayor 6 menor el tiempo de que dispusieran para con-
cebirlo.

Al analizav pues, sintelizamos, y al sintetizar analizamos,
creer lo conlrario seria ercer que podiamos pensar en un
todo sin pensar_en sus parles, 0 pensar en estas sin pensar
en aquel; seria creer que podemos considerar la unidad del
Universo sin pensar en los elementos que lo consliluyen, 6
pensar en eslos como parles de un Lodo, sin considerar la
unidad del mismo.

Es imposible que al analizar una verdad geomélrica no se
aglomeren una infinidad de verdades relacionadas con ella, es
decir, que no se presente la ciencia, no con esa 1'crrulandall
y simelria con que se nos presenlaria espuesta segun los
plBCLptos del método sintélico, obedeciendo & una rigurosa
clasificacion de sus elementos que le diera el caracter de
un todo organizado; sino contemplada bajo un punto de vista
arbitrario, tomando por base la verdad que hemos considera-
do, & la eual la ciencia se refiere en sus principios y en sus
consecuencias, no de otra manera que el cuerpo humano,
conjunto organizado puede estudiarse tomando como punlo
de partida ulalt]uu,m de sus organos, cualquicra de sus
fuiiciones, y es tal la solidaridad de sus partes, que desde el
organo mas insignificante se llegaria 4 deducir por razona-
miento riguroso hasta los fenomenos mas complicados que
sostienen la vida. Y asi como, en virtud de esta armonia,
la eirculacion sin ser causa de la respiracion ni esta del mo-




vimiento museular, tienen lal dependencia enlre si que todas
se sostienen muluamenle, que todas mantienen ese equili-
brio, ese enlace que da el resultado complejo Illamado vida;
del mismo modo las verdades geomélricas no son causa ni
efecto unas de otras; la relacion probada en el teorema de
Pitagoras no es causa ni efecto del postulado de Euclides,
ni de ninguna propsesicion relaliva & perpendicularidad ni
oblicuidad; pero se soslienen unas & olras, lodas mantienen
unido y compacto el edificio de la ciencia geométrica.

Nadie podra probar que el teorema: En todo triangulo d
lados iquales se oponen dngulos iquales es por esencia anle-
rior 6 posterior al que afirma que la suma de los (res angu-
los de un triangulo es igual @ dos reclos; pero ninguno se
puede suprimir en la ciencia; Jo anico que se puede afirmar
es (ue para el estudio se necesila saber la teoria de dngulos
anltes que la de tridngulos; y esta antes que la de poligonos;
y ello es debido & que la inteligencia humana, que no puede
ver con una mirada la ciencia toda, tiene que hacer un estudio
sucesivo de lo que es simultaneco.

Dichas consideraciones indican suficienlemente, que cuan-
to mas profundo y detallado es un analisis, tanto mas gran-
diosa y completa es la sintesis correlaliva, asi como enanla
mas variedad hay en un todo este es mas uno, hay mas ar-
monia.

Lo que dislingue esto, que no es sino dos fases de una
operacion conocida con las palabras analisis y sinfesis, es el
punto de partida que se toma. En el primer caso es un objeto
2l cual se refiere la ciencia loda; se hacen converger hacia él
todas las verdades conocidas; parece como el foco de un
espejo parabdlico donde se reunen lodos los rayos de
luz.

El punto de partida en el segundo es lambien un objeto &
una verdad; pero considerada como fuente, principio ¢ fun-
damento de lo que despues se va desarrollando: es una mar-
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cha en que se hace diverger una verdad en sus consecuens
cias como la sivia del tronco diverge hasta las ramas mas
pequenas.

KEjecucion o fase activa.

La inteligencia ante la representacion de un objeto lo
observa, lo examina en su contenido, halla lo que tiene de
propio, lo que le distingue de los demds, marca su esfera en
el mundo de las entidades; al examinar esto analiza, es de-
cir, descompone mentalmente un lodo en sus elementos sin
dejar de sintetizar al propio liempo.

Esta elaboracion intelectual es fecundisima en resultados;
innumerables relaciones surgen apoyadas en las verdades
cientificas conocidas.

Tenemos pues, como resultado de la observacion un co-
nocimienlo de relaciones entre lo conocido y desconocido.

Pero no siempre basta el exdmen pasivo del entendi-
miento, y entonces necesario es que ésle, obrando sobre el
objeto, lo combine con nuevas entidades que introduce vo-
luntariamente, las cuales son mas 6 menos facilmente rela-
cionadas entre si mediante los teoremas de la ciencia, segun
el mayor 6 menor acierlo con que ha procedido el espiritu
en su eleccion.

En el problema: Por un punto de una circunferencia tra-
zarle una tangente; mediante la observacion de los elemen-
tos dados y que se buscan se obtiene el modo de resolverlo;
pues la relacion de perpendicularidad entre la tangente y el
radio en el punto de contacto da 11 clave de la solucion.

En el problema: Trazar un segmento capaz de un dangulo
dado, del exdmen hecho por el sugelo no se desprende
inmediatamente la resolucion; lns elemenlos conocidos y
los desconocidos no se hallan tan intimamente ligados que
se vea su dependencia; es necesario que nuevos elementos
sirvan de medios de enlace entre unos y otros.
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La construccion de la recta ¢r perpendizular 4 la cuerda
In, ladel radio of perpendicular ala bt y la de et y ne, intros
ducen elementos lales, que los conocidos quedan completa-
mente determinados con respecto @ los desconocidos. Asi la
construccion de los tridngulos fco y for di la relacion de
los angulos fen y tor; la perpendicularidad de to y b, er y
mn da la que exisle enlre bim y tor.

Hemos llegado al iltimo punto de pasividad del espiritu,
hemos examinado el objeto en sn contenido, hemos mental-
menle asociado nuevos elementos v hallade las relaciones
de unos y otros; nos hemos ocupado hasta ahora del espiritu
en su estado contemplativo y pasivo; pero es neeesario que
nos fijemos en la segunda fase, esto es, cuando se maniliesta
aclivo obrando sobre lo que hasta ahora no ha hecha mas
que ocasionar en ¢l multitud de wmodificaciones. Nos halla-
mos en el caso del general que, estudindas las fuerzas y
condiciones del enemigo en virtud de esploraciones y artifi-
cios dados, concibe un plan en armonia con lo que conoce,
y trata de ejecutar: yasi como en sumente se representan las
dificultades sucesivas que necesita vencer empezando su anali-
sis desdeel punto que domina el enemigo hasta su base de ope-
raciones, y despues, trasformandose en agente de sus propios
proyeclos comienza i realizar cuando ided, siendo su término
de accion malerial el que fué principio 6 punto de partida de
su trabajo intelectual; el geametra, despues de haber exami-
nado los datos de la cuestion y sus mutuas relaciones, suli-
cientes para conducir al resultado pedido, trasladandose del
dominio de la especulacion al de la accion mecinica, procede
& realizar cuanto su inteligencia combing, pero siguiendo
una marcha inversa.

En el problema: Trazar una tangente esterior a dos cir-
culos dados comenzamos por suponerla ya obtenida, y par-
tiendo de ella pasamos & considerar los radios om y o'n que
le son perpendiculares, terminando por el examen del trign-

3
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gulo rectingulo o'bo en que se conoce la hipotenusa oo y el
cateto boigual 4 la diferencia de los radios: y lomando este
término como punto de origen, principiamos la ejecucion
formando dicho tridngulo, prolongamos inmediatamente el
cateto o b hasta la circunferencia, y trazamos el radio o'n
paralelo al mismo, obteniendo los puntlos m y n que deter-
minan la recta que resuelve la cuestion.

En el problema: Hullar sobre el lado be del dngulo abe
cierto punto igualmente distante del vy el otro lado, (fig. 8.)

 comenzamos por considerar la dislancia

or que suponemos resuelve la cuestion,

seguimos considerando sucesivamente la

perpendicalar om & ba, el tridngulo is6s-

celes mor y la perpendicular » n, termi-

(Fig, 8.7 nando por observar que mr es bisectriz de

orn; y principiamos la ejecucion por construir la bisectriz

de esle dngulo, trazando inmediatamente la mo perpendicu-

lar & ba en m, y que encuentra al lado be en el punto o que
resuelve la cuestion definiliva,

Observamos que la resolucion de estas y ofras cuestiones
se verifica mediante el método llamado andlisis por los
geomelras, (ue consiste en suponer hallado lo que se (rata
de obtener. Con ello se consigue por de pronto una ven-
taja; pues damos cierto grado de determinacion al problema,
introduciendo relaciones que, si bien son hipotéticas, au-
mentan los elementos de que disponemos para resolverlo;
y esle aumento se complela por las construcciones auxilia-
res que nos dan nuevas cantidades relacionadas con los
datos y lo hipotético, en virtud de los leoremas de la ciencia.

Anteriormente hicimos un anilisis de todos estos ele-
menlos, y ahora solo nos ocuparemos del (ransito de lo
hipotético & lo real.

Ya se sabe que la inteligencia consigue aproximar las

- v iy D P Y .
ideas 0 estremos remolos, valiéndose de ideas 6 términos
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medios. Y no otra cosa hace el filosofo por medio del silo-
gismo y del sorites. Los leoremas son espresion de relacio-
nes de coexistencia enlre ciertas entidades; son el lazo que
las une. En un conjunto de entidades solo se necesila cterlo
namero de unas para que exislan olras. Asi, en el tridngulo
basta que se dé un lado y dos dngulos, 6 los (res lados para
que exislan los demas clementos; en un poligono, 2n—3
elemenlos conseculivos para que los restantes sean dados.
Conocidos una mediana y dos lados, un lado y dos media-
nas, las tres medianas, dos angulos y una mediana ete. de
un tridangulo, se conocen y determinan sus demas clemen-
tos. Vemos pues, que al resolver un problema geoméirico,
Jas lincas auxiliares que trazamos, combinadas eon los datos
y la construecion supuesta, han de produeir cierlas figuras
euyos elementos, relacionados por los leoremas de la ciencia,
han de quedar al fin eslabonados mutuamente y han de dar
por resultado determinar cierlo namero de ellos en virtud
de los otros conocidos.

Este eslabonamiento y determinacion es lo que se busea
v necesila para que cuanlo hay de hipotélico pase é la esfera
de lo real.

Al resolver el problema: por un punto dado s trazar d dos
reclas que se encuenlren, una trasversal igualmente inclina-
da con respecto d ellas, (fig. 1) suponemos trazada la recta
scb que forme con pmn y pn los dngulos
pab y pba iguales enlre si, construimos
la perpendicular pe, y en virtud del
teorema: la perpendicular bajada desde
el vértice de un triangulo isosceles da la
base, pasa por el punto medio de eslay
es biseclriz del angulo del vértice, esla-
blecemos la relacion hipolética de igual

(Fig. 1.%) inclinacion entre la recla que se busca
y las pm y pn; la relacion real de perpendicularidad entre
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Pq y ab, la relacion real de igual inclinacion con las pmy pn
de esta perpendicular. En resimen, la recla pq es el medio
que enlaza la ab, que se busca, con las pm y pn dadas. A la
1." se la encuentra unida por el lazo de perpendicularidad,
& las 2.% por el de igual inclinacion.

En virtad del teorema citado, se ve la reciprocidad de eslas
relaciones; pues si los angulos pab y pbason iguales, la per-
pendicalar es bisectriz; y si la bisectriz es perpendicular a
una recla ab, los dngulos pab y pba son iguales. Luego si
hipotéticamente hemos comenzado por la relacion de
1coALDAD de eslos angulos, hemos continuado con la de rereex.
pevLsriosd de pe y ab, y hemos concluido con la de 1cusuoan
DE INCLINACION enlre pe y las pm y pn; procederemos real-
mente comenzando poI* CONSTRUIR LA BISECTRIZ, conlinuando con
el mazavo ve LA perpENDICULAR sab desde s, y concluyendo que di-
cha perpendicular esta wustuests xcusans con respeclo 4 las
propueslas. Seguimos pues, enla ejecucion una marcha in-
versad la seguida en el razonamiento.
Sea el problema: Por dos puntos a y
b trazar a cierto punto de una recta
dos rectas iqualmente inclinadas con
respecto @ ella. (Fig. 9.)

)y Hipotéticamente comenza-
mos por considerar la wusLpap e
ben y den (la igualdad de ben y acp
se reduce d ella por ser pea y den opuestos por el vérlice),
conlinuamos considerando (en virtud de las construceiones
auxiliaves: prolongacion de ac y perpendiculur bd & cn, que
sirven de medio de enlace entre las entidades) la relacion
(e PERPENDICULARIDAD eplre en y bd, v concluimos observando
la de tcuaoan entre bn y nd (podemos indiferentemente in-
verlir las relaciones de igualdad entre bn y dn. y de per-
pendicularidad entre bd y cn, pues en los triangulos chn y
end, siendo los angulos ben y den iguales, sibn esigual d

[Fig 9.7)
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nd, los dangulos en n serdn rectos; y reciprocamenle, si fos
angulos en n son rectos, bn y dn seran iguales).

Enseguida procederemos wrealmente, comenzando por
considerar la relacion de rerpexicuLarioan entre bd y en, conli-
nuamos considerando la de wuatpav entre bn v dn, y conclui-
mos por hacer lo mismo con la de wvaLoan de los angulos
ben v den, 6 ben y acp (pues acp=den por opueslos por el
vértice).

En la ciencia matemalica redoucimos cada problema o
cueslion 4 una série sueesiva de cuesliones mas sencillas o
conocidas que conducen & la determinacion de la propuesta.

La suma de nimeros de varias cifras se reduce & sumar
niumeros de una ecifra,

La multiplicacion de numeros de varias cifras conduace
sucesivamente & multiplicar un namero de varias cifras por
otro de una y dos niimeros de una cifra.

La division se resuelve en las lres operaciones que le
preceden, y la estraccion de raices conduce & la ejecucion
de todas eslas.

lLa resolucion de un sistema de seis ecuaciones con
seis incognilas conduce sucesivamente & la resolucion de
sistemas de cinco ecuaciones con cinco incdgnilas, cualro
con cualro, hasta llegar & una sola ecuacion con una incog-
nita.

Podemos dividir los problemas en elementales y com-
piejns.

Los primeros casvs de lodas las operaciones que se re-
suelven de memoria, son en Aritmélica los problemas ele-
menlales.

En Geometria serd mas conveniente dividirlos en meca-
nicos o practicos, delerminalivos y complejos.

Los pricticos son tres. 1.° Trazar una recta. 2.° Tomar
en una recla una distancia igual & otra dada. 3.° Describir
una circunferencia cuyo radio se conoce.
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El 1.° se resuelve con la regla. El 2.° y 5.° con el com-
pas.

Los delerminalivos son tres. 1.> Trazar una perpendi-
cular i una recta dada. 2.” Trazarle una paralela. 3.° Tra-
zarle una oblicua igualmente inclinada que otra (esto es,
trazar un dngulo igual a olro).

Dichos problemas se ejeculan con anxilio de los meei-
nicos, y corresponden 4 la segunda cuestion que debe tra-
tarse con respeclo 4 loda figura geométrica (1) que llamamos
determinacion.

Por altimo, los problemas complejos son los que para
resolverse necesilan que ejeculemos cierlo nimero de los
determinalivos y por consiguiente de los mecanicos.

La resolucion de eslos problemas depende de los mas 6
menos profundos estudios que se haya hecho de la 5.° cues-
lion geomélrica (2) o sea relaciones del contenido de las
figuras.

El problema: trazar una iangente esterior d dos cireulos
dados, se reduce & resolver sucesivamenle fos siguientes:
1.° Constrair un tridngulo reetangnlo enya hipolenusa sea
la distancia 00" de los centros (fig. 6), y uno de los calelos
la diferencia de los radios. 2.° por el
punto ¢ trazar una paralela d om (que
conduce al trazado de uningulo ignal
a olro 6 una perpendicular 4 otra rec-
la, que 4 su vez vienen & resolverse
: en los mecinicos.) La recta mn tra-

Fig. 6.3 zada con la regla resuelve la cueslion.

El problema: Trazar un segmento capaz de un dangule
dado se reduce a resolver sucesivamentelos que siguen:
1.° trazar sobre mt un angulo bim igual al propuesto.
2.° trazar por { una perpendicular of 4 bt, y por ¢l punto

/1! Observaviones wtiles en el estudio de las matemiticas,
2 .




—93~
medio de nt una perpendicular i esta reeta. 3.° desde o co-
mo cenlro y con el radio of deseribir una circunferencia.
El problema: Hallar sobre el ludo be del angulo abe cier-
to punto vgualmente distante del vy del olro lado (lig. 8) se
reduce: 1. & trazar desde » la perpendicular rn a ba.
° dirigir la biscetriz rm de brn. 3.° lrazar por m la para-

D
lcl.j mo a la rn.

El método aplicado a sistemas
de cunestiones.

Tratar un conjunto de cuesliones supone haberlas estu-
diado individualmente. El anilisis ha sido el medio emplea-
do en la invencion y el que ha enriquecido la ciencia con
la multitud de verdades adquiridas.

Despues de haber descubierto cierto nimero de eslas,
lo natural y propio es ordenarlas, clasificarlas y agruparlas
segun sus analogias mas 6 menos remolas.

La ciencia pmmltwamenle era una série de verdades sin
conexion, enlace, ni dependencia; razon de ello es que el
espiritu no habia plofundlz.ado lo bastante en sus invesliga-
ciones para llegar 4 eslender la esfera propia de cada una
hasla que hubiera compenetracion de las unas en las otras.
Las verdades de cada ciencia son al principio como circulos
esteriores entre si que agrandandose sucesivamente, llegan
a tocarse y aun & cor larse, y aumentando su diimelro, cada
vez son mas los puntos de los unos contenidos en los otros,
cada vez lienden mas y mas & confundirse en toda su esten-
sion y formar un solo circulo, es decir, cada vez se vé mas
proximo el reducirse todas & una donde se hallen conteni-
das; limite que dnicamente exisle en Dios que conoce por
una sola verdad.

Y este progreso hacia Ja armonia de las ciencias se nola
en las diferentes fases del desenvolvimiento de la humani-
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dad, pues incesanlemente el dominio de las unas se dilata y
estiende al de las otras. La filosofia invade el terreno de la
literatura y de la historia, y no contenta con esla evolucion,
abarea el dominio de las ciencias exaclas y naturales.
Aunque en un prineipio las leorias matematicas no lienen
el enlace y trabazon con que hoy las vemos, no deja la cien-
cia de exislir con cierta unidad; pues siendo relaciones de
coexistencia las que se estudian, basta saber unicamenle
las condiciones de unas entidades necesarias para que exis-
tan otras. Esto tambien se puede asentar de las demas cien-
cias sobre todo de las que se fundan en hipélesis para pro-
bar ciertos hechos, en las que nuevos descubrimientos las
reclilican 6 modifican convenientemenle, llenando lagunas 6
huecos que existian, y aun al presente todas se halfan con
cqpar i0s 0 vacios sin que deje por eso de existir su unidad.
En la antigiiedad acaso las verdades malematicas que se
conocieran, se redujeran 4 las que manifiestan la existencia
y delerminacion de las enlidades @ objetos a que se relieren.
Pero mas tarde  estos materiales, que tal vez en Aritmélica
se cifieran & cuanto es necesario para ejecutar las operacio-
nes fundamentales, y en Geomelria & los leoremas relalivos
a la existencia de la oblicuidad, perpendicularidad y poli-
gonos, y su determinacion, se han ido combinando oiros,
que han aumentado el caudal y complicacion de la ciencia.
Cuantas verdades se van agregando, por mas que lengan
novedad con relacion al espir itu, no son ni antes ni despues
que otras, pues lodas coexislen en esencia, todas lienen
igual importancia, s6lo difieren en la época de ser descu-
biertas, y de esto resulla que muy bien puede sernos cono-
cida una pequenisima parte de la ciencia sin que deje de
presentarse con cierta unidad; y asi se ve que habia unidad
en la ciencia matemilica de los tiempos de Arquimedes y
Euclides, como la habia en los de Newlon y Descartes, como
la hay actualmente; pero esa unidad que jamas ha dejado
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de existir, ha variado en los grados de perfeccion como varia
un edificio en que, terminada la obra de mamposteria, se
tiende & decorarlo.

Esa agregacion liene por resullado el aumento de la va-
riedad y armonia de la ciencia,

UNIDAD, VARIEDAD Y ARMONIA DE LA GIENCIA MATEMATICA,

La unidad de la ciencia esti en su objeto. A ¢l se refiere
cuanlo se estudia, y en él se halla. La variedad es las dife-
renles maneras de ser el objeto. La armonia es lacompene-
tracion de la variedad en la unidad; estd dada en matemi-
ticas por la demostracion, medianie la que relerimos la
primera & la segunda, hacemos converger la multiplicidad
de elementos en un foco.

La demostracion es casi el tnico lazo de la ciencia en
la antigiiedad; solo por medio de ella la vemos una. Ella
reunc cuesliones lan helerogéneas como las que vemos mez-
cladas en lo obra de Euclides; pues el inico mévil de este
ilustre gedmelra es el riguroso encadenamiento de verdades,
al cual sacrifica las analogias de los objetos y proposiciones;
a esto hay que atribuir los defectos que hallamos en el plan
general de sus Elementos geométricos.

A medida que se sucede el tiempo nuevas verdades enri-
quecen el caudal de la ciencia, se van llenando vacios; y
este aumento hace comprender la necesidad de clasificar y
reunir ordenadamenle los materiales. Es indudable que
cuanla mas variedad de ideas haya y mas depuradas se en-
cuenlren, tanto mas ficil ha de ser una buena clasilicacion.
Por esto los tralados antiguos adolecen de dicha falla que
mas facilmenle, si bien aun no por completo, han evitado
los aulores modernos.

El érden que vemos predominante es el lineal 6 serial,
es decir, aquel que solo atiende & la rigurosa sucesion de

&
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ideas 6 cuestiones comenzando por las mas sencillas 6 que
son fundamento de las demas. Eslo se observa examinando
las obras publicadas hasta el siglo pasado.

Otro caracter, consecuencia del estado rudimentario de la
ciencia es el predominio casi completo del analisis, la pro-
ligidad de ejemplos practicos, mas bien que de conceplos,
cierla pesadez y lentitud en la manera de resolver las cues-
tiones que deja muy por desear la concision, energia y ra-
pidez con que los autores modernos prueban las verdades,
meciéndose en el mundo de las absiracciones, sin necesi-
dad de recurrir 4 las pruebas casi materiales de que rebosan
Jos tratados anliguos.

Perc habiéndose estendido la ciencia de la cantidad por
nuevos y mas espaciosos horizontes bajo el influjo de Descar-
tes, Newton, Leibnitz, Euler, Cauchy, Chasles y otros muchos
matematicos, y ofreciendo una inmensa variedad de objelos,
exije mas larde que el 6rden lineal, solo aceptable en los pri-
meros pasos, sea sustituido por olro mas perfecto. Ya en
autores como Tosca, Vallejo, Bourdon y Legendre vemos
un principio dereforma, una transicion en cuanto al plan de
las obras, ya se nota algo de simelria, y cierta tendencia &
agrupar cuestiones analogas. Pero aun se manifiestan mas
estos caracteres en la Geomelria de Vincent, observindose
un principio de distincion entre modos de ser el objeto y
modos de concebir el sugeto, entre los teoremas 6 cuestio-
nes especulativas y problemas 6 cuestiones précticas; ade-
mas, tratando por separado y en general-los métodos de de-
mostracion, toma la inicialiva en considerar que se ha de
tener presente para el buen método la unidad de demostra-
cion, la reduccion & corto nimero de los medios de probar
verdades.

Posteriormente aparecen lratados donde cada vez mas y
mas se van acentuando estas distinciones y analogias que
hacen comprender, como & la unidad ¢ enlace dado por la
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demostracion 4 la ciencia debe acompanar la unidad de plan,
6sea la distribucion simétrica y ordenada de las verdades
y cuestiones. En resimen, como & la linea, imagen de la
ciencia primiliva, debe sustituirse el drbol, simbolo exacto
de la ciencia moderna.

EFases de la ciencia matemdatica.

Tres fases podemos considerar en la ciencia relativamente
4 la humanidad y al individuo.

La 1." que podemos llamar de las sinfesis fucticias, se
distingue por el predominio de la imaginacion y los sen-
tidos. La antigiiedad es la época de las intuiciones rapidas,
de las gigantescas concepciones en cuanlo lo subjetivo,
asi como del empirismo en los conocimientos relalivos 4
lo que no es el yo. La imaginacion suple lo que falta de
anilisis y estudio de los hechos y séres. Esto consiste en
que el hombre cuando conoce, lrala de reducir sus conoci-
mientos 4 la unidad, y cuando esta no existe la forja 6
finge. El malemdlico, siguiendo dislinto rumbo que los
filosofos y poetas, atiende principalmente & mantener la
integridad y legitimidad de cada conocimiento. La poca
abundancia de materias impide la sistematizacion de ideas.

L.a 2.° esta caraclerizada por una exuberancia de ac-
tividad. Despues de sucederse muchas generaciones (que
han legado en sus escritos huellas de sus trabajos intelec-
tuales, las posleriores los examinan y tratan de asimilar-
selos. Apropidndose la ciencia de la antigiiedad, los mate-
miticos arabes preparan su extraordinario acrecenlamiento
y desarrollo realizado por los génios de Newton, Descartes,
Leibnilz y otros. Este es el periodo de la elaboracion inte-
lectual, como en la esfera de los hechos materiales es el
que prepara la constitucion delas Naciones.

Por altimo, en la 5.* la razon predomina, es la época de




la armonizacion de los conocimientos, de la espansion de
las ciencias, de la compenelracion de unas en otras.

Despues de haberse forjado sistemas ilusorios al princi-
pio, y mas tarde haberse enriquecido la ciencia con nume-
rosos descubrimientos, debe seguir un estudio complemen-
tario, eslo es, el estudio comparativo de los hechos con los
productos de la fantasia, & fin de establecer los verdaderos
conceplos que han de dar unidad & la ciencia, y rechazar
cuanto sea falso o ilusorio, pasando esta de la categoria de
producto espontaneo a la de producto depurado por la eri-
tica filosofica, producto de un ser inteligente que conoce lo
que produce, que se distingue de sus conocimientos, que
sabe los medios de que dispone para conocer y producir en
el mundo de las ideas, y que trata de establecer la ciencia
desde sus fundamentos. Y asi sucede: el malemilico tenia
absorvida toda su atencion en el objeto; pero Descartes, al
encerrarse en el mundo del pensamiento parece que comienza
la reaccion del espiritu sobre el mundo esterior; y mas larde
un genio ilustre, al preguntarse en que consisten las mate-
milicas, si hay medio de abrazar por un solo problema todos
los problemas de la ciencia y resolver generalmenie este
problema; al tratar de la ley universal que rige la genera-
cion de las cantidades, al fijarse en las leyes subjetivas
frente 4 las objelivas, al senalar la divisoria entre la especu-
lacion y la accion, al concebir los elementos necesarios
de las operaciones y su reunion sislematica, presenta el cua-
dro grandioso de lo que la ciencia debe ser y ofrece 4 la
humanidad su ideal, pasando en aquel instante del estado de
la espontaneidad al de la critica filosofica.

Despues de iniciada esta wltima fase por las grandiosas
concepeciones de Wronski, los resultados no tardan en ma-
nifestarse. Notanse en los matemdlicos aspiraciones a elevar
la ciencia auxiliandose de los recursos de la filosofia. Y
aparecen Lratados relativos al método, esponiendo las mane-
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ras generales de fupcionar el espiritu con ocasion de las
verdades matematicas, y se trata de sistematizar las ideas
de las cantidades fraceionarias, negalivas é incomensurables
tan dispersas, individualizadas y concretadas en las obras
anliguas. Y esto se realiza asociando & la idea de cantidad
las de estension, posicion y movimiento reclilineo y rotatorio,
que conducen con facilidad & las de funciones periodicas
tan fecundas en trigonomelria como en la teoria de los nii-
meros.
Parte objetiva de Ia ciencia matematica.

El espiritu estd en posesion de varias ideas universales y
absolutas que constiluyen su esencia y son los lipos segun
los que pensamos 6 modelamos nuesiros pensamientos. Las
malematicas son el desenvolvimiento de las de cantidad y
niimero. El objeto de esta ciencia se puede obtener en su
inmensa variedad por el desarrollo de dichas ideas con arre-
alo i las leyes del orden y mediante la afirmacion 6 negacion
del entendimiento.

Tenemos pues, que en su parle objeliva comprenden:
1.° el nimero absoluto que aparece al contemplar el sugeto
la sucesion de los fendmenos de su conciencia. 2.° cuanlo re-
sulta de considerar este tipo abstracto aplicado a la cantidad
estensa (nimeros fraccionarios, concrelos, incomensurables
y cantidades infinitesimales.) 5.° cuanto resulta de aplicarlo
4 magniludes eslensas referidas a un punlo fijo & origen,
(cantidades posilivas y negativas) 4.° cuando resulta de apli-
carlo 4 magnitudes 0 distancias consideradas al rededor de
un punto, (cantidades imaginarias.)

El sugeto, poseyendo las ideas de drden, posicion y mag-
nitud produce, en su gran variedad, el material de la ciencia
matematica.

La actividad intelectual afirma 6 niega las maneras de ser
de estos conceplos.
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l.a afirmacion y negacion son los dos polos sobre que
giran las cuestiones malemalicas.

La sucesion de los actos de nuestra conciencia nos su-
giere las ideas de numero y cantidad.

Estos conceptos, como los de espacio y liempo, son esen-
ciales en la cognicion de los objelos.

Ya nos hallamos en posesion del nimero absoluto. Ya
tenemos la base de nuesira escursion por el campo de la
ciencia. Ya poseemos el érden natural de la pluralidad,
orden fundamento de todos los demas.

Apliquemos sucesivamente los conceplos de igualdad y
desigual (que entranan los de afirmacion y negacion)
4 la série natural del contar, descubierta en el sucederse
de nuestra conciencia, y aparece el rico y abundante mate-
rial de la Algoritmia.

Tenemos la numeracion natural que produce uno 4 uno
todos los nameros, que dan el orden de sucesion 6 plurali-
dad. De esto pasamos & la consideracion de la suma, 6
aumentos cualesquiera de grupos de unidades, la cual com-
prende la multiplicacion, como el caso en que eslas agrupa-
ciones son iguales. Larepeticion sucesiva de multiplicaciones
da el producto de varios factores, que encierra como caso
particular la polencia, pues resulla de la aplicacion del con-
ceplo de identidad a la idea de producto en general.

Un retroceso 6 marcha inversa conduce 4 la sustraccion,
dwision y estraccion de raices. Es la marcha en que de los
resultados nos proponemos pasar i los-datos de las opera-
ciones divectas 0 conslructivas (pues por ellas se engendran
6 conslruyen nimeros. )

Productos derivados de estos son las proporciones, pro-
gresiones y logaritmos, siendo origen de las ecuaciones las
maneras distintas y arbitrarias de producir una misma can-
tidad.

La afirmacion 6 negacion segun el érden, referidas ¢ apli-
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cadas 4 la estension, nos revelan en su variedad el mando
geomeélrico.

La alirmacion constanle de una direccion 6 posicion de
elementos constituye la recla. La constante negacion de
igual direccion la curva. La afirmacion total de igualdad de
lados en un Uiingulo nos da el equildtero, la afirmacion
parcial, el isdsceles, y la negacion el escaleno.

La afirmacion total posible de paralelismo en un cuadri-
litero nos da la idea de paraleligramo, la parcial la de
trapecio, la negacion origina el trapezoide.

La afirmacion total de igualdad de lados y angulos en un
paralelogramo nos da el cuadrado, la afirmacion total po-
sible de su desigualdad nos da el romboude.

La afirmacion parcial de igualdad de lados y angulos nos
da, en las dos combinaciones que pueden hacerse, el rec-
tangulo y rombo.

La afirmacion de igualdad de una suma, diferencia 6
relacion de distancias & dos puntos fijos, da los lugares
geométricos elipse, hiperbola y circunferencia.

La combinacion de igualdad de forma y magnitud nos da
la identidad. La de igual forma y distinta magnitud la se-
mejanza. La de distinta forma é igual magnitud la equiva-
lencia. Y la de igual forma y magunitud con inversa posicion
de elementos la simetria.

Producido este primer material de la ciencia geométrica,

la inteligencia se remonta & mas amplias esferas, y tomando-

por base de sus fecundas escursiones el movimiento de
los tres elementos de la estension, el punto, la linea y la su-
perficie, en virtud de las leyes que la arbitrariedad impone
en conformidad con las leyes absolutas y superiores de la
inteligencia, (arbitrariamente no podemos dejar de pensar
en conformidad con las leyes que constituyen la esencia de
la inteligencia humana) produce esa infinidad de cuerpos,

lineas y superficies, que constituyendo el material de las




matemilicas en sus ramas superiores, llegan algunas de
ellas a traducirse en el mundo de la materia por las érbitas
que describen los planelas y por las ondas que trasmiten el
sonido, la luz y el calor, armonizando cuanto el entendi-
mienlo produce & priori con lo que del examen de la natu-
raleza se deduce 4 posteriori.

Parte subjetiva.

Espuesto lo concerniente & la parte objetiva de la ciencia
malematica, corresponde esponer, si bien ligeramente, algu-
nas ideas generales que refiricndose & la parte subjetiva,
completen el cuadro que nos hemos propuesto disenar.

Dos cosas deben eonsiderarse en el sugelo: receplividad y
actividad. Cuanlo se puede realizar en el mundo de las ideas
es un resultado complejo, una combinacion con véria inten-
sidad de eslos dos estados 6 modos de ser del espiritu.

Fl sugeto es escilado por las multiples modificaciones
que en ¢l producen los fenomenos fisicos y animicos; y te-
nemos en las sensaciones ¢ ideas, la doble huella que, en el
recipiente de todo, la conciencia, imprimen el mundo fisico
y el mundo psicologico.

Los sentidos y la razon son los érganos que nos suminis-
tran el abundante material de nuestros conocimientos.

Los primeros nos dan lo material. contingente, finilo y re-
latwo la segunda, lo espiritual, necesario, infinito y ab-
soluto.

Entre estos dos sentidos (permilase la espresion) que nos
comunican respeclivamenle con la naturaleza y Dios, hay
un tercer sentido (llamado por algunos filosofos sentido del
espiritw) que es el lazo de lo espiritual y material, que es el
nicleo en que se unen y asimilan la materia y el espiritu.
La imaginacion es el sentido que ofrece al sugeto la repre-
sentacion de lo que ha de conocer. Es un medio por el cual
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sinlelizamos, agrupamos en un tipo seosible las multiples
modificaciones que sobre cada senlido producen los objetos.
s lo que nos hace conocer como conocer debe un ser
dotado de la doble naturaleza material y espiritual, es decir,
en imdgen, per conversionem ad fanidsmata, y de esto no
escapan hasta las ideas mas elevadas de la razon. Y esto
hace que en geomelria tengamos buen cuidado de distinguir
entre la imagen y la idea, entre la representacion dotada de
cierla magnitud, de cierta forma, de cierla combinacion
particular de elemenlos eslensos y la idea que nos repre-
senta lo universal, lo que no se refiere ni 4 magnitud ni a
forma determinada; sino que comprende en si lodas ellas,
vy hace que cuanto hemos demostrado con ocasion de una
figura, lo estendamos enseguida & cuanlas figuras de aquel
género se nos puedan presentar.

Es imposible separar por completo cuanto se refiere 4 la
actividad y pasividad del espiritu, pues estas dos maneras
se hallan incesantemente combinadas.

Hemos considerado la receplividad en sus dos modos
que nos suministran cuanto existe en el mundo material y
espiritual. Falta que consideremos al sugelo como aclivo,
reaccionundo sobre lo que ha herido su escilabilidad. Algu-
nos filosofos denominan entendimiento 4 la inteligencia en
esta segunda fase, y nosolros, para claridad, adoptaremos
esla significacion.

El entendimiento obra sobre cuanto le presentan la razon
y los sentidos atiende (tendere ad) es decir, se dirige al
ohjeto, pereibe (percipere,) esto es, se apodera del objeto
por medio de su represenlacion (imagen 0 idea) y por
tltimo delermina ¢ aplica los conceplos de la razon al ob-
jeto para conocerlo, y en virtud de la deferminacion conoce
que es un ser 6 suslancia, que se refiere & una causa, que
existe en el espacio y tiempo etc. Las ideas absolutas de la
razon son llamadas calegorias por algunos liLﬁso[os. son las




leyes de nuestra actividad intelectual sin las cuales no po-
demos conocer.

El sugeto conoce los individuos por los senlidos, los g¢é-
neros medianle la generalizacion, y conoce por la razon lo
que se halla fuera del dominio de lo sensible, lo universal,
necesario y absoluto, es decir, las ideas racionales que no
pueden sernos dadas por los sentidos.

NMi¢todos matematicos.

No hay mas que un mélodo que llamaremos general, ¢l
cual bajo las dos fases 6 modos de ser empleado recibe los
nombres de anilisis 6 sintesis.

El mélodo general coneretado o referido @ varias cuestio-
nes de una ciencia recibe diversos nombres, y origina los
métodos particulares.

El método general, 6 simplemente mélodo consiste: 1.°
en reducir una cueslion & olra i otras mas elementales 2.°
en definir, dividir, clasificar y ordenar las cuesliones 1
ohjetos.

METODO DE SUSTITUCIONES SUCESIVAS.

in malemilicas loda cueslion se resueive en olra i olras
mas sencillas. No hay mas escepcion  eslo que las elemen-
tales 6 fundamentales, que sirven de base i las demas.

Asi, la resta y multiplicacion se resuelven en sumas. La
multiplicacion. de nameros de varias cifras se reduce a
multiplicaciones de numeros de una cifra. En la Leoria del
m. ¢. d., reducimos la cuestion & hallar el m. e. d. del
divisor y residuo, nimeros mas sencillos que el divisor y
dividendo.

Dichas suslituciones se pueden verificar de dos mancras.
1.7 por intuicion 2.° por discursion.
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Por inluicion se aplica & lo compueslo cuanto se admilio
para lo simple lundandose en que: Lo que se hace conel
conjunto de las partes queda hecho con el todo.

De esto lenemos ejemplos en todas las operaciones arit-
méticas llamadas fundamentales por los aulores.

Se procede discursivamente cuando se demuesira que
cierto cambio de condiciones de la cuestion no hace variar
las entidades, ¢ relaciones que ralamos de eslablecer.

Esto tiene lugar al hallar el m. ¢. d. y m. ¢. m. de varios
nimeros, al demostrar que el nimero de decenas de la
raiz cuadrada de un nimero no es mayor ni menor que la
raiz cuadrada entera de las centenas, y que el numero de
decenas de la raiz ciibica de un entero no es mayor ni me-
nor que la raiz cibica entera de los millaves, elec.

Asentado que toda cuestion se resuelve por olras mas
sencillas 0 conocidas (no siempre lo anteriormente conocido
es lo mas sencillo pues esto depende de la marcha adoptada
en la ciencia) es preciso consignar que se deben dislinguir
tres métodos generales por sustitucion: 1.° Induccion, que
estiende lo individual 4 lo general. 2.° Ad absurdum, que
estiende lo afirmativo a lo negativo, 6 lo directo & lo reci-
proco. 5.° El método de los limiles que estiende lo comensu-
rable y finilo & lo incomensurable é infinito.

1.°  Induccion, mélodo general que da estension en can-
tidad.

Despues de probar una verdad para un objelo que ocupa
cierto lugar en un conjunlo, se lrala de hacerla estensiva i
cualquier objeto de ese conjunto.

La induccion es empirica 0 racional.

La 2." es la iinica usada en malemalicas; se verifica cuando
la razon, en virtud de la demostracion, concibe como uni-
versal una ley probada con respecto & un objeto.

Asi: demostrando que, el m. ¢. d. del dividendo y divi-
sor es igual al del divisor y residuo, queda juslificado que
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podemos sustituir & los dos primeros los dos tllimos, y asi
sucesivamente, cualquiera que sea el nimero de divisiones
por efectuar,

Probando que los valores de las incognilas de una ecua-
cion no alteran aunque se mullipliquen 6 dividan los dos
miembros por un nimero; aunque se les aumente 6 dismi-
nuya un valor conocido, se justifica el transilo de un sistema
de ecuaciones & olro mas sencillo segun cualquiera de los
métodos de eliminacion, y cualqmela que sea el namero
de ecuaciones.

En virtud de que: todo divisor de dos numeros es divisor
de su m. c. d. y deque: todo miltiplo de dos nismeros es mul-
tiplo de su m. c¢. m., se justifica la obtencion del m. c. d.
ym. c¢. m. de varios numeros, que queda reducida 4 efec-
tuar, una série sucesiva de eslas operaciones para dos de
ellos.

En Algebra realizamos muchas inducciones racionales
haciendo estensivas las reglas probadas para las cantidades
enleras positivas & las fraccionarias, incomensurables, y
negalivas.

El método inductivo es muy atil para muchas cuestiones
en que no es ficil probar desde luego, con toda generalidad
una relacion, y es necesario remontarnos & lo complejo
desde lo elemental.

El teorema: En todo poliedro convexo, el numero de
aristas sumado con 2, esiqual al de caras sumado con el de
vértices, se demuestra tomando como punto de parlida una
cara para la cual se verifica dicha relacion, despues de legi-
limar por induccion para el poliedro de m—1 caras lo de-
mostrado para el que solo tiene m, lo cual autoriza el trin-
sito de una cara & una reunion de dos caras y asi sucesiva-
menle.

2.* Método ad absurdum. Esle sirve para estender la ver-
dad de una proposicion y su reciproca & la de sus conlrarias




(llamamos contravias las que lienen opuesta hipolesis y
opuesla tésis) 6 la de una proposicion y su contraria & sus
reciprocas.

Asi, probado que; En un tridngulo a lados iguales se opo-
nen dngulos iguales y & mayor lado mayor dngulo, se oblie-
ne que & dngulos iguales se oponen lados iguales y & mayor
dangulo mayor ludo.

Y despues de probar que & iguales lados se oponen dan-
qulos iguales y & angulos iguales lados iguales, se demues-
tra que & mayor lado se opone mayor angulo, y que a ma-
yor angulo, mayor lado.

Es deeir, que basta probar las dos directas contrarias 6
una directa y su reciproca para quedar demostradas ad ab-
surdum las dos restantes.

La demostracion de una proposicion equivale 4 la de la
reciproca de su coniraria. Pues probando que si cuatro nu-
mergs forman proporcion, el producto de los estremos es 1gual
al de los medios queda probado que: si el producto de dos
numeros estremos es desigual al de los dos medios, no for-
man. proporcion. 3

Esle método sirve para establecer lugares geomélricos,
pues si demostramos que lodo punlo situado en cierla linea
o superficie goza de cierla propiedad, al probar reciproca-
mente que todo punto que goza de la indicada propiedad se
halla en determinada linea 6 superficie, queda establecido
un lugar geométrico compuesto de puntos que tienen dicha
propiedad. .

Asi, despues de probar que: Todo punio situado en la
perpendicular levanlada ¢ una reclaen sw punio medio equi-
dista de sus estremos; que todo punto situado en la bisectriz
de un dngulo equidista de sus lados; que la recla perpendi-
cular @ dos que pasan por su pie en un plano es perpendi-
cular d este, y olras muchas proposiciones que se pudieran
citar, se demuestran por reduccion al absurdo que fodo
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punto equidistante de los estremos de una recla se halla en
la perpendicular levantada en su punto medio; que todo
punto equidistunic de los lados de un angulo se halla en su
bisectriz, que todas lus perpendiculaves trazadas por un punto
& una recta se hallan en su plano; lo cual equivale & decir
que la perpendicular levanlada & una recla en su punto me-
dio, la biscelriz de un dngulo y el plano perpendicular & una
recla en uiao de sus puntos, son los lugares geomélricos de
los puntos que lienen cierta propiedad.

5.° Bl método de los limiles sirve para pasar delo comen-
surable & lo incomensurable, de lo finito & lo infinito.

Se aplica 4 demostraciones relalivas & los numeros inco-
mensurables y a las de propiedades de curvas, las cuales se
refieren & las de lineas poligonales inserilas 6 circuns-
critas.

Los métodos de los infinitamente pequenos, de exaucion,
de los indeterminados, de los indivisibles ete. no son mas
que varias maneras de conseguir este objelo, y se pueden
dividir en dos secciones: Los que conducen de lo finito & lo
infinito (exaucion y limites), los que conducen de lo infinito
4 lo finilo (infinitamente pequenos, ¢ indivisibles).

A estos mélodos creemos deber anadir el que llamamos
generalizacion vy construccion, por idénlicos modos de ser.
Dicho método en realidad comprende a lodos los demis,
pues de ¢l usamos en toda demostracion matematica: con-
siste en elevarnos 4 admilir una verdad (probada con ocasion
de nameros 6 liguras particulares) para todos los niimeros
6 figuras de un mismo género. Mediante €l aplicamos &
cualquier namero, los razonamientos hechos para probar
que un producto de los fuctores no altera cualquiera que
sea el orden de estos, con ocasion de dos nameros su-
pueslos.

Aplicado & cuestiones elementales se reduce & una sim-
ple induccion, en virtud de la que generalizamos para todas
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las entidades de un mismo género lo probado para algunas
de cllas, Pero en las ramas superiores de la ciencia, donde
se lrata de sistemas de clementos, es ademis de gran utili-
dad por conducir 4 la ripida eliminacion de algunas enli-
dades que por simefria deben destruirse, con intuicion
clara. Se reduce en este caso & formar por simelria varias
espresiones que combinadas entre si de cierto modo dan
con gran sencillez la relacion que se trala de oblener.

Si queremos demostrar la relacion (fig. 10) que existe
entre las dreas de los seis triangulos componentes del ABC

Aoc Boa Cob z i
espresada por G aos w1, diremos: Cada tridngulo es
4 su opuesto por el vérlice como el pro-
ducto de los lados del 1.7 al de los del
2.° Como cada recta 04, oc, elc. entra
en dos Llridngulos conseculivos, es evi-
8 dente que dividiendo el producto de los

(Fig. 10.] triangulos de lugar 1impar por el de los
de lugar par, Tos productos de sus lados correspondientes
han de eslar compuestos de los mismos faclores: luego su
relacion ha de ser 1, de aqui se concluye la formula pro-

puesla.
; e Frys . all b cA_ sen.aAB,
Tambien es ficil probar (Fig. 11) que & 53 & wnaac
sen.bBC sen.cCA ; ap_ABsenadB .. ACsen.adl .
sen hBA sen con PUES siendo sen.a sena  y por consi-

: aB_sen.aAB AR .
gnienle 3 smaac ac aplicando esla

formula a bCy bA, & Ac vy ¢B, que
lienen idénticos modos de ser, resulla
que cada lado del ridangulo entrardsu-
cesivamente como numerador y deno-
minador en las demas relaciones;

(Fig. 11.) luego desaparcceran al reducir, y solo
quedara la relacion entre el producto de los senos de los
dngulos de la izquierda y ¢l produclo de los senos de los
angnlos de la derecha (suponemos un movil situado dentro




del triangulo girando al rededor de un punto); queda pues,
probada la relacion que podremos enunciar: El producto de
los segmentos de la izquierdn, es al producto de los segmen-
tos de la derecha, como el producto de los senos de los angu-
los correspondientes de la 1zquierda, es al produclo de los
senos de los angulos de la derecha.

De esto podemos deducir que el producto de las re-
laciones de los senos de los angulos cilados, en el ca-
so que las rectas sean las medianas, y el producto de
las relaciones de los segmenlos cilados, en el caso

da ser bisectrices es 4; pues en el caso de las me-
4 . nn_h{l_cA=.l
dianas se tiene que e (en valor absoluto) luego

sen aAB  sen BB sen.clCA_ v . .
sen.aAl, sen BBA sen.ctb -1 En el caso de las bisectrices, se verifica
sen.aAB__ g sen.bBC__f  sen rAl aB bC ecA_

qUe Gpaac sen bBA sen.ccnzl’ illegﬂ aC hA eB L (Gﬂ valor
absoluto).

Miéiodos particulares.

Los métodos particulares pueden ser divididos en defer-
minalivos, estensivos y limilalivos.

Los determinativos tienen por fin determinar entidades,
lo cual se verifica cuando se trala de hacer coincidir figu-
ras geométricas, y entonces el mélodo empleado se Hlama de
superposicion. Las proposiciones que sirven de fundamento
son las sizuientes: Por un punlo no se puede trazar mas
quie una perpendicular y paraleln @ una recta. Dos dngulos
iguales superpuestos coinciden.

Mediante cllas se prueban los casos de identidad de los
triangulos, y de esto resultan las numerosas verdades de-
mostradas por coincidencia. '

Hay autores que evilan la superposicion en muchas de-
mostraciones deduciendo por razonamiento la ignaldad de
los clementos de que se trata. Por ejemplo, en vez de pro-
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bar por superposicion que si desde wn punto se trazan @ ung
recta dos oblicuas equidistantes del pie de la perpendicular,
serdn iguales, puede deducirse que serdn iguales por ser
lados homologos de dos triangulos recltingulos que tienen
iguales sus caletos.

Tambien es digno de citarse entre los determinativos el
mélodo en virtud del que se determina la posicion de un pun-
to por la consideracion de dos proporciones, una dada en
la hipotesis, otra obtenida mediante cierta construcelon, en
las cuales, habiendo tres términos idénticos, los cuartos
tienen tambien que serlo.

De esta manera se demuestra que: Si una recta divide en
partes proporcionales ¢ dos lados de un tridngulo, serd para-
lela al tercero. Si dos rectasad y cb que cortan los lados de un
angulo bod son tales, que oa: oc:: od: ob, (fig. 12) serdn antipa-
ralelas. Si desdet (fig. 13) se trazan dos rectas ta, tb tales, que

B oU=oa.ob; tay th serdn antiparalelas.
Si dos triangulos tienen sus lados para-
lelos, las rectas que unen dos d dos los
vértices homélogos concurren en un pun-
to. Si desdeun puntoo (fig. 12) se trazan
(Fig. 12 dos rectas tales, que oa: oc : : od : ob,
los puntos a, b, ¢ y d se hallaran en una circunferencia,
Y de esta dltima se desprenden multitud de proposiciones
refativas & la teoria de las lignras homotélicas. tales como
las siguientes: (watrp puntos antthomélogos estan en una
circunferencia. Los centros de seme-
junza de tres figuras homotéticas se
hallan en linea recla.

Esto se consigue tambien por Ia

(Fig. 13, consideracion del principio: Dados dos
puntos A y B en una recta -uuleﬁm'da, evisten en ci-lq' tfo_::‘
puntos solamente tales, que las relaciones de sus':.iesmucm._s i
los A y B tengan un valor dado, que condut;ic a la relacion
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armonica, importanlisima lanto en la cuestion de que se
trata como en las relativas 4 segmentos, segun puede verse
recordando la teoria de trasversales.

Los métodos estensivos sirven para estender una clase de
verdades 4 otras que tienen cou ellas cierta relacion: Esta
relacion caracteriza la indole de las nuevas proposiciones.

1.° Método de los triedros simétricos. Por su medio de-
terminamos relaciones de angulos diedros en'virtud de rela-
ciones de angulos planos, é inversamente.

Es el que establece la dependencia entre proposiciones
referentes & inclinaciones de rectas y proposiciones referen-
tes 4 inclinaciones de planos.

El transito de unos leoremas 4 sus correlativos se funda
en la consideracion de las relaciones:

‘—9r—A A'=2r—a
b'=2%r—B B'=2r—b
¢=2r—C C'=2r—c

en que @, b, ¢, A, By C representan los dngulos planos
y diedros de un triedro, y a'b’ ¢, A, B' y G representan
los de su suplementario; mediante ellas habiendo demostra-
do, que en un triedro una cara es menor que la suma de las
otras dos, que la suma de los angulos planos de un triedro
es menor que cualro reclos, que dos lriedros son iguales
cuando tienen wna cara igual adyacente @ dos diedros
iquales, que dos triedros son iguales cuando tienen sus tres
angulos planos respectivamente iguales ¢ iqualmente dispues-
10s, se demuestra facilmente que:

En un triedro el menor de sus diedros aumentado en dos
rectos es mayor que la suma de los olros dos. En todo trie-
dro, la suma de los dngulos diedros estd comprendida entre
dos y seis rectos. Dos triedros son iguales cuando lienen
iqual un diedro y las caras que los forman iguales é igual-
mente dispuestas, dos lriedros son iguales cuando tienen sus
diedros iquales ¢ igualmente dispuestos.
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2.° El mélodo de las polares reciprocas fundindose en
que las polares de todos los puntos de una recta pasan por el
polo de la misma, y en que los polos de todas las rectas que
pasan por un punto se hallan en la polar de este, sirve para
pasar de las proposiciones en que se lrala de puntos en
linea recla 4 las en que se trate de rectas convergiendo en
un punto 6 inversamente; pues ficil es comprender que si
dada una figura, se trazan las polares de sus diferentes vér-
tices y los polos de sus diferentes rectas; si en ella hay
algunos que esten en linea recta, las rectas correspondien-
tes de la segunda figura se reunirdn en un punto, y 4 las
rectas concurrentes en un punto de aquella, corresponden
puntos en linea recta de esla.

Mediante este método, probado que: en todo exdgono
inscrito en una circunferencia, los puntos de concurso de
los tres pares de lados opueslos estan en linea recta, se pasa
4 admitir que: En todo exagono circunserito & un circulo
las tres diagonales que unen los vértices opuestos se cortan
en un mismo punto.

2. Mélodo de trasformacion por radios vectores reci
procos. Consiste en trazar la figura inversa de la propuesta,
es decir, la figura construida trazando rectas desde un punto
arbitrario llamado origen, 4 los vértices de la propuesla, y
tomando en ellas puntos tales, que los productos de sus dis-
tancias al origen por las de dichos vértices al misme sean
una cantidad constante.

Por su medio, habiendo probado que la suma de los tres
angulos de un triangulo vale dos rectos, se pasa i admitir
(fig: 14) que: La suma de los angulos de un tridangulo cur-
vilineo cuyos lados son arcos de circulo pasando por un
punto, es iqual a dos rectos.

Otro método importante que llamaremos por eliminacion es
el que se aplica frecuentemente para establecer lugares geo-
métricos, y consiste en deducir de las figuras espresiones lite-
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rales mediante euya combinacion se consigne eliminar algu-
nas canlidades variables, (sus variacion es corresponden 4 las
variaciones de los elementos de las [i-
guras) obteniendo la cantidad que se
busca por-una espresion . de cantida-
des constantes, con lo cual se consigue
hacer ver que el valor de cierta enti-
dad esindependiente de las variacio-
nes de olras delerminadas entidades,
(Fig. 14.) y se eslablece un lugar geométrico.
Asi sucede en la demostracion del teorema: Si desde
un punlo o (lig. 15) se (razan secantes & una circunferen-
cie, y por los punlos de inlerseccion tangentes, el lugar
geomélrico de las intersecciones de ecada dos tangentes
es: la polar. del punio o. Se desprenden Je la figura
las relaciones ell: co :: eP: el
y RP=cll. cl, que conducen & =

el. 0 cP:%- donde se ven eli-
minadas las variables c¢H y cl (su va-
riacion depende de las posiciones de
la secante). Vemos por esto que todos
los puntos del lugar buscado tienen
: (Fig. 15.) la misma proyeccion y por consi-
guiente se hallan en 12 perpendicular MP.

Al hallar que: El eje radical de dos circulos es el lugar
geomélrico de los puntos que tienen la misma polencia con
relacion a los mismos (fic. 16) escribiremos sucesivamente,
R*—R*=Hc*—Hc?=cP?*—c P? (Considerando que H tiene
igual polencia con relacion 4 los dos circulos, ysuprimiendo

al minuendo y sustraendo He® y He® el valor HP?, calelo co-
! cc%LR2—R™2 . :
mun), y CP= so espresion donde no hay mas que

valores conslantes, lo cual nos hace ver que la proyeccion de
dichos puntos es la misma, v por consecuencia que eslin en
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una perpendicular & la linea de los
cenlros,

Esto puede aplicarse 4 los teore-
mas: La suma de los cuadrados de dos
lados de un triangulo es igual a dos
:- : veces el cuadrado de la mediana re-

g ey T lativa al tercero mas dos veces el
cuadrado de la milad de este tercer lado. La diferencia de
los cuadrados de dos lados de un iridngulo es igual al doble
producto del 5.° por la proyeccion sobre este lado de la me-
diana corvespondiente. Suponiendo conslantes esta suma y
diferencia se oblienen los lugares geomélricos circunferen-
cia y perpendicular 4 una recla.

Si queremos hallar: El lugar geométrico de los puntos
lales que las langentes dirigidas desde ellos 4 dos circulos
sean iquales (fig. 16) (diferente manera de enunciar y resolver
el problema relativo al eje radical) deducimos de la figura

He’=c¢ 1?0 TH?, HeS=c L ilP?
He*=R%3-TH?, He?==r?+(H?
(Hamando R y 7 & los radios.) . . —

Sustituyendo y teniendo presente que TH==tH por hipé-
Lesis resulta 733 Ere

R:=r*+cc?—2 cc. cP.

Vemos que bhan desaparecido las cantidades variables
Hi, HT, He y Hc', y solo han quedado valores conslantes
para la determinacion de cP.

De la misma manera se obtiene que: El lugar geométrico
de los puntos para los cuales sus distancias @ un punito fijo y
las tangentes trazadas desde los mismos d una circunferencia
dada sean iguales, es una perpendicular d la recta que une
el centro con dicho punto, (proposicion & la que se puede
reducir la anterior suponiendo que la circunferencia cuye
centro es G se reduzea 4 esle punlo) y otros muchisimos
leoremas estudiades en Geomelria superior.
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Este método es muy empleado en las ramas superiores
de la ciencia malemitica para establecer lugares geométri-
cos, y asi se obtienen las ecuaciones del plano, y en gene-
ral de las superficies de cualquier género, mediante las
de la directriz y generatriz. Tambien se obtiene la ecuacion
de la evoluta de una curva y otras no menos importantes.

Los métodos citados son estensivos porque estienden
realmente el dominio de la ciencia, cada uno la duplica 6 al
menos duplica el nimero de cuestiones de indole deler-
minada.

Otros métodos vamos 4 estudiar earaclerizados por sim-
plificarlas 6 facilitarlas, prescindiendo eventualmente de
alguna de las circunstancias que las complican. Y son:

1.° Método por semejanza. Este mélodo consiste en pres-
cindir de la magnitad y obtener una figura semejante 4 la
que se trata de hallar. Al final se restablece la verdadera
magnilud.

Si se trata de construir un cuadrado conociendo la dife-
rencia entre la diagonal y el lado (fig. 17) se trazari el cua-
drado auxiliar Abed, su diagonal Ac,
el arco be, y la cuerda be. Tomare-
mos desde A la parle AE igual & la
diferencia dada. Considerando A como
centro de semejanza, E y e serdn pun-
tos homologos en los cuadrados, y
trazando EB paralela & eb tendremos

(Fig. 17.) B que serd uno de los vértices del
cuadrado ABCD que se pedia.

Por el mismo mélodo se puede resolver el problema:
construir un triangulo conociendo sus tres alluras.

2.°  Método por simetria. Consisle en prescindir de la posi-
cion. La construccion de las figuras simétricas introduce nue-
vos elementos que facilitan la resolucion de los problemas.

Con su auxilio se resuelven los problemas:
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Dados dos puntos y una recta hallar sobre esta un punto
tal que la suma de sus distancias a ¢l sea un minimo.

Dados dos puntos y una recla hallar sobre esta un punio
tal, que la diferencia de sus distancias al mismo sea un
MAaTimo.

Inscribir en un angulo un triangulo cuyo perimetro sea
Wi minimo.

9.°  Método por inversion. Consiste en supaner conoci-
das todas 6 parle de las incognilas y comenzar la resolueion
partiendo de ellas. Como caso particular citaremos el pro-
blema: Dadas tres rectas formando
triangulo Ivazar una secanle que de-
termine en cllas dos segmentos igua-
les a dos lineas dadas m y n (fig. 18.)
Se principia por trazar la recta bb'b”
cuyos dos segmenios son respecliva-
mente iguales & m y n, sobre bb"y

(Fig. 18.) b'b” se canstruyen dos segmentos cir-
culares capaces de los angulos A" y A", y desde ' una recta
tal, que el segmento comprendido entre las dos circunfe-
rencias sea igual 4 A'A”", y se habra construido el tridngulo
AA'A" igual al propuesto.

4.°  Método por inlerseccion de lugares geomélricos y
algoritmicos. Este método consiste en prescindir momenta-
nea y sucesivamente de alguna condicion, lo cual aumenta
la facilidad del problema.

Sea: Trazar una circunferencia que pase por un punio u
sea tangenle a una recia en oiro punto. Prescindiendo del
primer punto sabemos que el centro debe hallarse’en la per-
pendicular que pase por el segundo; prescindiendo de la
recta, vemos que habiendo de pasar por los dos puntos, su
centro se hallara en la perpendicular levantada en el punto
medio de la recla que delerminan. La interseccion de di-
chas perpendiculares da el centro que se busca.




En los sistemas de ecuaciones sucede lo mismo.
Sea x—T=y—8+z
r—z—y=3ar—4
2x—z+y=160
La cuestion se reduce momentineamente & resolver
.12-——7:@;-—8-{-5
rT—z—y=5r—4

Es decir, 4 obtener todos los nimeros que salisfagan
simultdinzamente & estas dos condiciones, cuestion indeter-
minada que conliene Lres sistemas de valores, esto es, los
de z é y cuando x es independiente, los de @ ¢ y cuando
Joes zylos de z y x cuando lo es y.

Al combinar la ecuacion obtenida eliminando una incog-
nita entre estas dos con la 2o—z4y=160, sometemos el
sistema indeterminado de valores de las dos incognitas que
quedan en la ecuacion resultante & una nueva condicion, y
por consiguiente, ese infinito sistema de valores que la sa-
tisfacen queda mas limitado.

De este modo al resolver sistemas de ecuaciones se van
limitando mas y mas los sistemas de valores de las incogni-
tas hasta quedar estas completamente determinadas.

Hdeas generales acerea de la definicion,
division y clasificacion.

El objeto es conocido en si mediante el anilisis. Hay en
esto cierla convergencia. Despues de conocido cada objeto
es necesario que los conozcamos en su conjunlo, en sus re-
laciones y dependencia. Seria imposible al espiritu humano
retener el conocimienlo de lodos los objelos si no Lratara
de hallar lo comun, los lazos en virtud de los que unos
escilan la idea de otros, despues de haber estudiado por el
analisis lo propio.

Los multiples datos suministrados por la razon y los sen-
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lidos (ideas y sensaciones) aparecerion desordenados y con-
lusos como las olas del Océano si no fuera por las formas
generales que revisten nuestros conocimientos.

Nos es imposible conocer todes los individuos, por eso
tenemos que sustituir & ellos tipos intelectuales, tipos ahs-
tractos que produce la inteligencia, medio que tenemos de
conocer. La definicion nos da lo comun de varios séres (gé-
nero) y lo propio del ser, que definimos (iltima diferencia).
De esia manera, el sugeto crea otro conjunto sistematizado
de séres abstractos, correspondiendo al conjunto de séres
reales, y conoce eslos por aquellos, es decir, el objeto por
la definicion.

En matemilicas la definicion liene otro caracter que en
las ciencias naturales. En matemalicas nos evitamos el sus-
tituir los tipos intelectuales 4 los séres del mundo esterior,
porque su objeto inmediato son ideas que lienen ya la abs-
tracion necesaria para la ciencia, y por eso la definicion
matemdlica es la designacion de un nombre 4 un objeto
(idea), que la inteligencia contempla con plena claridad,
lo cual impide toda controvérsia. Mediante la delinicion
conseguimos (ue ese sistema de séres abslractos que sus-
tituimos & los séres reales, adopte la forma de un drbol
que comienza por el alributo comun i todes los séres

¥

(ser), y se ramifica y subdivide hasta llegar 4 los (que cor-
responden & las mas infimas especies.

s claro que al delinic senalo lo propio y lo comun de
los séres, y que si en vez de fijarme en cada uno, conlem-
plo el conjunto de los de un mismo género, servira de fun-
damento & la division de los mismos lo propio de cada uno
que marca lo que le diferencia de los demas.

La division es pues el medio de obtener un sér en sus
variedades, o especies.

La definicion y division son necesarias en la ciencia, mas
no suficientes. Por si solas darian una coleccion de entida-

i
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des; pero sin enlace ni dependencia, darian produclos de la
arbitrariedad; pero sin razon de ser en si, ni relacion que
estableciera solidaridad y dependencia entre ellos.

Para completar el cuadro es necesaria la demostracion
que por el andlisis, mediante la observacion y esperimenta-
cion (ciencias esperimentales) 6 mediante la intuicion (cien-
cias racionales), eslablece cuantas afirmaciones exige la
ciencia para un ser, y por la sintesis da & conocer lo séres
en sus fundamentos 6 principios, y reduce 4 sistema las
verdades relalivas a un objeto.

Limitandonos & las matemdlicas tenemos pues, que lodo
se reduce: 1.° & conocer el objeto en su unidad y varicdad
mediante la definicion y division. 2. d@ formarlo 6 construir-
lo; porque la ciencia matemalica difiere de las demas en que
ella ha de construir las variedades de su objeto (cantidad y
estension) mediante la aplicacion de las ideas racionales
presididas por las leyes del orden. 5.° & espresar. Y no tra-
tamos del lenguage ordinario mediante el que todo ser ra-
cional se comunica con sus semejantes; sino del lenguaje
propio de las matematicas, pues siendo los elementos de los
niuneros idénticos entre si, se necesila un medio de espre-
sion sujelo & leyes fijas y regulares que eslablezcan cierta
distincion enlre séres que en si no la lienen.

El sugeto, poseedor de varias ideas, reacciona sobre ellas
tomando la iniciativa. De aqui surge el problema. Nos ha-
llamos en la esfera de la actividad y eleccion libre de condi-
ciones, y por consiguiente de lo arbilrario. Las relaciones
entre lo arbitrario del entendimiento y lo que es, originan
los curiosos resultados oblenidos por la discusion de proble-
mas y ecuaciones, que tiene por objeto (raducir las reluciones
abstractas del mundo algébrico en relaciones conerelas del
mundo fisico 6 relaciones arbitrarias del mundo ideal, y
reciprocamenle.

De esta arbitrariedad depende que el planteo de un pro-
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blema, es decir, dicha traduccion, escapa del dominio de
preceplos y reglas fijas.

Es la parte que olrece mas dificultades en matematicas,
pues para ello, ademas de estar posesionado de los teoremas
de la ciencia, se necesita cierta oportunidad en la eleccion
de la warcha que se haya de emprender.

Lo que acabamos de indicar encierra cuanto de invariable
¢ imprescindible comprende la ciencia matemitica, y en
todas las obras de ensenanza se halla consignado, no exis-
tiendo otra diferencia que la diversa coordinacion de ideas
y la mayor 6 menor importancia atribuida 4 unas @ otras.

De manera que todos los puntos de vista necesarios en la
organizacion de la ciencia se reducen & considerar modos
de ser el objeto (nitmero enlero, fraccionario, negalivo, in-
comensurable, imaginario, linea, angulo, tridangulo, poli-
gono, dngulos diedros, ele.), modos de concebir el sugeto,
(igual forma é igual magnitad 6 identidad, igual forma y de-
sigual magnitud 6 semejanza, igual magnilud y distinta for-
ma 6 equivalencia, ele.), cuanlo se refiere al sugeto como
especlador (definiciones, divisiones, demostraciones, ya
intuilivas, ya discursivas) y cuanto se refiere al sugelo como
actor (resolucion de problemas.

En otro lugar se ha indicado que deben distinguirse tres
fases, tanto en el desenvolvimiento de la humanidad como
en el del individuo bajo el punto de vista cientifico. Despues
de espuesto lo que antecede, serd conveniente esplanar
esla cueslion para completar el asunto de que nos ocu-
pamos.

El individuo al adquirir la ciencia matematica trata: 1.°
de adquirir una & una las verdades (andlisis), y combina in-
perfeclamente sus ideas suxiliandose de la fé que liene en
el maestro (sintesis facticia), 2.° Posesionado de las verdades
una i una, liende & dowinar su conjunto con oieadas gene-
ales, y se esfuerza en lacer escursiones ascendenfes 6
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descendentes para conseguir ese dominio (ejercicio predo-
minante de la actividad para clasificar y ordenar ideas), 3.°
Posesionado de la ciencia en sus elementos y conjunto, (rata
de fundarla sdlidamente basindola en el conocimiento del
sugeto y objeto y en las relaciones de uno y otro (conoci-
miento de la eiencia por sus principios).

Ya solo falta indicar que en la Algoritmia, siendo el ma-
terial resultado de la idea de nimero, que no encierra nada
de contradictorio y que surge al considerar los fendmenos
de conciencia, no es necesario probar la existencia del mis-
mo en si v en sus variedades. Pero no sucede lo mismo en
geomelria, siendo su objeto la estension, que se halla fuera
del sugeto y de la cual no tiene evidencia tan inmediata
como del namero; como el entendimiento produce relacio-
nes d@ priori (perpendicularidad, paralelismo elc.), es nece-
sario probar su existencia, es decir, ver la conformidad de
lo obtenido en cierto modo arbitrariamente con la realidad.
Por esla razon es muy aceplable en Geometria hacer las
siguientes divisiones: 1.° Definiciones y divisiones que dan
4 conocer las entidades a priori (sintesis facticia). 2." De-
mostracion, haciendo preceder la que prueba la existencia
de las figuras, siendo esla parte la que hace las veces del
analisis, pues enseguida de probar que los séres eslin en
conformidad con nuestros conceptos & priori (mediante la
demostracion de la existencia) estudiamos sus propiedades,
es decir, su contenido. 3. Despues de haber contemplado
el sugeto al objeto en su unidad, en sus variedades y conle-
nido, corresponde que, desempenando el papel de activo,
tienda 4 realizar 6 hacer existente cnanto ha producido en
el mundo especnlativo (resolucion de problemas).
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