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Suecinta reseiia del moderno desenvolvimiento de las teorias
matematicas

Haeciendo caso omiso del desarrollo ordinario de la
Geometria y del Andlisis 0 Algoritmia, que pudiéramos
llamar elisico y que llega hasta la extension dada & es-
tas dos ramas de la Matemética por los gedmetras y
analistas del siglo XVII y sus continuadores 4 comienzo
del siglo XIX, vamos 4 tratar execlusivamente de las
vastas generalizaciones que, partiendo de los trabajos
de Cauchy y de Poncelet en cada una de dichas ramas,
llegan & constituir el inmenso contenido de la Mateméa-
tica bajo la forma de un organismo eén gue ya se nota
marcadamente la unidad haeia la cual se han eneami-
nado los investigadores, y hasta el cardecter iilogéfieo,
debido & ciertos espiritus metafisicos que han eontribui-
do 4 reunir sus dispersas ramas bajo leyes comunes y
generales, y darle el cardcter de una sola eieneia, &4 pe-
sar de sus miltiples manifestaciones.

Se ha considerado 4 la Matematica, especialmente
desce los tiempos del Renacimiento, eomo ciencia abs-
tracta, hasta el punto de llegar i ser considerada por el
filosofo & historiador Vico como eriterio de la wverdad,
siendo como es un desenvolvimiento subjetive, una erea-
cion de nuestro entendimiento; desenvolvimiento y
ereacion que aparece en su plenitud dentro de la doe-
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trina Kantiana, por la cnal el espaecio y el tiempo son
formas de nuestra infuicion empiriea,

Pero si la MatemAatica se desenvolvié en el dominio
abstracto, tomando tan soélo como objetos el nimero y
los elementos geométricos, punto, linea y superficie; en
osta etapa de su proceso, atin no habia agotado todas las
formasde la abstraceion, y hasta la época de Cauchy y de
Poneelet puede afirmarse que generalmente no habia
salido del dominio de lo real, del concepto siempre co-
rrespondiente 4 algin objeto, al menos intelectual 6
existente en la region de las ideas, pero realizable de
una manera mas grosera, cuando de esta region se des-
cendia & la de las aplicaciones.

Abstraceion fecunda era la importada por Leibnitz
con el infinito ¥ los 6rdenes de infinitos, mediante la
enal la razon salva la barrera de lo finito, aun bajo la
forma siempre variable de lo indefinido. Pero lo finito,
eomo lo infinito, son objetos existentes y reales, y éste,
aun considerado por execlusién de aquél, es objeto de
nuestras investigaciones.

Otro elemento quedaba rezagado en la marcha pro-
gresiva de los estndios matematieos, que & lo mas se
empleara como instrumento 1til en ¢l edlenlo, por los
analistas de fines del siglo XVIII y comienzos del ac-
tual, lo imaginario, que obtuvo alguna eorrespondencia
con la realidad enando Argand di6 su interpretacion
geométrica y cnando Gauss, y sobre todo Cauchy y mas
tarde Riemann, hicieron basarse en ¢l la vastisima teo-
ria de lag eantidades complejas 6 faneiones de variables
complejas, consiguiendo encadenar con la realidad geo-
métrica aquel objeto puramente simbdlico,

Por otra parte, Carnot habia pretendido realizar esta
entidad algoritmica en la Geometria mediante las corre-
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laciones directa, inversa y compleja, correspondientes
4 los estados positivo, negativo & imaginario de la canti-
dad, y Poncelet dilato los dominios de la Geometria, as-
pirando & enlazar lo infinito y lo imaginario 4 lo finito y
real mediante el prineipio de eontinuidad y sus procedi-
mientos proyectivos de las fisuras.

Y tanto en los trabajos de Cauchy como en los de
Poneelet hallamos el eamino bifurcado que conduce 4
lag amplias generalizaciones de la Matemdtiea contem-
poranea, lo que va & ser objefo del aetnal trabajo.

Pero si Cauchy con sus originales descubrimientos
en todas las ramas de Analisis v Poneelet eon el de la
dualidad y la introduceion de los elementos ideales y en
¢l infinito seiflalan el nuevo rumbo de la Matematiea,
atin deben considerarse ofros importantes avaneces obte-
nidos por Gauss, Abel, Galois y Lobatschewsky, cuyos
efectos se notan hoy en el conjunto de ramas que se
unen en ¢l niecleo comiin y que hacen de dicha ciencia
un organismo admirable por la rigidez de su construe-
cion y por la armonica disposieion de los coneeptos den-
tro de la unidad quée le da la teoria del orden y de la
combinacién que forma los eimientos de todo el edificio.

Diremos, pues, que sin atribuir & Gaunss la primacia
de sus investigaciones sobre la Geometria no-Euelidea,
que cedié & su discipulo Bolyai y & Lobatschewsky, sus
Disquisitiones Avithmetice y sus resultados acerca de
las ecuaciones que conducen & la division de la cireun-
ferencia en partes ignales, son trabajos fundamentales
de otros que hemos de considerar mdasadelante; que lo
mismo diremos de las coneclusiones obtenidas por Abel y
(Galois en la teoria algebriica de las ecuaciones, sobre
todo respecto 4 la nocion de grupo del 1ltimo, que en
nuestros dias ha aleanzado tan extraordinario vuelo con
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los trabajos del eminente profesor nornego Sofhus Lie,
¥ que asi como de la solucién negativa de Abel al pro-
blema de las ecuaciones brotd la moderna teoria de las
ecuaciones y el nuevo método expositivo del Algebra,
cuyo modelo mis acabado es la eserita recientemente
por el profesor de la Universidad de Leipzig, Herr We-
ber; de las infructuosas tentativas de Legendre para
denmostrar el axioma de las paralelas surgié la idea ori-
ginal debida & Lobatschewsky de atacar el problema en
otra direccion que condujo & las nuevas hipotesis que
pueden servir de base 4 la Geometria,

Nos hallamos, pues, durante la mitad del siglo XIX
con una teoria de los niimeros que log agrupa en elases
mediante las ecuaciones de congruencia, debida 4 Gauss
v que se eleva 4 la nocion de ntumero complejo desen-
vuelta por el mismo; con las elegantes disquisiciones de
Poinsot, que hacen depender la Aritmética y el Algebra
del orden y la combinacion; con un Algebra que, aban-
donando las lentas, trabajosas y poco fecnndas lueubra-
ciones que en la prictica debian aplicarse para resolver
las ecuaciones, se eierra con los teoremas de Sturm y de
Canchy, para segair un nuevo derrotero, sometida al
fandamental eoncepto de grupo de sustituciones; con nn
Andalisis que, abandonando el dominio puramente abs-
tracto, permite representar el modo de ser de las fun-
giones, ya en un plano, conforme lo hicieron Cauehy,
Puiseux y sus continuadores, ya en la superficie ideads
por Riemann, y que, fijindose en los diversos aspectos
dela discontinuidad, llega al superior concepto de la
funeion analitica, asi como también & aumentar el ni-
nmero de las funciones con la nueva transcendente que
ha dado origen & la vastisima rama de las funciones
elipticas; con una Geometria que, salvando los estre-
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chos limites de los elementos euelideos, llega al fecundo
coneepto de la relacion proyectiva, que conduee § innu-
merables procedimientos generadores de figuras y que
horra la excepeidn ocasionada por el paralelismo me-
diante el empleo de los elementos Hmpropios, y 1ltima-
mente, que adquiere un carvdeter eritico al formaularse
por Lobatschewsky y por Riemann las nuevas hipatesis
acerea de sus fundamentos.

sto es ecuanto en sintesis nos ofrece la ciencia mate-
mitica durante la primera mitad del siglo XIX. Tin vas-
tisimo material para constituirse sobre mas aAmplios ba-
samentos, nna variedad de direcciones que parece difi-
culta la reunion bajo una unidad orginica; una suma
cuyos esquemas son unos cuantos nombres: Gauss, Cau-
chy, Abel, Galois, Riemanu, Poncelet, Staudt y Lobats-
chewsky.

Pero como si la actual eenturia quisiera repartirse
por ignal la gloria de legar & los siglos venideros la
erandiosa edificacion de la ciencia matemdtica; alli
mismo donde eesa la aceion eficacisima de tantos genios
fecundos, eomienza una nueva evolueion.

La geometria cartesiana habia sometido la Geometria
al yugo avasallador del Andlisis que ocultaba al sér
geométrico bajo el Amplio ropaje de sus simbolos y de
sus algoritmos; y sometida la ciencia de la extensién 4
un procedimiento uniforme, si bien infecundo, quedaba
estacionada, mientras que el Andlisis se dilataba sobre
la base de la representacion geométrica. Pero desde el
moniento en que el ilustre Cayley desarrolla el nuevo
algoritmo del Algebra de las formas sobre la idea de
invariacion, que ya habia sido objeto de las investiga-
ciones de Lagrange (Berlin. Mem. 1770), de Gauss
(Disquis. Arithan. sectio 5) y de Boole (Cambr. Math. J.,




1841), si bien estudiada por éstos en la discriminante, la
Geometria analitica deja de ser un mero tratado de sis-
temas de coordenadas aplicados al estudio de las pro-
piedades de las figuras, adquiriendo los elementos de la
extension su antonomia frente 4 su representacién algo-
ritmiea, no s6lo porque las transformaciones lineales
corresponden i cambios de sistemas de coordenadas y
permiten expresar las relaciones proyectivas, sino por-
que ademds, 4 las antiguas coordenadas se agregan las
tangenciales y homogéneas, que permiten llevar la dua-
lidad & esta aplicacion del Andlisis y también hacer una
traduceion geométrica del Algebra de las formas. Y en
lIa Algoritmia como en la Geometria se notan incesantes
progresos que hacen adquirir 4 la Ciencia un aspecto
sistematico. El grupo, la clase, la familia, efe., ya en
las funciones, ya en las formas geométricas; las genera-
ciones y los miltiples modos de transformarse unas en
otras, y sobre tan inmenso material, sobre un objeto de
variedad inagotable, el espiritn eritico se eierne como
aspirando & dar el dltimo perfeccionamiento y la unidad
més acabada al organismo.

Esta nueva aspiracion radica en los trabajos ldgico-
matemdticos de Boole y Jevons y especialmente del pro-
fesor Sehroeder, euya notabilisima Algebra de la Légica
acaba de publicarse, y en la generalizaciin del calcu-
lo, debida & Grasmann, é incluida en esta nueva rama,
que 4 simbolos generales de operaciones comprensivos
de los de operaciones ordinarias, haee corresponder en
sus enlaces, no cantidades, sino objetos considerados de
un modo abstracto, hasta el punto de que en uno y
otro desenvolvimiento predomina la relacion formal so-
bre el resultado practico; v de este modo se llega 4 la
etapa superior del proceso cientifico, buscindose la su-
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bordinacion de las leyes del espacio y del tiempo & otras
leyes mis gencrales y abstractas, 4 las leyes de la dia-
léetica, al modo de proceder de nuestra razén expresa-
do en la teoria combinatoria, la superior & las demds por
su simplicidad y porgue, hallindose en la cumbre, irra-
dia haeia las ramificaciones inferiores y mds coneretas,
que estriban en las diversas formas de la realidad: espa-
eio, tiempo, fuerza y materia.

Este cardeter eminentemente abstracto que hemos
gefialado en el Anilisis y que también se nota en las 1l-
timas generalizaciones dela Geometria, al elevarse sobre
la ordinaria, 6 de tres dimensiones, y de las euales nos
ocuparemos mis adelante, son de suma importancia pa-
'a la constitueion organica de la ciencia matemdtica, hoy
dirigida por un espivitu de critica que facilita su unifi-
caci6n y permite & la inteligencia abarcar el inmenso
nimero de sus verdades, acrupadas por lazos logicos
que limitan las dificnltades y aminoran los puntos de
vista fundamentales.

Iin suma: la introdueeion de los conceptos puramen-
te abstractos, es deeir, existentes tan solo como realida-
des Iogicas 0 relaciones intelectuales, amplifica el conte-
nido de la Ciencia, enlazando lo que antes existiera dis-
perso y sin conexiones mutuas, y unifica las leyes den-
tro de puntos de vista generales, descartando las exeep-
ciones que las restringen y da facilidades al lenguaje
para expresarlas con gran sencillez.

Asi es como se nota que los elementos imaginarios
del Analisis y de la Geometria y los elementos impro-
pios de ésta permiten establecer los teoremas con una
genera:idad absoluta; y aun cuando dichos elementos
no tengan representacion sensible, ni intuicion corres-
pondiente, siguen en todas las transformaciones tenien-




do igual existencia logica que los elementos reales. Asf
es como, en el Algebra de la Logica, las operaciones,
preseindiendo del objeto, tienen las propiedades que les
seflala nuestra razdn 6 las leyes combinatorias de nues-
tra inteligencia, siempre que éstas tiendan 4 formar un
organismo abstracto conforme con la realidad é ineluir el
organismo correspondiente 4 la realidad en este sistema
mis dmplio; y asi el Algebra de un nmimero cualquiera
de unidades complejas se extiende sobre lag geometrias
de los segmentos y vectores de Grassmann y de Hamil-
ton; ¥ por ultimo, sobre la geometria de tres dimensio-
nes se ha constituido la de cuatro, y en general de un
niimero cnalquiera de dimensiones, de modo que, lejos
de ser un desenvolvimiento antagdnico de la geometria
ordinaria, especialmente en lo que concierne 4 las posi-
bilidades que motiva el prescindir del axioma XI, sea
su natural generalizacion, dentro de la que ésta se halla
incluida en aquélla, eomo la especic en su género.
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Los diferentes métodos de andlisis vectorial.

Como todas las ramas de la Matemdtica, el Algebra,
por efecto de su perfeceionamiento sueesivo, ha experi-
mentado una tan radieal transformacién durante los
tiempos modernos, que ya se hace en extremo dificil
asimilarla & aquel modo de ser, propio de su modesto
origen, que la redueia & un calenlo mds general que el
aritmético, & un nuevo método para resolyver los proble-
mas numéricos, 4 un arte superior 6 lenguaje abréviado
1til para traducir, segin reglas fijas, las relaciones en-
tre lags magnitudes correspondientes & cada cuestion
propuesta.

Su marcha, aunque segura, porque siempre se basa-
ba en la consideracion de ohjetos reales, generalmente
representados por entidades geoméfricas, lineas, super-
fieies 6 volimenes, era por demas lenta, permitiendo &
lo sumo avanzar con alguna timidez y dentro de ciertas
restriceiones por un encadenamiento de relaciones in-
termedias desde una 4 otra de las relaciones extremas,
siendo un remedo del andlisis geométrico practicado
desde la época de la geometria griega.

Cuando el resultado del andlisis no era un numero
positivo, el tinico admitido hasta la época de Descartes,
la cuestién se desechaba desde luego, sin proceder &
ulteriores investizaciones. Las denominaciones res y
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census del Algebra de los drabes, las de: lado, cuadra-
do, cubo, enadrado-cuadrado, cuadrado-cubo, ete., em-
pleadas en el Arte analitica y en la ' Logistica especiosa
de Vieta, que indican las constantes referencias 4 las
ficuras geométricas, manifiestan el carieter conereto
de este arte, destinado 4 elevarse mas tarde 4 las supe-
riores regiones de lo abstracto.

La generalizacion efectuada por Deseartes al conee-
bir potencias superiores i las que expresan las dimen-
siones de los cuerpos, y dar origen & las cantidades ne-
gativas, fijando su representacion, obtuvo nueva ampli-
tud, segin ya s¢ manifesté en el articulo anterior, 4
contar desde la interpretacion geométrica dada por Ar-
cand & la cantidades imaginarias; y sdlo agregaremos
4 las interpretaciones eitadas, la de M. Maximilien Ma-
rie, expuesta en su obra Thiéorie des fonctions des va-
riables imaginaires, en la que el sér geométrico recibe
una generalizacion andloga, si bien econ mayor ampli-
tud, 4 la de las ebnicas suplementarias de Ponecelet, me-
diante la que una curva é superficie se concibe eomo un
lugar principal, acompafiado de infinidad del lugares
secundarios, con propiedades andlogas y sustituibles en
ciertos ¢asos 4 aguél; y meneionaremos el nuevo con-
cepto de los lngares analiticos importado por Cauchy
(Compt. rend. 1847) al establecer una correspondencia
entre los valores de las funciones y los de sus varia-
bles, euando el niimero de éstas excede 4 tres; debiendo
advertirse que, no solo siguieron los analistas un movi-
miento descéendente desde la entidad imaginaria hasta
su respresentacion en las varias formas citadas, sino que
al propio tiempo efectuaron una evolueidn ascendente
desde las representaciones geopiétricas, tales como son,
por ejemplo, las unidades vectoriales perpendiculares
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del sistema de Hamiton y los vectores de Grassmann,
hasta los sistemas de #dlgebras definidos por eierto ni-
mero de unidades complejas, sometidas 4 relaciones
fundamentales, lo que va 4 ser ahora nuestro preferente
asunto.

Para abarcar en su fotalidad la evolueién qgue con-
duce & estas nuevas teorias que expresan la transicién
del Algebra ordinaria enyas unidades son 1 y V “Tala
de las cuatro unidades 1, ¢, j, k de los cuaternios y 4 las
e, €,,... del método Grassmann, habremos de citar el
precedente que tuvieron estos iltimos desarrollos en el
Essat swr wne maniére de réprésenter les quantités ima-
ginaires de Argand, cuya doctrina acabé de afianzarse
con la Memoria sobre las cantidades geométricas de
Cauchy, que dota 4 las funciones analiticas de una re-
presentacion grafien en el plano mediante la afija, re-
presentacion que llego hasta la doble periodicidad de
las funciones elipticas; y también 'consignaremos ¢6mo
el cdleulo de las equipolencias realizo el ideal presentido
por Leibnitz de un algoritmo que comprendiera 4 la vez
la magnitud y la posicién, casi al mismo tiempo que
Moebius establecia el cdleulo de puntos, considerados
como cantidades mediante la adjuncion de un coeficien-
te 6 peso.

Grassmann, en su primera edicion del Ausdehnungs-
lehre, comenzd por desarrollar un edleulo puramente
abstracto engendrado por la inteligencia al aplicarse 4
un objeto general, ya que, como manifiesta, la Matem4-
tica pura es una eiencia formal (Formenlehre), es deeir,
una serie de verdades aplicables de igual modo 4 todas
las ramas de la Matemdtica, empleando con este propo-
sito simbolos generales de relacién, 6 enlaces entre va-
rios términos, sometidos, segun los casos, 4 las leyes
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asociativa, distributiva, ete., por las que ge definen de
un modo ‘gencral 1as operaciones, lo eual fué amplia-
mente desarrollado por la escuela logico-matematica de
Boole y Jevons.

Descendiendo Grasmann desde el dominio abstracto
al de la Geometria, que se propuse desarrollar sobre
nuevos fundamentos, establecio desde luego el coneepto
de las cantidades extensas, partiendo del elemento sin
eontenido, comiin 4 la eiencia dela extension y 4 la Com-
binatoria; si bien en ésta los enlaces son diseretos, mien-
tras en aquélla la generacion es continua, de modo ¢ue
la figura de primer grado es un conjunto de elementos
obtenidos por una variacién eontinua del elemento ge-
nerador, desde el elemento origen hasta el elemento
final. La figura mdas simple de primer grado es el seg-
mento, obtenido persistiendo en la variacién originaria;
v el sistema de primer grado forma el econjunto de todos
los segmentos posibles asi obtenidos 6 por la generacion
opuesta. La doble generacion en dos direceiones, como
la de tres dirveeciones distinfas, es decir, mediante dos 6
tres segmentos heterogéneos (no situados en la misma
recta ni paralelos) conduecen 4 los sistemas de segundo y
tercer grado. Bl punto geométrico es ¢l elemento geomeé-
trico sin extension; pero la superposicién de 2, 3,... »
puntos le permite ser considerado como una cantidad-
punto, enyo coeficiente es su peso, constituyendo todos
los puntos derivados del mismo punto su dominio; de
manera que para dos puntos A y B del dominio del pun-
to L, se tiene

A =aB, B=bE, A= B=al+ bE = (a = b) E;

¥ en el caso de ser puntos diferentes, siendo A — A 4+ B
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=B, 6 A-L-(B— A)=B; el hecho de trasladarse el
punto A al B segun el segmento AB = z, expresado por
la igualdad A 4 2 = B, se enuncia diciendo que: la su-
ma de un punto i un segmento es equivalente al extre-
mo de dste, cuando sw orvigen coincide con dicho punto,
O mas generalinente se concluye que: la suma de una
magnitud elemental que tiene cievio peso y de un seg-
mento, es una cantidad elemental de peso igual al de la
primera, separada del primer elemento poy el segmento
agregado.

Y este concepto de la separacion (Abweichung) eon-
duce 4 los conceptos de centro de gravedad y de mo-
mentos de fuerzas empleados en ¢l Ausdehnungslehre,
de gue hacemos caso omiso, para tratar de lo mis carae-
teristico en el sistema de Grassmann, & saber: de los pro-
ductos exterior & interior, correspondientes respectiva-
mente & las dos relaciones ey e, = 0, ey €5 = 0, es deeir,
& que los factores hayan de ser exteriores (heterogéneos
0 de distinta direceion) 6 interiores (situados en la mis-
ma recta) para que el produeto tenga un valor efectivo.

Lia multiplicacién 6 enlace de segundo grado, cuya
propiedad esenecial corresponde 4 la ley distributiva, se
expresa por la tormula

(a~bl=e=(a=c) ~(b=c)
6, mas especialmente, por las formulas

d~b+c)=(amb)+(a~c)
(bde)—~a=b—~atc—~a
cuyas tradueeciones geométicas se dan en las proposieio-
nes siguientes: El drea que, en el plano, deseribe una li-
]
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nea quebrada, es igual d la descrita por la recta que une
sus dos extremos; el drea total descrita en wn plano por
los lados de una figura cerrada es siempre nula.

8i cada punto de un segmento describe um nuevo seg-
mento heterogéneo (ungleichartig) se engendra el para-
lelogramo, como mediante una tercerd generaeion, se-
@in otro segmento heterogéneo con los dos primeros, ob-
tenida por cada punto del paralelogramo, se llega al pa-
ralelepipedo, paralelogramoy paralelepipedo, cuya area
6 volumen es lo que llama Grassmann producto exterior
de dos 0 tres segmentos, cuya propiedad caracteristica
es, conforme se dijo, la de anularse cuando dos de sus
factores son homogéneog 6 dependientes entre si, de ma-
nera que entonces, en general, el producto de n factores
pertenece 4 un grado inferior al gradon,; y siby b, son
homogéneos, resulta que

(a+ b)) b=ab

Y esta propiedad puede dedueirse de la expresada '

por la formula
ab = — ba

i que se llega directamente observando que el paralelo-
gramo ab engendrado por los elementos del segmento a
mediante una traslacién, segin la diveccién del b, se
forma en distinto sentido que el ba mediante los ele-
mentos del segmento b trasladados segin la direceion
del g; y dicha deduccion se obtiene observando que, de

(a~b)=—(b~a)
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resulta
(@~b)+(b~a)=o,

¥ para el caso de ser

=ma, 2 (a —~ ma) = —~ma=00a—~a=0.

b= ma, 2 (a a)=o,a (i

Como una aplicacién geomética, observaremos que

siendo
a = a, + mb

se tlene que

a~b=(a,+mb) ~b=a, ~b+mb—~b
Yya—~b=ay~b

euya traduceion verbal es: Dos paralelogramos com-
prendidos entre dos paralelas cuyos lados sobre éstas
son iguales, tienen sus dreas iguales.

Si a=da,z 1 a,s, 1‘8:3)151"5_2’252
son dos segmentos expresados en funeion lineal de dos
segmentos fundamentales, el producto exferior serd:

B={ —_— Ve
af=(a,b, —a, b= ¢,

y en caso de tres segmentos referidos 4 otros tres fun-

damentales, no situado dos & dos en un plano,

G,
Ca A% =

a, b, c.

3
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Si se trata de dos puntos A y B, se tiene que

AB—AA=A(B—A),AB=A (B—A)

de modo que: el producto exterior de dos puntos es igual
al producto exterior de sw primer factor por el segmen-
to que lo une al segundo. Y para tres puntos indepen-
dientes

ABC=(AB)C=[A(B—A)]C=A[B—A)C]=
A(BC—AC)=A[B(C—B)—A(C—4)]

= AB(C—B)=A(B—A)(C—B).

Para cuatro puntos independientes se obtiene ané-
logamente

ABUD=A (B—A) ((—A) (D—A)=A (B--A) (C--B) (D--C)

de modo que: el producto exterior de tres puntos es i gual
al producto del primer factor por el drea del paraleld-
gramo que determinan los otros puntos con el primero,
y el producto exterior de cuatro puntos es igual al del
primer punto por el volumen del paralelepépedo, for-
mado sobre los tres segmentos que aquél determing con
los otros tres, siendo en uno y otro easo, cuando se ex-
presan los segmentos linealmente mediante fres 6 cuatro
puntos fundamentales, el producto del tridngulo 6 te-
traedro fundamental por las determinantes de los co-




<AL LT R

eficientes de las expresiones lineales

[a, b, ¢,
ABC = |a, b, ¢, (B, E,E,)) =A(E, E,E,)
a; b el

y ABCD = A (E, E, E, E,).

Ademds de Ia aplicacion geométrica de la multipli-
eacion exterior & los casos de dos, tres y cuatro puntos,
de dos y tres segmentos, comprendidos en la multiplica-
¢idn progresiva, llega Grassmann 4 considerar el caso
del producto regresivo (eingewandte) al observar que
cuando dos sistemas dependen entre si, existen eantida-
des comunes 4 ambos, origindndose de aqui variedad
en los grados de dependencia, de modo que dos siste-
mas se hallavin en el m #mo grado de dependencia,
cuando tengan un sistema comnun de grado m, debién-
dose tener en cuenta, ademds de este sistema comiin, el
sistema minimo que los comprende (zunachstumfassen-
de), cuyo grado designaremos con la letra 2, de manera
que si @ y b son los grados de los sistemas dados, se
tendra que

a-t+b=m-+n.

Si, pues, recordamos que el punto, la reeta, el plano
¥ el espacio son respectivamente los sistemas elementa-
les de 1° 2° 3° y 4° grado, observaremos que siendo,
por ejemplo, el plano el sistema inmediato superior 4
los de dos reetas, el sistema comin serd del grado
2+4-2—3, lo que se traduce diciendo que: dos rectas
situadas en un plano, sin coineidir, se cortan en un pun-
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to. Y solo afiadiremos & estas ligeras indicaciones que
las formulas

AB. AQ' = (ABO). A 949841
ABC. ABD = (ABCD).AB  8+4+3=4-+42
AB. ACD = (ABCD). A Qi ey

expresan bien claramente la reduceion de los sistemas
de dos reetas, dos planos, una recta y un plano al siste-
ma minimo que los contiené juntamente con el miximo
contenido, siendo en la primera férmula A la intersec-
ci6n de las dos rectas, en la tercera la de la recta ABy
¢l plano ACD y en la segunda AB la interseccion de los
dos planos-considerados.

Hemos manifestado ya que las relaciones é; e = 0
¥ ér 6s = o corresponden respectivamente 4 las multi-
plicaciones exterior & interior. Para dar una idea su-
cinta de ésta, observaremos que la unidad de un sis-
tema de grado n cuyos elementos son s, &, ... @, ¢ de-
fine por la ecnacion

g5y v En = 1,
v que (er ...en) Serd el complemento del produecto

exterior (e &, ...sr ), 10 qUe se expresa mediante una
raya vertical, asi

| (& 24 -eo 2r )= (Briy o €n )
empledndose ademss el trazo vertical como signo de la

multiplicacion interior que se define, para dos cantida-
des, diciendo, que es el producto exterior de la una por
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¢l complemento de la otra. Las relaciones que definen
este producto son

erjer=-1, &x|es=o0.

Fn las aplicaciones geométricas, si se trata del plano
o sistema de segundo grado, se fomard comno umd'ul el
cuadrado del que sean dos lados adyacenteslas dos uni-
dadess,, s, de modo queé s e, =1y g8, = —5 8= — 1
Como se ve, ¢l complemento de = y el de e,
es—e,, 1o cualse eseribe asl: |e, =2, | 5= —5
y sucesivamente

68 &y,

[(151)_'HlI\|53‘:'_".“5|.'0“5g:_‘5;- | &8s =—¢
| (1l & =—] g ] (lle)=—leg 0lJ2; = —¢s lles =2,

adiéndose notar que el signo del complemento equivale
=]

. F SRR
en el plano al i=V—1, de modo que

o= lle=it, [l =i

" en [.r(n era I n — !u | 1 EI — -:ll B

Tn el sistema de tercer grado se tiene z, g 5. =13
dicho sistema consta de las tres unidades 1'-_I‘ tivas

8, 2., &5, de las tres de segundo grado e s, & =, 5-.5:
y de la superior g g, ¢;, existiendo entre ellas las si-

enientes relaciones:
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Si aplicamos las reglas expuestas al produeto inte-
rior de dossegmentoss=a, s, 4 @z, Y =0, 5 +.e,,
obtendremos

2| p=1a e by 5:-" I"hl. 5-3_3}-: gl =ua, bl -1~y bi;
y el mismo resultado se obtendrd para 8| =; y si f=mz,
| B=ma|e=mnt (@, s+ a,z,) (0, z,—a,5) =mla, +a,'),

es decir, que ¢l producto tiene un valor efectivo, enando
los factores son homogéneos, mientras que si f=m/| «, s¢
obtendra

a| B=ua| (m| o)== (m|*%) =4 (—ma) =maz =0,
Solo afiadiremos, para terminar, que los productos
exterior ¢ interior de dos segmentos se expresan respec-

tivamente por

8 —=absen G, = | B=@ab cos C,

representando € el angulo de los segmentos.

Otro de los edleulos vectoriales de mayor importan-
cia es el que constituye la teoria de los cuaternios de
Hamilton y que da origen & una nueva multiplicacion,
no econmutativa, considerada por Grassmann como una
multiplicacion media ¢ resultante de la suma de un pro-
ducto exterior ¢on otro interior, que puede expresarse
bajo la forma

ab=A[a [ b]+ ab

.
es decir, una parte algebriica y ofra geométrica, eorres-
pondientes 4 la parte esealar y vectorial del cuaternio,
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Solo diremos del sistema de Hamilton que constituye
una cuadruple dlgebra cuyas unidades son 1, ¢, j, k, li-
gadas por las relaciones fundamentales

ET‘J_ If.ﬂ:?f".:—-l.
j=hk=—ji,jk=1=—kj, ki=j= —ik, {jk=—1.
Es, pues, un Algebra cielica, y el cuaternio tiene la
expresion lineal q = w -+ wi- yj + 2k de dichas cua-
tro unidades.

o fle—"

v




IIT

El Algebra simbélica

Los trabajos realizados por Grassman y Hamilton,
aunque de eardcter geomotrico, no sélo constituyen una
extension del Algebra, sino que ademas sirven de base
para nuevas generalizaciones en el dominio abstracto.

Desde luego, dentro del terreno de la Geometria, ain
hay que mencionar la extension del concepto de ena-
ternio, al easo de los coeficientes complejos, 6 sea los
bicuaternios que Clifford define por la expresion de ocho
términos

418 = a + Sbys iy is - ¢ 1,8, 1, 1, (r,s diferentes)

al observar que el producto de cuatro puntos z, B, 1 8,
consta de tres especies de términos: de 4.° orden, en los
que ¢, %, 1, i, se halla multiplicado por la determinante de
las coordenadas de los cuatro puntos; de 2.° grado, resul-
tantes de productos dela forma ¢,° 7, ¢, y de orden cero,
resultantes de productos de la forma ' i, i.2.

Otra forma de cdleulo que aparece en esta Gpoca es
1a denominada claves algebraicas por Cauchy, que ya
en su Cours d Analyse habia considerado 4 las cantida-
des imazinarias como formulas simbdlicas de las cnales
podian dedueirse resultados exactos, modificando segin
reglas fijas los simbolos en ellas contenidos,

R
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Las claves algebriicas son variables que forman
productos simbolicos, especies de moldes en los cuales
las cantidades arbitrarias legan i ocupar los lugares al
principio ocupados por aquellos productos de dichas cla-
ves, conduciendo ripidamente al resultado que se bus-
¢a, edleulo parecido al de las determinantes.

Aparte del simbolismo algebréiico expresado por 10s
diversos métodos cuyo origen se halla en las Memorias
Eaposition of a general theory of. linear transformda-
tions (Camb. Math. Jour. 1843) y On a General Method
in Analysis, de Boole (Phil. Trans. 1844), ¥ cuyos ulte-
riores desarrollus se deben 4 Cayley, Sylvester, Aron-
hold, Brioschi y otros, bajo la denominacion general de
Algebra de las formas, citaremos las Memorias de
Mr. W. H. L. Rusell y de W. Spottiswoode, publicadas
an Philosophical Transactions por los afios 1860y 62 con
el epigrafe On the Caleulus of Symbols, que trata de la
multiplicacién y division de simbolos no conmutativos,
y la del Rvo. M. O’'Brien On Symbolic Forms derived
from the conception of a Directed Magnitude (Phil.
Trans. 1851), en la que trata principalmente de la for-
ma simb6lica distributiva, aplicindola & numerosas
cuestiones de la Geometria y la Meednica, introducien-
do de paso simbolos andlogos & los i, j, k, de Hamilton,
perfeceionando el sistema de signos y dando mds des-
arrollo 4 la doetrina naciente.

Otras investizaciones gque deben ocupar un lugar en
esta resefia historica del Algebra simbo6lica son los tra-
bajos de Morgan sobre el Algebra de varias nnidades
{Camby. Trans, vol. 8) y los de Mr. Benjamin Peiree,
gue limito el sistema de la multiplicacion & funeiones
lineales, escribiendo su Linear Associative Algebra
(1882), en la que, después de explanar el lenguaje del
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Algebra en su alfabe 10, sit vocabnlario y su gramitiea,
adopta la terminologia de Cayle Y, [acient, faciend y
factum en la multiplicacion. Asi, un nilfactor s un fae-
tor que anula & un producto, es nilfacient 6 nilfaciend,
segin que aetie como multiplicador 6 como multipli-
cando; andlogamente un idemfactor sers idemfacient 6
idemfaciend, segin que aettie eomo multiplicador 6
como multiplicando; la potencia de una expresion que
se anula es wilpotent, como en An = y ddempotent,
cuando no altera, como en An — A,

Hsta nomenelatura sirve 4 Mr. Peirce de hase para
la clasificacion de las Algebras que se estndian en la
Linear Associative Algebra, desde el Algebra simple
hasta la séxtupla, comenzando por establecer en la pri-
mera los dos sistemas posibles i* = ¢ ¥y 2 =0, que deno-
mina’ idempotent v wilpotent, distingniendo tres siste-
mas en la doble, eineo en In triple, diceiosho en 14 cud-
drupla, dieciséis en la guintupla Y estudiando sdlo par-
cialmente la séxtupla,

Con ohjeto de pasar ya 4 1

a tltima generalizacion
que expresa ¢i Algebra de » nnidades complejas Jdehida
& los eélebres matemAaticos Weic

strass y Dedekind, con-
cluiremos esta resefia de trabajos que nos Heva, progre-
sivamente desde el eileulo peométrico hasta el cileunlo
abstracto, ecitando al ilustre Cayley, (que varias veces
se ocupa de estos estudios y emplea en el tomo T de sus
Mathematical Papers un sistema hasado en sicte imaci-
NAYias ¢, fy, ... ¥, cuyas condiciones de eombinacion se
contienen en log esquemas 123, 2146, 374, 143, 275, 365,
167, de modo que, por ejemplo, para el primero se tiene
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¥ solo diremos acerea de la clasificacion qiie Clifford
haee, en su obra Mathematical Papers, de las dlgebras
geométricas, que distribuye 4 éstas en tres clases, a
saber:

LY n=0(mod4),w =1, wi =—7iu
2% n=1(mod 4}, wl=—1, wi=—iv
3. m=2(mod4d), v =—1,uwi = iw

siendo w =74, 7,... fy, ¥ teniéndoge presente que

Wiy = (—1)0d, 2, ... In , esto es, §,w ==wj, , seéetin que 7
€5 unpar o par,

La mayor generalizacion & gque han llegado estas in-
vestigaciones de que tratamos se hallan en dos Memo-
rias de los Sres. Weierstrass v Dedekind, tituladas Zur
Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten comple-
wen Grossen (1884 y 1885), de las que haremos algunas
indicaciones,

La ¢cnestion se reduce, como indica M. Berloty en su
Memoria titulada Théorie des quantités a n wnités prin-
eipales, & ver sipuede establecerse un Algebra fundada
en la congideracion de n wnidades principales 6 stmbo-
los abstractos que hagan las veces de elaves, como en el
Algebra ordinaria lo son las unidades 1 y V — 1.

La Memoria del profesor Weierstrass se reduce 4 de-
finir los clementos a, b, ¢, ... de un conjunto C por las
propiedades de que su suma, diferencia, producto y co-
ciente pertenezean también al conjunto y que les sean
aplicables las propiedades conmutativa, asociativa ¥
distributiva.

Dichos elementos son de la fornia

Eey+ 58 4 . Enen, representando los nimeros
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¢, &, ...1as coordenadas, y los simbolos abstractos
€, By, ... 128 unidades principales, que son arbitrarias y
s6lo sujetas 4 ciertas condiciones y lag de no ser eontra-
dictorias en sus definiciones.

Las condiciones 4 que esfan sometidos estos simbolos
ge reducen & ser linealmente distintos, es deeir, & que
no exista entre ellos ninguna relacién lineal, pues de o
contrario el conjunto dependeria de menos unidades que
n; ¥ como econsecuencias inmediatas tenemos que: euan-
do un elemento del conjunto C es nulo, deben serlo sus
n coordenadas; la ignaldad de dos cantidades 6 elemen-
tos impliea la de sus coordenadag, y si

ay = Eiei—t Em €y~ .. £in €n
ty =%, ¢, + &6+ ... +tnen

DR L R RO "ae

an=Ent &, -+ Enze, -+ ... + Enn €n

son los elementos, v la determinante de sus coeficientes
noes nula, la expresion A a, A, a4 .. (enlaque d, Ao,
gon nimeros reales indeterminados que no son todos nus
los), no puede ser nula; pues siendo A a, +%,a,+ ...
elemento del sistema, s6lo podrd anularse cuando sean
nulas las n coordenadas, lo que origina el sistema de
ccunaciones lineales homogéneas

:*1 ‘Eu +le E:‘l 4. =0, A [ Eg{ —1—}‘;- E:=+ =0, .

que solo admite las soluciones A, =4, = ...==0, lo
que es contra la hipotesis.

En cuanto & la suma y diferencia de unidades, epy
gq que forman parte del conjunto, nada hay que obser-
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var; pero si que al producto ep ey debe exigirse que sed
,expresable linealmente por las unidades. Asi

ep &q = &,pq €, ~+-Espq €: ~+ --- = Snpgq €n (1)
siendo ,pa, &g, ... NmMeros reales que definen el siste-
ma de unidades principales, arbitrario solo entre eier-
tos limites que se determinan en el trabajo de que nos
0EUpPAInoS.

Las propiedades conmutativa y asociativa en la su-
ma y la diferencia de los niimeros spq se hacen mani-
fiestas desde luego. En cuanto & la multiplicacion, de
que epeq = &y ep , resulta epq, = Ergp, €N virtud de la
formula (1) que aplicada 4 la relacion asociativa

(epeq)er=(eper )eq (p g T= 1, 2,...m)

conduece 4

(8,pq &, =+ 8apq ¢a+ --) €r = (&pr &~ 5pr €s i -+) €q
4 bien &
£ipg f:iu 1r t_’-,—i—, ) -‘+Zil’q (Eur el_l—"'}—”—"'_’_ Enpq ['_‘_-_1“1_ 31+“')
=¢&;pr (1 e|+"' \'_!_a:l’r (512‘4 € 4= “]"l- et Supr (.alml f}|+- )
euyo tipo general es

&,pn Ekir -+ Eypg Sker b o0 = Eprikyg —+ S.pr Ekiq + s

formulas que pueden verificarse de infinidad de ma-
neras,




Las expresiones
@ +-b=(z - §) é (%, +B) e + ..
a4 —b= '\':(I. L Eﬂi.-" e -+ A= :32-:' €y L
manifiestan que la suma 6 diferencia de dos elementos
a=% e ..., b=20¢e + ..
pertenecen al mismo conjunto, y que las propiedades
conmutativa y asociativa se verifican.
Respecto al producto
ab = Loy :3| eiu -+ %y .c‘rl eu €y R

se observa que sustituyendo por los productos aiiessos
sus valores en funciones lineales de las unidades prinei-
pales ¢, ¢,... segin la formula (1), y haciendo lo mismo
para ba, se estableece, por comparacién, la propiedad
conmutativa y andlogamente las expresadas por

(ab) ¢ = (ac) b, a(b+c)=ab + ac

La divisién, en fin, merece un especial examen, por
conducir 4 un nuevo concepto importado por el sefior
Weierstrass, & saber: los divisores de cero, de capital
importancia en esta teorii.

Definida la divisién por la formula ‘Z—b =ua, ¥ exi-

1 ! a e
giéndose queel cociente ¢ = —— _ gal que ch= —b=a
b

b

=t =
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sea una cantidad de la misma forma que ay b, es deeir,
que pertenezea al conjunto C, la division se reduce 4 de-
terminar las eoordenadas v, 7.,..- del elemento ¢ por la
condicion ch = a 6

e o ito e == =g = 1

que, efectuando las multiplicaciones y sustituyendo los
productos e, eq por sus expresiones en funcion de e, pg,
originan un sistema de ecuaciones

y si designamos por e la determinante de este sistema,
se observari que no es idénticamente nula, si las coorde-
nadas de & no lo anulan; y se obtendri para cualguier
dividendo « un sistema tinico y determinado de coorde-
nadas y,, ¥,,... 0 existird una infinidad de ellag, lo que
dependerd de las «,, %,,... del dividendo.

5i ahora suponemos a = o, es deeir, ¢, =4, = ... = 0,
las ecuaciones en cuestion serdn compatibles, v ademdés
del sistema de soluciones y, = v, = ... = o admitiria una
infinidad, ya sea 6 no b igual & cero. En el caso de no
ser b ignal & cero, se tendrd be = o, sin ser nulo ninguno
de los factores, lo que no tiene lugar en el edleulo ordina-
rio, basado en las unidades principales 1y V‘rﬁ, el di-
visorb de cero, se define como un elemento del conjun-
to C para el que la determinante = es nula.

Considerando esta determinante, no ya respecto
&1y, Ty;-., 5ino respecto & f, B,..., se concluye que si b

B
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es un divisor de cero, también ¢ lo serd,y de kbe = o
6 (kb) ¢ = 0, siendo k una cantidad compleja, resulta
que: el producto de un divisor de cero por una cantidad
compleja es un divisor de cero,

Iixpuestos los prineipios fundamentales del Algebra
basada en n unidades principales, basta ya para com-
pletar estas noeiones manifestar en qué difiere de la or-
dinaria. ~

Desde luego, aplicando lag formulas obfenidas al es-
tablecer las propiedades conmutativa y asociativa del

producto ab al caso de ser n =2, ¢, = 1,6,—= V—_ que
cero es el dnico factor de ceroen el Algebra de dos wni-
dades principales 1y =1

Bia=u e +2,¢e -+ .. esun elemento del conjunto
C que no es divisor de cero, y en el sistema de ecuacio-
nes (2) sesustituyen respectivamente 8,8, ... pora , «,...,
se obtendra un sistema tunico de valores de las eoordena-
das ¥, 7a, --- de cierta cantidad compleja e, definida

- @
por la expresion e, = — — tal, que un elemento cual-
(44

quiera del conjunto C no varia cuando se le multiplica

por ¢,; ademds, si en vez de o se considera la cantidad
s Soe L ; : a'

compleja a” (que no sea divisor de cero), y e’ — = se

tendra que e, = ¢’,, de manera que ¢, desempeila en el
edleulo de las cantidades complejas las veces de la uni-
dad en’el ordinario.

También si g=E&, e, -+§, ¢, ... es un elemento
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del conjunto C y se obtienen sus potencias sucesivas
hasta la nsima | reduciendo las expresiones 4 la forma li-
neal, ge tendra un sistema de n ecuaciones de las que
ge podrdn obtener las e,, e,, ... en funcién de las poten-
cias de g, y expresarse enalquier elemento del conjunto
en funeion lineal de e,, g, ¢% ... g~ gque formardin un
gistema de unidades principales sustituibles 4 las
g, €y ... €n, de modo que, reciprocamente, toda expre-
sion lineal v homogénea de ey, g g, ... perfenecerd al
conjunto C, pll(lilrﬂlduSlfl en definitiva expresar un ele-
mento eualqrniera bajo la forma

=% gy—t+2 g, -+ v = -1 gn—1

G sea & la forma candnica, habiéndose hecho gMm = gm;
y el verificarse que gp gq = gp . o permite, por ejemplo,
expresar el produecto de los elementos

a:xﬂgowl—-'l‘ g|+...yb:530 ga"f—;i; g]+"'
bajo la forma ¢ =7 go +1, g, + ---

S6lo diremos para coneluir, que el empleo de la fun-
cién adjunta A (§) =, + 2, £ 2, 2 4 ...de una canti-
dad cualquiera

= ay Jo-t+2 g, -+ -

unida 4 ésta de tal modo, que e funcidn A (£ pertenece
d la cantidad a y la cantidad a pertenece d la funcion
A (), 0 bien el empleo de la cantidad gn—-f=, gn—1-...
yvde £ (B = ¢ 14 .. 6 también de ™ £ (£) ¥y de
gm  n—+- & gm n—1- ... facilitan el desarrollo de esta
nueva teoria, de modo que resulte, no contradictoria con
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el Algebra ordinaria, sino como una generalizacién de
la misma, 4 cuyo fin dedica M. Berloty la segunda par-
te de su Memoria Théorie des quantités complexes a n
unités principales, tratando de los polinomios ente-
ros, de las ecuaciones algebréicas, de las fracciones ra-
cionales, de las series y de la teoria de las funeiones
desde el elevado punto de vista que adoptaron los sefio-
res Weierstrass y Dedekind; y s6lo diremos de la doc-
trina de este tltimo, conforme en las conclusiones con
la del primero, que su procedimiento, esencialmente dis-
tinto, se funda en el empleo de ciertas cantidades; dis-
tintas de las reales & imaginarias del edleulo ordinario,
multivalentes (Mehrwerthig), que hace depender de eier-
tas sustitueiones.

No trataremos en este trabajo del Algebra de la Li-
gica, que constituye un edleulo eminentemente simboli-
co, por depender la validez de los resultados de las le-
yes de comblnamén de sus simbolos; pues estos des-
arrollos, dbpendlcmm y en conexién con las leyes que
rigen nuestro desenvolvimiento intelectnal, tienen una
extensifn que rebasa & veces el limite de la eciencia
matemitica, v lleva 4 la region de la pura filosofia; y
terminaremos este articulo, consignando que el sistema
de simbolos del Algebra de la légica son hoy asidua-
mente empleados, siguiendo la iniciativa del profesor
de Turin Sr. Peano, no g6lo en el Formulario de mate-
mdticas que se publica unido & la Revista de matemdti-
¢cas, sino en otros trabajos que separadamente publican
algunos otros matematicos italianos, adaptando las teo-
rias al nuevo simbolismo, con el que se trata de reem-
plazar al lenguaje ordinario.
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Las generalizaciones de la Geometria

Vamos 4 tratar actualmente de las generalizaciones
més importantes 4 que hallegado la Geometria, merced
4 1as cuales su organismo se ha extendido considerable-
mente y su caracter ha cambiado por la amplitnd de
los conceptos sobre los que hoy se sustenta y por el ri-
gido enlace de sus verdades, referidas & un fondo riqui-
simo en variedad de objetos y de relaciones.

Dichas generalizaciones se refieren bien & la forma,
bien al fondo 6 materia. Las primeras se hallan consti-
tuidas por el imaginarismo y el concepto de hiper-espa-
cio, las segundas tienen por origen los axiomas sobre
gue descansa la Geometria.

El imaginarismo y el hiper-espacio amplifican nues-
tros econceptos, dilatando 4 la vez la forma del organis-
mo geométrico que durante algunos siglos ha estado re-
ducido al solo campo de los objetos reales, 6 mejor, de
las relaciones susceptibles de una representacion sensi-
ble, 6 acompaiiadas constantemente por intuiciones co-
rrelativas.

El imaginarismo, que aparecié eon prioridad en las
relaciones algoritmicas, ulteriormente invadio la regién
de la Geometria, y esto desde luego por efecto del ca-
rdcter mixto del método cartesiano que sujeté la exten-
g§ién al nimero,
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Ya he manifestado en varias ocasiones que el imagi-
narismo tiene su origen en ciertas diserepancias del
sujeto eon el objeto, en ciertas disconformidades de-
bidas & la naturaleza intrinseea de cada uno de estos
términos, que es necesario analizar para redneir los an-
tagonismog aparentes, desdeun prineipio, 4 una armonia
definitiva.

Uno de estos antagonismos que condueian & proposi-
ciones, por el momento inadmisibleg, y selladas en la
época de constifueion de la eiencia con el estigma de lo
imaginario, que equivalia & lo absurdo, tuvo por origen
la unién de un sujeto con un predicado demasiado res-
tringido, que cuando lo era en cierto grado, eondueia 4
lo negativo, 4 lo irracional, ete.; y estas diseonformida-
des fueron sucesivamente allanadas en el proceso cien-
tifico por la extension del dominio de las eantidades en-
teras, & los de Jas cantidades racionales, y, por altimo,
al de las eantidades complejas.

La imposibilidad de la sustraceion se salvé con la
adjuncion de los nameros negativos, la de la division
con la de las unidades fraccionarias, la de la ineonmen-
surabilidad con la noecién de limite, v la ultima genera-
lizaeion en el dominio algoritmico se obtuvo con la in-
trodueion del concepto de las cantidades llamadas en su
origen imaginarias, y hoy con mds preecision llamadas
cantidades complejas, enya existencia estd sometida al
prineipio de permanencia de las leyes formales, es de-
cir, lag leyes de la ecombinatoria, que son superiores 4 las
leyes numéricas, como éstas lo son 4 lag leyes geomdtri-
cas, lo que condujo al Algebra simbélica.

En Geometria lo il11a!gillell‘10 surgio también de im-
previsiones en los éenuneiados de euestiones que resulta-
ban absurdas 6 irresolubles desde ¢l punto de visfa
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erréneo 6 inadecuado, segin el que se consideraran. Ya
algunas de estas imprevisiones comenzaron & corregir-
go con la amplificacion de los lugares ceométricos que
daban eabida 4 lo negativo con igual titulo que & lo po-
sitivo: v la euestion se reducia simplemente & modificar
los enuneciados extendiéndolos en la medida del nuevo
contenido gue debicran abarear.

Ya. eomo expresa Poncelet en sus Applications
4’ Analyseet de Géométrie, nosolo era procedente emplear
simbolos de la existencia, sino gue también precisaba
admitir los de la no-existencia, que tiene su origen en
diferentes causas; y era indispensable estudiar el obje-
to en las diversas fases de su existencia, examinar en
las figuras los objetos que persisten durante eciertas
transformaciones, y distinguirlos de los que en ofras
desaparecen eventualmente, eomo hace Monge en el em-
pleo del método fundado, ya en el caso de ser-reales
¢iertas partes (puntos, planos, lineas 6 superficies) de
lag cuales no depende necesariamente la eonstruceion
general de la figura, pero que son sus congeeucncias
contingentes 6 accidentales, ya en gl easo de haber pa-
dos & aser imaginarias, subsistiendo las condiciones ge-
nerales de eonstruecion.

La conservacion de la ignal potencia del eje radical
respecto & dos circulos se observo que era independien-
te de la circunstancia accidental de cortarse 6 no las eir-
cunferencias, la enal atn hizo persistir Poneelet con
Ja adjunecion de las conicas suplementarias cuyas cuer-
das eran las ideales de las propuestas; ¥ mediante este
artificio 6 amplificacién o imaginario permanecia en el
campo de la realidad, siendo aquél meramente relativo
y sustituible & lo real, por efecto de un simple cambio de
figura, como en Andlisis lo es por un cambio de signo en
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el enadrado de la cantidad correspondiente. Y le mismo
puede afirmarse respecto & la relacion reciproca del po-
lo y la polar, independiente de que €sta sea cuerda real
¥y determinable por las tangentes trazadas desde agquél
4 la edniea 6 no, permitiendo g aplicacion del principio
de la dualidad.,

Se vi6 que lo imaginario no era algo arbitrario 6 su-
puesto por un vano capricho, sino efecto de relacio-
nes que no convenian 4 la esfera dentro de la cual se
hallaban aplicadas, de modo que aun en la imposibili-
dad envuelta por el mismo, quedaba la huella de la ean-
sa que la produjera; y por consiguiente, su persisténcia
como lazo de relacién de disconveniencia debiera con-
servarse en el sistema cientifico para que éste no perdie-
ra su unidad ni su amplitud.

Y atn podemos afiadir que lo imaginario, constitu-
yendo una regién més vasta quela de lo real, parecial-
mente se compenetraba con ésta, dejando entrever algu-
nos easos de conveniencia, tales eomo los que expresan
los puntos imaginarios conjugados por los cuales siem-
Pre pasa una recta real, la propiedad de pasar por un
punto imaginario una sola recta real, 6 por un punto
real dos rectas imaginarias conjugadas o de contener
una reeta imaginaria un solo punto real, la correspon-
dencia entre dos puntos imaginarios y sus elementos
reales, & saber, el punto medio de aquéllos y el produe-
to de sus distancias & un origen comun, cuya considera-
cién, unida & la de las series homograficas que earecen
de puntos dobles, permitié 4 Chasles extender 108 enun-
ciados 4 lo imaginario, determinando los puntos de in-
terseceion imaginarios con las eonicas, puntos ligados &
dos puntos reales, desde los que s¢ ven los segmentos
de cada par de puntos conjugados, segun un 4ngulo
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constante, y que llevan & establecer la singular propie-
dad de los puntos ciclicos 6 puntos imaginarios en el in-
finito, comunes & todas las circunferencias de un plano,
las cuales, eonsideradas dos 4 dos, tienen ademés dos
puntos comunes reales ¢ imaginarios & distancia finita
correspondientes 4 la secante real 6 ideal, segtin tan ele-
gantemente establecié Poncelet en su teoria ya citada
de las conicas suplementarias, donde vemos también
que un sistema de hipérbolas homotéticas tiene dos pun-
tos comunes en el infinito situados sobre sus asintotas
paralelas, es decir, una secante comun, y que, corres-
pondiendo 4 un sistema de elipses homotéticas otro siste-
ma de hipérbolas suplementarias, también homotéticas
eon su secante conmnin en el infinito, aguéllas tendran 4
¢sta misna como secante ideal, convirtiéndose la rela-
¢ion en un doble contacto, cuando ademds sean coneén-
tricos dichos sistemas; v en ¢l easo de ser circulos, ten-
dran las dos secantes ideales confundidas eon la recta
en el infinito.

Para terminar esta enumeracion de propiedades di-
vulgadas hasta en obras elementales, ereemos que bas-
tard afiadir la extension que el eoncepto de los puntos
ciclicos del plano recibe en el espacio mediante el del
pirculo imaginario en el infinito, y manifestar cémo el
lenguaje se ha simplificado con el auxilio de las cantida-
des imaginarias, cuya consideracion impide que las pro-
posiciones pierdan su generalidad.

La introduceitn de las rectas isétropas comunica
utia seneillez considerable & la teoria de los focos y &
sus vastas aplicaciones. Definides éstos como intersec-
ciones de las tangentes 4 las conicas paralelas & las di-
receiones isotropas, pueden enunciarse los signientes
teoremas: st dos conieas tienen wir mismo foco, tienen
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dos tangentes imaginarias que pasan por el wismoy to-
das las conicas confocales tienen cuaftro tangeites ima-
ginarias comunes y pueden considerarse titseriptas en
un cuadvildtero; las tangentes trazadas ¢ wne conica
por cada wno de los puntos ciclicos forman wn citadri-
ldtero cuyos dos wértices reales son los focos de aguélla,
pudiendo considerarse Tos otros dos como Jocos imaginag-
rios, exfendiéndose esta propiedad de pasar por los fo-
cos las tangentes trazadas por 1os puntos ciclicos & una
eurva eaalquiera; y como ejemplo de las facilidades que
comunica al lenzuaje esta amplificacion de los coneep-
tos, observaremos que la propiedad de hallarse en una
razon constanté la tangente trazada por un punte de una
eonica Aun eirenlo que tiene un doble contacto con ésta
y la perpendicular trazada por aquél 4 Ia cuerda de con-
tacto; se raduee en el caso de sustituirse el eirculo
pornn punto al enuncindo signiente: Kl foco de wna
conica puede considerarse como wun céreulo infinita-

mente pequeno tangente d la conica en dos pintos
imaginarios situados sobve lu directriz, que asimila
aquella propiedad 4 la fandamental del foco y la di-
Teetriz.

No continuaremos esta entwmeracion fque podria ex-
tenderse indefinidamente, pues basta decir, en resumen.
que solo-con el auxilio de este concepto del imaginaris-
mo puede hacerse una exposicipn sistemitica de Ias

curvas y superficies de 6rdenes superiores y presentar-
se bajo una rigida y armonica unidad toda la ciencia
geomeétriea. :

Lo reéal ¥ lo imaginario se contienen on el dominio
que abarca todas las relaciones, diserepando entre si por
tener 6 no tener objeto eorrespondiente en la repre-
sentacion sensible, pero asimilindose econ igual vali-
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dez como’ puras relaciones en el organismo ideal de la
ciencia. -

Las propiedades de las figuras, anflogamente & como
se relacionan los seres de la Naturaleza por ese cambio
mutuo lamado eireulacidn de la materia y de las ener-
gtas, se enlazan 0 se disgregan, aparecen, 0 desapare-
ciendo, 6 se funden en nuevas relaciones; y si aquéllos
A través de los ciclos de sus transformaciones conservan
su primera materia, éstas mantienen su esencia racional,
ya conserven su objeto contingente, ya lo pierdan por
una especie de disgregaeién transitoria cuyo:esquema
gs la palabra imaginario, como las que designan lo in-
finito, infinitamente pequefio, lo incomensurable, el li-
mite, ete., unen con lazos racionales lo que se escapa i
nuestra intuicion sensible, para proceder en el razona-
miento discursivo, propio de nuestra inteligeneia finita,
& la que no es dado abarcar la ciencia por intuiciones
inmediatas, ni conocer las sustancias mas que bajo las
apariencias de los aceidentes, ni las causas mas que por
sus efectos.

Y estas palabras que enrviquecen el lenguaje mate-
mitico sirven, como se ha dicho, para unificar el orga-
nismo eientifico, generalizando las leyes y suprimiendo
las excepeiones. '

La introdueceion de los elementos en el infigito que
realizé Poncelet mediante eambios de posicion de los
planos de proyeecion de las figuras, que Staundt empled
también bajo la denominacion de elementos impropios,
son modos de hablar que permiten enunciar las enestio-
nes sin excepeion alguna, pues si es cierto que no hay
rectas ni planos en el infinito, el easo del paralelismo
produce ¢l mismo efecto que si existieran,y facilita una
sustitueion de enunciados andloga & la que ordinaria-




e T

mente se hace al emplear indistintamente y segiin con-
venga, ya un teorema, ya el reciproco de su contrario,
que son equivalentes.

El admitir, por ejemplo, los dos puntos imaginarios
de la recta del infinito comunes 4 todas las cénicas de un
plano, 6 lo que llama Cayley, lo absoluto, permite referir
las figuras transformadas 4 una base fija. Ei empleo de
los puntos dobles imaginarios de dos series homografi-
cas, establece enlaces proyectivos v faecilita el sustituir
demostraciones sencillas & otras que pudieran ser mds
directas, pero también mascomplicadas.

Hermosas concepeiones son éstas que dilatan los ho-
rizontes ideales, buscando & través de enlaces continuos,
puntos de referencia cada vez mdés apartados, pero no
por esto menos fijos.

Vemos en el orden material que unos sistemas se
mueven dentro de otrog mis amplios, y que, tomados
unos ecomo bases, sirven para determinar los inferiores
de un modo relativo; y continuando asi en camino as-
eendente, se llega hasta los ultimos confines del Univer-
80 para nosotros sefialados por los sistemas estelarios
que aun los tltimos descubrimientos astrondmicos nos
demuestran hallarse en movimiento, y por consiguniente,
ser todavia algo relativo.

Perosel sistema material, con toda su indefinida am-
plitud, més alld de lo que la experimentacitn nada nos
dice, es un easo tan s6lo de los sistemas que concibe
nuestra inteligencia, verdadero foco que, 4 su vez, por
un descenso gradual, desarrolla sistemas varios que
constituyen las diversas ramas de la cienein humana,
desde la Metafisica que envuelve & todas con su aspira-
cion hacia las causas y los principios, hasta las aplica-
ciones, ya 4 las varias finalidades de la Humanidad, ya
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al conoecimiento del Universo; y como la Psicologia es 14
base de las primeras, la Matemdtica es la piedra de to-
que de las segundas, y la Dialéctica es el nieleo comin
desde el que nuestra razon desciende por ambos derro-
teros para constituir las dos ramas de las ciencias an-
tropolégicas y cosmicas; y en este segundo orden, al
que tinicamente debemos referirnos actualmente, halla-
mos la combinatoria como la representante del orden
l6gico 6 dialéctico, que desciende en sus aplicaciones al
estudio del nimero, primera coneepeién abstracta que
produce nuestro entendimiento, y luego al espacio y al
tiempo, produciendo la Geometria y & continuacion la
Mecdnica; y descendiendo ulteriormente & la Fisica ma-
temAtica, ain aspira en los tltimos tiempos & contrastar
el purisimo concepto del nimero con el itomo, el ele-
mento de la Quimiea y & unir el primer elemento de la
concepeién matemdtica con el dltimo elemento de la
realidad material.

Estas digresiones nos permiten considerar el sistema
de la Ciencia frente 4 las bases fijas sobre que se susten-
ta, & saber: las leyes de nuestra razén y las leyes del
Universo. Podran variar los sistemas de aquélla; suce-
dera la teoria de las ondulaciones & la de la emisitn; el
sistema atémico relevara al de los equivalentes, y los
gistemas metafisicos alterarin nuestro modo de apre-
ciar ¢l orden ontolégico; pero siempre los hechos per-
maneeerin invariables ante las mismas causas, y las
consecuencias de nuestros razonamientos se regirdn por
algo permanente que fija nuestra esencia espiritual;
siempre la experiencia realizada sobre lo externo 6
nuestros actos internos rectificard en definitiva los sis-
temas mas 6 menos artificiales que han constituido las
diversas transformaciones de la Cicncia y nos permite
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observar en la Matemdtica un heeho que constitiye nn
privilegio de Ia misma, & saber: que subsiste indepen-
dientemente de los sistemas filosoficos, y que siendo un
desenvolvimiento intelectual, tiene su comprobante en
los fendmenos del mundo fisico y prevalece 4 través de
su indefinido desgarrollo como lazo de relaeion.

Esto es lo que nos ofrecen la doctrina del hiper-
espacio y las geometrias no-Euclideas,

El hiper-espacio, como veremos més adelante, -es
una amplificacion racional del espacio ordinario que,
manteniendo las leyes de éste, se desarrolla de modo
que comunica nueva unidad 4 todo el edificio mate-
mético.

Las geometrias no-euclideas expresan esta fijeza de
la Matematica ante la variedad de sistemas filosoficos,
pues si por un lado la Geometria euclidesa es un desar-
rollo puramente ideal que en los tiempos modernos tie-
ne como mas afine el sistema Kantiano;en oposieion, otra
Geometria basada en la experiencia, en la considera-
cidn del espacio, no como forma de nuestras intuiciones
sensibles, sino eomo objeto externo, independiente de
nosotros, da origen & otro desarrollo-eminentemente 16-
gico y compatible con el primer sistema, de lo que nos
vamos 4 ocupar en los siguientes articulos.
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Los grupos de sustituciones en la Geometria.

La combinatoria, ademas de un primer desarrollo
hoy econstitutivo del ;'\15.:(:111'& de la Ligiea y que rige
también al ealeulo llamado en su mayor abstraccion
simbolico, tiene otro desarrollo inmediato en la teoria
de las sustituciones cuyo concepto fundamental es el de
grupo, que se aplica desde luego 4 las fanciones median-
te su representacion analitica, pasando el grupo de una
funcidn & tener capital importancia en la teoria general
de lag eeuaciones y no menor en las aplicaciones & la
Geometria, como vamos & ver en este articulo.

Un conjunto de sustituciones forma un grupo cuando
sus inversas, sus potencias y sus productos pertenccen
4 dicho eonjunto; 6 también podemos decir que varios
objetos en namero limitado ¢ ilimitado constituyen un
grupo, euando de dos cualesquiera de ellos puede dedu-
cirse de una manera bien determinada un tercer objeto
del mismo conjunto, siendo su composicion asociativa y
de modo que un mismo ohjeto asociado 4 objetos dife-
rentes conduzea mediante esta composicion 4 objetos di-
ferentes. Asi vemos que todos los nimeros enteros posi-
tivos, juntamente con el cero, constituyen un grupo ili-
mitado ¢ infinito, cuando se considera su composicion por
adicién; v si se suprime el cero, los nimeros 1, 2, 3,...
formardn un grupo infinito cuyo modo de combinar los
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objetos sea la multiplicacitn, EJ conjunto de los simbo-
los baem ¢, en el cual by ¢ son nimeros enteros cua-
lesguiera y m un ntimero entero positivo, constituye un
grupo infinito de elementos desde el doble punto de vista
de la composicién aditiva 6 por multiplicaeion.
Obtenida Ia representacion analitica de las sustitu-
ciones, se llegd al concepto de grupe de wuna funcidn
que posee la propiedad de dejarla invariable por cual-
quiera de las sustituciones de aquél aplicadas 4 las va-
riables de ésta. Y Lagrange establecio 1a propiedad ca-
racteristica del grupo de una ecuacion, 4 saber: que si
una funcién es numéricamente invariable por las sus-
tituciones de un grupo, cualquiera ofra funcion numé-
ricamente invariable por las sustituciones del Mmismo
grupo d de otro que lo contiene se expresa racionalmen-
te por medio de la primera, propiedad por la cual obtu-
vo dicho matemitico el valor de una funcién de las rai-
ces de una ecuaciin dada, en el caso de conocerse otra
funeitn cualquiera de éstas que condujo al fundamental
teorema de Galois: Si f(x) = 0 es una ecuacion cual-
quiera de grado 1 que no tiene raices iguales, y si

V= C‘D (._‘L‘u, Wiy e 3 @0 -1;‘

¢ una funcidn racional de las ratees X, , Xy .., ¥n 1 de
aquilla, elegida de tal modo que los 1.2.3.... n valores
que adquiere por las sustituciones de sus raices sean
todos diferentes, podrdn cxpresarse estas n raices
Xys Xy oce X e funcidn racional de V; y con el fin
de no prolongar estas indicaciones harto conocidas res-
peeto 4 Ia teoria edificada por Lagrange, Abel y Galois
sobre las ecuaciones, silo recordaremos que, estableci-
das por Abel las condiciones de resolubilidad, Galois
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llegd 4 emplear su método de la adjuncion sucesiva de
rafces de ciertas ecuaciones que, reduciendo el grupe
de la ecuacion propuesta, conduce 4 su resolueién por
medio de radicales.

Nuestro proposito al enumerar estos trabajos reuni-
dos en la obra magistral de M. Camille Jordan, Traité
des substitutions et des équations algebrigues, y de los
que han hecho recientemente elegantes restumenes los
Sres. Borel y Drach en su Introduction @ Udtude de la
théorie des nombres et de I Algébre supérieure, y el se-
fior Vogt en su obra Lecons sur la vésolution algébri-
que des équations, no es ofro que el sefialarlos eomo pre-
cedentes de las importantes investigaciones del sabio
matematico noruego Herr Sophus Lie, Profesor de la
Universidad de Leipzig, 4 las que deben unirse las del
eminente gedmetra I, Klein; pues han contribuido de
una manera notoria 4 afianzar las recientes teorias geo-
métricag, de las que vamos & oeuparnos, dedicando el
comienzo de nuestro trabajo, para seguir el orden cro-
noldgico, 4 las euriosas investigaciones del ilustre Cay-
ley, publicadas en su A siweth Memoir upon Quantics,
cuyo prineipal objeto fué el establecer la. noeion de dis-
tancia.

Dedieadas las cinco primeras memorias ( Upon Quan-
tics) & desarrollar la nueva teoria hoy eonocida con la
denominaeion de Algebra de las formas, la sexta con-
cierne 4 las aplicaciones geométricas, y principalmente
i las geometrias de una y de dos dimensiones, que co-
rresponden 4 las teorias analiticas de las formas bina-
rias y ternarias.

En la geometria de una dimension, la recta es el In-
gar (locus in quo) de las coordenadas (w, y). Una ecua-

4
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cién (*), (=, y)' = 0 representa un punto (1) y una ecua-
eion (*) (2, y) ™ =0, un sistema de m puntos, anica figura
0 Jugar que ocurre en la geometria de una diniension.

Una covariante ignalada & cero expresa un sistéma
de puntos relacionado con el sistema original, implican-
do la anulaeion de la invariante cierta relacion entre
los puntos del sistema. Asi, la relacion ac’'—20b'-4-ca'=0
expresa una relacion armonica entre los dos pares de
puntos representados por las dos ecnaciones homogéneas
de segundo grado

ae’ -} 2bay - ey’ =0, a'w 4+ 2b'xy 'yt =0

como demuestra Cayley en 4 Fifth Memoir upon Quan-
tics, de manera que la proposicion obtenida, cuyo enun-
ciado es: Puede obtenerse un par de puntos (puntos do-
bles) en razdn armdnica con dos pares de puntos dados,
sirve de fundamento & la teoria de la involneion, obte-
niéndose desde lnego una involucion de cuatro puntos,
y con fres 6 mds pares, de modo que el tereero y los su-
eesivos estén en relacién armdénica con los dos puntos
dobles, un sistema en involueion.

Un sistema en invelueion nos ofrece un ejemplo de
dos sistemas homogrificos en la misma recta. Si se toma
en esta reeta un punto O, y se considera el sistema de
puntos formado por 1os conjngados armonieos de O res-
pecto 4 los diversos pares de la involueitn, y andloga-
mente se procede respecto & otrg punto O, se obtendran
dos sistemas homogréificos.

La teoria de la relacion armonica expuesta, hace ver

(1) Con el signo (*) Cayley representa que los coeficientes
son cantidades generales,




S b

que: dado un par de puntos aw® - 2bey + cyt=0,la
eengeion de otro par de puntos puede expresarse de dos
maneras por la formula

ax® <+ 2bey + ey’ + (le 4 my)* =0

siendo los puntos le—+my =0 correspondientes & los
dos valores admisibles de la funeion lineal, los armoéni-
cos del par de puntos, respecto al par de puntos dado
ax* + 2bxy +cy* =0, 6 los puntos dobles de la invo-
lueion.

El par de puntos representados por dicha ecuacion
no debe hallarse, por lo general, en una relacion dada
con el par dado; pero euando se halla en la arrviba indi-
cada, se dice que estd inscripto en el par de puntos
dado, y el punto e -+my = 0 se designa con el nombre
de gje de inscripeidn, siendo el arménico de éste res-
pecto al par dado el centro de inscripeidn.

En la geometria de dos dimensiones el plano es el
lugar (locuws in quo) de puntos y de rectas, representa-
dos respectivamente por las coordenadas @:y:z=
a:bue, Eim:E=u:B:vy,es decir, el locus in quo de las
coordenadas-puntos (e, ¥, z) y de las coordenadas-lineas
(£, 7, £), de modo que la ecuacion

ety +52=0

representa la recta 6 el punto. Este doble aspecto con-
duee, pues, como se sabe, & la eonsideracion de las cur-
vas, segilin su orden 6 su clase.

Un sistema de puntos en linea recta es una serie y
un sistema de rectas en un punto un haz; y la homogra-
fia de la geometria de dos dimensiones depende de la




teoria, correspondiente en la geometria de una dimen-
sién, 0 sea de la homografia de series y de haces, com-
prendiendo la teoria de la homografia & la'de la reei-
procidad ¢ correlacion. Y para dos fizuras homogrificas
de un plano existe un triangulo que es su ¢orrespon-
diente, lamado autopolar (sibiconjugate, segiin Cay-
ley): y eada punto del plano, eonsiderado como perte-
neeiente & la primera figura, corresponde 4 otro consi-
derado como perteneciente & la segunda; pudiéndose
construir ésta completamente por medio del tridngulo
autopolar y dos pares de puntos correspondientes: y si
ademds se establece la correspondencia reciproca del
punto.con la reeta, se llega 4 la teoria del polo y de la
polar respecto 4 una eénica que se refiere 4 la de la re-
lacion armonica.

Si, pues, consideramos una conica y un punto, una
recta trazada por éste encuentra 4 aquélla en dos pun-
tos, y el lugar de los conjugados armdnicos del punto
dado respecto & éstos es la polar de dicho punto, que
pasa por los puntos de contacto de las tangentes traza-
das por ésted la conica, y reciproeamente, el polo de
una recta es la interseccion de las tangentes en las in-
tersecciones de la polar eon la e¢énica. Lo que eonduce 4
las ecuaciones

U4+XPQ=0, U4ArPr=0

de las eonieas trazadas por las intersecciones de la cd-
nica U con las rectas P y Q y de las e6nicas que tienen
un doble contacto con la U =0, en sus intersececiones
con la recta P =0, que es el eje de inscripeion, euyo
polo, comiin 4 todas las cdénicas, es el centro de ins-
cripeién,
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Con estos precedentes, al exponer Cayley su origi-
nal doetrina de la distancia, define lo absoluto en la
recta, locus in quo de una serie de puntos, que consiste
en un par de puntos de ésta; y un par de puntos cual-
quiera puede considerarse eomo inseripto en lo absolu-
to, siendo el centro y eje de inseripeidén los puntos do-
bles de la involueion formada por los puntos del par
dado y los puntos de 1o abgoluto. Dicho par de puntos,
ademds, pnede considerarse como un cireulo (point-par-
eirele), y por consiguiente, dado el eentro de inserip-
cién y un punto del eirculo, el otro queda determinado
de una manera univoea, pues el eje es el arménico del
eentro respecto 4 lo absoluto, siendo el otro punto el
conjugado armdnico del punto dado respecto al centro y
al eje.

En la geometria de dos dimensiones, lo absoluto es
una cénica; y una recta eualquiera lo corta en dos pun-
tos que son lo absoluto respecto &4 ésta, considerada
como espacio de una dimension 6 locus tn quo de una
serie de puntos. Asimismo un punto cualquiera deter-
mina con lo absoluto (tiene por tangentes de lo absoluto
trazadas desde dieho punto) dos rectas que son lo abso-
luto respecto 4 dicho punto eonsiderado como espacio de
una dimension, o locus in quo de un haz de rectas, exis-
tiendo eiertas rectas, esto es, las tangentes 4 lo absoluto,
respecto 4 lag que éste se reduee & dos puntos coineiden-
tes, de ignal modo que ciertos puntos (los de la ednica)
respecto 4 los eunales lo absoluto, considerado como es-
pacio de una dimensién, es un par de rectas coineci-
dentes.

Si en vez de nna eonica propiamente tal lo absoluto
consiste en un par de puntos, la recta que los une se
llama la reeta absoluta, considerada como un par de
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rectas coineidentes; y un punto cualquiera determina
con lo absoluto dos rectas, las de union con los dos pun-
tos de lo absoluto. Este par de rectas es lo absoluto para
el punto como espacio de una dimension, 6 locws in quo
de un haz de rectas. Pero una recca enalguiera encuen-
tra & lo absoluto en un par de puntos coincidentes que
constituyen lo absoluto de dicha reeta como espacio de
una dimension.

Conecluye Cayley gue siendo la ecuacion tangencial
de lo absoluto

2 {IPE e I A s }'E.\ l:f"nE + g0 -+ 'J'DE) =0,

la de la reeta absoluta es

@ oy g
P q -r‘ =0
o Qo Tol

y que haciendo p:ig: » =1: 41 0, p,: q,: ry=1:—i:0,
la ecuacitn tangeneial de lo absoluto es £+ n* =0, que
consiste en los dos puntos de interseecion de la recta
z=0 con el par de rectas @+ y*=0 6 eireulo de radio
Cero.

Para el cazo de ser z=1, lo absolufo se redunce 4
los puntos de interseceion de la recta en el infinito con
la cireunferencia @*--9*, 6 4 los dos puntos ecirveulares
en el infinito llamados ciclicos. En el espacio 1o absoluto
es una conica esférica obtenida por la interseccion de
la esfera con el cono § esfera esvanecente

w4y +t=0

En suma: Cayley observa que la Geometria métrica
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es una parte de la Geometria descriptiva; que las pro-
piedades de una figura no son propiedades de esta consi-
derada per se, sino sus propiedades en conexidn con
otra ficura llamada lo absoluto; y este tipo de referen
cia puede ser una eoniea.

Para exponer la Geometria desde el punto de vista
general de sus sistemas, procede dar noticia antes de
los vastos desarrollos que las conclusiones de Cayley
acerca de la Geometria métrica alcanzan, ya en las va-
rias obras del profesor Sophus Lie, Theorie der Trans-
formationsgruppen, Vorlesungen iiber Continuierliche
Gruppen, Vorlesungen iber Differentialgleichungen ¥
el interesantisimo diseurso-programa Vergleichende Be-
trachtungen wber neuere geometrische Forschungen del
Dr. F. Klein, publieado en 1872, Y con este propdsito
conviene recordar previamente las nociones mds fanda-
mentales expuestas por el Dr. Sophus Lie en la primera
de sus obras citadas.

Si las variable @, .... , ®'y se hallan determinadas
en funeién de las @, ..., #q mediante las ecuaciones
resolubles )

ﬂ-'ri:fi[:‘}-'n'“'!wﬂ} {'?':]!! ),

estas ecuaciones representan una transformaeion entre
las varviables @ v 2.

Tna gerie finita 6 infinita de transformaciones entre
las @ v las 2 se llama grapo de transformaciones, euan-
do cada dos sucesivas de la serie producen otra que
también pertenece & ésta.
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Entre las transformaciones, las centinnas tienen ca-
pital importancia, asi en la teoria de las funciones como
en el estudio de las relaciones geométricas, que, aparte
de su aleance propio, tiene analogias con el estudio de
las sustituciones 6 teoria de los grupos discontinuos, co-
rrespondiendo, por ejemplo, los grapos de transforma-
ciones de un solo pardmetro 4 los ciclos de sustitueiones,
extendiéndose los conceptos de transitividad, primitivi-
dad, ete., que tan importante papel desempefian en la
teoria de las sustituciones 4 las transformaciones conti-
nuas y finitas de grupos.

Un grupo de transformaciones es finito ¥ continuo
cuando estd representado por un sistema de n ecua-
eiones

Br=L1( @0y @ny @y ey ar) (E=1, e TS

en las que /jexpresan funciones analiticas de las varia-
DUES) @i, Tl F Gy asane , Gy pardmetros arbitrarios. Y
si la serie de transformaciones ' ;= Film oo n ) iEEtA
representada por un sistema de ecuaciones diferen-
ciales

ax’, L =10 (k=1.95:)

p ! v .
WRR s @y _dh_ G
cuyo sistema de soluciones dependa, no de constantes
arbitrarias, sino de otros elementos superiores, por
¢jemplo, de funciones analiticas, entonees el conjunto
de todas las transformaciones pertenccientes 4 dichas
ecuaciones diferenciales forman un grupo continuo infi-
nito que representan un grupo de » términos.,




51 las ecunciones a' = i («) se resuelven respecto 4

las 2, se obtienen las ecuaciones

A

el ) (=1L n),

que representan las transformaeciones inversas; si, pues,

se efectia la transformaeion

oty =l o pen)l (F=1..n)

y luego la fransformacion inversa

G e oy i )

se obtendra Ia fransformaeion idéntica

A — iy (="t e

que tiene una capital importancia en la teoria.

Hechas estas indieaciones preliminares, procedere-
mog 4 exponer sueintamente algo de lo contenido en el
tomo primero de la Theorie der Transformationsgrup-
pe, ya que, como se ha manifestado, la teoria de los
grupos tiene intima eonexion con la doctrina que abarea
los varios sistemas de Geometria, segtin brillantemente
expone el Sr. Sophus Lie en esta obra, y procuraremos
referirnos principalmente 4 las aplicaciones geomeétri-

cas. Asi,

haremos
idéntica,
grupo es

respeeto al grupo de un término
¢ A= il 7 D e 1) I Sl

notar que cuando contiene la transformacion
sus transformaciones son permutables, y dicho
gsemejante 4 un grupo de traslaciones

y'l =Yg Y = Yo, Yn=1n =18
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Entre las o ! transformaciones del grupo de un tér-
mino, considera preferentemente el Sr. Sophus Lie las
infinitesimales.

Cada grupo de un término que contiene la transfor-
macion idéntica puede engendrarse por una transforma-
cion infinitesimal que corresponde 4 la transformacion
de las coordenadas de un punto en las de otro infinita-
mente préximo, ¢ & un movimiento infinitamente peque-
fio, y la trayectoria es el lugar de todos los puntos por
que pasa un punto («”, ....«% ) cuando se verifican las
oe' transformaciones

i=wFH (2 ... e Bt t=1..7)

del grupo de un término.

Respecto 4 los grupos de n términos 6 pardmetros,
diremos que se engendran mediante el de uno, lo que es
objeto del eapitulo I'V.

Expuesta la teoria de la integracion de las ecuacio-
nes diferenciales lineales en lag que se hallan relacio-
nados los grupos de un término con las transformaeio-
nes infinitesimales, hace el Sr. Sophus Lie intuitivas es-
tas relaciones al considerar que @, .... 2, son las coarde-
nadas de n dimensiones, pues el sistema simnltineo

da, diy

Et o571 E!J
corresponde & cada direceidn del punto en el espacio
R . Y determinando las ecuaciones integrales 6 primi-
tivas n—1 de las variables en funecion de la nsima = pe.
presentan, para un valor origen, una variedad una vez
extensa, llamada curva integral del sistema simulta-
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neo, que es tangente en cada uno de sus puntos 4 la di-
receion correspondiente & éstos. Tales eurvas integra-
les son lag caracterdsticas de las ecuaciones difeven-
ciales parciales y lineales que Monge considerd para
e '

Ya que no interesa i nuestro objeto ¢l continuar la
exposicion de la doetrina expuesta en el resto del tomo
primero, consagrado espeeialmente i la teoria, y por
consigniente, 4 seguir tratando de todos los sistemas de
ecuaciones que satisfacen & una transformaecion infini-
tesimal de las relaciones caracteristicas entre las trans-
tormaciones de un grupo, de la tramitividad, invaria-
cién y primitividad, de las series inyariantes de ‘trans-
formaciones infinitesimales, de los grupos adjuntos, de
la estruetura & isomorfismo de los grupos y de otras im-
portantes materias, pasaremos 4 hacer unos ligeros
apuntes acerca de las transformaciones de contacto,
objeto del tomo segundo de la Theorie der Transforma-
tionsgruppen.,

Bl Sr. Lie comienza por definir el elemento lineal de
un plano, conjunto de un punto y una recta que pasa
por éste, cuyas coordenadas son las @, ¥ del punto y €l
coeficiente angular y’ de la recta, de modo que toda
transformacién en @, i, y' puede eonsiderarse como una
transformacion de elementos lineales de un plano; y si
pues

e, =X @y, y=Y(xy @

representa una transformaeion puntual «, y y @, ¥, se-
ran las coordenadas de dos puntos del mismo plano, de
modo que ésta es la operacién por la cual se pasa del
uno al otro.
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Si, pues, 4 eada punto (. y) de la curva Y—=(xz)=o,
corresponde cierto valor del coeficiente diferencial
5 i ‘ - :
T = Y para el punto correspondiente @, = X, Y=
de la eurva transfermada y, — =, (2,) = o, el coeficiente

v : - pL dir :
diferencial tendrd cierto valor “—' =,’. Sea ahora
1k
(x-dx, y-+ dy) un punto de la curva y—o(r)=o
111ﬁmt:1mvurr- proximo del (@, 77) para el punto (’r ==l
—=dy, ) de Ia transfor um.d ase tendrd dy, —y,’ da, = o;

y expresando @, y, por medio de las relaciones (1),

1
Ty S SRS

\E'-.’h P )dd‘+

ay X S
Tj” =¥ r?_y) alf=o

€ identificando con p (dy — y’ dix), ya que da ¥y dy han
de permanecer ligadas por la ecuacion dy — y’ de — 0,
se obtienen dos ecuaciones, de las que resulta, elimi-
nando p, la formula

dY LAY
—— -y —
da b dy

ro___ =i o e e HA ey at
Yo' a0 JaX P(x,y,y)

da Y fh,f

que juntamente con las (1), 6 sea
e=X (2,0} =Y (x,1)

representan una transformacion de las tres variables




@, i, y' llamada por ¢l Sr. Lie la fransformacidn pro-
longada (ecrweiterte) de la (1). Esta transformacion po-
see la propiedad de eambiar toda familia de elementos
(=, ¥, y') que satisfacen i la relacion dy-- y'de = o en
otra familia de elementos (=, , ¥, , ") que satisfacen 4
la relacion dy, — ¥’ ,de = o, 6 que dejan invariante 4 la
eeuacion de Pfaff dy — y'dx =03 pero no siendo las
transformaciones prolongadas las tinicas que gozan de
esta propiedad, el Sr. Lie llama transformacion de con-
tacto del plano 4 toda transformacion de elementos
lineales de éste que déja invariante 4 la ecuaeitn de
Pfaff. .

Andlogamente, para el espacio, la transformacion
de contacto dejard invariante la ecuacion de Pfaff
dz — pdo — gdy — o, siendo en este easo @, ¥, 2, p, §
las eoordenadas del elemento superficial: el caso gene-
ral en el que se consideran las 2n - 1 wvariables
2,5 0 ®a 3 Ppy ey paocondunee 4 la resolucion del
problema: hallar fodos los sistemas de ecuaciones que
satisfacen d la ecuacion de Pfaff

dz — pdx, — ... —pndey = 0.

Sin descender 4 mdas defalles acerca del tomo IT,
para acabar esta resefia pasaremos al tomo III, que
constituye un hermoso trabajo de clasificacidon de los
grupos aplicado 4 la Geometria.

Comienza por los tres tipos de grupos de una varia-
ble euyos representantes son: el grupo de las traslacio-
nes X' = x - a, el grupo lineal general X' =a, + a, x,
Yy el gruapo proyectivo general

t, + a.x

R e
1 4-a@
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estudiandose para el plano y para el espacio sucesiva-
mente los grupos primitivos y no primitivos, el lineal
espeeial, ‘el lineal general y el proyectivo general, este
iltimo objeto de grandes desarrvollos, pues para el espa-
cio ocupa una seecién de la obra; y después de exami-
nar las elases generales de grupos de transformaciones
de » variables, dedica una seeeidn 4 los fundamentos de
la. Geometria 6, segan su expresion, al probleme de
Riemann-Helmholtz, que formula asi:

Hallar un sistema de propiedades comunes d la fa-
milia de los movimientos ewclideos y d las dos familias
de movimientos no-ewclideos, que los distinguen de las
demds familias de movintientos posibles en una multi-
plicidad numérica de n dimensiones, lo eual serd objeto
de nuestro inmediato artienio.

De la obra Vorlesungen iiber diffeventialgleichun-
gen, solo diremos que tiene por prineipal objeto la reali-
zacion del concepto de las transformaciones infinitesi-
males por medio de las ecnaciones diferenciales. Abun-
dan también en esta obra las aplicaciones geométricas,
tratindose del grupo simple y doble de traslaciones, de
las traslaciones idénticas, inversas é infinitesimales, de
las rotaciones, de la forma candnica del grupo de un
término (eingliedrige) de rotaciones, del grupo de un
un término de las transformaciones afines, de las trans-
formaeiones idénticas, inversas é infinitesimales, de los
grupos de todos los movimientos del espaeio, del grupo
de un término en el plano, del grupo de » términos
(r-gliedriger 6 de r parimetros) de transformaciones del
sspaeio, de las earvas invariantes del plano por todas
las transformaciones de un término, de las clases de
transformaciones infinitesimales, proyectivas conformes,
de las series de eurvas invariantes por transformaciones
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infinitesimales, de las isotermas en ¢l plano y en las su-
perficies curvas, de las superficies integrales, del crite-
rio para la invariaeion de una eurva 6 superficie por un
grupo de un término del espacio, en fin, del grupo de
un término de n variables y de las superficies cuyas «?
curvas geodésicas admiten una transformaeién infinife-
simal.

La tltima obra del Sr. Sophus Lie Vorlesungen iiber
continuierliche Gruppen anit geometrischen und ande-
ren Anwendungen, no menos interesante que las ante-
riores, tiene gran originalidad, 4 pesar de versar sobre
el mismo asunto que las anteriores, conduciendo al lec-
tor desde la relacién anarmonica & otras teorias supe-
riores, tales como la estrnetura de los grupos, los nime-
ros eomplejos, las invariantes diferencidles, ete., resal-
tando especialmente la notable eclasificacion de los
grupos.

Hecho este resumen de la vasta doefrina encerrada
en las magistrales obras del Sr. Lie, nos ereemos en la
precision de bosquejar algunas ideas que contiene el in-
teresante discurso Vergleichende Betrachtungen iiber
newere geometrische Forschungen, esecrito por el emi-
nente profesor F. Klein con motivo de su ingreso en la
Universidad de Erlangen, pues se hallan relacionadas
¢on ulteriores desarrollos acerca de las geometrias no-
cuclideas, cuya exposicion dejamos para los articulos si-
guientes.

Tl trabajo del 8r. Klein es un estudio de los siste-
mas geométricos en relacion con los grupos de transfor-
maciones.

Comienza por considerar el grupo de transformacio-
nes constituido por el eonjunto de movimientos, y obser-
va que entre las transformaciones del espacio existen
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algunas que dejan inalterables ciertas propiedades de
las figurag, independientes de su posicion, de su magni-
tnd, de su sentido y de Ia disposieion de sus partes. Il
conjunto de estas transformaciones constituyen el SIupo
principal de las variaciones del espacio,

Si consideramos, por un momento, ¢l espacio inmé-
vil como una variedad rigida, entonees eada ficura tie-
ne su interés partienlar, y entre las propiedades que
posee individualmente, las geométricas se distinguen
por no variar el grupo saperior.

Asi, para generalizar el estudio de la Geometria, se
ofrece el siguiente problema: Dada una variedad y en
ella un grupo de transformaciones, hallar la figura per-
teneciente d la misma respecto d las propiedades que no
vitréan poy las transformaciones del grupo.

Limitdndonos & las sransformaciones lineales, el
enuneciado se reducird &: desarvollar la teoria tnvarian-
tiva que coneierne & un grupo de transformaeiones
dado en wna variedad 6 multiplicidad. Y este es el pro-
blema general, no sdlo de la Geometria ordinaria, sino
de los métodos modernos, que se reduee 4 la eleceion
del grupo adjunto. Asi, enando en la trizonometria es-
férica se estudian las figuras con relacion 4 un punto,
la cuestion se reduce & obtener la propiedad invariantiva
en ¢l sistema formado por la figura y el punto.

Respeeto & la Geometria proyectiva, un procedi-
miento de amplificacion del grupo fundamental es la
adopeidn de las transformaciones reciprocas, otro con-
sistente en la amplificacion del grupo de transformacio.
nes reciprocas y colineales mediante la consideracion
de lag imaginarias, o que exige ¢l extender el dominio
de los elementos del espacio con los imaginarios de
ignal modo que la introduceion de las transformaciones
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reciprocas en el grupo elegido como fundamental, lleva
consigo la simultinea introduecion del punto y del plano
4 titulo de elementos del espacio.

Las propiedades méfricas son 4 su vez proyectivas
respecto de una figura fundamental, el eireulo imagina-
rio en el infinito, forma que tiene la propiedad de eam-
biarse en si misma, mediante las transformaciones que
pertenecen al grupo proyectivo, que son también trans-
formaciones del grupo superior; y para estar de acuerdo
con este punto de vista, procede unir al cirenlo imagi-
nario en el infinito el sistema de elementos reales del
espacio; las propiedades en la acepecion de la Geome-
tria elemental son proyectivamente 6 relaciones de los
objetos con los elementos reales ¢ eon el cireulo imagi-
nario en el infinito.

8i A es una variedad que sometida al grupo B se
transforma en la variedad A’ para que A se transforme
en A, habrd de aplicarse cierto grupo B’ & A’, y cada
propiedad de la figura A respecto al grupo B dard una
propiedad de la figura correspondiente A' respecto al
grupo B’.

De modo que si B representa el grupo de transfor-
maciones lineales tres veees infinito que transforma la
recta en si, este procedimiento aplicado 4 A es el mismo
que el del Algebra de las formas binarias; y si ahora
referimos la recta 4 una cénica A" del plano, las trans-
formaciones lineales B de la reeta en si originan las
transformaciones lineales B’ de la edniea en si.

Pero es indiferente estudiar la Geometria sobre una
eonica, considerandola como fija, aplicdndola solamente
aquellas transformaciones lineales del plano que noJa
alteran, 6 estudiar la Geometria sobre aquella ednica,
considerando en general las transformaciones lineales,

(7]
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dejando variar & la ednica, de manera que las propie-
dades del sistema de puntos en ¢ésta son proyectivas; y
se resumen estas conelusiones en la proposicién siguien-
te: La teoria de las formas binarias y la Geometrin
proyectiva del sistema de puntos de una conica son
equivalentes, es deeir, d cada teorema sobre las formas
binarias corresponde otro sobive el sistema de puntos.

También resulta que: La Geometria elemental del
plano y las investigaciones de una superficie de segundo
grado con un punto fundamental son las mismas, rela-
cionando, como lo hace el Sr. Klein, esta superficie con
un plano por proyeceion estereogrifica desde un punto
de la misma; pues la superficie tiene un punto funda-
mental, el centro de proyeceion, y el plano los dos co-
rrespondientes 4 las trazas de las proyectantes del een-
tro de proyeceion, de modo que las investigaciones pro-
yeetivas de un plano en el cual hay fijos dos pantos y
lag de una superficie de segundo grado son 1as mismas 6
ge corresponden, consistiendo el grupo principal de las
transformaciones del plane en las transformaciones li-
neales que dejan invariable un par de puntos, 4 saber,
los dos puntos del eirculo en el infinito.

Puede tomarse como elemento, no precisamente el
punto, sino eualquiera otra variedad, lo que influird en
el nimero de pardmetros arbitrarios, siendo secundario
el niimero de dimensiones de una variedad, mientras
que serd lo esencial el grupo de las transformaciones, 6
mejor dicho: en tanto que las investigaciones geométri-
cas tengan por fundamentoun mismo grupo, permd-
necerd tnvariable el contenido de la Geometria. Asi,
por ejemplo, en vez del punto podemos elegir el par de
puntos como elemento, y referir el conjunto de pares de
puntos de la conica al de rectas del plano, haciendo co-
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rresponder & eada recta el par de puntos en el que corta
ésta 4 la eénica. Mediante tal representacion, las trans-
formaciones lineales de la eénica eén si misma dan lugar
& transformaciones lingales del plano, considerado como
reglado, que dejan invariable & la conica, y llegaremos
4 la proposicion: La teoréa de las formas binaries y la
geometria proyectiva del plano son idénticas, cuando se
toma una conica como figura fundamental. Y puesto
gue la Geometria del plano, con la cénica eomo figura
fundamental, coincide con la Geometria métrica: La
teoria de las formas binarias y la Geometric proyectiva
métrica son las mismas.

En vez de la conica se puede introdueir en el plano
una curva de tercer orden en el espaecio v establecerse
una conexion entre la Geometria del plano y del espa-
¢io 6 de una variedad enalquiera, eomo propuso Hesse
(Borehardt's Jour. t. 66).

Un ejemplo muy adecuado nos ofrece la Geometria
del espacio 6 la teoria de las formas euaternarias, to-
mando la recta como elemento del espacio y atribuyén-
dole seis coordenadas homogéneas enlazadas por una
ecuacion de segundo grado, y la teorie de las formas
cuaternarias coineide con la determinacidn métrico-
proyectiva de una variedad engendrada por seis varia-
bles homogéneas. Wsto conduce & reflexiones sobre la
Geometria no-enclidea y de » dimensiones de que, nos
ocuparemos més adelante.

Como parte de las consideraciones de la Geometria
proyectiva hay una clase de investigaciones en las que
se emplea la transformacién por radios vectores reci-
procos que pertenecen 4 las teorias de las ciclidas y su
perficies analagmiticas, de los sistemas ortogonales, ete.

Para establecer un paralelo entre las geometrias de
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los radios reciprocos y la proyectiva, observa el seilor
Klein que: en ésta los conceptos elementales son el
punto, la recta y el plano; el circulo y la esfera son tan
solamente casos de la conica y la superficie de segundo
grado, el infinito de la Geometria elemental aparece
como un plano y la figura fundamental 4 la que se re-
fiere la Geometria elemental es la eénica imaginaria en
el infinito.

En la Geometria de los radios reeciprocos, el punto,
el cirenlo y la esfera son los conceptos elementales; la
recta y el plano son casos especiales de los tltimos, ca-
racterizados por no contener el punto en el infinito, y la
Geometria elemental surge al suponerse éste fijo.

Se resumen los desarrolles heehos por el Sr. Klein
acerca de la transformacion por radios reeciprocos, en
las siguientes proposiziones: La Geometria de los radios
recéprocos en el plano y la Geometria proyectiva en la
superficie de segundo grado son idénticas, asi como la
Geometria de los radios reciprocos en el espacio lo es
con la consideracion proyectiva de una variedad que se
representa por und ecuacion de segundo grado entre
cinco variables homogéneas, y también las Geometrias
de los radios reciprocos en el plano o en la esfera real
tienen sus representaciones respectivas en las teorias
de las formas binarias.

No insistiremos en algunas generalizaciones de esta
teoria de los Sres. Lie y Klein, ni en otros desarrollos
que este ilustre gedmetra haece respecto 4 las transfor-
maciones de Cremona, el Analysis situs que abraza las
transformaciones infinitamente pequeilas, el grupo de
las transformaciones de puntos que corres ponden 4 figu-
ras, més bien analiticos que geométricos, el grupo de
1as transformaciones de contacto, del cual nos hemos ya
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ocupado, el Algebra moderna ¢ teoria invariantiva,
pues nuestro proposito solo ha sido el resefiar la impor-
tante Memoria del Sr. Klein en conexion con los traba-
jos del Sr. Lie y también con las teorias de las varieda-
des extensas 'de enalquier namero de dimensiones y la
de curvatura constante con las que coneluye tan intere-
sante eserito, y las que habremos de recordar, unidas 4
otras nuevas en los proximos articulos sobre las gcome-
trias no-euclideas y el espacio de n dimensiones.




N

Las Geometrias no-enclideas

El postulado de Euelides ha sido, como se sabe, ob-
jeto de continuadas investigaciones, principalmente
desde la époea del Renacimiento; y entre las numerosas
tentativas realizadas para demostrarlo, citaremos tan
solo las de Legendre, que cierran definitivamente la
historia de esta cuestion capital de la Geometria, en el
sentido segin el cual se traté de resolver.

Admitir el postulado, esto es, el hecho de cortarse
dos rectas que con una tercera forman dngulos interio-
res cuya suma es inferior & dos rectos, equivale 4 ad-
mitir que por un punto solo puede trazarse una paralela
4 una recta, 6 en lenguaje moderno & admitir que eada
recta tiene un punto, ¥ sélo uno, en el infinito; locueion
que asimila el caso de dos rectas paralelas al de dos ree-
tas coincidentes, pues en ambos, dos puntos (sea uno de
ellos propio ¢ impropio, siendo el otro propio) determi-
nan la reeta, y ademis, sean las rectas paralelas o coin-
cidentes, forman iguales dngunlos (ignalmente orienta-
dos) con otra cualquiera recta, de modo que la suposi-
cién del punto comin en el infinito de las rectas que
forman iguales dngulos con una recta dada fija, extien-
de 4 todo el plano la relacion en que se hallan dos reec-
tas coincidentes, mediante la relacién de paralelismo, ¥
la correspondencia entre los rayos de un haz pertene-
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ciente 4 un punto con los puntos de una recta del plano
(que no pase por el centro del haz) se hace univoea.
Desde este momento la Geometria se reduce 4 una serie
de sustituciones de elementos equivalentes, euya diver-
sidad produce ofra diversidad correspondiente en los
enunciados, siendo posible caminar de distintas mane-
ras & través de los rigidos enlaces del razonamiento; de
modo que las relaciones cada vez mas eomplejas por
efecto de apliearse & combinaciones de objetos en nu-
mero ereciente, envuelven dentro de su complejidad 1a
eficacia de los principios fundamentales que rigen las
transformaciones de unos teoremas en otros equiva-
lentes.

Abandonando el camino seguido para una exposi-
ci6n rigurosamente deductiva que tan solo hubiera de-
pendido de haberse demostrado el axioma XI de Eu-
clides, en vista de las infructuosas tentativas efectua-
das por los gedmetras hasta Legendre, la nueva diree-
ci6n sefialada por Lobatschewsky di6 origen & una serie
de investigaciones de tanta 6 mayor importaneia en
Geometria que las de Abel en Ia teoria de las ecuaecio-
nes y la constitucion del Algebra basada en la teoria de
l0s grupos, hoy de tan superior aleance en todas las ra-
mas de la Matemdtica.

Esta nueva diveceion para establecer los fundamen-
tos de la Geometria se halla consignada on la Memoria
Estudios geométricos sobre la teoria de las paralelas,
resumen de lo expuesto en los Nuewvos principios de
Geometria con una teoréia completa de las pavalelas,
que inaungura la nueva era abierta & las investigaciones
geométricas por el innovador ruso, el Copérnico de la
Geometria, segiin expresion del ilustre mateméatico Syl-
vester, ya que Lobatsechewsky dilaté los dominios de la




— 72 —

Geometria sobre lus Elemengos de Euclides, como Co-
pérnico extendio las regiones de los astros sobre el re-
dueido sistema de Ptolomeo,

El primer resultado alecanzado por Lobatschewsky
en las obras citadas y por Bolyaien La Ciencia absolu-
ta del espacio, donde hizo su desarrollo de la Geometria
independiente del postulado de Huelides, fué el estable-
cer la imposibilidad de ser demostrado éste mientras
gue todos los demds axiomas tengan su verificacién én
la Geometria de estos dos innovadores, como hace ver
Flye Sainte Marie en sus Etudes analytiques sur la
théorie des parallles.

Otro resultado consistié en dar amplitud considera-
ble 4 la base de la Geometria, hasta entoneces reducida
& un simple desenvolvimiento puramente subjetivo afine
con el idealismo de Kant; pues aparte de su rigor 16-
gico, tiene la nueva doctrina por fundamento la expe-
riencia, ya que la paralela se coneibe como la posicién
limite de la recta que gira alrededor de un punto hasta
que deja de encontrar 4 la recta base, 6, respecto la cual
es paralela & uno i otro lado de la perpendicular bajada
4 ésta desde dicho punto, ya también que, abarcando la
Pangeometria todos los sistemas geométricos incluidos
por el Sr. Klein dentro de los géneros de las Geometrias
parabdlica, hiperbdlica y eliptica, segin las hipdtesis de
uno, dos 6 ningiin punto en el infinito, cada una de estas
ramas de la eiencia del espacio depende de la determi-
nacién de un parimetro.

Otro resultado, en fin, debido 4 la evolucidn reali-
zada por Lobatsehewsky y Bolyai, consistio en el hecho
de que, lejos de menoscabar su importancia la Geome-
tria eon la adjuncién de nuevas direcciones subordina-
das & varios puntos de vista, prevalece sobre las con-
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tingentes bases de los sistemas; y enriguecida con los
elementos importados por Riemann, Helmholtz, Beltra-
mi, Flye Sainte Marie, Tilly, Klein y otros, ademés de
extender sus dominios, ostenta mas que nunca el cardce-
ter propio de la Matemdtica, & saber: la independencia
de sus relaciones 6 niicleo de verdades, tanto de los pri-
meros principios donde predomina la Metafisica en la
seleceion de los mismos, como de los hechos de la reali-
dad donde predomina la experiencia,

Estas investigaciones han hecho descender & la inte-
ligencia desde su fondo sobre el que se desarrollaba la
(Geometria como consecuencia de las definiciones, de sus
principios y postulados impuestos @ priort, hasta el es-
paeio, como algo externo suseeptible de influir eon sus
propiedades y modos de ser sobre las conelusiones pura-
mente légicas de aquélla, que como diee Clifford, nos
conduce desde la consideracion del aqué y el ahora de
la Geometria de Euclides 4 la del alld y entonces.

Esta teoria del espacio, no como entidad homogénea
creada por nuestra inteligencia, segin resulta de la
Geometria euclidea, que cuenta entre sus principios
fundamentales el de poderse trasladar cualquier fizura,
gin alteracion de su forma, & cualquier regién del espa-
¢io, sino eomo entidad susceptible de variaeion; no solo
por el lugar, sino por el tiempo, amplifica el eampo de
la Geometria y hace entrar en su estudio las teorias
de las superficies deformables, aplicables, ete., y hace
depender el espacio de la propiedad denominada su eur-
vatura, que en el easo de ser nula se reduce al espacio
euclideo.
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Aunque las obras de Lobastchewsky y de Bolyai
anteriormente c¢itadas son muy conocidas por los que se
dedican & estudios geométricos, ereemos indispensable
haeer siquiera un resumen de la doctrina en ellas conte-
nida, ya que constituyen el fondo sustaneial de cuanto
hayamos de exponer acerca de las tres varias direceio-
nes seguidas en la organizacion de la Geometria, depen-
dientes de los fundamentos que pueden tomarse como
puntos de partida.

Desde lnego se obgervara que la Geometria euclidea
con auxilio del postulado forma un erganismo rigido, en
el eual Jas demostraciones son eminentemente deducti-
vas; y con suma frecuencia basta el método ad absur-
dwm para descubrir una verdad ineluida en ofra 6 que
es una de sus transformadas, por referirse ambas 4 ob-
jetos equivalentes 6 también de diversa complejidad, lo
que ocasiona una agrupaecion correlativa de las proposi-
ciones concurrentes i la demostracion de las que son mis
complejas.

La Geometria euclidea que, como se sabe, corres-
ponde 4 un radio de eurvatura infinito, eés la imagen de
lo infinito que se nos presenta dotado de fijeza absoluta
frente 4 la mutabilidad de lo finito, euyas alteraciones
son inapreciables ante la magnitud de aquél; el espacio
euclideo e¢s homogéneo y dentro de toda su extensitn
puede trasladarse cualquier objeto de una de sus regio-
nes 4 otra sin deformacion; y existiendo en cada recta
un solo punto en el infinito, en cada plano una recta, y
en el espacio mismo un solo plano en el infinito, la corres-
pondencia univoea de las varias figuras se verifica sin
restriceidn.

Por el eontrario, la Geometria de Lobatschewsky ¥
de Bolyai, que en adelante llamaremos hiperbélica, se-
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gtin la expresion de Klein, ofrece la movilidad de lo in-
definido en sus procesos; la curvatura del espaeio le im-
pide el ser homogéneo, la mutacion de un objeto, sin de-
formarse, de una regién & otra se halla sujeta & restric-
ciones; en eada uno de los planos, el paralelismo se ve-
rifica en dos regiones distintas de cada recta, andloga-
mente al modo de referirse las asintotas 4 las ramas de
la hipérbola, lo que justifica la denominacién de Geo-
metria hiperbolica; sustituyendo esta Geometria & las
relaciones @ priori del método euclideo, la sucesion de
los hechos correspondiente 4 variacion continua ¢ inde-
finida del objeto, tiene como nota caracteristica la de
basarse en el movimiento. 8i en la Geometria euclidea 6
parabdlica, el procedimiento ad absurdwm llega 4 hacer
ver incluida una verdad en otra por efecto de la impo-
gibilidad absoluta de que esto no pueda verificarse; en
la Geometria hiperbdlica el movimiento conduee, por
variacion indefinida y hasta continua, de la realizacion
de un heeho & la de otro existente dentro de la serie de
estas mutaciones.

Definida la paralela eomo la posicién limite de una
recta movil alrededor de un punto, resulta que la mas
ligera desviacion angular hacia el lado donde estd la
recta 4 la enal es paralela la eonvertird en secante.

Admitidas, pues, ademdis de esta definicion unas
cuantas proposiciones de la Geometria plana euclidea,
independientes del postulado, y otras acerca de las figu-
ras esféricas, y sobre todo por efecto de la variacion
continua que sigue en sus procesos, ademds de la super-
posicién de la reeta consigo misma en todas sus posicio-
1es v de la proposicion fundamental: dos rectas no pue-
den cortarse en dos puntos, el que una recta suficiente-
mente prolongada en sus dos sentidos puede pasar de
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todo limite y dividir en dos partes toda poreitn del pla-
no limitada, y que una recta cortara & otra cuando ten-
ga dos puntos situados en distinta regién de ésta, Lo-
batschewsky procede & su nuevo desarrollo de la Geo-
metria como vamos 4 ver.

Con estos preliminares se establece en la Geometria
hiperbélica que toda recta conserva el cardcter de pa-
ralelismo en cada uno de sus puntos, que dos rectas son
reciprocamente paralelas; y mediante una construecion
indefinida de triangulos (de modo que cada dos sucesi-
vos son los construidos sobre la base comiin de ofra se-
rie correspondiente de paralelogramos formados) de
suma angular constante en los que dos de los &ngulos
disminuyen lo que el tercero aumenta hasta llegar & ser

1 b ;
menores que —— «, én euyo caso séria imposible la cons-

truceidn de un tridngulo de suma angular ©--=, se llega
a que: En todo triangule rectilineo la suma de los tres
dngulos no puede exceder d dos dngulos rectos.

Pero basta que en un solo tridngulo rectilineo la su-
ma angular sea igual d dos dngulos rectos para que lo
sea en todos, segtiin demuestra Lobatschewsky descom-
poniendo primero un trisingulo cualquiera en dos tridn-
gulos rectingulos de igual suma angular por medio de
la perpendicular bajada desde el vértice, y luego for-

mando sobre cualquiera de los tridngulos
c componentes series de cuadriliteros que
E conducen 4 un tridingulo ABC'siempre de
igunal suma angular que el primero, es de-
cir, dos rectos, capaz de contener cual-
B quiera otro tridngulo rectingulo DBE, de
modo que sus angulos rectos coincidan;
entonces la suma anguylar de ADC y DBC serd dos rec
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tos, sin lo que la del ABC no podria ser dos rectos, y
10 mismo resultard para los dos fridngulos DCE y DEB
componentes del DBC.

Ademds: sidos perpendiculares d una recta son pa-
ralelas (y esto ocurre en la Geometria euclidea), la su-
ma de los dngulos de un tridngulo serd igual d =. Esto
lo demuestra Lobastsehewsky habiendo demostrado pri-
mero que, por un punto dado se puede trazar siempre
una recta que forme con una recta dada un dngulo tan
pequeno como se quiera, mediante 4
una serie indefinida de friangulos
isosceles ACC,, AC'C,,... que con-
duce 4 un dngulo AC,B menor que B C C
cualquier dngulo dado.

Asi, pues, ¢ en todos los tridngulos rectilineos la
suma angular es igual 4 dos rectos, y entonces el ingulo

. 1 :
de paralelismoes —-, lo que ocurre en la Geometria
euclidea, 6 dicha suma es menor que © y el dngulo de

: 1
paralelismo es < — 7.

En esta disyuntiva, Lobatschewsky sigue la segun-
da hipétesis admisible, ya que el no estar demostrado
el postulado lo consiente, y establece una proposicion
fundamental en el nuevo sistema geométrico, 4 saber, la
dependencia entre la distancia de un punto del plano 4
ung recta y el dngulo de paralelismo, que se enuncia
del modo siguiente: Dado un dngulo cualquiera %, pue-
de obtenerse una distancia p para la cual el dngulo de
paralelismo sea %

El procedimiento demostrativo consiste en construir

una serie indefinida de tridngulos AB'A’", AB" A",..
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en los que la suma angular es, respectivamente,
®—2a, ©—4a,... 8i el primer
tridngnlo rectdngulo AB’A’ (en
el que el dngulo BAA® es igual
4 ) tiene por suma angular =—a,
hasta que no sea posible la cons-
truceidn del triangulo, por ha-
cerse dicha suma negativa, lo
que conduee 4 la existéncia de
una recta limite, por ejemplo la
GF, de las que encnentran & la
ABy las que no la encuentran. Se ve, ademds, que el
4ngulo de paralelismo disminuye cuando p aumenta,

desde -T: para p nula, hasta cero cuando p es infinita.
No nos detendremos ni én edmo demuesta Lobats-
chewsky que las paralelas tienden 4 aproximarse en el
sentido del paralelismo, de modo que son entre si, lineas
asintéticas, ni en la propiedad de ser paralelas dos ree-
tas que lo son 4 una tercera, ni en que las interseccio-
nes de tres planos, dos 4 dos son tres rectas paralelas
entre si, cuando son paralelas dos de ellas, proposicion
que equivale 4 la anterior, ni en la manera de obtener
la medida de un dngulo triedro que se reduce & la su-
ma de sws dngulos diedros menos un dngulo recto. Solo
diremos de la proposicitn: Sitres planos se cortan dos d
dos segun rectas paralelas AA°, BB, CC', la suma de
los tres diedros es igual ¢ dos dngulos rectos, que se
demuestra haciendo girar al rededor de AC un planc
que corta & BB’ en un punto D, y por consigniente 4 los
planos AA’, BB', y CC', BB', segtn las rectas AD y CD;
y obtenida la expresion de los diedros AD y CD como
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pertenecientes 4 trifingulos esféricos de areas dy sy
eentros A y C, es deeir:

AD=r—2s—w—X, CD=7n428—w—1%, ex-

presiones en las

A que w representa

el diedro de los

B’ planos DAC ¥

AACC' vy X,Y,Z,

,  los diedros AA’,

¢ BB, CC’, se llega
4 la expresion

X+-Y+Z—mn)—z—f—w

-
n =

LA

del area del tridgngulo esférico en la esfera de centro D
1 o, ¥ r .
que se reduce 4 0 =—(X+4Y--Z —=) por la anulacién

de z, § y o dependientes de la del diedro w.

Sentados estus preliminares, llegamos al estudio del
horicielo y la horisfera, debiendo observar que, asi
como en la Geometria euclidea las tres perpendienlares
en los puntos medios de 10s lados de un tridngulo son
coneurrentes, por hallarnos en el easo de que dos rectas
perpendiculares & otra son paralelas; en la Geometria
de Lobatschewsky serda admisible la hipétesis de que
dichas perpendiculares no se encuentren, para lo que
hasta suponer que dos de ellas no se encuentren. Ade-
més Lobatschewsky demuestra que las fres son dos 4
dos paralelas, apoydindose en las relaciones que ligan la
distancia de un punto & una recta con el dngulo de
paralelismo en dicho punto. Esta relacién permite ense-
guida construir lo que llama dicho gedmetra curva-li-
mite W horiciclo; para ello basta construir en el extre-




L e

mo B de una recta AB 4 la que llama eje de la curva-
limite cuantos angulos se quieran, y para cada Angu-
lo IT (a) (asi se expresa el dngulo de paralelismo) en el
segundo lado, 4 partir del vértice B, un segmento
AC = 2a, que dara el punto C de dicha curva. Las per-
pendiculares en los puntos medios de cada segmento AC
serdn paralelas al eje AB y paralelas entre si; pudién-
dose considerar cualquiera de estas rectas como eje de
la curva-limite.

Una propiedad importantisima de la curva-limite ¥
que va envuelta en su deno- B F

minaeién, consiste en ser 1i- [ D
mite de una circunferencia /
cuyo radio se hace infinita- £ (
mente grande. Asi, conside- A

randodos ejes AC y BD de la curva-limite y el arco AF
de eircunferencia comprendido entre ambhos, se obtiene
para el dngulo BAF de dos cuerdas la expresion

1
BAF::—?{_?#—\:-—: (6] :t—?b<—q—--r;

y envirtud de poderse hacer el 4ngulo y tan pequeiio
como se quiera, bien alejando el centro de la cireunfe-
reneia en AC, ya conservando el centro E Y aproximén-
dose F' &4 B, se llega & la consecuencia de que la inclina-
cién de las enerdas 6 la distancia del punto B de la eir-
cunferencia a la eurva-limite tiende hacia cero.

Otro importantisimo resultado que sigue en la expo-
sicién de Lobatschewsky es la expresién analitica de un
arco de curva-limite por medio de otro situado 4 una
distaneia @, 6 sea

) =ga—%
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expresion determinada con més riqueza de detalles en
la. Memoria de Bolyai; pero proponiéndonos solamente
hacer un resumen de la teoria de Lobatsehewsky, nos li-
mitaremos 4 afiadir que de la eurva-limite pasa & lia su-
perficie-limite @ horisfera mediante la revoluecion de
aquélla alrededor de uno de sus cjes. En esta superficie
cualquiera cucrda se halla ignalmente inelinada respee-
to 4 los dos ejes que pasan por sus extremos, lo que de-
muestra Lobatsehewsky fundandose en la velacion da la
distaneia p y el angulode paralelismo, en ¢l paralelismo
mutuo de tres rectas v en algunas relaciones de perpen-
dieularidad de vectas y de planos, De este razonamiento
resulta que la superficie-limite puede considerarse como
de revolueion alrededor de cualquiera de sus ejes, sien-
do un plano principal cnando pasa por uno de los gjes;
entonces su interseceidn con la superficie-limite es una
eurva-limite; en cualquier otro easo la interseccion es
una cireunferencia; y puesto que eada tres ejes son pa-
ralelos dos & dos, la suma angular de los tres planos, ¥
por consiguiente del tridngulo curvilineo que forman con
la superficie-limite, es ignal & =; en la superficie-limite
los tridingulos tienen entre sus dngulos y lados las mis-

mas relaciones que los fridngu-
/ los rectilineos en la Trigonome-

/ tria.

Las aplicaciones de este siste-
ma geométrico conducen 4 la
trigonometria esférica. Para ello
considera Lobatschewsky un
tridanenlo rectilineo rectangulo
en C y los tres gjes AA' BB, CC';
¥ obtiene un enlace 6 correspondencia reciproca entre
¢l triangulo rectilineo ABC y el tridngulo esférico mank;

(i
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ademés considera la superficie-limite que pasa por A
cortando 4 los otros dos ejes y & los planos corres-
pondientes segtin el triangulo AB” C”, euyos lados
p, q, ¥, se oponen & los angulos AA', BB, CC', y

desarrollando la figura sobreun 8"

plano, obtiene las ecuaciones i '
s

fundamentales de la trigonome- r

tria, observando que CC"' depen-
de de b, de modo que CC"=f(b),

do enseguida CC' por eje, se des-
cribe una nueva curva-limite 4 .
partir de O hasta su inferseceion
D con el gje BB', y designando el -
arco CD por £, se tiene

7
v lo mismo BB” = f(¢). Toman- Al—m--——u
5

8-

BD = f(a) BB = BD+ DB" = BD + CC",
v por consiguiente f(c) = f(a) -+ £(b)

y t = peflh) =y gen II () , e £(b)

cf

4.

esto tltimo por ser en el tridingulo pgr, p = » sen II (%),

Los desarrollos que completan la Memoria y que se
hallan expuestos con mayor amplitud en la Pangeome-
tria del misnio gedmetra, condueen al resultado de que
la, geometria imaginaria, segiin la denominé al prin-
cipio su autor, s¢ cambia en la geometria ordinaria
cuando se suponen los lados de un tridnzulo rectilinco
muy pequefios; ademas, Ias férmulas obtenidas en geo-
metria plana se eambian en las de la esférica, al reem-

plazarse a, b,¢,poraV —1 6V —1 ,¢V —1 .
La necesidad de limitar este trabajo 4 una breve re-
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gefla de la geometria no-euclidea, nog impide dar una
idea de como Bolyai expone la parte relativa 4 las curva
y superficie-limites. Coneluye la Memoria de este ged-
metra haciendo ver que el sistema euclideo es el limite
del no enclideo, cuando cierto pardmetro ¢ se hace
infinito.

La Memoria de Bolyai di6 origen & otra Memoria
del profesor alemin Dr. J. Frischauf Absolute Geome-
trie nach Johann Bolyai, donde encuentra el lector
aclaraciones y amplificaciones importantes acerea del
primero de estos trabajos.

Con la publicacion de la Memoria Saggio di inter-
pretazione della Geometria no euclidea, debida al pro-
fesor italiano Sr. Beltrami, la geometria de Lobatsche-
wsky adquirié un nuevo grado de importancia, puesto
que la nueva doetrina tuvo un substrato en las superfi-
cies de eurvatura constante negativa 6 en la pseudo-
esfera. La superposicién de las figuras, eriterio general
para las demostraciones en los elementos de Geometria,
se¢ extiende desde el plano rigido é invariable hasta las
superficies deformables, nosdlo tales como la conica y
eilindrica, donde tienen aplicacion las propiedades de-
mostradas en el plano, sino hasta las superficies de cur-
vatara constante, en las que pueden cambiar de posi-
cion las figuras, sin alterar de forma ni de magnitud y
superponerse cono ¢n ¢l plano,

Hemos de notar, sin embargo, ciertas restricciones 6
cambios en los enunciados de algunas propiedades, se-
gtn la superficie considerada, pues la determinacion de
una recta por dos puntos sufre una excepcion en la es-
fera, caso particular de las superficies de curvatura
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constante positiva, cuando aquéllos son los extremos de
un didmetro, y también el principio de la tinica perpen-
dicular 4 una recta por un punto. En cambio para las
superfleies de curvatura constante negativa rige el prin-
cipio de la determinacion por dos puntos de una linea
geodésica, que haece las veces de recta en cualquiera de
las superficies de curvatura constante positiva 6 nega-
tiva,

El objeto principal del Sr. Beltrami en su Memoria,
es desarrollar la geometria de Lobatschewsky en la
pseudo-estera. Para ello considera dos sistemas coorde-
nados de lineas geodésicas w = const, v = const, de
modo que las geodésicas pertenceientes cada uno de
ellos son perpendiculares respectivamente & la geodési-
cav=o00u=o0, y hace una representaciéon de la su-
perficie en el plano. En esta representacién que deduce
de su formula fundamental para las superficies de cur-
vatura constante negativa, toda la region plana se halla
comprendida dentro de un eireulo de radio a, por haber
deducido de dicha férmula que los valores admisibles
para las variables w y v se hallan sujetos 4 la relacién

w4 vt << a’.

Una geodésica que parte del punto wu=0, v=20
puede representarse por las ecuaciones

U =9GOS, ¥= PrSenp

siendo r y p las coordenadas polares del punto (u, ¥) de
la reeta que en el plano- auxiliar representa & dicha
geodésica, y de la formula de Beltrami se obtiene para
tales valores, siendo p. constante,

adr o &

lp=R -
o al—r 2 a—
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donde pes el arco de la geodésica y R el radio de eur-
vatura de la superficie; el valor de p es nulo, infinito 6
imaginario para » ignal 4 cero, & @ 6 mayor cue @, res-
pectivamente; Iluego el contorno representado por la
ecnaecién %' - v* = a’ en el plano auxiliar corresponde
al lngar de los puntos del infinito en la superficie, que
puede considerarse como un eirculo geodésico descrito
desde el punto (x = v =0) con un radio infinitamente
grande, de modo que dentro del eirculo-limite queda
representada toda la regién real de la pseudo-esfera.
En resumen:

I. A dos enerdas distintas que se cortan dentro del
cireulo-limite corresponden dos geodésicas que se cor-
tan en un punto & distancia
finita segun un dngulo com-
prendido entre 0° y 1807,

II. A dos cuerdas distin-
tas que se cortan en la ecir-
cunferencia del eirenlo-limite
corresponden dos geodésicas
coneurrentes hacia un punto
situado 4 distancia infinita y
que forman en él un dngnlo nulo.

ITI. A dos cuerdas distintas que se cortan fuera del
eirculo-limite 6 que son paralelas, corresponden dos
geodésicas que no tienen punto alguno comnin en toda la
extension real de la superficie.

Si pq es una cuerda cualquiera del eireunlo-limite y
p un punto también inferior, pero no situado en la cuer-
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da, & ésta corresponde en la superficie una geodésica
p'q" dirigida hacia los puntos en el infinito p' y ¢' co-
rrespondientes 4 los p v ¢. Desde el punto =" correspon-
diente al » pueden trazarse en la superficie infinitas geo-
désicas, de las cuales las que encuentran & la p'q’ se
hallan en el arco pbg <1807, y las otras en el arco
peqg o+ 180%; de manera que las dos geodésicas corres-
pondientes 4 las rectas »p y rg son paralelas & la p'q’,
como ocurre en la planimetria de Lobatschewsky.

No nos detendremos 4 examinar las analogias, 6 me-
Jjor, la identificacién que hace el Sr. Beltrami de la geo-
metria de la pseudo-esfera con la de Lobatschewsky;
s6lo diremos, para terminar el resumen que' hacemos de
su hermosa Memoria, que de la formula fundamental ya
citada que representa el euadrado del elemento lineal
en una superficie de curvatura constante negativa

48’ — R (a* — v*) du? = 2151‘-(1;{_(?_1}_;}_—51 a' — ut) dv?
g (a® -} uw* —v')?

ydelasu=rcosp,v=rsenpy

R a-+ w4
p=-— log —
2 a—\V w4

deduce para el semi-perimetro de la eircunferencia geo-
désica de radio p la expresion

SR e
R R
e—e

1
=R senh% 0 TT:R(
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conforme con la de Gauss ~

[ e
1 k k
T'utk @ =g

en la que representa k el racio de la superficie pseudo-
esférica. :

Pocas palabras dedicaremos 4 las célebres Memorias
de Riemann y de Helmholtz, que son tan conocidas por
los aficionados 4 estudios geométricos.

Ya se sabe que la del primero, Ueber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen, tiene por prin-
cipal objeto el vasto concepto de la variedad (Mannig-
faltigkeit), en que se hasa la notable amplificacion lla-
mada Geometria de n dimensiones, es deeir, el estable-
cer el coneepto de una magnitud de dimensiones mitlti-
ples, partiendo del concepto general de magnitud y re-
solver el problema de hallar las relaciones métricas del
espacio.

Después de haber construido el concepto de una va-
riedad de n dimensiones, cuyo cariecter esencial es que
la determinacién de lugar puede reducirse & n determi-
naciones de magnitud, examina Riemann las relaciones
métricas de que es suseeptible tal variedad y las condi-
ciones suficientes para determinar estas relagiones meé-
tricas, que exigen independencia entre las magnitudes
v el lugar, y en particular que la longitud de las lineas
sea independtente de su posicién 6 que cada linea pueda
medirse por otra cualguiera.

Observa Riemann que por hallarse reduecida la de-
terminacion de lugar 4 determinaciones de magnitud y
por depender la posicion de un punto en una variedad
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de » dimensiones de las n variables @, , ...., @y, la de-
terminaeién de una linea estriba en que las eantida-
des @ se den como funciones de nna variable; y el pro-
blema se reduce & obtener la expresion matemdtica de
la longitud de una linea, 6 mejor, del elemento lineal ds
en funcion de las cantidades o y do, homogénea de pri-
mer grado de estas diferencias, que erczeda en todas di-
receiones v que, por consiguiente, tenca un minimum
en su origen, siendo nula su diferencial de primer orden
¥ positiva la de segundo. Para el espacio se tiene
ds =\"Y(dazy . A las variedades que pueden redua-
cirse & esta forma las llama Riemann wariedades pla-
nas, y se ocupa enseguida de las diversidades esencia-
les que ofrecen las variedades susceptibles de represen-
tarse bajo la forma considerada. I.a propiedad mds im-
portante de las variedades que examina se reduce i
poderse representar las relaciones de variedades de dos
dimensiones geométricamente por superficies y las de
variedades de mayor niimero de dimensiones por las de
las superficies que centienen,

Las relaciones métricas en una magnitud de dos di-
mensiones, enando el elemento. lineal puede expresarse
por la raiz cuadrada de una expresion diferencial de
segundo grade, como ocurre en las superficies, estin
caracterizadas en eada punto por la medida de la cur-
vatura; dicha magnitud es ol producto de las dos cur-
vaturastde la saoperficie en el punto considerado, 6 bien
su producto por un triingulo infinitesimal formado con
lineas de minima distaneia es ignal 4 la mitad del ex-
ceso de la suma de los Angnlog de dicho tridngulo, va-
luadas en partes del radio, sobre dos rectos. La primera
definicion supone que el producto de los dos radios de
curvatura permaneec invariable cuando la superficie




e =

sufre una simple flexién; la segunda supondria que para
un mismo lugar, el exceso de la suma de los dngulos de
un tridngulo infinitamente pequefio sobre dos dngulos
rectos, es proporcional al 4rea del tridngulo. Para dar
una representacion 4 la medida de una variedad de n
dimensiones en un punto dado, y segin una direceidn
superficial dada que pasa por éste, observa Riemann,
debe tenerse presente que una linea de minima distan-
cia estd determinada 4 partiv de un punto, cuando se da
s direceion inicial. Sazin est), se obtienc una superfi-
cie determinada, prolongando, segin lincas de minima
distaneia, todas las direcciones, 4 partir del punto dado
y situadas sobre el elemento superfieial dado.

Antes de pasar 4 las aplicaciones al espacio, se ocupa
Riemann de las variedades planas en general, es deeir,
de aquéllas en las que el cuadrado del elemento lineal
puede representarse por una suma de euadrados de di-
fereneiales completas.

Las variedades, enya curvatura es siempre nula,
son un caso particular de las de curvatura constante,
caracterizadas por Ja posibilidad de moverse sin variar
de extension; siendo alrededor de cualquiera otro punto
v en todas direcciones exactamente las mismas las rela-
ciones métricas, en las variedades de curvatura cons-
tante, puede darse & las figuras una posicion arbitraria
cualquiera. Las relaciones métricas de estas variedades
dependen tnicamente del valor de la curvatura. Las
superficies de eurvatura constante positiva pueden
siempre recibir una forma tal, que los segmentos su-
perficiales puedan moverse en ellas sin flexion; la de
curvatura nula posee la propiedad de que la direccion
¢8 independiente del lugar.

En cuanto & la determinacién de las relaciones mé-




— O

tricas del espacio, cuando se admite como hipétesis que
las lineas son independientes de su posicién y que el ele-
mento lineal se expresa por la raiz cuadrada de una ex-
presién diferencial de segundo grado, pueden expresarse
sus condiciones necesarias y suficientes haciendo desde
luego que la medida de la curvatura en cada punto sea
nula segtin tres direcciones superficiales, quedando de-
terminadas las relaciones métricasdel espacio, si la suma
de los dngulos de un triangulo es siempre igual 4 dos
rectos.

8i se supone, ademéas, como Euelides, una existencia
independiente de la posieién, no sélo para las lineas,
sino también para los cuerpos, resulta que la medida de
la curvatura es en todas partes constante; y entonces la
suma de los dngulos queda determinada en todos los
tridngulos euando lo es en uno solo.

Concluye la Memoria de Riemann examinando el
modo de corresponder los sistemas de determinaciones
métricas con la experiencia, observando que la hipotesis
del espacio como una variedad ilimitada de tres dimen-
siones se aplica 4 todas nuestras coneepeiones del mun-
do exterior, y nos sirve para completar en cada instante
el dominio de nuestras percepciones efectivas y para
construir los lugares posibles de un objeto buscado, po-
seyendo dicha propiedad de ser ilimitado el espacio
mayor grado de certidumbre empirica que otro dato
cualquiera de la experiencia. Pero la cualidad de infi-
nito del espacio no es consecuencia de ser ilimitado,
pues si se suponen los cuerpos independientes del lugar,
atribuyendo al espacio una carvatura constante positiva
por pequeiia yue fuera, el espacio seria necesariamente
finito. Prolongando segtin lineas geodésicas 6 de minima
distancia las direcciones iniciales situadas en un elemen-
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to superficial, se obtendria una superficie ilimitada de
medida de curvatura constante, es decir, una superficie
que en una variedad plana de tres dimensiones, tomaria
la forma de una superficie esférica, que seria, por con-
signiente, finita,

Uber den Ursprung und die Bedeutung der geome-
trischen Axiome se titula la también célebre y eonocida
Memoria de Helinholtz, de la que es indispensable hacer
alecuna indicacion, por lo menos cuando setrata de los
sistemas geométricos no-euclideos. Se propone este ilus-
tre fisico-matemético examinar desde el punto de vista
filos6fico lcs axiomas geométricos y la posibilidad de
construir por el andlisis sistemas geométricos fundados
sobre axiomas distintos de los de Eunclides.

Con el fin de evitar las dificultades que ofrece el exa-
men de las hipotesis fundamentales de la Geometria,
emplea Helmholtz el método de la Geometria analitica,
yva que, siendo fodo proceso algebrdico una operaeion
puramente lo6gica, no puede introdueir entre las cantida-
des 4 61 sometidas ninguna relacion gque no se halle con-
tenida en las ecuaciones propuestas.

Hace interesantes desarrollos acerca de las geome-
trias en el plano euclideo, en las superficies de curva-
tura constante positiva y en la pseudo-esfera, haciendo
ver qué postulados son vélidos en una 6 en otra, y por
consiguiente en qué se asemejan 6 difieren, exponiendo
enseguida sus investigaciones propias, afines de las de
Riemann en algunos puntos, si bien éste toma como base
la expresién analitica de la distancia de dos puntos infi-
nitamente proximos y llega & establecer los teoremas
de 1a movilidad de los cuerpos stlidos, y Helmholtz par-
te del hecho observado de que en nuestro espacio el mo-
vimiento de los cuerpos solidos es posible en el grado
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que los conocemos, concluyendo la necesidad de la ex-
presién algebraica considerada por Riemann como
axioma.

Prineipia Helmholtz suponiendo que la posicidn de
un punto cualquiera A debe poderse determinar respec-
to 4 elementos fijos con anxilio de medidas efectuadas
sobre lineas, dngulos, dreas, ete., y necesarias para de-
terminar la posicion de dicho punto, llaynadas sus coor-
deradas, que determinan las dimensiones del espacio
considerado y que varian de una manera continua,

Luego deflne un cuerpo s6lido con relacion 4 un sis-
tema de puntos fijos de la manera sicuiente:

Entre las coordenadas de los puntos (que pertenecen
4 un cuerpo solido, tomados dos & dos, debe existir una
ecuacion correspondiente & la relacién invariable que
subsiste entre los dos puntos durante el movimiento v
que es la misma para todos los pares de puntos con-
gruentes, siendo éstos los que pueden coincidir con el
mismo par de puntos fijos del espacio.

A pesar de su apariencia tan general, esta definicion
es muy fecunda, porque el niimero de ecuaciones au-
menta mas rapidamente que el niimero de coordenadas
de los puntos que determinan. Cineo pares de puntos
originan diez pares diferentes

AB, AC, AD, AR

O BC, BD, BE
' CD, CE

DB

que corresponden 4 diez ecuaciones con quinee eoorde-
nadas variables, de las que seis deben quedar arbitra-
rias, si el sistema de los cinco puntos debe moverse libre-
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mente alvededor de un eje, de modo que sélo es posible
determinar nueve coordenadas para las geis variables.
En el caso de seis puntos se hallarian guinee ecnaciones
para doce variables, ete. Pero con n ecuaciones solo
pueden determinarse » magnitudes; luego si tenemos
mas de n ecnaciones, los valores sobrantes deben ser
funciones de los n primeros. De &sto se sigue que las
coordenadas de los puntos de un euerpo solido, tomados
dos & dos, deben ser tales, que si en el espacio de tres
dimensiones quedan satisfechas para nueve de estos pa-
res formados por los cipeo puntos, la ecuaciéon para el
décimo par quedard también satisfecha. A esta eircuns-
tancia se debe que la hip6tesis admitida en la definieion
de la solidez baste para determinar la naturaleza de las
relaciones existentes entre las coordenadas de dos pun-
tos situados entre si 4 una distancia invariable.

Para buscar el origen de las determinaciones que de-
finen nuestro ‘espacio como un espacio plano, observa
Helmholtz la diferencia entre la geometria del espacio
euclideo y las de la esfera y pseudo-esfera que estriba
en la medida de cierta eonstante que llamé Riemann ¢l
coeficiente de eurvatura, que debe ser cero para que los
axiomas de Euclides sean aplicables; en el caso contra-
rio, la suma de los dngulos de un tridngulo no es la
misma en los grandes tridngulos y en los pequefios, y
Ta semejanza de las figuras solo seria posible en la Geo-
metria cuclidea; y si todos los sistemas de medidas
efeetuados en la prictica que dan una paralaje nula
para las estrellas muy lejanas, confirman empirica-
mente ¢l axioma de las paralelas y manifiestan que en
nuestro espacio y con nuestros medios de medida el
coeficiente de curvatura no difiere de cero de una ma-
nera apreciable, puede preguntarse, como hace Rie-
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mann, si esto ocurriria de otro modo cuando en lugar de
tomarse como una de nuestras bases de medida el eje
mayor de la 6rbita terrestre, se tomasen otras ma-
yores,

Pero todas las mediciones se fundan en el principio
de la coincidencia y en la hipdtesis de que nuestros ins-
trumentos de medida ‘son cunerpos de forma invariable,
sin sufrir otras alteraciones que las debidas 4 la tempe-
ratura, pesantez, ote.

Toda comparaeion hecha por via de medicién tiene,
pues, por base una hipétesis sobre las propiedades fisi-
cas de ciertos cuerpos de la Naturaleza, que sale de la
pura nocién del espacio. Y hasta se pueden indicar las
leyes mecénicas 4 las que se subordinan los cuerpos se-
gun se hallen medidos en el espacio esférico 6 pseudo-
esférico, acerca de lo que hace Helmholtz una curiosa
deseripeion, es deeir, edmo aparecerian 4 un obserya-
dor los fendmenos del espacio esférico 6 pseudo-esférico,
8i éstos existiesen, en lo que no llegamos 4 una imposi-
bilidad real 6 logica, de igual modo que en el céleulo de
las relaciones de dimensiones, siendo posible el repre,
sentar el aspeeto de un mundo pseundo-esférico tan exae.
tamente como desarrollar su idea; no debemos, pues,
concluir que los axiomas de nuestra geometria tengan
su origen en la forma dada de nuestras facultades intui-
tivas. Y

Los axiomas geométricos no pertenecen exelusiva-
mente & la teoria del espacio, tratin de magnitudes, y
solo puede hablarse de magnitudes cuando hay medios
de compararlas; toda medida supone posibilidad de mo-
vimientos euya forma y dimensiones deben ser invaria-
bles, que la Geometria llama areas, angulos, lineas, et-
cétera, y prescindiendo de- las. propiedades fisicas y
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quimicas de los cuerpos, se les conserva al menos su
solidez para lo que hay que invoear la experiencia.

Conecluye Helmholtz que si se considera la idea de
g6lido geométrico como una idea transcendental extraiia
4 las experiencias reales con las que éstas no tuvieran
una correspondencia necesaria, como los cuerpos exis-
tentes en la naturaleza no corresponden jamas 4 las
ideas que de ellos hemos abstraido, los axiomas de la
Geometria podrian considerarse dados @ prioripor aque-
lla nocidon transcendental, sin poder ser confirmados ni
rechazados por la misma, y los axiomas no serian pro-
posiciones sintéticas en la acepeion que da Kant 4 esta
palabra, sino consecueneias analiticas de la idea de los
sistemas geométricos; son formas 4 las que puede adap-
tarse un contenido empirico, lo que es cierto no sélo
respecto & los axiomas de Euclides sino respecto 4 las
geometrias esférica y pseudo-esférica; pero sise asocian
4 los axiomas geométricos ciertos principios meednicos,
tendremos un sistema de proposiciones de una impor-
tancia real que puede ser confirmado ¢ invalidado, y
por consiguiente creado por la experiencia y la obser-
vacion. Si tal sistema debiera tomarse como una forma
transcendental de la intunicién y del pensamiento, seria
necesario admitir una armonia preestablecida entre la
forma y la realidad.

Casi al mismo tiempo que Helmholtz publieé la im-
portante Memoria de que nos hemos ocupado, el mate-
matico belga Sr. Tilly presento otra Memoria 4 la Real
Academia de Ciencias de Bélgica, cuyas ideas desarrollé
més tarde en su obra Essai sur les principes fondamen-
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taua de la Géométrie et de la Mécanique, trabajo muy
interesante en el enal se hace depender la Geometria de
la nocién de distancia. Ista implica la variacion de una
manera continua y ademis el heche de que, dado un sis-
tema de puntos en nimero finito ¢ infinito ABCD..... y
un punto B tal que sea AB" igual 4 AB", existen puntos
para los cuales el sistema AB'C D'.....sea absolutamente
idéntieo al primero, es decir, que en los dos sistemas I: as
distancias entre pares de puntos eorrespondicntes 1 ho-
moligos sean iguales dos 4 dos. En estas dos propieda-
des de la distancia hace consistir el Se. Tilly su axioma
principal, y valiéndose de la representacion cartesiana,
define la distancia de dos puntos en funcién de sus seis
coordenadas &,, y,, z,, €, ¥y, &, ¥'(2,, ¥, 2,, %, ¥y, 2,)
G
Dados los puntos 1 y 2y el 2' (2, y/,, ) tal que
P, =T,/ existe un sistema de puntos en el eual se ha-
llan eomprendidos el 1 y 2, idéntico respecto & las dis-
tanciag de todos los puntos de ignales mimeros con un
sistema dado 123

Para hacer la verificacién se toma ademds de los
puntos 1y 2 el 3, de modo que F,, =F,, F, | luego se
determina el (', y'., 2';) de modo que au.tmmga 4 las
ecuaciones F'\, = F - =F . Témense los puntos 4 y 5
Y determinense las coordenadas x,,, y',, 2/, por las
ecuaciones

Y R
FuzlmlFu‘—P-‘s}I‘-a—'Eu
v luego las @', , y'., 2’, por las ecuaciones
SO S T e b
]:"15"_’]4”. II'es_I" Iy _Fls

5 B iRt
Estas seis coordenadas deberéin verificar idéntica-
mente d la ecuacion F,, =T~
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El 8r. Tilly demuestra gue para satisfacer las condi-

ciones indicadas la funcion F solo puede afectar lags for-
mas analiticas

Fli =— \/ (wl e '7-‘&.}1 === ya‘j, + (&, _z‘-],

B L}- are cos hip

-m: e, JI =Y, mE, M2,
T o O R i | R TR |
L A XA

ey
/ o l - _gpa L2 ...Z
\\, (1_m T ‘.{ —th )'

| S B U 2 3 5
( (1 th 1 th Y th A)

[

14 tg 2 tgg ET2 4
K, = T arc cos ___ D D

i,

(]—]—t sk )(LHg 5 o J

definiendo el seno y coseno de a por las expresiones
a’ @’
a— 23 -+ .. R RITI. los hiperbdlicos por es-
tas series cambiando los signos — en - .
De estas formulas la tercera se reduce 4 la primera
haciendo D =% 6 & la segunda reemplazando D por
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+ A \.-*"—_1: corresponden respectivamente i las geome-
triag usual, abstracta y doblemente abstracta, segtin las
denominaciones del 8r. Tilly; la denominacion de la ter-
cera obedece 4 que en ella se preseinde de los dos axio-
mas de la geometria ordinaria, es decir, ¢l de las para-
lelas y el del aumento indefinido de la distancia, esla
geometria de Riemann; en ella la distancia D tiene un
mdaximum. En la simplemente abstracta sélo sc pres-
cinde del axioma de las paralelas, es la geometria de
Lobatschewsky.

Las férmulas que determinan los 4ngulos de un
triangulo en funeién de los lados, hacen ver la corres-
pondencia entre el aumento de la longitnd de los lados
y la diferencia de la suma angular respecto 4 dos dngu-
los rectos.

Pero en los mayores trisngulos medidos no se ha ob-
tenido diferencia sensible entre estos dos valores; luego,
coneluye el Sr. Tilly: si la verdadera Geometria fuese .
la de Gauss (es decir de Lobatschewsky) 6 la de Rie-
mann, los parametros A 6 D podrian ser suficientemen-
te grandes para que coincidiese con la de Euclides, y
como ésta puede también ser la inica verdadera, basta
para todas las necesidades, y siendo més sencilla que las
otras, es loégico adoptarla,

La obra del Sr. Flye S.te Marie, Etudes analytiques
sur la théorie des paralleles se basa en la idea de
que la Geometria de Lobatschewsky se cambia en la or-
dinaria cuando los lados de los tridngulos son muy pe-
quefios. Por esto comienza con la proposicién: La suma
de los tres dngulos de un tridngulo infinitesimal es, en
el limite, igual d dos dngulos rectos.

Pasando de lo infinitamente pequeiio 4 lo finito, segin
las reglas del edloulo integral, obtiene las formulas fun-
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damentales de una geometria analitica, independiente
de la teoria de las paralelas, y examina si dichas for-
mulas verifican todos los axiomas, exceptuando el de las
paralelas, pues si se encontrase uno solo ineompatible
con ellas, en la hipétesis de ser el postulado inexacto,
este postulado gquedaria con esto demostrado; y por el
contrario serda imposible admitir que sea susceptible de
demostracion, si los demis axiomas se hallan verifiea-
dos en la geometria imaginaria.

Después de demostrar los teoremas concernientes &
triangulos infinitesimales, trata del arco de radio infini-
to, y halla la relacién de dos arcos paralelos de radio
infinito, comprendidos entre dos nov males.

Siendo z la distancia de los arcos y la relacion

BD
AC
de éstos f(z), obtiene

%

fla)=e"

Obtiene con relacién & un sistema de coordenadas
lag ecuaciones que llama parametrales (por contener el
pardmetro k implicita 6 explicitamente) de la recta, de
la eircunferencia, del arco de radio infinito, del planoy
de la esfera; demuestra que los axiomas referentes al
cambio de una figura invariable de un Ingar & otro, de
la determinacion por dos puntos de una recta y que el
lugar de los puntos cuyas distancias & dos fijos son
constantes, es una curva cerrada unica, fuera de la que
no existe ningin punto del lugar, se verifican por las
férmulas parametrales, para cualquier valor del para-
metro, concluyendo que el postulado de Euclides no es
wna consecuencia de los demds axiomas de la Geome-
iria,
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Después de establecer la trigonometria imaginaria,
analoga 4 la de Lobatschewsky, demuestra que todos los
axiomas de la Geometria se refieren 4 los tres indica-
dos, tales como el de la existencia del plano, de la me-
dicién de las curvas, dreas, volimenes, etc., indepen-
dientemente del lugar, que el area plana es menor que
la de toda superficie terminada por el mismo contorno.

Entre las obras publicadas en estos tltimos afios, me-
rece lugar preferente la del Dr. Wilhelm Killing Die
Nicht-Buklidischen Raumformen in analytischer . Be-
handlung (1885), cuya segunda parte de mucha mayor
extension que la primera, esti dedicada al espacio de »
dimensiones. En las dos partes se consideran las geome-
trias de Lobatschewsky y de Riemann,

Comienza la primera parte por un estudio del tridn-
gulo infinitesimal, obteniéndose las formulas de la tri-
gonometria:

g [ ns np
Sen — . sén Y =8en— , senp
k k y

2 ¢ a b - b 5 a
Sl — €08 % - Sen — €08 — €08 Y = Sen — c0§ —
k k e g I k
77 b Taty = b ¢ o
C0S — = C0S — CO0S — - Sen — sen — eos 2
k k e 5! k k

e & y
La expresion 7 representa la curvatura del espacio
de Riemann, y tiene por valor

1. da*—dy?
k' T da?, sen’y
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Para la = o resulta:
1.° La recta es infinita.
2.° La suma de los dngulos de un tridngulo es igual
i dos rectos.

3.° Enlas férmulas trigonométricas, arriba escri-
a
k

o a
fas, se sustituird k sen — pora ycos por 1. =
5.4 .

Para k* << 0;
1.° La recta es infinita.
2.° La suma angular de un tridngulo es menor que
dos rectos.
3.2 En las ecuaciones citadas tiene k un valor ima-
ginario.

Para K - 310

1. La recta es cerrada.

2.° La suma angwlar de un tridngulo es mayor que
dos rectos.

3.  En las ecuaciones citadas, k tiene un valor real.

4."  Dos rectas que tienen un punto comin, se cortan
en otro punto.

Termina la primera parte de la obra con una apli-
cacion de las coordenadas de Weierstrass 4 la geometria
de Riemann.

8i OX y OY son dos ejes rectangulares, @ el dngulo
que el segmento OP forma con el eje de las @, y OP=r,
las eoordenadas de Weierstrass son:

4

> P
p= €08 —, ® =k sen ——sen o, y=»Fk sen — cos v,
k k * s R s

De las dos Memorias publicadas Sur la Géométrie
non-Euclidienne, por el Sr. Gerard, profesor del Liceo
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de Brest (Théses présenteés a la Faculté des Scien-

ces de Paris, 1892; Nouv. Ann. d. Math. 1883), sélo

diremos que, tomando el autor como norma de sus

desarrollos el razonar solamente sobre figuras que se

puedan construir, y partiendo

H de la hipdtesis de ser en todo

& tridngulo la suma angular infe-

A rior 4 dos rectos, demnestra las
sizuientes proposiciones:

Si en un cuadrildtero ACac,

A " ¢ cuyos dngulos a y ¢ son rectos, el

dngulo A es vecto @ obtuso, el
lado Aa es menoy que el lado opuesto Ce.

En un cuadritdtero ACea que tiene dos dngulos rec-
tos a y e yun dugulo A recto & obtuso, si desde un pun-
to B del lado AC se baja la perpendicular Bb ¢ ac; se
tendrd que

Aa < Bb << Ce

ac AC
ab < AB

Ce — Aa 5 AC
Bh — At AB

Cuando A coincide con «a, el enadrilitero se convier-
te en tridngulo, y el enunciado anterior se reduce al si-
guiente:

En un tridngulo ACe rectdngulo ¢, st desde un puin-
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to B de la hipotenusa se¢ baja Bh perpendicular d Ac,
se tiene

Ac AC Ce

e ]
8i, pues, Az y Ay son dos semirectas perpendicula-
res i una recta Ag,y desde '
un punto B de Ayse baja Bb
perpendicular & aw, la rela-

! AB 7
cion = va decreciendo &

medida que el punto B se
aproxima al A. Lunego sl se
hace tender AB hacia cero,
dicha relacién tiende & un
limite 7 (aA). Si ensecuida se baja la perpendicu-

}

: AB
lar AB’ sobre Bb, se obticne que — b anmenta cuan-
a

do ab disminuye; luego si ab tiende hacia cero, esta ra-
z6n tiende también hacia un limite necesariamente in-
ferior, 6 4 lo mis, igual al limite / ( @A ); luego

_ég_., <f|’_aA ¥
ab

Continuando el razonamiento consigue el Br. Gerard
establecer las formulas fundamentales de la Geometria
no-Euclidea, basadas en que:

Si se designa L una longitud arbitraria, existe un
niimero correspondiente : tal, que en todo cuadrilatero
ABCD cuyos dngulos A, B, C son rectos, se tiene

i (o Al BOC 9 A AD. — A AD
_1(0. S T)/L[l.f L(ﬂ T L )
2 —’r‘é =~ AB 2 +é.
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Debemos citar ahora, como noticia interesante, el
opusculo publicado por el Sr. Mansion, profesor de la
Universidad de Gante, Principes fondamentaua de la
G'éometrie non-Euclidienne de Riemann (1895).

Vamos. & terminar esta resefia de la Geometria no-
Euelidea cor una breve exposicién de la importantisima
obra Nicht- Euklidische Geometrie, debida al eminente
geometra Dr. . Klein (1893). :

Como precedente, examina los resultados obtenidos
por la Escuela francesa, 4 partir de los trabajos de
Poncelet, siendo objeto preferente las propiedades pro-
yectivas que cn el plano se reficren 4 una curva de
segunda clase degenerada en un par de puntos imagi-
narios, 6 en coordenadas-puntos, la recta en el infini-
to, ¥ que en el espacio es el cono absoluto que corta en
el cireulo imaginario al plano del infinito.

También es objeto de estudio la teoria de las deter-
minaciones métricas (Maasbestimmungen) expuesta en
A sixt Memoir upon Quantics, de Cayley.

La figura fundamental de primer grado correspon-
diente 4 la ecuacion de segundo grado Pame @ @ =0
6 Zxx =0 conforme escribe el Sr. Klein, da origen 4 los
casos de que las rafces sean imaginarias conjugadas,
reales y distintas 6 reales y coincidentes 6 de las deter-
minaciones métricas eliptica, hiperbélica 6 parabélica,
segiin expresion de dicho gedmetra.

Establece que la diferencia ¢ diversidad métriea
(Maassunterschied) de dos elementos 2 ¥y « respecto 4

la figura absoluta consistente en dos puntos ¢ y £ se re-
presenta mediante el producto de una constante por el
logaritmo de Ia relacién anarménica de dichos cuatro
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puntos; asi M (wx') = K log. D.'V (iniciales de Dopel-
verhaltniss).

En el caso de la determinac-ién métrica eliptica an-
gular en un haz de rayos, la constante & se reemplaza

i : ;
por -7 los dos rayos que pasan por los puntos eircu-

lares representan la figura absoluta de segundo grado.
La longitud de la recta es finita en esta determina-
cién métrica ¢é igual 4 2k’x.
En la determinacion métriea hiperbélica, los pun-

tos ¢ y ¢’ de la figura absoluta representada por la ecua-

cion Sxx = 0 son 16'1](‘:», v K es una constante, de modo
que los puntos 2 y #' tienen una diferencia métrica real
0 compleja, caeo'l’m no-se hallen 6 se hallen separados por
los puntos £ y £'. Ademds, euando @ 6 2" coincide con ¢/,
la relacion mmrmumca adquiere los valores o 6 0 res-
pectivamente y sus logaritmos son 4 &« 6 — =, de
modo que la recta, en la determinacién métrica hiper-
bilica, tiene dos puntos d distancia infinita de cual-
quiera de sus puntos que se considere; v en un haz co-
rrespondiente al sistema de puntos de la recta, un rayo
puede nioverse en uno fi otro sentido hacia cada uno de
los rayos limites, mds alld de los euales todos los rayos
gon imaginarios. _

En la determinaciéon métrica parabdlica hay coinei-
dencia de los dos puntos fundmnentales por ser iguales
las raices de la ecunacion Xxx =0, lo que da lugar ..‘z nn
‘solo elemento en el infinito, :

El sistema métrico ordinario-de la ‘linea recta estu-
diado en la geometria euelidea elemental es un caso de
la determinacién métriea parabdlica, -

Para el caso en que la figura fundamental sea ung
seceidn conica Tapk vy k. = 0 obtiene el Sr. Klein siete
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modos de determinacién métrica, ocupindose exclusi-
vamente de las determinaciones métricas eliptica y pa-
rabélica.

En el primer caso, cada recta del plano tiene una
longitud finita 2=K’ y cada haz una suma finita, no
existiendo elementos 4 distapcia infinita, el drea del
plano en la determinacién métrica eliptica estd repre-
sentada por 8= K’?; el arco elemental lo mismo en este
caso que en el de la determinacién métrica hiperbélica
tiene una expresion que se reduce 4 ds = \/dz’+ dy’
cuando el parametro K' es infinito, 6 sea en la determi-
nacién métrica del plano que se presenta como caso li-
mite de aquellas otras dos determinaciones métricas, y
de la elfptica se pasa 4 la hiperbélica, sustituyendo en

K
las férmulas K’ por —; la geometria hiperbélica es,
i

2K
pues, la geometria ordinaria en una esfera de radio =

6 de radio imaginario.
Determina el Sr. Klein la distancia de dos puntos @
y @ (siendo } y £ las intersecciones de la recta ax’ con
"la cénica), ya en el caso de ser interiores 4 ésta, ya en
el de ser uno exterior y otro interior, en el de ser los dos
exteriores 6 en el de ger uno interior y hallarse el otro
2* coineidiendo con & en la cOnica; para este caso la dis-
tancia es infinita en cualguier direccién; de manera que
todos los puntos de la c6nica son inaceesibles y las dos
rectas que unen un punto interior con los § y ¢’ son las
paralelas.
Cuando en las formulas de la trigonometria esférica

: 2K ] ; ;
se cambia R por ——, las funciones circulares se cam-
?
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bian en las hiperbélicas; y al comparar la determina-
ci6n métrica hiperbélica con la eliptica, que no da rec-
tas paralelas 6 las da imaginarias conjugadas, y conla
geometria ordinaria, que solo tiene una paralela por
cada punto, ésta resulta ser un transito entre la eliptica
v la hiperbélica.

Termina el Sr. Klein su exposicién respecto 4 la de-
terminacion métrico-hiperbélica, dedicando algunas pa-
ginas 4 la cinemética en la reometria hiperbolica.

Comienza presentando las relaciones proyectivas de
dos planos 6 transformaciones lineales en las que se co-
rresponden los puntos (z," 2, ;) ¥ (#, @, a,). Obtiens
como primer resultado que por la transformacion tres
puntos del plano vuelven & coincidir con su primitiva
posicion, 6 en general que, cuando un dominio de n va-
riables homogéneas se transforma en si mismo median-
te una sustitucion lineal, permanecen fijos n puntos del
mismo; considera las determinaciones métricas por las
que mediante las colineaciones del plano, la conica ab-
soliita se transforma en si misma. Estas colineaciones
representan movimientos del plano, cuyo estudio deno-
mina el Sr. Klein la cinemdtica de la geometria hiper-
bélica.

Una conica se transforma en s misma por un niimero
triplemente infinito de colineaciones del plano; lo gue
produce en la geometria hiperbolica movimientos en ni-
mero triplemente infinito.

Sea la colineacion especial por la que la conica ab-
soluta se transforma en si misma, y que posee la pro-
piedad de satisfacer 4 la relaciéon entre los pardme-
tros h y A

k48, . bA', = ak, + BA,
L e 5
i a e § ]
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podremos decir que: Cuando las x del plano se someten
d una sustitucion ternarvia por la cual la conica se
transforma en si misma, lash, y 4, sufren en la conica
una sustitucidn lineal binaria. :

Concluye estas investicaciones el St. Klein con el
resultado de tener el drea del tridingulo un maximo re-
presentado por el nimero 4K x.

Respeeto 4 sus investigaciones sobre la determina-
cién métrica parabélica, sélo diremos que, en vez de
presentar la geometria parabélica eomo un caso limite
de las eliptica é hiperbélica, seetin lo hizo anteriormen-
te, juzga mds propio decir que: La Geometria parabo-
lica es un easo transitorio entre la eliptica ¢ hiperbali-
ca, por cuanto el par de puntos imaginarios es un caso
transitorio entre las cénicas cortadas 6 no cortadas
(las denominaciones einteiligen y nullteiligen, enya
traduceion adecuada no encontramos, corresponde 4 los
casos de no cortar en ningin punto 6 eortar 4 la recta
del infinito).

Los tres casos de la Geometria corresponden respec-

tivamente 4 que la expresitn

e sea negativa, positiva

6 nula, 6 4 que la curvatura sea negativa, positiva 6

-nula.

A esta exposicién general sigue, en la primera parte
de la obra. Nicht- Euelidische Geometrie, una notable
exposicion histérico-eritica de la Geometria no-Euncli-
dea, dedicada en el primer periodo # Gauss, Lobats-
chewsky, Bolyai, Beltrami y Cayley; al segundo perio-
do corresponden los trabajos de Riemann y Helmholtz;
el tercer periode comprende las investigaciones ulterio-
res hasta la actualidad: Trata el Sr. Klein de la obra
del Sr. Killing Die Nicht- Buldlidischen Rawmformen in
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analytischer Behandlung, del alcance del sistema de
Staudt, de las investigaciones de Paseh relacionadas
con las de éste y de los resultados obtewidos por el dis-
tinguido profesor de la Universidad de Pisa Sr. Bianchi
y expuestos en sus Lezioni de Geometria differen-
ziale. =

La segunda parte de la obra del Sr. Klein concierne
exclusivamente & la geometria de tres dimensiones.

Comienza por tratar la geometria proyectiva del es-
pacio. Da gran desarrollo 4 la teoria de Pliicker sobré
el complejo de reetas, en la que tomé como elemento la
recta. Be ocupa sucesivamente de los elementos imagi-
narios del espacio, de las superficies de segundo grado,
de las colineaciones del espacio; que: son la contraposi-
cion geométrica de las sustitueiones lineales.

Tomando como figura fundamental la esfera, si ele-
gimos un punte exterior, su plano polar la corta en una
circunferencia real (einteiligen Kveise), y nos hallamos
en el easo de la determinaecion métrica hiperholica. Siel
punto es interior; su plano polar es real; pero la inter-
seecidn, y por consiguiente, el cono fundamental imagi-
nario, hallindonos en el caso de la geometria eliptica.
Bl caso que sirve de transicién entre estos dos es el de
la determinacion- métrica parabélica cuando el puntd
se halla en la superficie de la esfera.

Sin detenernos en las relaciones que establece el se-
fior Klein entre los grupos de geometrias en la esfera
con las funciones automorfas, periédicas y las que llama
de los cuerpos regulares, ni de las sustituciones elipti
cas, hiperbdlicas y loxodrénieas, concluiremos esta ex-
posicion de la obra Nicht- Euclidische Geometrie con el
siguiente resumen: in

En el espacio, las relaciones métricas se refieren 4
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una cénlea determinada que lamamos eirculo en el in-
finito (Kugelkreis).

Todas las esferas del espacio tienen en el plano del
infinito la misma conica indivisa (nullteiligen), y las
distancias de los puntos del cireulo en el infinito 4 cual-
quier punto del espacio son indeterminadas.

En el espacio ordinario existe una determinacién
métrica parabélica fundada en los puntos ciclicos de
este plano.

En el plano del inflnito existe una determinacién
métrico-eliptica respecto al circulo del infinito.

Termina la obra del Sr. Klein con un estudio de los
movimientos 0 cinemdtica, de la Mecanica de los siste-
mas libres y de los euerpos rigidos en eada uno de los
sistemas geométricos 6 un examen comparativo de los
mismos desde estos puntos de vista.

En cuanfo & la interesantisima obra del Sr. Bianchi,
profesor de la Universidad de Pisa, Lezioni di G'eome-
tria differenziale, tan sbélo indicaremos lo referente 4
las geometrias no-euclideas, objeto de los capitulos VII
y XVI.

El asunto del capitulo VII es la aplicabilidad de las
superficies de curvatura constante; se ocupa el sgeiflor
Bianchi de las tres formas tipicas del elemento lineal:

2u
de® = du® + ¢ B qo®

7 (B Fiye ] 2 1_15_ 2
di' =du’ 4+ R senh(R)dr

de’ = du’ 4 cos h’( ;*) dv?
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correspondientes 4 los tipos parabolico, eliptico ¢ hiper-
hélico.

El capitulo XVI trata de la geometria pseudo-esfé-
rica, terminando con un desarrollo acerca de la repre-
sentacion de la superficie pseudo-esférica en el plano,
debida al Sr. Beltrami.

Concluiremos citando la notable coleccién de mode-
los en yeso construida en el establecimiento del seflor
Brill en Darmstad y & los cualeés acompaflan Memorias
explicativas de cada modelo, de gran utilidad para ad-
quirir un conocimiento acabado de estas modernas doc-
trinas geométricas.

1.
)

5
:
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La Geometrfa de »n dimensiones

Se ha visto anteriormente c6mo las teorias matema-
ticas han aleanzado extenso desarrollo por la adjuncion
de nuevos elementos.

El dominio de la intuieion se fué reduciendo 4 medi-
da que sobre su limitado campo se elevaba ¢l ereciente
dominio de las relaciones, unas veces puramente abs-
tractas, tan soloreferidas por cierta coexistencia 4 trans-
formaciones de la realidad, otras acompaiadas de re-
presentaciones sensibles, con cardcter excepeional 6
transitorio, dentro de la generalidad de las leyes.

En la Algoritmia las operaciones se elevaron 4 la ca-
tegoria de las leyes combinatorias de que emanan, con-
fundiéndose en este dominio lo real con lo llamado en
sus origenes imaginario, que hoy constituye el dominio
de las cantidades complejas, dentro del que se incluye,
como especie subordinada, el dominio de lo real.

En Geometria también lo imaginario se sobrepuso 4
lo real, alcanzando esta ciencia en su contenido maravi-
llosa amplitud y también grandes facilidades para abar-
car, dentro de la nueva sintesis, numerosas relaciones,
sin esto més diffeiles de adquirir y de retener por nues-
tra inteligencia.

Pero si en la forma se dilataba el dominio geométrico
v lointuitivo quedaba envuelto en las indefinidas mallas
de lo abstracto, existente como pura relacién légica 6
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como realidad intelectual, en la materia 1 objeto se no-
taban deficiencias de tal enantia que justifican la frase
de D'Alembert, I’écueil et le scandale des éléments de la
Géométrie, aplicada al hecho de haber prevalecido du-
rante tantos siglos el eé'ebre postulado de Euelides como
proposieion no demostrada y atin indemostrable,

Estas deficiencias concernientes al objeto de la Geo-
metria, que no se limitan al axioma de las paralelas,
sino que se hacen extensivas & otros postulados tales
como el de la homogeneidad del espacio y la posibilidad
de transportarse una figura desde una region cualquiera
4 otra del mismo, se salvan en los tiempos modernos, al
darse un nuevo giro 4 la cuestion y seguirse los nuevos
derroteros sefialados principalmente por Lobatschewsky
y Riemann.

Los postulados de Euclides implican el hecho de ser
la suma de los dngulos de un tridngulo igual & dos an-
gulos rectos y de ser el espacio plano ¢ de curvatura
nula. Y 4 su vez, la necesidad del postulado desaparece
al justificarse que basfa para un desenvolvimiento logico
de la Geometria el demostrar que dicha suma angular
no puede exceder 4 dos dngulos rectos ¢ implieitamente
el establecer 1a propiedad del espacio llamada su curva-
tura, lo que reduce la geometria euclidea 4 un easo par-
ticular de la nueva geometria, mas amplia, y cuya am-
plificacién acrece cuando el Sr. Beltrami aplica este mo-
derno desenvolvimiento geométrico 4 las superficies de
curvatura constante negativa, propiedad que correspon-
de 4 una suma angular de los tridngulos superior 4 dos
dngulos rectos.

Un nuevo punto de vista trae el ecélebre Riemann con
la nocién de distancia como base de la Geometria, ex-
puesta con mayor desarrollo por Helmholtz, ¥ que lleva

8
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al mayor grado de generalizacion 4 esta ciencia, basado
en el concepto comhbinatario de la multiplieidad (man-
nigfaltighait); y los sistemas de Greometria parabolica,
hiperbéliea y eliptica resultan incluidos en las geome-
trias de n dimensiones.

Tl verdadero cardcter del espacio de n dimensiones
consiste, segiin Riemann, en la propiedad de redneirse
4 n determinaciones de magnitud la determinacion de
posiecién en dicho espacio, esto s, ¢n la determinacion
de un punto porn variables @,,..... L.

Tl elemonto lineal ds contiene entonces dichas n can-
tidades y los incrementos dz,,..... diy en el caso exami-
nado por Riemann, de ser ds la raiz euadrada de una
forma de segundo grado en da, siempre positiva y en la
que los coeficientes son funciones continnas de los o, en
cuyo caso las lineas geodésieas del espacio se hallan de-
terminadas inmediatamente por sus ecuaciones diferen-

7 (n -4 1)
2

ciales; y conteniendo esta expresion — coefi-

cientes, funciones arbitrarias de las @, pueden darse an
de 6stos los valores que se quiera, mediante los cuales ;

. n (1 — 1) ;
quedardn determinados los ofros —————— cocficien-

tes, de modo que existen en cada punto del espacio con-
3 nn—1) ., : . »L
siderado s funciones invariantes caracteristi-
cas e este espacio.

8i suponiendo tres puntos A, B, (. muy proximos, se
unen los B y O por una geodésica L, ¢l conjunto de las
geodésicas determinadas por el punto A y cada uno de
los puntos de L formard una superficie de dos dimensio-
nes que tendra cierta curvatura en la direceion del ele-
meito de superficie asi constituido; y si: se-conoea la
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curvatura del espacio correspondiente & ﬂa 2_ D
receiones arbitrarvias de elementos de superficie, se co-
nocerd para cualquiera otra direceion.

Bl casoen que la curvatura es la misma en un pun-
to, para cualguiera direecién, sin variar de un punto &
otro, es el de la curvatura constange; y en los espacios
que la poseen, pueden moverse las fizuras, sin alterar
sus magnitudes y someterse al procedimiento de la su-
p.rposicién. Estas mutaciones de las figuras dependen
de seis pardametros en el espacio de tres dimensiones.

Ya hemos indicado ¢omo Helmholtz completé las in-
yestigaciones de Riemann, partiendo de la nocion de dis-
ranecia al suponer: 1.°, que la posicién de un punto pnede
determinarse por ciertas magnitudes que se llaman sus
coordenadas; 2.°, que entre las coordenadas de los pun-
tos de un cuerpo solido, tomados dos 4 dos, debe existir
una ceuacién correspondiente & la relacion invariable
que subsiste entreé amhbos durante el movimienfo de cuer-
po y ¢3 la misma para tados los pares de puntos con-
gruentes, 6 sea los que pueden coincidir con. an mismo
par de puntos fijos del espacio; 3.% que en nuestro espa-
¢io, enando fijamos dos puntos de un euerpo solido, éste
g6l0 pucle givar alrededor de la recta que los une, de-
hiéndo hallarse en su primitiva posicion después de una
vielta eompleta.

(!on estas investizaciones se hallan en intima eone-
xi6n las que sivven de hase & la obra del Sr. Tilly Essai
sur les principes fondamentavze de la. Géométrie et de
la Mécanique, y sobre todo el Essai de Géométrie ana-
Iytique générale, premiada en 1892 por la Real Acade-
mia de Ciencias de Bélgica, euyo prineipal objeto es la
determinacién de las relaciones entre los pares de pun-

di-
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tos situados en el espacio, 4 las que pueden reducirse to-
dos los teoremasy formulas de la Geometria, de modo
que comienza proponiendo el problema: Elegir los ni-
meros correspondientes d los intervalos de los pares de
puntos del espacio, no de un modo avbitrario, sino de
manera que puedan existir entre estos nibmeros relacio-
nes generales cualesquiera,

También ereemos oporfuno, como ilustracién de lo
que va 4 seguir, el extractar algunas consideraciones
expuestas por M. Picard en su trabajo 4 propos de quel-
ques récents travauxr mathématiques (Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo, tomo IX, 1895, p4-
gina 151).

«Un movimiento de una parte del espacio estd defini-
do por tres ecuaciones

x'=[ (=, y,2), y'=‘?(w1y:2’)1 2 E‘P(ml Y, 2).

Por esta transformacion un conjunto E de puntos
(x, y, z) se convierte en otro E* de puntos (', y', 2'). Esta
transformacién es para nosofros un movimiento que
lleva de L 4 E',

Si ahora hacemos sobre el espacio que vamos 4 estu-
diar las hipdtesis signicntes:

1.° Los movimientos de este espacio son tales, que
dejan invariable una funeién Q (2, y,, 2,, @,, ¥, z,) de
las coordenadas de dos puntos cualesquiera (2, ¥,, 2,) ¥
(2, %, #). En ofros términos: si se designan por
(&' Yy 205 (®'sy Y'sy 27) las coordenadas de estos pun-
tos después de uno cualquiera de los movimientos posi-
bles, se tendra

2 kmp Yis 24y Cys Yay zz) =0 {.I'v y'n z'u "cla! y'n 2")
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<Kl origen de e¢sta hipétesis se nota inmediatamente:
en lenguaje ordinario puede decirse que al hacerla se
quiere que exista relativamente 4 estos dos puntos algo
que permanece invariable después del movimiento, ¥
este algo podra llamarse la distancia de los dos puntos. »

2.2 Be quiere que, segtn decia Helmholtz, el movi-
miento libre sea posible en eierta region del espacio. Ved
lo que debe entenderse por esta hipdtesis compleja, es-
tudiada profundamente por el Sr. Lie. Desde Iluego,
cuando un punto de la regién se ha fijado, cualquier
otro punto de ésta, sin ewcepeidn, describe una superfi-
cie (multiplicidad de dos dimensiones). Enseguida, cuan-
do se han fijado dos puntos, un punto arbitrario (siendo
posibles excepciones) deseribe una curva (multiplicidad
de una dimension); en fin, si se fijan tres puntos arbitra-
rios en la region, todes los puntos de ésta permanecen
en reposo (siendo posibles excepeiones).»

Tales son las condiciones que imponemos al espaeio,
De esto resulta necesariamente que el conjunto de los
movimientos posibles debe formar un grupo de seis pa-
rametros. Se conocen dos tipos de espacio que satisfa”
cen 4 estas condiciones, Desde luego el espacio ordina.
rio 6 euelideo y ademds los dos espacios no-euclideos,
es decir, los espacios en los cuales el grupo de los movi-
mientos posibles es el grupo proyectivo que transforma
en si misma una 1 otra de las superficies de segundo
grado o’ 4y +2"41=0»

«El Sr. Lie ha establecido que los grupos preceden-
tes son los solos que poseen las propiedades (1) y (2); re-
sultado muy notable que muestra cémo los espacios
euclideo y no-eunclideos son los solos sobre los cuales
puedan hacerse hipotesis que, despojadas de su forma
cientifica, son juzgadas por quien no haya reflexio-
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nado sobre estas euestiones, como de cardcter nece-
sario.»

Este brillante periodo inangurado por Lobatschewsky
& iluminado por los destellos de los fecundos coneeptos
de Riemann y Helmholtz, puede muy hien apellidarse el
periodo dureo de la Geometria, en que ésta desde el
modo de sér & que la Tlevaron los métodos de Descartes,
Leibnitz y Monge, pasa al periodo del transeendentalis-
mo, pues si bien Descartes da la vepresentacion analiti-
ea de la forma geométrica, si Leibnitz sorprende las va-
rias eireunstancias del desarrollo de ésta y Monge pre-
senfa la serie de transformaci-nes de las figuras por pro-
yeceion, con todo esto no se habia pasado de la sistema-
tizacion objetiva, que se extiende no poco cuando Cayley
aplica el fecundo método de las transformaciones linea-
les 4 las relaciones de invaviacion. Pero desde Lobats-
chewsky, Riemann y Helmholtz, la Geometria se eleva
al transcendentalismo de las eausas y de la razin meta-
fisica de la existeneia y generacion de las entidades
geométrieas.

Hasta entonces la Geometria era una construeeion
del espacio conforme & un dogmatismo invariable, de-
pendiente del postulado de las paralelas; desde Lobats-
chewsky la Geometria se emancipa de este dogmatismo,
pregunta & la realidad externa independiente del des-
arrollo @ priori, 6 puramente ideal de la ciencia, y en
vez de encontrar un antagonismo entre. la realidad ex-
terna y nuestros procesos internos 6 subjetivos, halla
una armonia que dilata los horizontes de la Ciencia, pues
aquel desarrollo subjefivo se reduce 4 la Geometria pa-
rabélica, limite 6 transicion entre las de Lobatschewsky
y de Riemann; y aparte de esta amplificacion del obje-
to, acorde con la elevacién de miras subjetivas, resulta
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un nuevo desarrollo con la asimilacion del Anélisis 4 l1a
generacion de las formas del espacio que expresa Rie-
mann con la denominacién Mannigfaltigkeit 6 multipli-
cidad que hoy constituye el fundamento de la Geome-
tria de n dimensiones.

 Deseartes habia tomado como elemento de la exten-
sion el punto y con €l cred la geometria gue llamamos
cartesiana; ampliando su plan, Newton ¥ Leibnitz lle-
garon 4 la geometria in finitesimal, Casi al mismo tiempo
que Poncelet, Gergonne ¥ Chasles con el principio de la
reciprocidad 6 dualidad, daplican 1a Gieometria, Plitcker
sefiala un uevo eamino al considerar la recta como ele-
mento del espacio ¥ al exponer su nueva doetrina sobre
el complejo de rectas, ohservando que & nuestro espacio
puede atribuirse un nimero cualquiera de dimensiones,
mediante una oportuna eleccion del sér geométrico que
se considere como generador de aquél, siendo de tres
dimensiones si este elemento es el punto 0 el plano, de
cuatro si se toma la recta 6 la esfera, de nueve si es la
cuddrica, y asi sucesivamente, debiéndose notar el
avance que da 4 la nueva teoria el eminente Cayley en
algunos de sus trabajos, especialmente en la Memoria
On Abstract Geometry, donde estudia las relaciones
miltiples 6 la Geometria m-dimensional, desde el punto
de vista analitico.

Y no vamos & ocuparnos de esta evolueién geomeé-
trica desde el punto de vista metafisico sobre la existen-
cia 6 no existencia de los espacios superiores al nuestro,
lo que esti fuera del dominio de la Matematica, si bien
ha sido ohjeto de controversia entre algunos filésofos
mateméaticos, pues lo linico que nos concierne en este
momento es la utilidad importada 4 dicha ciencia por la
nueva generalizacion de sus conceptos, con igual titulo
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que lo imaginario ha llegado 4 ser un instrumento pre-
cioso de generalizacion y de sintesis, que ha perfeccio-
nado considerablemente el organismo matemdtico, pues
la generalizacion que entrafia el concepto de un espacio
polidimensional 6 la geometria de n dimensiones, lejos
de contradecir lo asentado en la geometria ordinaria,
hace presentarse & ésta como un caso particular de
aqueélla; y esta generalizacion, enlazada eon las formas
analiticas, les da una representacién, si no sensible, al
menos esquemdtica, que auxilia el trabajo intelectual y
llena vaeios en el sistema de relaciones cuyo engranaje
forma, para que la inteligencia recorra con mayor faci-
lidad el inagotable dominio de dichas relaciones.

Ya que no podamos encerrar en corto espacio la rica
literatura que forma hoy el conjunto de trabajos acerca
de este desarrollo geométrico, ni que sea cosa facil el
realizarlo, seflalaremos siquiera algunos rasgos culmi-
nantes de unos cuantos esaritos, para que de su conjun-
to resulte una idea del estado 4 que ha llegado la nueva
teoria y de la importancia que tiene en el actual desen-
volvimiento de la Matematica,

La Memoria del profesor italiano Sr. Ovidio, titulada
Le Funzioni metriche fondamentali negli spazi di
quante si vogliano dimensioni e di curvatura constan-
te, que se refiere 4 trabajos anteriores de Clebsch y Jor-
dan, comienza definiendo el elemento en una variedad
de o elementos, por cada grupo de los valores de 2
variables susceptibles de reeibir los infinitos valores
reales positivos y negativos; v si 2 — 1 representa el
nitmero de dimensiones del espacio, para introducir la
homogeneidad y simetria de las formulag, se determina
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cada punto por las relaciones de n — 1 de las variables
4 la restante, siendo dichas n variables las coordenadas
homogéneas de eada punto. Asi, &, ',..... serdn los pun-
tos de coordenadas (@,,..... @a ), (,..... By s
Dados r puntos «, @',... (=1  todos los puntos

A -A'e" 4 .. o Al-D 2 (e=-1)
es deeir, los puntos de coordenadas
A, +Xa' . he g+ .0)

en las que A:A':..: A (1! representan » — 1 parame-
tros arbitrarios, son en niimero « ™1, y constituyen un
espacio de r —1 dimensiones, pareial respecto al pro-
puesto de i — 1 (siendo r << n).

Asi, un r-punto estd determinado por » puntos, mien-
tras que éstos no se hallan en un (r — 1) punto; y en vez
de los r puntos x, x', ... pueden elegirse para determi-
nar el r-punto otros r cualesquiera de sus puntos, con
tal de que no estén en un mismo (r-k) punto (k =
(5 27%:)

Las coordenadas de cada punto X de un r-punto
dado satisfacen d n-r ecuaciones lineales, homogéneas
distintas que se obtienen eliminando i, )" ... entre las
n ecuaciones

X, +da, 4+ Ar-D ' =) =9,
X, 42z, + . Ar-Dxia—l)=o,

que expresan las condiciones para que dicho punto X
pertenezca al r-punto xx' .., x(r=1),




0=

UUn r-punto contiene infinitos, (»-1) puntos ( »-2) pun:
tos, ... 2 puntes.”

Entre los multi-puntos se distinguen el 1 punto 6
punto simple, el 2 punto, bi-punto 6 reeta y el (n-1)
punto 6 plano, siendo el » punto el espacio.

Los puntos euyas coordenadas satisfacen @r ecua-
ciones lineales homgéneas distintas constituyen un (r—n)
punte. Un plano 6 (n-1) punto tiene una sola ecuacion:
un 7 punto se compone de los puntos comunes a los n-r
planos correspondientes & sus ecuaciones.

Para hallar la interseceion de un » punto R con un
' punto R” determinados respectiviamente por los pun-
tos @, @', o, 20D &y gy’ .y ge consideran las
expresiones

i Ut T L SR (E=T) et =)
Y i .U.ryr e = 1 (r—1) i (r—1)
de puntos cualesquiera de R y R', para enya coinciden-
cia deberdn verificarsge las n ecuaciones
b, =N T T p Y =0

AT A Ny o by A uY . =0

Ry R’ no tendrdn, en general, ningin punto co-

min, cuando i --r' g— n, tendrdn uno, cuando r+r'=
n-+41, y un k punto cuandor 41" = n--k.

Estas indieaciones bastan para conocer el cardcter
del trabajo.eserito por el Sr. Ovidio acereca del hiper-
espacio.
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Obtiene sucesivamente las condiciones para que ul
» punto R’ esté contenido en otro r punto R, siendo

r 3;-', que se reducen 4 las de ecoineidencia, cuando
= I :

Enscguida halla las condiciones pard que una recta
corte & un multi-punto, trata de los multi-puntos asocia-
dos, es deeir, que se corresponden univocamente, de las
relaciones entre las coordenadas de dos multi-puntos
que se cortan, de los multi-puntos y 11'1ulti-plun'os, de'lo
absoluto de puntos y otras cuestiones, tales como: multi-
puntos ortogonales, perpendiculares -comunes 4 dos
multi-puntos cualesguierd, proyecciones, momentos y
co-momentos de dos multi-puntos, lo absoluto de los pla-
nos. dneulos de multi-planos, amplitudes de multi-pun-
tos y multi-puntos paralelos,: constitnyendo esta intere-
sante Memoria, segin puede juzgarse por los epigrafes,
una geometria generalizada 4 euyos detalles no descen-
deremos, porque serd mis conducente i nuestro propo-
sito ol examinar & continuacion la importante obra del
profesor Killing, titulada Die Nicht-Euklidischen Eawm-
formen in analytischer Behandlung.

Segtn ya se vid, esta obra trata en su primera parte
exclusivamente de lag geometrias de Lobatschewsky ¥
de Riemann, limitadas al espacio de tres dimensiones;
pero la segunda tiene por objeto exclusivo el espacio de
n dimensiones. ¥

Las generalizaciones de esta nueva Geometria exi-
gen para su desarrollo la admision de cierto nimero de
proposiciones fundamentales sobre las que se edifica
todo el sistema, asi:

Por cada punto pasan figuras de (n-1) dimensiones
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(planos 6 figuras superiores) que poseen las siguientes
propiedades:

1. Por cada punto de los planos de n-1 dimensio-
nes, pasan figuras de (n-2) dimensiones 6 planos (n-2)
veces extensos, mediante cuyo reposo aun es posible el
movimiento del espacio.

2. Por este movimiento se alcanza una posicién en
la cual llegan los planos de {1{-1) dimensiones 4 coinei-
dir con su posicion inicial, mientras que sus puntos in-
vierten su posieion.

3. En cada plano de (n-2) dimensiones existen
figuras de (n-3) dimensiones, por cuyo reposo los planos
de (n-1) pueden moverse en si, describiendo cada punto
una linea cerrada,

4.% Las mismas suposiciones pueden hacerse para
cada nimero inferior de dimensiones. En cada plang de
v dimensiones, existen planos (v-1) ¥ (v2) veces ex-
tensos, siendo posible el movimiento en si del primero, y
cada plano de (v-1) dimensiones trazado por la figura
inmovil, vuelve & superponerse con sn primitiva posi-
cién, de modo que los puntos resultan invertidos.

Las siguientes proposiciones expresan las dependen-
cias mutuas de las figuras:

a) Siuna recta tiene dos puntos comunes con un pla-
no, se halla toda en éste.

5) Siun plano de n dimensiones tiene con otro de m

dimensiones (m % n) un plano de (n-1) dimensiones y
ademds un punto comin, se halla totalmente en 6ste.

¢) Por un plano de »# dimensiones Y un punto exte-
rior, puede pasar un plano de (n + 1) dimensiones.

d) Dadas % rectas que se encuentran en un punto ¥
un plano de dos dimensiones trazado por dos de ellas,
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de modo que ninguna de las demés se halle en éste; se
puede trazar por tres un plano de tres dimensiones; y
enando las & rectas no se hallan en un plano de (k-1)
dimensiones, sélo puede trazarse por ellas un plano de &
dimensiones.

e) Siun plano de n dimensiones y otro de dos se ha-
llan en otro de (n -+ 1) dimensiones y tienen un punto
comiin, se cortan en una recta.

f) Sidos planos E; y Ey se hallan en otro E, y tie-
nen un punto comun, siendo I - m > n, se cortan en un
El+m—n-

g) Siuna recta es perpendicular en un mismo punto
4 k rectas por las'que no pasa ningin plano de (k-1)
dimensiones, es perpendicular 4 todas las rectas traza-
das por su pie en el plano Ex determinado por las k
rectas.

h) Si k rectas g,, g,, ... gk son perpendiculares en el
mismo punto P & las! rectas by, hy, ... ki , determinando
las primeras un plano de & dimensiones y las segundas
otro de I, entoneces cada recta g del primer plano trazada
por P es perpendicular & cada una de las trazadas por
este punto en el segundo plano.

/) Encada plano de k dimensiones Ex existe una sola
recta perpendicular 4 un plano Ex—; situado en aquel,
en uno (e sus puntos.

%) En cada plano Ex y por un punto dado de un pla-
no E; contenido en Ex, s6lo puede trazarse un plano
Ex_i perpendicular 4 Ej

De otra indole son las proposiciones que siguen & las
expuestas en el tratado del Sr. Killing, pues tienen por
objeto establecer la Geometria analitica de las formas
en el espacio de n dimensiones, demostrando desde lue-
go que: si dos planos Ex y E'x se cortan perpendicular-
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mente en un B4, y se trazan, en un punto de Ex—y &
éste dos perpendiculares, la una en Ex, laotra en By ,
el dngulo formado por ambas es independiente de la
eleccion del punto.

Demostrando ensezuida que: si un Ej tiene ¢dn an I,
unga recta g comun y en K, se trazan & g dos perpendi-
culares de igual longitng, las perpendieulares bajadas
por sus extrrmos & Ex son iguales, ¥ considerando a
planos de n—1 dimensiones B', B, ... E* trazados mu-
tnamente perpendiculares en un punto & los cuales se
trazan por dos puntos Py P, v respectivamente, las per-
pendiculares @y, @uyy--i@n i @ 5@ g5, Hega 4 la
relacion fandamental

cos © = cos (1g) cos (I'g) - sen (1) sen(I'g) cos 2

en la que g designa la recta ecomin 4 dos da los planos,
Iy 1 las longitudes OP y O, 5 el dnzulo formado por
éstas y o, el de los planos (41) y (91')

Ya que no es nnestro proposito el seguir la exposi-
cion que hace el 8r. Killing de la geometria analitica,
sino el dar una somera idea de esta geometria generali-
zada que se funda en la multiplicidad de dimensiones
del espacio, citaremos. & continuacion de la obra Die
Nicht- Eulklidischern Rawmformen, el interesantisimo
optsenlo del Dr. Max Briickoer titulado Die Elemente
der vierdimensionalen Geometrie mit besonderer Beriick
stelitiqung der Polytope (1891), muy propio._para scr-
vir de gnia 4 quien desee iniciarse en csta nueva doe-
trina. :

Tan s6lo se exizen cuatro axiomas para este desarro-
llo puramente racional de la Geéométria, tanto, que en ¢l
son innecesarias las I'La-ltpreaehtacir}néis"'rnt:'uitivas, por de-
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pender los razonamientos de las leyes combinatorias y
de subordinacién ¢ supraordinacion de los coneeptos. Y
gi las conelusiones algunas veces tienen representacion
sensible, esto solo tiene lugar & modo de excepeion, 6 de
hecho ineidental que realiza una compenetracion del do-
minio abstracto y ¢l dominio concreto. ]

Dichos cuatro axiomas, limitados al espacio de cna-
tro dimensiones, son: i

1. Un espacio (de tres dimensiones) corta 4 una va-
riedad de cuatro dimensiones en dos partes separadas.

2. Por cuatro puntos que no se hallan en un mismo
plano, pertenceientes A4 un E,, s6lo puede pasar un
pspacio, es decir, que aquéllos determinan éste.

3. Un plano que tiene tres puntos, no sitnados’ en
linea recta, comunes con un espacio, se halla totalmente
contenido en éste.

4.° TUna recta que stlo tiene un punto comin con un
espacio queda separada’ por éste en dos partes.

Del tltimo axioma resulta como ¢orolario que si un
plano = tienc con un B, solamente una recta R comiin,
quedara dividido yor ésta en dos partes separadas, pues
otra recta R*de = ehcuentra 4 R en un punto B, ¥ por
éste quedarda R’ dividida en dos partes separadas (axio-
ma 4.9); de modo gue dos puntos de ambas se hallaran &
distinto 1ado de R,, y por pertenecer estos puntos i =,
quedard « separado por E, en dos partes. -2

Con estos fundamentos se demuestran 10s teéremas §i-
guientes: Dos espacios tienen sienpre Ui plano comiin.
Un espacio y wi plano tiénen wid vesth® coimibn, asi
oo wi espacio y wna recta no contenida totabmenteen
éste., tienen up punto comun. T R

Asi, deduciéndose del primer axioina/que dos espa-

cios B, y £, tien®i por 10 mérios “n prnto P coniiing 8
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por éste se trazan en E. dos rectas R ¥y R', éstas queda-
rdn divididas en dos partes (axioma 4°, R,y R,, R,y
R’, respectivamente; y si unimos un punto de R, con
otro de R, por una recta, ésta se hallard totalmente en
Ey y debe pasar por E',, ya que une dos puntos situados
4 distinto lado de este espacio, es deeir, tener otro punto
P’ que serd comin 4 E, y B,

Demostrado que E, y E’, tienen una recta PP’ co-
miin, se demostrard que tienen tamkién un plano, tra-
zéndose por PP’ dos planos en E; que se hallardn sepa-
rados en dos partes por E',, segiin la consecuencia del
axioma 4.° y uniendo un punto de uno de los planos con
un punto del otro situado 4 distinto lado de E’, por una
recta, que se hallara en E,, pasard por E’,, es decir, ten-
dré un nuevo punto comtn con éste, 6 los dos espacios
un plano comiin.

Se demostrard que un plano = situado en un espacio
E; tiene con otro espacio E', una recta comun, obser-
vando que el plano =’ comin 4 los dos espacios corta al
© segin una recta R, por hallarse los dos en E, y ésta
s¢ halla simultineamente en E; y E',.

En fin, si una recta R se halla en el espacio E,, cor-
tard al plano = comin 4 este espacio y al E'; en' un pun-
to P, por hallarse ambos en el espacio E;; dicho punto es
el unico perteneciente 4 la vez 4 R vy By, puessi R tu-
viese un segundo punto comtin con =, estaria total-
mente en w, ¥ por consiguiente en E;, contra la hipo-
tesis.

Demuestra 4 continuacién el Sr. Britckner que: Dos
planos de dos espacios distintos tienen sie mpre un punto
comun. Para conseguirlo, considera lasintersecciones
del plano ="' comiin 4 los dos espacios E; y E’; con los
planos = y =" situados respectivamente en éstos, inter-
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secciones que, por hallarse en =", se cortan en un punto
del mismo, unico punto comin 4 =' y=".

El anterior teorema.y los inmediatos que siguen fijan
el coneepto de rectas y de planos que se eruzan. Desde
luego dos planos por los ¢uales no puede pasar un espa-
¢io 6 que se cortan solamente en un punto, son des planos
que se cruzZan.

Ademds; un plano y una reeta que no ge hallan'en nn
mismo espacio y, en general, dos rectas de un mismo R,
no tienen nada comiin, 6 sé cruzan.

Lo primero se concluye observando que si el plano
= se hally en E, y la recta R en K, ésta cortard al plano
comun =’ de los dos espacies en un punto, asi como. = en
una recta 1 y pues
dos partes, no encuentra i R’, pues s6lo tiene, en gene-
ral, eon =" un punto comun exierior 4 R'. También se
ve que, teniendo dos planos situados en dos espacios dis-
tintos un solo punto commin P; §i se traza en eada uno

oque R se hally separada por =’ en

una recta que no pase por Pyambas se eruzardn, y se
demuestra, enseguida que por dos rectas que se eruzan
e dos espacios distintos, puede peesar wn sole espacio,
empleando, como se ha hecho en estos razonamientos,
¢l plano = comin & los dos espacios, y haciendo ver que
los espaeios determinados por cada uno de los planos de-
terminados por una de las rectas con el punto comin de
y la otra recta y esta recta son uno mismo.

Un espacio queda en suma determinado por cuatro
puntos no situados en un plano, por un plano y un pun-
to exterior, por un plano y una recta sceante, por dos
planos que se cortan, por dos rectas que se eruzan é por
una recta y dos puntos exteriores.

Un extension del concepto.de haz de rectas y de pla-
nos hallamos al considerar que dos rectas de distintos

g
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espacios s6lo pueden tener un punto comiin en el plano
eomiin & dichos espacios, y que por el plano de aquéllas
pasa un haz de espacios.

Teérminaremos estas generalidades enunelando que:
Tres espacios se cortan dos ddoes en un plano y que es-
tos planos, pasan por wia recta, que cuatro espacios tie-
nen stempre un punto conuin, 6 mas hien, cuatro espa-
cios tienen seis planos EE", EE”, BE'E", ... con un punto
comun, de los cuales cada tres pasan por un mismo
rayo, cuatro rectas EEE”, BEE" , ..y un punto
EE'E"E'", v hay gue distinguir en eada espacio dos la-
dos, como en la recta dos bordes y en el planodos ca-
: de modo,

ras, que se designan con los signos -+ y
gue un punto en R, ofrece con respeeto d los enatro es-
pacios que se cortan en un punto 16 posibilidades de po-
sieion, quedando ¢l dominio-punto tetradimensional di-
vidido por los cuatro espacios ¢n 16 dominios, de los
cuales cada uno se llamia on dnegulo epadri-dimen-
sional.

La teoria del paralelismo tiene también su generali-
zaeion correspondiente, pues siendo paralelos dos planos
cuandotienen dos de sus direcciones paralelas o sea sus
orientaciones, dos espacios lo serdn enando coincidan
en dos orientaciones; 6°sea en tres direcciones que no
pertenecen A las mismas orientaciones.

En cuanto & Ia perpendienlarvidad, wna rvecta que es
;'rr;-emh’mr.!m' d tres rectas de an {tSj)rI:'fr'l qite se cor-
fan en wn punto (y no pertenecen 4 la misma orient-
cion) es perpendicular d todas las retas trazadas por
este punto del espacio. Dos espacios gue son perpendict-
lares d una recta son paralelos, cle,

8i, en fin; consideramos ginco espacios (tridimensio-
nales) que ne pasan por el mismo punto, ¥ de los que
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ningano es paralelo 4 otro; cadn 4 de cllos se cortan en

Hn punto, a saber:

=By Enr Bivy By, b=LE; Ein Eiv By,

c¢=h1 By By By, d=T it Bin Ev,

¢ = Er B Enr By,
cada 3 espacios pasan por el mismo rayo, de modo
que las infersccciones de los 5 espacios son las 10

rectas

ab =T By B, ac= i B By, ete:

Cada espacio vorta' & cadd uno de los demis en un

plano, lo gue origing 10 planos:
abec=Ev E v, abd = Eipp E v, ete.
Cadp 4 puntos a;, b, c. . ¢ se hallan en uno de los

(‘.i]_il_'l_! :-r:['h'l.\"ifn:'-: I‘ L4 - rrf.';'f"' s L 13 - if{:.'f" 3 oL
Por los 4 puntos «, b, ¢, d pasa ¢l espacio Ev ; en éste

pasan por los 4 puntos cuateo planos (eads, tres por un

punto) ¥y 6 rectas (eada tr

s en un plano), lo que deter-

mina un tetraedro, guel In-el espacio By eortado por

| 1os ofros en un tetraedro. Tos 5 tetriedras que asi resuol-

tan tienen dos d dos una curn eomiin, ¥ podemos pasar

de un tetraedro & otro, atravesando ana superfieie-limi-
te, ¥ dichos tetracdros forman un continto tri-dimensio-
nal en la variedad cuadrvi-dimensional E,. La figura que
se halla en E, limitada por 5 tetraedros se ama po-
lit'_'JIm,

El Sr. Briickner llawa politopo. & cada parte sepa-
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»ada en I, por cada poliedro tri-dimensional del 1, res-
tante.

Despues de extender la Geometria analitica al espa-
cio de enatro dimensiones, hace el

. Britckner un @s-
tudio de los politopos por medio de sus proyeceiones
sobre el plano de una de sus earas 4 s ybre un poliedro-
Jimite que dan un eontorno, O una red de poliedros
llamados simplemente diagrama 0 diag
litopos.

Con auxilio de estos di
pos, especialmente 1os regalares, 0 sea aquéllos en ca-

ama de los PoO-

wramas describe los polito-

yos vértices O aristas se uncn cuerpos en ignal niumero,
serminando eon el examen de los politopos de Schlegel,

6 goa de 5, 16, 600, 24,8 y 120 células, 6 pentaedroide,
exadecaedroide, exacosiedroide, 1cos

straedroide, oe-
tnedroide y ecatonicosaedroide, segnin las deneminacio-
nes de Mr. Stringham.

Estos politopos regulares fueron estudindos por el
prafesor Srt, Schlegel en su Theorie der homogenen 2u-
sammengesetzten Rawmgebilde (1883) cuyo objeto prin-
cipal es representalr proyectados en el espacio de tres
dimensiones log seis poliedros regulares limitados por
tetraedros, exaedros, octaedros O dodeecaedros, queé en

ronden eon 108
cineo poliedros del espacio ordinario. Esta proyeceion
impliea el problema de Estercometria: Deseomponer wi

el espacio de cuatro dimensiones se COFIes

tetraedro, exaedro, octaedro O dodeeaedro en cuerpos
de igual clase, de manerd que e cadya vértice coneu-
rran igual nimero de aristas, caras y cucrpos, y en
cada aristaigual mimero de caras y cuerpos.

Para proceder & la resoluciin de este problema ab-
sopva el Sr. Sehlegel que, siendo ol Hmite de una figura
homogénes de 7 dimensiones OW'A ficnra de n—1 di-
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mensiones, puede aquélla tener su representacion por
ésta, Con tal fin, considera que una de las figuras limi-
tes de n—1 dimensiones se aleja y el conjunto de las res-
tantes se degarrolla en tma figura plana de n—1 dimen-
siones. Asi el perimetro de un poligone, por el aleja-
miento de uno de sus lados puede desarrollnrse en una
recta, representacion que se Hama la red lineal del po-
ligono, que tiene un lado menos que el poligono, pudién-
dose completar considerdandose & la recta del infinito
como representacion del lado que se alejo.

Andlogamente se procederi euando se trata de un
poliedro, ewya red se ohtendrd en un plano, 6 de un po-
liedro de euutro dimensiones en el que s¢ supone. se
alejo nno de los policdros limites al infinito. El poligono
6 el poliedro que faltan estin representados por el ani-
1lo que rodea la red plana 6 el tejido celular (Zellgewe-
be) que roden & esta representacion tri-dimensional del
poliedro de cuatro dimensiones.

Kl problema arriba enunciado gue en ¢l plano se re-
dice &: descomponer un poligono regular cn figuras
anilogas (es deeir, de ignal ntmero de avistas que el
poligono dado) de manera que en cada vértice se en-
enentre el mismo nimero de aristas y de figuras, con-
duee & cinco soluciones, pues un tridngulo puede des-
componerse en 3, T, 10 triangulos, un cuadrilitéro
en 5 cuadriliteros vy un pentdgono en 11 pentigo-
nos, de modo que los niineros de avistas concurrentes
, Cuatro

=0

on eada vértice son tres en los casos 1°, 4" y o
en el 2" y einco en el 37,

Estas figuras son las proyecciones planas de los cin-
¢o poliedros regulares; pero si extendemos ¢l problema
al espacio de tres dimensiones, se obtienen las seis re-
presentaciones de los poliedros cuadri-dimensionales







— 135 —

euyo estudio hace el Sr. Schlegel en la memoria de que
nos ocupamos y euyos modelos se han construido por la
casa editorial del Sr. Brill, de Darmstadt, con sedas de
diversos colores y alambres de latin. Estos modelos son
los arrviba eitados y se reducen 4 un tetraedro descom-
puesto en 4, 15y 599 tetraedros respectivamente que
eorresponden & los poliedros fetra-dimensionales de 5,
16 3 600 tetraedres; en fin, un exaedro, octaedro y
dodecaedro, descompuestos respectivamente en siete
exaedros, 23 octaedros y 119 dodecaedros.

Para proceder 4 este estudio el Sr. Schlegel estable-
ce primero las formulas que determinan los nimeros
de vértices, arvistas y caras de los poliedros tri-dimen-
sionales, y los de vértices, aristas, caras y solidos de
los enadri-dimensionales.

Bolo afindiremos & esta resefia de la obra del sefior
Schlegel, que el poliedro formado por 599 tetraedros
y euyo modelo posee la Facultad de Ciencias de la Uni-
versidad de Zaragoza, consta de cinco zonas 0 estratos
cuyos contornos son de latén y cuyos tetraedros son de
seda morada, azul, roja, verde y color de rosa, respee-
tivamente y enya descripeion detallada hace el sabio
profesor de la Escuela téeniea de Halle, siendo los nii-
meros de tetraedros 56, 164, 218, 16 - 128 y 17. El po-
liedro formado por 119 ddidecaedros consta de euatro
Zzonas en las que se cuentan respectivamente 12, 32, 42

¥ 33.

Iis digna de eitarse en esta exposicién de la geome-
tria de n dimensiones' la importante obra Fondamenti
di Geometria o piit dimensiont e a pil especie di unitida
rectilinee del profesor de la Universidad de Padua,
Sr. Veronese.

Haec primero nna exposicion de las geometrias ordi-
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narias, de Lobatsehewsky y de Riemann. La segunda par-
te trata del espacio de cuatro y de » dimensiones en el
espacio general, partiendo de la generacion del espacio
de cuatro dimensiones por medio de un espacio director
de tres dimensiones y un punto supnesto exteriormente
i dicho espacio,

No' enfraremos en detalles, ya que hemos fratado
anteriormente de las proposiciones fundamentales como
son, que: Una recta y- un plano del espacio 5, no se en-
cuentran, 0, si se encuentran, se hallan en un espacio de
(res dimensiones; Una rectay un espacio de tres dimen-
stones del espacio S_ se encuentran en un punio, si la
recta no se halla en el espacioete; v inicamente dire-
mos que, respecto al espacio euclideo de 7 dimensiones,
comienza por la construceidn de la irradiacién de
(n—2)m2 gspecie, v sucesivamente se ocupan de las in-
tersecciones de espacios de n dimensiones, de la pirdmi-
de fundamental en S, , del nimero de las dimensiones
de sistemas de espacios eon dimensiones dadas en el es-
pacio By , de log espacios pavalelos v perpendiculares,
de la snperficie esfériea de n—1 dimensiones, de los sis-
temas continuos, de la superficie eénica, de las operacio-
nes de proyectar y cortar, juntamente con otras cues-
fiones que no especificamos por no prolongar esta
reseiia,

Creemos oportuno terminar este trabajo haciendo
breves indieaciones de una obra recientemente publica-
da por el notable matemdtico M. Poinearé, titulada Ana-
lyrsis situs (1895.)

«La Geometria de n dimensiones, diee, tiene un obje-
to real, lo que nadie duda actnalmente, los seres del hi-
per-espacio ordinario: y si no podemos representarnos-
los, podemos concebirlos y estudiarlos. 8i pues la Meed-
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niea de més de tres dimensiones debe rechiazarse como
desprovista de objeto, no sucede lo mismo eon la Hiper-
geometrin.y

La Geometria, en efecto, no tiene por tnica razon de
Ser la descripeitn inmediata de los enerpo gue impresio-
nan nuestros sentidos: es ante todo el estudio analitico
de nn grupo; nada impide por lo tanto tratar otros gra-
por andlogos y mis generales. »

Pero ¢por qué se dird, no conseryar el lenguaje ana-
litico ¥ reemplazarlo por un lenguaje geométrico que
pierde todas sus ventajas desde que los sentidos no pue-
den intervenir? Esto se justifica por la eoneision del nue-
vo lenguaje y porque la analogia con I Geometria. or-
dinaria puede crear asociaciones deé ideas fecundas ¥
sugerir generalizieiones ntiles.»

Después- de oeuparse del empleo de las figuras con
¢l fin de conocer lias relaciones entre los objetos de la
rama geométrica lamada Analysis situs que describe
Ja sitnacion relativa de los puntos, lineas y superficies,
sin considerar snu magnitud, y que se extiende al hi-
perespacio, define el Sr. Poincaré las variedades.

Un sistema de m variables se llama un punfo. Bi
existen entre éstas, p ecuaciones y ¢ inccuaciones

B (@ ey Bd) = 05 b 1l (i i R == 1)
@y Xy ey T || 220y vea g [0y, o0iy T | =0 ] i

de modo que las funciones ¥ y ¢ sean uniformes, conti-
nuas, y tengan derivadas continuas; el conjunto de
puntos que las satisfacen forman una variedad de n—p
dimensiones. Cuando p=o, es decir, cuando no existen
mis que desigualdades, la variedad de = dimensiones
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representa una parte del espacio de n dimensiones que
se llama wn dominio.

Bea

un sistema de relaciones que se compone de P+ 1
igualdades y de q — 1 desigualdades; si existen puntos
que lo'satistagan, formarin una variedad que fendra
menos de o — p dimensiones,

El conjunto de puntos que satisfacen § uno de los q
sistemas de relaciones

“""v
25
]"I =0, '.;I =0 ?" =o !.I.< 1)

>

LS b7 i - e
B =058 =0, Byl0(r<<q) |

se llama frontera de la variedad definida por las eondi-
ciones (1); pero el Sr. Poinearé solo considera como ver-
daderas variedades fronteras las que tienen n — p—1
dimensiones.

Cuando no existe ninguna variedad de n —p—1
dimensiones que satisfazan 4 ano de los ¢ sistemas (31,
la variedad es ilimitada, en el easo contravio es Ji-
mitadi.

81 una variedad es finita, continua & ilimitada se Ha-
ma cérrada.
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Sea una sustituci6on que cambia @, @,, ... @aen
',y o owly sujetadilas condiciones

€Pri = Pi { XLyy Lyy o - By )

Si se resuelven estas ecuaciones con relacion 4

e e D resnlta
Xg=20k -".,- "‘I'g! covy &' \' l._k =1, 2: cee p 1)

suponiéndose (ue las funciones ¢ y ¢ ‘son uniformes,
finitas ¥ continuas. El conjunto de sustituciones que
satisfacen 4 estas condiciones forma uno de los grupos
mas generalas que se pueden imaginar, y que es el ob-
jeto del Analysis situs.

Considerando ahora dos variedades Vy V' sujetas &
las condiciones

A A Y Xy £ ' #n e = 5 =
]Ta-—-!? 'Z_I-P-?:"'r_p,'rl —0, '-lj—' }22 oy )y

= ] '1:1'2!“'11’-"?'-@ >r_},_?i:1!'2,_,“q:n

x

si se puede hacer que corresponda & un punto a,, @,,...00n
de V otro punto ', &', ... 'y de V', de modo que

X e = (o, o Tl ) =k 2 i)

¢l dominio D definido por las ineenaciones

n L A = »
F.>—e, F_<T¢, 9o >0

#]
]
}

contendra evidenfemente 4 la variedad V.




B T ey
Resolviendo ahora el anterior sistema de gchaciones,
hallamos

g = Y k'-"’z ' "'.-_': ) (= 1,2, . on

si consideramos-el dominio D’ definido por las desigual-
dades

Al e
H i o

en el enallas funciones 9% son finitas eontinuas y uni-
formes, con determinante funcional distinto de cero, A
todo punto de V corresponde un punto y s6lo un punto
de V'; de modo que & toda variedad W contenida en V
eorresponderd una variedad W' de igual niimero de di-
mensiones eontenida en V'; v si W es continua, finita 6
ilimitada, también lo serd W'. Las dos variedades V y V/
equivalentes se llaman homeomorfas,

También define el Sr. Poinearé las variedades, con-
siderando las » ecuaciones

L r'11 (Yrs Yas cor 5 Um) s on- Bn—10n Wy Hayoe Um.ﬁ

gque representan una variedad de m dimensiones.
Si dos variedades V y V' se hallan definidas respec-
tivamente por los sistemas de ecuaciones

2y =0 (Yys Yoo Yo) & =0 @, ¥ssees Y'm)

siendo las funciones 6 analiticas; puede ocurrir gque ten-
gan una parte comiin V' fambién de m dimensiones:
en este caso las y serdn funciones analiticas de las y' é
inversamente; y se dird que la variedad V y V' son la
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continuacion analitica una de otra, pudiéndose formar
una cadena de variedades V; Vi - V., tales, que en-
tre cada dos haya una comin, lo que se llama cadena
contina; ¥ 51 68t es Cer rada, Vi no difiere de V,.

8¢ puede también tener una red de variedades, es
decir, un econjunto de variedades tales, que cada una
sea la continnaeion de algunas otras, lo que se Hlama
una ved continud. :

yasando 4 la representacion geoméirica, considera
el Sr. Poinearé cierto nimero de poliedros P, P, 2 By
y supone gue existen en el espacio de 4 dimensiones
cierto namero de variedades de 3 dimensiones Qi
Q) respectivamente homeomorfas con P, Py, .oy Pu

8i P, es una cara del poliedro P, ¥ ¥, €l conjunto de
los puntos de la frontera de Q, que corresponden & los
diversos puntos de Iy, y I, es una cara de P,; siendo 4,
la imagen de ésta sobre la frontera de Q,, puede ha-

cerse coincidir ¥, eon Y,; entonees 1as dos variedades
Q, ¥ Q, son contignas y se pasa del interior de la una
al de Ia otra, atravesando ¥, Las caras F, ¥ ¥, se llaman
conjugadits.

Si F, y F, pertenccen i un mismo poliedro P, . 1a
variedad de dos dimensiones ¥, queuo difiere de las
de dos dimensiones ¥,, separard las dos partes dela
variedad Q, .

Supongamos ahora que entre lag caras de los 7 po-
liedros P; haya cierto nimero conjugadas dos a4 dos ¥
otras que queden libres.

Si 1a variedad total V esta formada por el conjunto
de lag Q;, como algunas de éstas son contiguas, podri
hacerse que la variedad total sea contintia; y si entre las
caras de Pi no hay ninguna libre, la variedad V serd
cervada; en el caso contrario, los puntos que cOrrespon-
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den & las caras libres, forman la frontera completa
de V.

Asi se ve como el conocimiento de los poliedros Py y
el del modo de conjugacion de sus caras da. en el espa-
cio ordinario una imagen de la variedad V v que esta
imagen basta para el estudio de sis prepiedes, bajo el
punto de vista del A nalysis situs.

Cuando 4 varigs aristas 6 vértices de los poliedros
P corresponden una misma linea ¢ un punto interiores
4 V, estas arigtas 6 estos vértiees pertenecen & un mis-
mo ciclo.

Después de exponer ¢! modo de formacion de estos
ciclos, trata el Sr. Poincaré de la representacion del
grupo discontinuo, haciendo corresponder 4 cada susti-
tueion un dominio del espacio, lo que conduce § la no-
¢ion del grupo fundamental de una variedad. A cada
una de las sustituciones prineipales de que se deriva

, @ste grupo corresponde un contorno cerrado, ¥V entre
éstas existen ciertas relaciones _ue se llaman equivit-
lencias fundamentales.

Termina esta obra con una generalizacion del teore-
ma de Euler heeha para un espacio eualquiera.

El conjunto de ohras cuyo contenido se ha expuesto

sente trabajo, ereemos

con la brevedad que exige el pre:
puede dar una idea de la importancia que ha aleanzado
la docirina del hiperespacio en los tiempos presentes.
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