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Sucinta reseña del moderno desenvolvimiento de las teorías 
matemáticas 

Haciendo caso omiso del desarrollo ordinario de la 
Geometría y del Análisis ó Algoritmia, que pudiéramos 
llamar clásico y que llega hasta la extensión dada á es­
tas dos ramas de la Matemática por los geómetras y 
analistas del siglo X V I I y sus continuadores á comienzo 
del siglo X I X , vamos á tratar exclusivamente de las 
vastas generalizaciones que, partiendo de los trabajos 
de Caucliy y de Poncelet en cada una de dichas ramas, 
llegan á constituir el inmenso contenido de la Matemá­
tica bajo la forma de un organismo en que ya se nota 
marcadamente la unidad hacia la cual se han encami­
nado los investigadores, y hasta el carácter filosófico, 
debido á ciertos espíritus metafísicos que han contribui­
do á reunir sus dispersas ramas bajo leyes comunes y 
generales, y darle el carácter de una sola ciencia, á pe­
sar de sus múltiples manifestaciones. 

Se ha considerado á la Matemática, especialmente 
desde los tiempos del Renacimiento, como ciencia abs­
tracta, hasta el punto de llegar á ser considerada por el 
filósofo é historiador Vico como criterio de la verdad, 
siendo como es un desenvolvimiento subjetivo, una crea­
ción de nuestro entendimiento; desenvolvimiento y 
creación que aparece en su plenitud dentro de la doc-
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trina Kantiana, por la cual el espacio y el tiempo son 
formas de nuestra intuición empírica. 

Pero si la Matemática se desenvolvió en el dominio 
abstracto, tomando tan sólo como objetos el número y 
los elementos geométricos, punto, línea y superficie; en 
esta etapa de.su proceso, aún no había agotado todas las 
formas de la abstracción, y hasta la época de Cauchy y de 
Poncelet puede afirmarse que generalmente no había 
salido del dominio de lo real, del concepto siempre co­
rrespondiente á algún objeto, al menos intelectual ó 
existente en la región de las ideas, pero realizable de 
una manera más grosera, cuando de esta región se des­
cendía á la de las aplicaciones. 

Abstracción fecunda era la importada por Leibnitz 
con el infinito y los órdenes de infinitos, mediante la 
cual la razón salva la barrera de lo finito, aun bajo la 
forma siempre variable de lo indefinido. Pero lo finito, 
como lo infinito, son objetos existentes y reales, y éste, 
aun considerado por exclusión de aquél , es objeto de 
nuestras investigaciones. 

Otro elemento quedaba rezagado en la marcha pro­
gresiva de los estudios matemáticos, que á lo más se 
empleara como instrumento útil en el cálculo, por los 
analistas de fines del siglo X V I I I y comienzos del ac­
tual, lo imaginario, que obtuvo alguna correspondencia 
con la realidad cuando Argand dió su interpretación 
geométrica y cuando Gauss, y sobre todo Cauchy y más 
tarde Eiemann, hicieron basarse en él la vastísima teo­
r í a de las cantidades complejas ó funciones de variables 
complejas, consiguiendo encadenar con la realidad geo­
métrica aquel objeto puramente simbólico. 

Por otra parte. Carnet había pretendido realizar esta 
entidad algorítmica en la Geometría mediante las corre-
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lacíones directa, inversa y compleja, correspondientes 
á los estados positivo, negativo é imaginario de la canti­
dad, y Poncelet dilató los dominios de la Geometría, as­
pirando á enlazar lo infinito y lo imaginario á lo ñnito y 
real mediante el principio de continuidad y sus procedi­
mientos proyectivos de las figuras. 

Y tanto en los trabajos de Cauchy como en los de 
Poncelet hallamos el camino bifurcado que conduce á 
las amplias generalizaciones de la Matemática contem­
poránea, lo que va á ser objeto del actual trabajo. 

Pero si Cauchy con sus originales descubrimientos 
en todas las ramas de Análisis y Poncelet con el de la 
dualidad y la introducción de los elementos ideales y en 
el infinito señalan el nuevo rumbo de la Matemática, 
aún deben considerarse otros importantes avances obte­
nidos por Gauss; Abel, Galois y Lobatschewsky, cuyos 
efectos se notan hoy en el conjunto de ramas que se 
unen en el núcleo común y que hacen de dicha ciencia 
un organismo admirable por la rigidez de su construc­
ción y por la armónica disposición de los conceptos den­
tro de la unidad que le da la teoría del orden y de la 
combinación que forma los cimientos de todo el edificio. 

Diremos, pues, que sin atribuir á Gauss la primacía-
de sus investigaciones sobre la Geometría no-Euclídea, 
que cedió á su discípulo Bolyai y á Lobatschewsky^ sus 
Disquisitiones ArWimeticoR y sus resultados acerca de 
las ecuaciones que conducen á la división d é l a circun­
ferencia en partes iguales, son trabajos fundamentales 
de otros que hemos de considerar más adelante; que lo 
mismo diremos de las conclusiones obtenidas por Abel y 
Galois en la teoría algebráica de las ecuaciones, sobre 
todo respecto á la noción de grupo del último, que en 
nuestros días ha alcanzado tan extraordinario vuelo con 
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los trabajos del eminente profesor noruego Sofhus Líe, 
y que así como de la solución negativa de Abel al pro­
blema de las ecuaciones brotó la moderna teoría de las 
ecuaciones y el nuevo método expositivo del Algebra, 
cuyo modelo más acabado es la escrita recientemente 
por el profesor de la Universidad de Leipzig, Herr We-
ber; de las infructuosas tentativas de Legendre para 
demostrar el axioma de las paralelas surgió la idea ori­
ginal debida á Lobatschewsky de atacar el problema en 
otra dirección que condujo á las nuevas hipótesis que 
pueden servir de base á la Geometría. 

Nos hallamos, pues, durante la mitad del siglo X I X 
con una teoría de los números que los agrupa en clases 
mediante las ecuaciones de congruencia, debida á Gauss 
y que se eleva á la noción de número complejo desen­
vuelta por el mismo; con las elegantes disquisiciones de 
Poinsot, que hacen depender la Aritmética y el Algebra 
del orden y la combinación; con un Algebra que; aban­
donando las lentas, trabajosas y poco fecundas lucubra­
ciones que en la. práct ica debían aplicarse para resolver 
las ecuaciones, se cierra con los teoremas de Sturm y de 
Cauchy, para seguir un nuevo derrotero, sometida al 
fundamental concepto de grupo de sustituciones; con un 
Análisis que, abandonando el dominio puramente abs­
tracto, permite representar el modo de ser de las fun­
ciones, ya en un plano, conforme lo hicieron Cauchy, 
Puiseux y sus continuadores, ya en la superficie ideada 
por Riemann, y que, fijándose en los diversos aspectos 
de la discontinuidad, llega al superior concepto de la 
función analítica, así como también á aumentar el nú­
mero de las funciones con la nueva transcendente que 
ha dado origen á la vastísima rama de las funciones 
elípticas; con una Geometría que, salvando los estre-
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chos límites de los elementos euclídeos, llega al fecundo 
concepto de la relación proyectiva, que conduce á innu­
merables procedimientos generadores de figuras y que 
borra la excepción ocasionada por el paralelismo me­
diante el empleo de los elementos impropios, y última­
mente, que adquiere un carácter crítico al formularse 
por Lobatschewsky y por Riemann las nuevas hipótesis 
acerca de sus fundamentos. 

Esto es cuanto en síntesis nos ofrece la ciencia mate­
mática durante la primera mitad del siglo X I X . Un vas­
tísimo material para constituirse sobre más amplios ba-
samentos; una variedad de direcciones que parece difi­
culta la reunión bajo una unidad orgánica; una suma 
cuyos esquemas son unos cuantos nombres: Gauss, Cau-
chy, Abel, Galois, Riemann, Poncelet, Staudt y Lobats­
chewsky. 

Pero como si la actual centuria quisiera repartirse 
por igual la gloria de legar á los siglos venideros la 
grandiosa edificación de la ciencia matemát ica ; allí 
mismo donde cesa la acción eficacísima de tantos genios 
fecundos, comienza una nueva evolución. 

La geometría cartesiana había sometido la Geometría 
al yugo avasallador del Análisis que ocultaba al sér 
geométrico bajo el ámplio ropaje de sus símbolos y de 
sus algoritmos; y sometida la ciencia de la extensión á 
un procedimiento uniforme, si bien infecundo, quedaba 
estacionada, mientras que el Análisis se dilataba sobre 
la base de la representación geométrica. Pero desde el 
momento en que el ilustre Cayley desarrolla el nuevo 
algoritmo del Algebra de las formas sobre la idea de 
invariación, que ya había sido objeto de las investiga­
ciones de Lagrange (Bet~lin. Mem. 1770), de Gauss 
{Disquis. Ar i thm. sectio 5) y de Boole {Cambr. Math. J., 
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1841), si bien estudiada por éstos en la discriminante, la 
Geometría analítica deja de ser un mero tratado de sis­
temas de coordenadas aplicados al estudio de las pro­
piedades de las figuras, adquiriendo los elementos de la 
extensión su autonomía frente á su representación algo­
rítmica, no sólo porque las transformaciones lineales 
corresponden á cambios de sistemas de coordenadas y 
permiten expresar las relaciones proyectivas, sino por­
que además, á las antiguas coordenadas se agregan las 
tangenciales y homogéneas, que permiten llevar la dua­
lidad á esta aplicación del Análisis y también hacer una 
traducción geométrica del Algebra de las formas. Y en 
la Algoritmia como en la G-eometría se notan incesantes 
progresos que hacen adquirir á la Ciencia un aspecto 
sistemático. El grupo, la clase, la familia, etc., ya en 
las funciones, ya en las formas geométricas; las genera­
ciones y los nuíltiples modos de transformarse unas en 
otras, y sobre tan inmenso material, sobre un objeto de 
variedad inagotable, el espíritu crítico se cierne como 
aspirando á dar el último perfeccionamiento y la unidad 
más acabada al organismo. 

Esta nueva aspiración radica en los trabajos lógico-
matemáticos de Boole y Jevons y especialmente del pro­
fesor Schroeder, cuya notabilísima Algebra de la Lógica 
acaba de publicarse, y en la generalización del cálcu­
lo, debida á Grasmann, é incluida en esta nueva rama, 
que á símbolos generales de operaciones comprensivos 
de los de operaciones ordinarias, hace corresponder en 
sus enlaces, no cantidades^ sino objetos considerados de 
un modo abstracto, hasta el punto de que en uno y 
otro desenvolvimiento predomina la relación formal so­
bre el resultado práctico; y de este modo se llega á la 
etapa superior del proceso científico, buscándose la su-
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bordinación de las leyes del espacio y del tiempo á otras 
leyes más generales y abstractas, á las leyes de la dia­
léctica, al modo de proceder ele nuestra razón expresa­
do en la teoría combinatoria, la superior á las demás por 
su simplicidad y porque, hallándose en la cumbre, irra­
dia hacia las ramificaciones inferiores y más concretas, 
que estriban en las diversas formas de la realidad: espa­
cio, tiempo, fuerza y materia. 

Este carácter eminentemente abstracto que hemos 
señalado en el Análisis y que también se nota en las úl­
timas generalizaciones dé la Geometría, al elevarse sobre 
la ordinaria, ó de tres dimensiones, y de las cuales nos 
ocuparemos más adelante, sonde suma importancia pa­
ra la constitución orgánica de la ciencia matemática, hoy 
dirigida por un espíritu de crítica que facilita su unifi­
cación y permite á la inteligencia abarcar el inmenso 
número de sus verdades, agrupadas por lazos lógicos 
que limitan las dificultades y aminoran los puntos de 
vista fundamentales. 

En suma: la introducción de los conceptos puramen­
te abstractos, es decir, existentes tan sólo como realida­
des lógicas ó relaciones intelectuales, amplifica el conte­
nido de la Ciencia, enlazando lo que antes existiera dis­
perso y sin conexiones mutuas, y unifica las leyes den­
tro de puntos de vista generales, descartando las excep­
ciones que las restringen y da facilidades al lenguaje 
para expresarlas con gran sencillez. 

Así es como se nota que los elementos imaginarios 
del Análisis y de la Geometría y los elementos impro­
pios de ésta permiten establecer los teoremas con una 
generalidad absoluta; y aun cuando dichos elementos 
no tengan representación sensible, ni intuición corres­
pondiente, siguen en todas las transformaciones tenien-
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do igual existencia lógica que los elementos reales. Así 
es como, en el Algebra d é l a Lógica, las operaciones, 
prescindiendo del objeto, tienen las propiedades que les 
señala nuestra razón ó las leyes combinatorias de nues­
tra inteligencia, siempre que éstas tiendan á formar un 
organismo abstracto conforme con la realidad é incluir el 
organismo correspondiente á la realidad en este sistema 
más amplio; y asi el Algebra de un número cualquiera 
de unidades complejas se extiende sobre las geometrías 
de los segmentos y vectores de Grassmann y de Hamíl-
ton; y por último, sobre la geometría de tres dimensio­
nes se ha constituido la de cuatro, y en general de un 
número cualquiera de dimensiones, de modo que, lejos 
de. ser un desenvolvimiento antagónico de la geometría 
ordinaria, especialmente en lo que concierne á las posi­
bilidades que-motiva el prescindir del axioma X I , sea 
su natural generalización, dentro de la que ésta se halla 
incluida en aquélla, como la especie en su género. 
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Los diferentes métodos de análisis vectorial. 

Como todas las ramas de la Matemática, e! Algebra, 
por efecto de su perfeccionamiento sucesivo, ha experi­
mentado una tan radical transformación durante los 
tiempos modernos, que ya se hace en extremo difícil 
asimilarla á aquel modo de ser, propio de su modesto 
origen, que la reducía á un cálculo más general que el 
aritmético, á un nuevo método para resolver los proble­
mas numéricos, á un arte superior ó lenguaje abreviado 
útil para traducir, según reglas fijas, las relaciones en­
tre las magnitudes correspondientes á cada cuestión 
propuesta. 

Su marcha, aunque segura, porque siempre se basa­
ba en la consideración de objetos reales, generalmente 
representados por entidades geométricas, l íneas, super­
ficies ó volúmenes, era por demás lenta, permitiendo á 
lo sumo avanzar con alguna timidez y dentro de ciertas 
restricciones por un encadenamiento de relaciones in­
termedias desde una á otra de las relaciones extremas, 
siendo un remedo del análisis geométrico practicado 
desde la época de la geometría griega. 

Cuando el resultado del análisis no era un número 
positivo, el único admitido hasta la época de Descartes, 
la cuestión se desechaba desde luego, sin proceder á 
ulteriores investigaciones. Las denominaciones res y 
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census del Algebra de los árabes , las de: lado, cuadra­
do, cubo, cuadrado-cuadrado, cuadrado-cubo, etc., em­
pleadas en el Arte analitica y en la [Logística especiosa 
de Vieta, que indican las constantes referencias á las 
figuras geométricas, manifiestan el carácter concreto 
de este arte, destinado á elevarse más tarde á las supe­
riores regiones de lo abstracto. 

La generalización efectuada por Descartes al conce­
bir potencias superiores á las que expresan las dimen­
siones de los cuerpos, y dar origen á las cantidades ne-
gatiA^as, fijando su representación, obtuvo nueva ampli­
tud, según ya se manifestó en el artículo anterior, á 
contar desde la interpretación geométrica dada por Ar-
gand á la cantidades imaginarias; y sólo agregaremos 
á las interpretaciones citadas, la de M. Maximilien Ma­
rio, expuesta en su obra Théorie des fonctíons des va­
riables imaginaires, en la que el sér geométrico recibe 
una generalización análoga, si bien con mayor ampli­
tud, á la de las cónicas suplementarias de Poncelet, me­
diante la que una curva ó superficie se concibe como un 
lugar principal, acompañado de infinidad del lugares 
secundarios, con propiedades análogas y sustituibles en 
ciertos casos á aquél; y mencionaremos el nuevo con­
cepto de los lugares analíticos importado por Cauchy 
fCompt. rend. 1847) al establecer una correspondencia 
entre los valores de las funciones y los de sus varia­
bles, cuando el número de éstas excede á tres; debiendo 
advertirse que, no sólo siguieron los analistas un movi­
miento descendente desde la entidad imaginaria hasta 
su respresentaoión en las varias formas citadas, sino que 
al propio tiempo efectuaron una evolución ascendente 
desde las representaciones geométricas^ tales como son, 
por ejemplo, las unidades vectoriales perpendiculares 
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del sistema de Hamíton y los vectores de Grassmann, 
hasta los sistemas de álgebras definidos por cierto nú­
mero de unidades complejas, sometidas á relaciones 
fundamentales, lo que va á ser ahora nuestro preferente 
asunto. 

Para abarcar en su totalidad la evolución que con­
duce á estas nuevas teorías que expresan la transición 
del Algebra ordinaria cuyas unidades son 1 y V7— 1 á la 
de las cuatro unidades 1, i , j , k de los cuaternios y á las 
ei, del método Grassmann, habremos de citar el 
precedente que tuvieron estos últimos desarrollos en el 
Essai sur une maniere de réprésenter les quanti tés ima-
ginaires de Argand, cuya doctrina acabó de afianzarse 
con la Memoria sobre las cantidades geométricas de 
Cauchy, que dota á las funciones analí t icas de una re­
presentación gráfica en el plano mediante la afija, re­
presentación que llegó hasta la doble periodicidad de 
las funciones elípticas; y también [consignaremos cómo 
el cálculo de las equipolencias realizó el ideal presentido 
por Leibnitz de un algoritmo que comprendiera á la vez 
la magnitud y la posición, casi al mismo tiempo qué 
Moebius establecía el cálculo de puntos, considerados 
como cantidades mediante la adjunción de un coeficien­
te ó peso. 

Grassmann, en su primera edición del Ausdehnungs-
lehre, comenzó por desarrollar un cálculo puramente 
abstracto engendrado por la inteligencia al aplicarse á 
un objeto general, ya que, como manifiesta, la Matemá­
tica pura es una ciencia formal (Formenlehre), es decir, 
una serie de verdades aplicables de igual modo á todas 
las ramas de la Matemática, empleando con este propó­
sito símbolos generales de relación, ó enlaces entre va­
rios términos, sometidos, según los casos, á las leyes 
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asociativa, distributiva, etc., por las que se definen de 
un modo general las operaciones, lo cual fué amplia­
mente desarrollado por la escuela lógico-matemática de 
Boole y Jevons. 

Descendiendo Grasmann desde el dominio abstracto 
al de la Geometría, que se propuso desarrollar sobre 
nuevos fundamentos, estableció desde luego el concepto 
de las cantidades extensas, partiendo del elemento sin 
contenido, común á la ciencia de¿la extensión y á la Com­
binatoria; si bien en ésta los enlaces son discretos, mien­
tras en aquélla la generación es continua, de modo que 
la figura de primer grado es un conjunto de elementos 
obtenidos por una variación continua del elemento ge­
nerador, desde el elemento origen hasta el elemento 
final. La figura más simple de primer grado es el seg­
mento, obtenido persistiendo en la variación originaria; 
y el sistema de primer grado forma el conjunto de todos 
los segmentos posibles así obtenidos ó por la generación 
opuesta. La doble generación en dos direcciones, como 
la de tres direcciones distintas, es decir, mediante dos ó 
tres segmentos heterogéneos (no situados en la misma 
recta ni paralelos) conducen á los sistemas de segundo y 
tercer grado. £11 punto geométrico es el elemento geomé­
trico sin extensión; pero la superposición de 2, 3,... n 
puntos le permite ser considerado como una cantidad-
punto, cuyo coeficiente es su peso, constituyendo todos 
los puntos derivados del mismo punto su dominio; de 
manera que para dos puntos A y B del dominio del pun­
to E, se tiene 

A = aE, B = &E, A á z B — a E t h b E = fa áz b) E; 

y en el caso de ser puntos diferentes, siendo A — A + B 
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— B, ó A + (B — A) = B; el hecho de trasladarse el 
punto A al B según el segmento AB == a, expresado por 
la igualdad A + a = B, se enuncia diciendo que: la su­
ma de un punto y un segmento es equivalente a l extre­
mo de éste, cuando su origen coincide con dicho punto, 
ó más generalmente se concluye que: la suma de una 
magnitud elemental que tiene cierto peso y de un seg­
mento, es una cantidad elemental de peso igual al de la 
primera, separada del primer elemento por el segmento 
agregado. 

Y este concepto de la separación (Abweichung) con­
duce á los conceptos de centro de gravedad y de mo­
mentos de fuerzas empleados en el Ausdehnungslehre, 
de que hacemos caso omiso, para tratar de lo más carac­
terístico en el sistema de Grassmann, á saber: de los pro­
ductos exterior é interior, correspondientes respectiva­
mente á las dos relaciones er er = o, er es = o, es decir, 
á que los factores hayan de ser exteriores ^heterogéneos 
ó de distinta dirección) ó interiores (situados en la mis­
ma recta) para que el producto tenga un valor efectivo. 

La multiplicación ó enlace de segundo grado, cuya 
propiedad esencial corresponde á la ley distributiva, se 
expresa por la fórmula 

(a ^ h ) ^ c = (a ^ c j ^ (b 1^ c) 

ó, más especialmente, por las fórmulas 

a ^ (h -\- c) — (a ^ t ) -\- (a --̂  c) 

(h c) ^ a =• h ^ a c a 

cuyas traducciones geométicas se dan en las proposicio­
nes siguientes: E l área que, en el plano, describe una l i * 
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nea quebrada, es igual á la descrita por la recta que une 
sus dos extremos; el á rea total descrita en un plano por 
los lados de una figura cerrada es siempre nula. 

Si cada punto de un segmento describe um nuevo seg­
mento heterogéneo (ungleiohartig) se engendra el para-
lelogramo, como mediante una tercera generación, se­
gún otro segmento heterogéneo con los dos primeros, ob­
tenida por cada punto del paralelogramo, se llega al pa­
ralelepípedo, paralelogramoy paralelepípedo, cuya área 
ó volumen es lo que llama Grassmann producto exterior 
de dos ó tres segmentos, cuya propiedad característ ica 
es, conforme se dijo, la de anularse cuando dos de sus 
factores son homogéneos ó dependientes entre sí, de ma­
nera que entonces, en general, el producto de n factores 
pertenece á un grado inferior al grado n ; j & i b j b l son 
homogéneos, resulta que 

fa -f- & J & = ab 

Y esta propiedad puede deducirse de la expresada 
por la fórmula 

ab = — ba 

á que se llega directamente observando que el paralelo-
gramo ab engendrado por los elementos del segmento a 
mediante una traslación, según la dirección del b, se 
forma en distinto sentido que el ba mediante los ele­
mentos del segmento b trasladados según la dirección 
del a; y dicha deducción se obtiene observando que, de 

fa ^ b) — — ( h ^ a), 
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resulta 

(a ^ bJ + fb a) = o, 

y para el caso de ser 

6 — mo, 2 (a ^ ma) — o, a ^ ma — o ó a a = o. 

Como una aplicación geomética, observaremos que 
siendo 

se tiene que 

a — ai-{~ mb 

f a l - \ - mb) ^ b = a{'-~-b~\- mb ^ b 

y a — b = a, b 

cuya traducción verbal es: Dos paralelogramos com­
prendidos entre dos pa rá l e l a s cuyos lados sobre éstas 
son iguales, tienen sus áreas iguales. 

Si a = «t Sj -f- OL.Í e2, 

son dos segmentos expresados en función lineal de dos 
segmentos fundamentales, el producto exterior será: 

a¡3 = {ai &2 — a2 Sj) £2 

y en caso de tres segmentos referidos á otros tres fun­
damentales, no situado dos á dos en un plano, 

ai bl c, 
ai &2 c2 
«- &. c. 
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Si se trata de dos puntos A y B, se tiene que 

AB — AA = A (B — A), AB = A (B — A) 

de modo que: él producto exterior de dos puntos es igual 
a l producto exterior de su primer factor por el segmen­
to que lo une al segundo. Y para tres puntos indepen­
dientes 

ABC = (AB) C = [A (B — A)] C == A [(B - A) C] = 

A (BC - A C ) = A [B (C — B) — A (C — A)] 

= AB (C — B) = A (B — A) (C — B). 

Para cuatro puntos independientes se obtiene aná­
logamente 

ABOD=A ( B - A ) ( C - A ) ( D - A ) = A (B-A) (C-B) (D-C) 

de modo que: el producto exterior de tres puntos es igual 
al producto del pr imer factor por el á rea del para le ló-
gramo que determinan los otros puntos con el primero, 
y el producto exterior de cuatro puntos es igual a l del 
primer punto por el volumen del para le lepípedo, for­
mado sobre los tres segmentos que aquél determina con 
los otros tres, siendo en uno y otro caso, cuando se ex­
presan los segmentos linealmente mediante tres ó cuatro 
puntos fundamentales, el producto del t r iángulo ó te­
traedro fundamental por las determinantes de los co-
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eficientes de las expresiones lineales 

ABC -
al bi ci 
«o 2̂ C2 
a. 5. c. 

(E, E, E3) = A (Ej E2 E.) 

y ABCD = A (E, Ea E3 E4). 

Además de la aplicación geométrica de la multipli­
cación exterior ¿1 los casos de dos, tres y cuatro puntos, 
de dos y tres segmentos, comprendidos en la multiplica­
ción progresiva, llega Grassmann á considerar el caso 
del producto regresivo (eingewandte) al observar que 
cuando dos sistemas dependen entre sí , existen cantida­
des comunes á ambos, originándose de aquí variedad 
en los grados de dependencia, de modo que dos siste­
mas se hal larán en el m simo grado de dependencia, 
cuando tengan un sistema común de grado debién­
dose tener en cuenta, además de este sistema común, el 
sistema mínimo que los comprende (zunachstumfassen-
de), cuyo grado designaremos con la letra n , de manera 
que si a y & son los grados de los sistemas dados, se 
tendrá que 

a + & = m + 7i. 

Si, pues, recordamos que el punto, la recta, el plano 
y el espacio son respectivamente los sistemas elementa­
les de Io, 2o, 3o y 4o grado, observaremos que siendo, 
por ejemplo, el plano el sistema inmediato superior á 
los de dos rectas, el sistema común será del grado 
2-1-2 — 3, lo que se traduce diciendo que: dos rectas 
situadas en un plano, sin coincidir? se cortan en un pun-
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to. Y sólo añadiremos á estas ligeras indicaciones qne 
las fórmulas 

AB. AC = (ABC). A 2 + 2 ^ 3 + 1 

ABC. ABD - (ABCD). AB 3 + 3 ^ 4 + 2 

AB. ACD = (ABCD). A 2 + 3 = 4 + 1 

expresan bien claramente la reducción de los sistemas 
de dos rectas, dos planos, una recta y un plano al siste­
ma mínimo que los contiene juntamente con el máximo 
contenido, siendo en la primera fórmula A la intersec­
ción de las dos rectas, en la tercera la de la recta AB y 
el plano ACD y en la segunda AB la intersección de los 
dos planos considerados. 

Hemos manifestado ya que las relaciones eY e? == o 
y er es = o corresponden respectivamente á las multi­
plicaciones exterior é interior. Para dar una idea su­
cinta de ésta, observaremos que la unidad de un sis­
tema de grados cuyos elementos son sj, s2, ... sn, se de­
fine por la ecuación 

£2... sn = 1, 

y que (er , i • • • en) será el complemento del producto 
exterior ( s! e 2 . er lo que se expresa mediante una 
raya vertical, así 

| (Sj cs ... sr ) = (er + j •.• ) 

empleándose además el trazo vertical como signo de la 
multiplicación interior que se define, para dos cantida­
des, diciendo, ĉ ue es el producto exterior de la una por 
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el complemento de la otra. Las relaciones que definen 
este producto son 

er i er = dr 1 , er I = o. 

En las aplicaciones geométricas, si se trata del plano 
ó sistema de segundo grado, se tomará como unidad el 
cuadrado del que sean dos lados adyacentes las dos uni­
dades e,, e2 de modo que s, s2 = 1 y s2 &! = — s1 e2 = — 1 

Como se ve, el complemento de £, es £3, y el de £2 
e s — l o cual se escribe así: I £1 = s2, I £2 = — ^ 
y sucesivamente 

I ( I s,) = h . , I ( h 2 ) = - ! (si) ó || £ . - - £ , , II = - e2 
I ( II ^ - - 1 B,, | (|| ^ ) = - ! S2 ó |]| B1 = - £,, [I! £2 = £, 

pudiéndose notar que el signo del complemento equivale 

en el plano al i = V - 1, de modo que 

ó, en general, | n = i11, 111 e1 — ia 

En el sistema de tercer grado se tiene ^ e2 e3 = l ; 
dicho sistema consta de las tres unidades relativas 
Sj, e2, e., de las tres de segundo grado e, s2, £2 £3, £3 £t 
y de la superior st e2 E3, existiendo entre ellas las si­
guientes relaciones: 

1 £1 — E2 £ 3> 1 Sa = S3 £1' I £3 ^ £1 £-2 
l (£-2 £ó) ==£1 J (£3 £l) = £^ I £á) = S3 

£1 (£á = (£5 0 = l / e 5 (£1 £2) = 1 
E, j ei = 1, £, I £2 = 1, £3 [ £3 == 1 

(e. £2)2 = (£2 £3)2 = (£5 ^ = 1 
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Si aplicamos las reglas expuestas al producto inte­
rior de dos segmentos a = Sj H- ¡3 = &l s, + &2£3, 
obtendremos 

a I P — (ai Si H" «2 Sa) (&i s»—&o s j == H- a2 ô? 

y el mismo resultado se obtendrá para ¡3| a; y si |3 = ma, 

a [ p = m1* \(x = m (al e^a.-. e2) («j £2—<x2 = m (a12-f-a22). 

es decir, que el producto tiene un valor efectivo, cuando 
los factores son homogéneos, mientras que si [3 — m | a, se 
obtendrá 

a | ^ — a | (m [ a) — a ( T O 15a) = a (—ma) =m%'x = 0. 

Sólo añadiremos, para terminar, que los productos 
exterior é interior de dos segmentos se expresan respec­
tivamente por 

a ¡3 = (X& sen C, « (¡3 — a& eos C, 

representando C el ángulo de los segmentos. 
Otro de los cálculos vectoriales de mayor importan­

cia es el que constituye la teoría de los cuaternios de 
Hamílton y que da origen á una nueva multiplicación, 
no conmutativa, considerada por Grassmann como una 
multiplicación media ó resultante de la suma de un pro­
ducto exterior con otro interior, que puede expresarse 
bajo la forma 

= X [a ¡ h] -\- ab 

es decir, una parte algebraica y otra geométrica, corres­
pondientes á la parte escalar y vectorial del cuaternio, 
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Sólo diremos del sistema de Hamílton que constituye 
una cuádruple álgebra cuyas unidades son 1, i , j , k, l i ­
gadas por las relaciones fundamentales 

¿2 = f = fc2 = — 1 

i j = k = — j i , jk = i = —kj , ki = j = —ik, ijk = — 1. 

Es, pues, un Algebra cíclica, y el cuaternio tiene la 
expresión lineal q~-tv'-h xi 4- yj + zk de dichas cua­
tro unidades. 
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E l Algebra simbólica 

Los trabajos realizados por G-rassman y Hamílton, 
aunque de carácter geométrico, no sólo constituyen una 
extensión del Algebra, sino que además sirven de base 
para nuevas generalizaciones en el dominio abstracto. 

Desde luego, dentro del terreno de la Geometría, aún 
hay que mencionar la extensión del concepto de cua-
ternio, al caso de los coeficientes complejos, ó sea los 
bicuaternios que Clifford define por la expresión de ocho 
términos 

â yS = a -f- í&rs ir is - f c i0 ^ ¿2 is {r,s diferentes) 

al observar que el producto de cuatro puntos a, p, y, S, 
consta de tres especies de términos: de 4.° orden, en los 
que ¿0 i i i2 L se halla multiplicado por la determinante de 
las coordenadas de los cuatro puntos; de 2.° grado, resul­
tantes de productos de la forma i02 i l % y de orden cero, 
resultantes de productos de la forma ¿ * t" 2 i,2. 

0 0 1; 
Otra forma de cálculo que aparece en esta época es 

la denominada claves algebráicas por Cauchy, que ya 
en su Cours d'Analyse había considerado á las cantida­
des imaginarias como fórmulas simbólicas de las cuales 
podían deducirse resultados exactos, modificando según 
reglas fijas los símbolos en ellas contenidos. 
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Las claves algebráioas son variables que forman 
productos simbólicos, especies de moldes en los cuales 
las cantidades arbitrarias llegan á ocupar los lugares al 
principio ocupados por aquellos productos de dichas cla­
ves, conduciendo rápidamente al resultado que se bus­
ca, cálculo parecido al de las determinantes. 

' Aparte del simbolismo algebráico expresado por los 
diversos métodos cuyo origen se halla en las Memorias 
Exposition of a general theory of linear transforma-
tions (Camb. Math. Jour. 1843) y On a General Method 
in Analysis, de Boole (Phil. Trans. 1844), y cuyos ulte­
riores desarrollos se deben á Cayley, Sylvester, Aron-
hold Brioschi y otros, bajo la denominación general de 
Algebra de las formas, citaremos las Memorias de 
Mr. W. H . L . Rusell y de W. Spottiswoode, publicadas 
en Philosophical Transactions por los años 1860 y 62 con 
el epío-rafe On the Calculus of Symhols, que trata de la 
multiplicación y división de símbolos no conmutativos, 
y la del Evo. M. O'Brien On Symbolic Forms denved 
from the conception of a Directed Magnitude (Phil. 
Trans. 1851), en la que trata principalmente de la for­
ma simbólica distributiva, aplicándola á numerosas 
cuestiones de la Geometría y la Mecánica, introducien­
do de paso símbolos análogos á los k, de Hamilton, 
perfeccionando el sistema de signos y dando más des­
arrollo á la doctrina, naciente. 

Otras investigaciones que deben ocupar un lugar en 
esta reseña histórica del Algebra simbólica son los tra­
bajos de Morgan sobre el Algebra de varias unidades 
(Carabr. Trans. vol. 8) y los de Mr. Benjamín Peirce, 
que limitó el sistema de la multiplicación á funciones 
lineales, escribiendo su Linear Associative Algebra 
(1882), en la (^ue, después de explanar el lenguaje del 
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Algebra en su alfabeto, su vocabulario y su gramática, 
adopta la terminología de Cayley, facient, faciend y 
factum en la multiplicación. Así, un nüfactor es un fac­
tor que anula á un producto, es nilfacient ó nilfaciend, 
según que actúe como multiplicador ó como multipli­
cando; análogamente un idemfactor será idemfacient ó 
idemfaciend, según que actúe como multiplicador ó 
como multiplicando; la potencia de una expresión que 
se anula es nüpotent , como en A" = 0 , idempotent 
cuando no altera, como en A" = A. 

Esta nomenclatura sirve á Mr. Peirce de base para 
la clasificación de las Algebras que se estudian en la 
Linear Associative Algebra, desde el Algebra simple 
hasta la séxtupla, comenzando por establecer en la pr i ­
mera los dos sistemas posibles i1 = i j i * 0 , que deno­
mina idempotent y nüpotent , distinguiendo tres siste­
mas en la doble, cinco en la triple, dieciocho en la cuá-
drupla, dieciséis en la quíntupla y estudiando sólo par­
cialmente la séxtupla. 

Con objeto de pasar ya á la última generalización 
que expresa el Algebra de w unidades complejas,[debida 
á los célebres matemáticos Weierstrass y Dedekind, con­
cluiremos esta reseña de trabajos que nos lleva progre­
sivamente desde el cálculo geométrico hasta el cálculo 
abstracto, citando al ilustre Cayley, que varias veces 
se ocupa de estos estudios y emplea en el tomo I do sus 
Mathematical Papers un sistema basado en siete imagi­
narias ¿j, ¿2, ... ?:7, cuyas condiciones de combinación se 
contienen en los esquemas 123, 246, 374, 145, 275, 365, 
167, de modo que, por ejemplo, para el primero se tiene 
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y sólo diremos acerca de la clasiñcación que Cliffórd 
hace, en su obra Mathematical Papers, de las álgebras 
geométricas, que distribuye á éstas en tres clases, á 
saber: 

1. a n = Q (mod 4 ) , w2 = 1, co¿ = — 
2. a t í = 1 (mod 4) , (,r,=—1 , m = — 
3. a n = 2 (mod 4 ) , w2 = — 1 , w¿ = — 

siendo w = ^ ¿2... in , y teniéndose presenté que 

win = (—l)11^, ... in , esto es, = ± m l , según que ^ 
es impar ó par. 

La mayor generalización á que han llegado estas in­
vestigaciones de que tratamos se hallan en dos Memo­
rias de los Sres. Weierstrass y Dedekind, tituladas Zi t r 
Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten comple-
xen Grossen (1884 y 1885), de las que haremos algunas 
indicaciones. 

La cuestión se reduce, como indica M. Berloty en su 
Memoria titulada Théorie des quanti tés á n uni tés p r i n ­
cipales;, á ver si puede establecerse un Algebra fundada 
en la consideración de n unidades principales ó simbo-
los abstractos que hagan las veces de claves, como en el 

Algebra ordinaria lo son las unidades 1 j V — 1. 
La Memoria del profesor Weierstrass se reduce á de­

finir los elementos a, h, c, ... de un conjunto C por las 
propiedades de que su suma, diferencia, producto y co­
ciente pertenezcan también al conjunto y que les sean 
aplicables las propiedades conmutativa, asociativa y 
distributiva. 

Dichos elementos son de la forma 

Uei + + ••• - M n en , representando los números 
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^ , ^2, ... las coordenadas , y los símbolos abstractos 
el e2, ... las unidades principales, que son arbitrarias y 
sólo sujetas á ciertas condiciones y las de no ser contra­
dictorias en sus definiciones. 

Las condiciones á que están sometidos estos símbolos 
se reducen á ser linealmente distintos, es decir, á que 
no exista entre ellos ninguna relación lineal, pues de lo 
contrario el conjunto dependería de menos unidades que 
n ; y como consecuencias inmediatas tenemos que: cuan­
do un elemento del conjunto C es nulo, deben serlo sus 
n coordenadas; la igualdad de dos cantidades ó elemen­
tos implica la de sus coordenadas, y si 

a i — ?ii ei + Cía 4- ••• £iu en 

a i — £21 ei + £22 e2 + • • • + 2̂11 en 

= Inl ^ -Mn2 e2 -f- ... + n̂n fin 

son los elementos, y la determinante de sus coeficientes 
no es nula, la expresión cíj-f X2 (V-H... (enla que X,, X2,... 
son números reales indeterminados que no son todos nu­
los), no puede ser nula; pues siendo ^ ^ _(_ X2 £t2 + . • . 
elemento del sistema, sólo podrá anularse cuando sean 
nulas las n coordenadas, lo que origina el sistema de 
ecuaciones lineales homogéneas 

\ C + \ ín + ... = 0, X 1 |21 +X2 ^ + ... = 0, ... 

que sólo admite las soluciones Xj = X2 = ... = = 0, lo 
que es contra la hipótesis. 

En cuanto á la suma y diferencia de unidades, ép y 
Cq que forman parte del conjunto, nada hay que obser-
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var; pero sí que al producto e9 eq debe exigirse que sea 
/expresable linealmente por las unidades. Así 

ep fiq = Sipa 4" Sapq e2 + • • • 4" £np(l (1) 

siendo Sjpq, e2Pa, ... números reales que definen el siste­
ma de unidades principales, arbitrario sólo entre cier­
tos límites que se determinan en el trabajo de que nos 
ocupamos. 

Las propiedades conmutativa y asociativa en la su­
ma y la diferencia de los números crpq se hacen mani­
fiestas desde luego. En cuanto á la multiplicación, de 
que ep eq = eq ev , resulta srpq, = £rqp, en vi r tud de la 
fórmula (1) que aplicada á la relación asociativa 

(ep eq ) er = (fip ) H (p, r = 1, 2,... n) 

conduce á 

( £ i p q e i + ^pq e2 + •••) er — (£iPr ^H-s^pr e2 + ...) eq 

ó bien á 

sipq (ei,ir V r • • O+^pq(£i2r • • )+• • • + £npq O^r 6 , + - • •) 

=e lPr (nq 6^. . . ) -he2pr (£12q + -• 04- • • • + siipi- ( £ i n q • •) 

cuyo (ipo general es 

£1pq Sklr '4- hpq £k2r + • • • — eiPr £ kiq 4" £2pr £ k^q 4" • • • 

fórmulas que pueden verificarse de infinidad de ma­
neras. 
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Las expresiones 

a + b = (a, + e. + («, + ¡3,) e2 + ... 

= — e, + (a, - p2) e2 + ... 

maniíiestan que la suma ó diferencia de dos elementos 

a = cciel + b = pi 6, + ... 

pertenecen al mismo conjunto, y que las propiedades 
conmutativa y asociativa se verifican. 

Eespecto al producto 

ab - a, p, e^ + a.p, e2 ei -|- ... 

se observa que sustituyendo por los productos e,5, e,,..., 
sus valores en funciones lineales de las unidades princi­
pales eí e2... según la fórmula (1), y haciendo lo mismo 
para &a, se establece, por comparación, la propiedad 
conmutativa y análogamente las expresadas por 

(ab) c — (ac) b, a (6 + c) = ab - f ac 

La división, en fin, merece un especial examen, por 
conducir á un nuevo concepto importado por el señor 
Weierstrass, á saber: los divisores de cero, de capital 
importancia en esta teoría. 

Definida la división por la fórmula b a, y exi­

giéndose que el cociente c ^ — - , tal que c& = — & = a 
o b 
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sea una cantidad de la misma forma que a y &, es decir, 
que pertenezca al conjunto C, la división se reduce á de­
terminar las coordenadas T2,... del elemento c por la 
condición cb — a 6 

(Y, e,-!-...) (P1<?1 + . . .) = a1é1 + ... • 

que, efectuando las multiplicaciones y sustituyendo los 
productos ev eq por sus expresiones en función de ^pq, 
originan un sistema de ecuaciones 

Yi (eiu + - . ) H - T 2 (e121 ?1-t - . . . ) = «J 
Yi (s211 ^ 4 - . . . ) + T2 (e221 + = a2 (2) . 

y si designamos por s la determinante de este sistema, 
se observará que no es idénticamente nula, si las coorde­
nadas de h no lo anulan; y se obtendrá para cualquier 
dividendo a un sistema único y determinado de coorde­
nadas t2,... ó existirá una infinidad de ellas, lo que 
dependerá de las a,, a2,... del dividendo. 

Si ahora suponemos ¿i = o, es decir, = a,, = ... = o, 
las ecuaciones en cuestión serán compatibles, y además 
del sistema de soluciones y, = y., = ... — o admit ir ía una 
infinidad, ya sea ó no & igual á cero. En el caso de no 
ser h igual á cero, se tendrá b c = o, sin ser nulo ninguno 
de los factor es,lo que no tiene lugar en el cálculo ordina­
rio, basado en las unidades principales 1 y V'—1), el di-
visor& de cero, se define como un elemento del conjun­
to C para el que la determinante e es nula. 

Considerando esta determinante, no ya respecto 
á y,, y2,..., sino respecto á ¡3^ P3,...,.se concluye que si b 
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es un divisor de cero, también c lo será, y de khc = ó 
ó fkhj c = o, siendo k una cantidad compleja, resulta 
que: el producto de un divisor de cero por una cantidad 
compleja es un divisor de cero. 

Expuestos los principios fundamentales del Algebra 
basada en n unidades principales, basta ya para com­
pletar estas nociones manifestar en qué difiere de la or­
dinaria. 

Desde luego, aplicando las fórmulas obtenidas al es­
tablecer las propiedades conmutativa y asociativa del 

producto ah al caso de ser n — 2, el = 1, ei, = \ / ' — i , que 
cero es el único factor de cero en el Algebra de dos un i ­
dades principales 1 y y/— 

Si a = a1 + a2 <32 + ... es un elemento del conjunto 
C que no es divisor de cero, y en el sistema de ecuacio­
nes (2) se sustituyen respectivamente ^ , ¡32,... por a,, a^..., 
se obtendrá un sistema único de valores de las coordena­
das y,, T») ••• de cierta cantidad compleja e0, definida 

por la expresión e„ = —— tal, que un elemento cual-
a 

quiera del conjunto C no va r í a cuando se le multiplica 
por e0; además, si en vez de a se considera la cantidad 

. a 
compleja a' (que no sea divisor de cero), y e = - ^ j - , se 

tendrá que e0 — e'0, de manera que e0 desempeña en el 
cálculo de las cantidades complejas las veces de la uni­
dad en'el ordinario. 

También si ár = ei + 2̂ e2 + ...es un elemento 
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del conjunto C y se obtienen sus potencias sucesivas 
hasta la ^sima ) reduciendo las expresiones á la forma l i ­
neal, se tendrá un sistema de n ecuaciones de las que 
se podrán obtener las e,, e2, ... en función de las poten­
cias de g, j expresarse cualquier elemento del conjunto 
en función lineal de e0, g, g'¿, ... ^n-1 que formarán un 
sistema de unidades principales sustituibles á las 
e, ea, ... «n , de modo que, recíprocamente, toda expre­
sión lineal y homogénea de e0, g, g*, ... pertenecerá al 
conjunto C, pudiéndose en definitiva expresar un ele­
mento cualquiera bajo la forma 

« — ao + ai á'i + • •• + a n - i 

ó sea á la forma canónica, habiéndose hecho gm = gm; 
y el verificarse que g^ = <7p > q permite, por ejemplo, 
expresar el producto de los elementos 

« = a0 5f0 + ai gí + ... y & = S'o + 9i + • • • 

bajo la forma c = To -1-T, ^ - f ... 

Sólo diremos para concluir, que el empleo de la fun­
ción adjunta A (|) == s + a1 ? + «o f + • •• de una canti­
dad cualquiera 

a - 'Ci .go H- aj ^ "+ . . . 

unida á ésta de tal modo, que la función A (£) pertenece 
d la cantidad & y la cantidad a pertenece á la función 
A (£), ó bien el empleo de la cantidad gn + e, ^n- i -F ••• 
y de (0 = + ei Q̂-I ó también de |m / y de 
á'm ^ n 4- e1 gm, n_i -f- ... facilitan el desarrollo de esta 
nueva teoría, de modo que resulte, no contradictoria con 
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el Algebra ordinaria, sino como una generalización de 
la misma, á cuyo fin dedica M. Berloty la segunda par­
te de su Memoria Théorie des quant i tés complexes á n 
uni tés principales, tratando de los polinomios ente­
ros, de las ecuaciones algebraicas, de las fracciones ra­
cionales, de las series y de la teoría de las funciones 
desde el elevado punto de vista que adoptaron los seño­
res Weierstrass y Dedekind; y sólo diremos de la doc­
trina de este último, conforme en las conclusiones con 
la del primero, que su procedimiento, esencialmente dis­
tinto, se funda en el empleo de ciertas cantidades, dis­
tintas de las reales é imaginarias del cálculo ordinario, 
ww^¿faíewíes(Melirwerthig), que hace depender de cier­
tas sustituciones. 

No trataremos en este trabajo del Algebra de la Ló­
gica, que constituye un cálculo eminentemente simbóli­
co, por depender la validez de los resultados de las le­
yes de combinación de sus símbolos; pues estos des­
arrollos, dependientes y en conexión con las leyes que 
rigen nuestro desenvolvimiento intelectual, tienen una 
extensión que rebasa á veces el límite de la ciencia 
matemática, y lleva á la región de la pura filosofía; y 
terminaremos este artículo, consignando que el sistema 
de símbolos del Algebra de la lógica son hoy asidua­
mente empleados, siguiendo la iniciativa del profesor 
de Tur ín Sr. Peano, no sólo en el Formulario de mate­
mát icas que se publica unido á la Revista de matemát i ­
cas, sino en otros trabajos que separadamente publican 
algunos otros matemáticos italianos, adaptando las teo­
r ías al nuevo simbolismo, con el que se trata de reem­
plazar al lenguaje ordinario. 



Las generalizaciones de la Geometría 

Vamos á tratar actualmente de las generalizaciones 
más importantes á que ha llegado la Geometría, merced 
á las cuales su organismo se ha extendido considerable­
mente y su carácter ha cambiado por la amplitud de 
los conceptos sobre los que hoy se sustenta y por el rí­
gido enlace de sus verdades, referidas á un fondo riquí­
simo en variedad de objetos y de relaciones. 

Dichas generalizaciones se refieren bien á la forma, 
bien al fondo ó materia. Las primeras se hallan consti­
tuidas por el imaginarismo y el concepto de hiper-espa-
cio, las segundas tienen por origen los axiomas sobre 
que descansa la Geometría. 

El imaginarismo y el hiper-espacio amplifican nues­
tros conceptos, dilatando á la vez la forma del organis­
mo geométrico que durante algunos siglos ha estado re­
ducido al solo campo de los objetos reales, ó mejor, de 
las relaciones susceptibles de una representación sensi­
ble, ó acompañadas constantemente por intuiciones co­
rrelativas. 

El imaginarismo, que apareció con prioridad en las 
relaciones algorítmicas, ulteriormente invadió la región 
de la Geometría, y esto desde luego por efecto del ca­
rácter mixto del método cartesiano que sujetó la exten­
sión al número. 
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Ya he manifestado en varias ocasiones que el imagi-
narismo tiene su origen en ciertas discrepancias del 
sujeto con el objeto, en ciertas disconformidades de­
bidas á la naturaleza intrínseca de cada uno de estos 
términos, que es necesario analizar para reducir los an­
tagonismos aparentes, desde un principio, á una armonía 
definitiva. 

Uno de estos antagonismos que conducían á proposi­
ciones, por el momento inadmisibles, y selladas en la 
época de constitución ele la ciencia con el estigma de lo 
imaginario, que equivalía á lo absurdo, tuvo por origen 
la unión de un sujeto con un predicado demasiado res­
tringido, que cuando lo era en cierto grado, conducía á 
lo negativo, á lo irracional, etc.; y estas disconformida­
des fueron sucesivamente allanadas en el proceso cien­
tífico por la extensión del dominio de las cantidades en­
teras, á los de las cantidades racionales, y , por último, 
al de las cantidades complejas. 

La imposibilidad de la sustracción se salvó con la 
adjunción de los números negativos, la de la división 
con la de las unidades fraccionarias, la de la inconmen­
surabilidad con la noción de límite, y la última genera­
lización en el dominio algorítmico se obtuvo con la in-
trodución del concepto de las cantidades llamadas en su 
origen imaginarias, y hoy -con más precisión llamadas 
cantidades complejas, cuya existencia está sometida al 
principio de permanencia de las leyes formales, es de­
cir, las leyes de la combinatoria, que son superiores á las 
leyes numéricas, como éstas lo son á las leyes geométri­
cas, lo que condujo al Algebra simbólica. 

En Geometría lo imaginario surgió también de im­
previsiones en los enunciados de cuestiones que resulta­
ban absurdas ó irresolubles desde el punto de vista 
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erróneo ó inadecuado, según el que se consideraran. Ya 
algunas de estas imprevisiones comenzaron á corregir­
se con la amplificación de los lugares geométricos que 
daban cabida á lo negativo con igual título que á lo po­
sitivo; y la cuestión se reducía simplemente á modificar 
los enunciados extendiéndolos en la medida del nuevo 
contenido que debieran abarcar. 

Ya, como expresa Poncelet en sus Applications 
d'Anahjseetde Oéoméirie,nosólo era procedente emplear 
símbolos de la existencia, sino que también precisaba 
admitir los de la no-existencia, que tiene su origen en 
diferentes causas; y era indispensable estudiar el obje­
to en las diversas fases de su existencia, examinar en 
las figuras los objetos que persisten durante ciertas 
transformaciones, y distinguirlos de los que en otras 
desaparecen eventualmente, 001110 hace Monge en el em­
pleo del método fundado, ya en el caso de ser- reales 
ciertas partes (puntos, planos, líneas ó superficies) de 
las cuales no depende necesariamente la construcción 
general de la figura, pero que son sus consecuencias 
contingentes ó accidentales, ya en el caso de haber pa-
dos á aser imaginarias, subsistiendo las condiciones ge­
nerales de construcción. 

La conservación de la igual potencia del eje radical 
respecto á dos círculos se observó que era independien­
te de la circunstancia accidental de cortarse ó no las cir­
cunferencias, la cual aún hizo persistir Poncelet con 
la adjunción de las cónicas suplementarias cuyas cuer­
das eran las ideales de las propuestas; y mediante este 
artificio ó amplificación lo imaginario permanecía en el 
campo de la realidad, siendo aquél meramente relativo 
y sustituible á lo real, por efecto de un simple cambio de 
figura, como en Análisis lo es por un cambio de signo en 
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el cuadrado de la cantidad correspondiente. Y lo mismo 
puede afirmarse respecto á la relación recíproca del po­
lo y la polar, independiente de que ésta sea cuerda real 
y determinable por las tangentes trazadas desde aquél 

- a la cónica ó no, permitiendo la aplicación del principio 
de la dualidad. 

Se vió que lo imaginario no era algo arbitrario ó su­
puesto por un vano capricho, sino efecto de relacio­
nes que no convenían á la esfera dentro de la cual se 
hallaban aplicadas, de modo que aun en la imposibili­
dad envuelta por el mismo, quedaba la huella de la cau­
sa que la produjera; y por consiguiente, su persistencia 
como lazo de relación de disconveniencia débiera con­
servarse en el sistema científico para que éste no perdie­
ra su unidad ni su amplitud. 

Y aún podemos añadi r que lo imaginario, constitu­
yendo una región más vasta que la de lo real, parcial­
mente se compenetraba con ésta, dejando entrever algu­
nos casos de conveniencia, tales como los que expresan 
los puntos imaginarios conjugados por los cuales siem­
pre pasa una recta real, la propiedad de pasar por un 
punto imaginario una sola recta real, ó por un punto 
real dos rectas imaginarias conjugadas ó de contener 
una recta imaginaria un solo punto real, la correspon­
dencia entre dos puntos imaginarios y sus elementos 
reales, á saber, el punto medio de aquéllos y el produc­
to de sus distancias á un origen común, cuya considera­
ción, unida á la de las series homográficas que carecen 
de puntos dobles, permitió á Chasles extender los enun­
ciados á lo imaginario, determinando los puntos de in­
tersección imaginarios con las cónicas, puntos ligados á 
dos puntos reales, desde los que se ven los segmentos 
de cada par de puntos conjugados, según un ángulo 
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constante, y que llevan á establecer la singular propie­
dad de los puntos cíclicos ó puntos imaginarios en el in­
finito, comunes á todas las circunferencias de un planoy 
las cuales, consideradas dos á dos, tienen además do& 
puntos comunes reales ó imaginarios á distancia finita 
correspondientes á la secante real ó ideal, según tan ele­
gantemente estableció Poncelet en su teoría ya citada 
de las cónicas suplementarias, donde vemos también 
que un sistema de hipérbolas homotéticas tiene dos pun­
tos comunes en el infinito situados sobre sus asíntotas-
paralelas, es decir, una secante común,, y que, corres­
pondiendo á un sistema de elipses homotéticas otro siste­
ma de hipérbolas suplementarias, también homotéticas 
con su secante común en el infinito, aquéllas tendrán á 
ésta misma como secante ideal, convirtiéndose la rela­
ción en un doble contacto, cuando además sean concén­
tricos dichos sistemas; y en el caso de ser círculos, ten­
drán las dos secantes ideales confundidas con la recta 
en el infinito. 

Para terminar esta enumeración de propiedades di­
vulgadas hasta en obras elementales, creemos que bas­
ta rá añadir la extensión que el concepto de los puntos 
cíclicos del plano recibe en el espacio mediante el del 
círculo imaginario en el infinito, y manifestar cómo el 
lenguaje se ha simplificado con el auxilio de las cantida­
des imaginarias, cuya consideración impide que las pro­
posiciones pierdan su generalidad. 

La introducción de las rectas isótropas comunica 
una sencillez considerable á la teoría de los focos y á 
sus vastas aplicaciones. Definidos éstos como intersec­
ciones de las tangentes á las cónicas paralelas á las di­
recciones isótropas, pueden enunciarse los siguientes 
teoremas: si dos cónicas tienen un mismo foco, tienen 
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dos tangentes imaginarias que pasan por el mismo; to­
das las cónicas confocales tienen cuatro tangentes ima­
ginarias comunes y pueden considerarse inscriptas en 
un cuadr i lá te ro ; las tangentes trazadas á una cónica 
por cada uno de los puntos cíclicos forman un cuadri­
látero cuyos dos vértices reales son los focos de aquélla, 
pudiendo considerarse los otros dos como focos imagina­
rios, extendiéndose esta propiedad de pasar por los fo­
cos las tangentes trazadas por los puntos cíclicos á una 
curva cualquiera; y como ejemplo de las facilidades que 
comunica al lenguaje esta amplificación de los concep­
tos, observaremos que la propiedad de hallarse en una 
razón constante la tangente trazada por un punto de una 
cónica á un círculo que tiene un doble contacto con ésta 
y la perpendicular trazada por aquél á la cuerda de con­
tacto , se reduce en el caso de sustituirse el círculo 
por un punto al enunciado siguiente: E l foco de una 
cónica puede considerarse como un circulo infinita­
mente pequeño tangente á la cónica en dos puntos 
imaginarios situados sobre la directriz, que asimila 
aquella propiedad á la fundamental del foco y la di­
rectriz. 

No continuaremos esta enumeración que podría ex­
tenderse indefinidamente, pues basta decir, en resumen, 
que sólo con el auxilio de este concepto del imaginaris-
mo puede hacerse una exposición sistemática de las 
curvas y superficies de órdenes superiores y presentar­
se bajo una r ígida y armónica unidad toda la ciencia 
geométrica. 

Lo real y lo imaginario se contienen en el dominio 
que abarca todas las relaciones, discrepando entre sí por 
tener ó no tener objeto correspondiente en la repre­
sentación sensible, pero asimilándose con igual vali-
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dez como'puras relaciones en el organismo ideal de la 
ciencia. 

Las propiedades de las figuras, análogamente á como 
se relacionan los seres de la Naturaleza por ese cambio 
mutuo llamado circulación de la materia y de las ener­
gías , se enlazan ó se disgregan, aparecen, ó desapare­
ciendo, ó se funden en nuevas relaciones; y si aquéllos 
á t ravés de los ciclos de sus transformaciones conservan 
su primera materia, éstas mantienen su esencia racional, 
ya conserven su objeto contingente, ya lo pierdan por 
una especie de disgregación transitoria cuyo esquema 
es la palabra imaginario, como las que designan lo in­
finito, infinitamente pequeño, lo incomensurable, el lí­
mite, etc., unen con lazos racionales lo que se escapa á 
nuestra intuición sensible, para proceder en el razona­
miento discursivo, propio de nuestra inteligencia finita, 
á la que no es dado abarcar la ciencia por intuiciones 
inmediatas, n i conocer las sustancias mas que bajo las 
apariencias de los accidentes, n i las causas más que por 
sus efectos. 

Y estas palabras que enriquecen el lenguaje mate­
mático sirven, como se ha dicho, para unificar el orga­
nismo científico, generalizando las leyes y suprimiendo 
las excepciones. 

La introducción de los elementos en el in&iito que 
realizó Poncelet mediante cambios de posición de los 
planos de proyección de las figuras, que Staudt empleó 
también bajo la denominación de elementos impropios, 
son modos de hablar que permiten enunciar las cuestio­
nes sin excepción alguna, pues si es cierto que no hay 
rectas n i planos en el infinito, el caso del paralelismo 
produce el mismo efecto que si existieran, y facilita una 
sustitución de enunciados análoga á la que ordinaria^ 
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mente se hace al emplear indistintamente y según con­
venga, ya un teorema, ya el recíproco de su contrario, 
que son equivalentes. 

El admitir, por ejemplo, los dos puntos imaginarios 
de la recta del infinito comunes á todas las cónicas de un 
plano, ó lo que llama Cayley, lo absoluto, permite referir 
las figuras transformadas á una base fija. Ei empleo de 
los puntos dobles imaginarios de dos series homográfi-
cas, establece enlaces proyectivos y facilita el sustituir 
demostraciones sencillas á otras que pudieran ser más 
directas, pero también más complicadas. 

Hermosas concepciones son éstas que dilatan los ho­
rizontes ideales, buscando á t ravés de enlaces continuos, 
puntos de referencia cada vez más apartados, pero no 
por esto menos fijos. 

Vemos en el orden material que unos sistemas se 
mueven dentro de otros más amplios, y que, tomados 
unos como bases, sirven para determinar los inferiores 
de un modo relativo; y continuando así en camino as­
cendente, se llega hasta los últimos confines del Univer­
so para nosotros señalados por los sistemas estelarlos 
que aún los últimos descubrimientos astronómicos nos 
demuestran hallarse en movimiento, y por consiguiente, 
ser todavía algo relativo. 

Pero.el sistema material, con toda su indefinida am­
plitud, más allá de lo que la experimentación nada nos 
dice, es un caso tan sólo de los sistemas que concibe 
nuestra inteligencia, verdadero foco que, á su vez, por 
un descenso gradual, desarrolla sistemas varios que 
constituyen las diversas ramas de la ciencia humana, 
desde la Metafísica que envuelve á todas con su aspira­
ción hacia las causas y los principios, hasta las aplica­
ciones, ya á las varias finalidades de la Humanidad, ya 
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al conocimiento del Universo; y como la Psicología es lá 
base de las primeras, la Matemática es la piedra de to­
que de las segundas, y la Dialéctica es el núcleo común 
desde el que nuestra razón desciende por ambos derro­
teros para constituirlas desramas de las ciencias an­
tropológicas y cósmicas; y en este segundo orden, al 
que únicamente debemos referirnos actualmente, halla­
mos la combinatoria como la representante del orden 
lógico ó dialéctico, que desciende en sus aplicaciones al 
estudio del número, primera concepción abstracta que 
produce nuestro entendimiento, y luego al espacio y al 
tiempo, produciendo la Geometría y á continuación la 
Mecánica; y descendiendo ulteriormente á la Física ma­
temática, aún aspira en los últimos tiempos á contrastar 
el purísimo concepto del número con el átoma, el ele­
mento de la Química y á unir el primer elemento de l a 
concepción matemática con el último elemento de la 
realidad material. 

Estas digresiones nos permiten considerar el sistema 
de la Ciencia frente á las bases fijas sobre que se susten­
ta, á saber: las leyes de nuestra razón y las leyes del 
Universo. Podrán variar los sistemas de aquélla; suce­
derá la teoría de las ondulaciones á la de la emisión; el 
sistema atómico relevará al de los equivalentes, y los 
sistemas metafísicos a l terarán nuestro modo de apre­
ciar el orden ontológico; pero siempre los hechos per­
manecerán invariables ante las mismas causas, y las 
consecuencias de nuestros razonamientos se regirán por 
algo permanente que fija nuestra esencia espiritual; 
siempre la experiencia realizada sobre lo externo ó 
nuestros actos internos rectificará en definitiva los sis­
temas más ó menos artificiales que han constituido las 
diversas transformaciones do la Ciencia y nos permite 
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observar en la Matemática un hecho que constituye uñ 
privilegio de la misma, á saber: que subsiste indepen­
dientemente de los sistemas filosóficos, y que siendo un 
desenvolvimiento intelectual, tiene su comprobante en 
los fenómenos del mundo físico y prevalece á t ravés de 
su indefinido desarrollo como lazo de relación. 

Esto es lo que nos ofrecen la doctrina del hiper-
espacio y las geometrías no-Euclídeas. 

E l hiper-espacio, como veremos más adelante, -es 
una amplificación racional del espacio ordinario que, 
manteniendo las leyes de éste, se desarrolla de modo 
que comunica nueva unidad á todo el edificio mate­
mático. 

Las geometrías no-euclídeas expresan esta fijeza de 
la Matemática ante la variedad de sistemas filosóficos, 
pues si por un lado la Geometría euclídea es un desar­
rollo puramente ideal que en los tiempos modernos tie­
ne como más afine el sistema Kantiano; en oposición, otra 
Geometría basada en la experiencia, en la considera­
ción del espacio, no como forma de nuestras intuiciones 
sensibles, sino como objeto externo, independiente de 
nosotros, da origen á otro desarrollo eminentemente ló­
gico y compatible con el primer sistema, de lo que nos 
vamos á ocupar en los siguientes artículos. 
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Los grupos de sustituciones en la Geometría. 

La combinatoria, además de un primer desarrollo 
hoy constitutivo del Álgebra de la Lógica y que rige 
también al cálculo llamado en su mayor abstracción 
simbólico, tiene otro desarrollo inmediato en la teoría 
de las sustituciones cuyo concepto fundamental es el de 
grupo, que se aplica desde luego á las funciones median­
te su representación analít ica, pasando el grupo de una 
función á tener capital importancia en la teoría general 
de las ecuaciones y no menor en las aplicaciones á la 
Geometría, como vamos á ver en este artículo. 

Un conjunto de. sustituciones forma un grupo cuando 
sus inversas, sus potencias y sus productos pertenecen 
á dicho conjunto; ó también podemos decir que varios 
objetos en número limitado ó ilimitado constituyen un 
grupo, cuando de dos cualesquiera de ellos puede dedu­
cirse de una manera bien determinada un tercer objeto 
del mismo conjunto, siendo su composición asociativa y 
de modo que un mismo objeto asociado á objetos dife­
rentes conduzca mediante esta composición á objetos di­
ferentes. Así vemos que todos los números enteros posi­
tivos, juntamente con el cero, constituyen un grupo i l i ­
mitado ó infinito, cuando se considera su composición por 
adición; y si se suprime el cero, los números 1, 2, 3,... 
formarán un grupo infinito cuyo modo de combinar los 
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objetos sea la multiplicación. El conjunto de los símbo­
los &a;m + C) en el cual & y c S0Ü números eilteros cua. 

lesquiera y m un número entero positivo, constituye un 
grupo infinito de elementos desde el doble punto de vista 
de la composición aditiva ó por multiplicación. 

Obtenida la representación analí t ica de las sustitu­
ciones, se llegó al concepto de grupo de una función 
que posee la propiedad de dejarla invariable por cual­
quiera de las sustituciones de aquél aplicadas á las va­
riables de ésta. Y Lag-range estableció la propiedad ca­
racteríst ica del grupo de una ecuación, á saber: que si 
una función es numér icamente invariable por las sus­
tituciones de un grupo, cualquiera otra función numé­
ricamente invariable por las sustituciones del mismo 
grupo ó de otro que lo contiene se expresa racionalmen­
te por medio de la primera, propiedad por la cual obtu­
vo dicho matemático el valor de una función de las raí­
ces de una ecuación dada, en el caso de conocerse otra 
función cualquiera de éstas que condujo al fundamental 
teorema de Galois: ^ f ( x ) = o es una ecuación cual­
quiera de grado n que no tiene raices iguales, y si 

V = 

es una función racional de las óbices x0, x , , ... xu_ i de 
aquélla, elegida de ta l modo que los 1 . 2 . 3 ! . . . n valores 
que adquiere por las sustituciones de sus raices sean 
todos diferentes, p o d r á n expresarse estas n raices 
x0, X j , .... X n - i en función racional de V; y con el fin 
de no prolongar estas indicaciones harto conocidas res­
pecto á l a teoría edificada por Lagrange, Abel y Galois 
sobre las ecuaciones, sólo recordaremos que, estableci­
das por Abel las condiciones de resolubilidad, Galois 
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llegó á emplear su método de la adjunción sucesiva de 
raíces de ciertas ecuaciones que, reduciendo el grupo 
de la ecuación propuesta, conduce á su resolución por 
medio de radicales. 

Nuestro propósito al enumerar estos trabajos reuni­
dos en la obra magistral de M. Camille Jo rdán , Trai té 
des substitutions et des équations algéhriques, y de los 
que lian hecho recientemente elegantes resúmenes los 
Sres. Borel y Drach en su Introduction á Vétude de la 
théorie des nombres et de V Algebre supérieure, y el se­
ñor Vogt en su obra Legons sur la résolution algébri-
que des équations, no es otro que el señalarlos como pre­
cedentes de las importantes investigaciones del sabio 
matemático noruego Herr Sophus Lie, Profesor de la 
Universidad de Leipzig, á las que deben unirse las del 
eminente geómetra F. Klein; pues han contribuido de 
una manera notoria á afianzar las recientes teorías geo­
métricas, de las que vamos á ocuparnos, dedicando el 
comienzo de nuestro trabajo, para seguir el orden cro­
nológico, á las curiosas investigaciones del ilustre Cay-
ley, publicadas en su A sixfh Memoir upon Quantics, 
cuyo principal objeto fué el establecer la noción de dis­
tancia. 

Dedicadas las cinco primeras memorias f Upan Quan­
tics) á desarrollar la nueva teoría hoy conocida con la 
denominación de Algebra de las formas, la sexta con­
cierne á las aplicaciones geométricas, y principalmente 
á las geometrías de una y de dos dimensiones, que co­
rresponden á las teorías analít icas de las formas bina­
rias y ternarias. 

En la geometría de una dimensión, la recta es el lu­
gar (locus i n quo) de las coordenadas (x, y). Una ecua-

4 
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ción (*), (o?, y)1 = 0 representa un punto (1) y una ecua­
ción (*) (a?, ?/) m = 0, un sistema de m puntos, única figura 
ó lugar que ocurre en la geometría de una dimensión. 

Una covariante igualada á cero expresa un sistema 
de puntos relacionado con el sistema original, implican­
do la anulación de la invariante cierta relación entre 
los puntos del sistema. Así, la relación ac—2&6'-f-ca'=0 
expresa una relación armónica entre los dos pares de 
puntos representados por las dos ecuaciones homogéneas 
de segundo grado 

ax"1 -\- 2hxy -\- cy1 = 0, a'x1 -\- Zh'xy + c'y"1 == 0 

como demuestra Cayley en A F i f th Memoir upon Quan-
tics, de manera que la proposición obtenida, cuyo enun­
ciado es: Puede obtenerse un par de puntos (puntos do­
bles) en razón a rmónica con dos pares depuntos dados, 
sirve de fundamento á la teoría de la involución, obte­
niéndose desde luego una involución de cuatro puntos, 
y con tres ó más pares, de modo que el tercero y los su­
cesivos estén en relación armónica con los dos puntos 
dobles, un sistema en involución. 

Un sistema en involución nos ofrece un ejemplo de 
dos sistemas homográficos en la misma recta. Si se toma 
en esta recta un punto O, y se considera el sistema de 
puntos formado por los conjugados armónicos de O res­
pecto á los diversos pares de la involución, y análoga­
mente se procede respecto á otro punto O', se obtendrán 
dos sistemas homográficos. 

La teoría de la relación armónica expuesta, hace ver 

(1) Con el signo (*) Cayley representa que los coeficientes 
son cantidades generales. 
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que: dado un par de puntos ax--\-2hxy ^ cy2 = 0, la 
ecuación de otro par de puntos puede expresarse de dos 
maneras por la fórmula 

ax* + "¿bxy -+ cy'1 4- {lx + my)l = 0 

siendo los puntos lx + rny = 0 correspondientes á los 
dos valores admisibles de la función lineal, los armóni­
cos del par de puntos, respecto al par de puntos dado 
ax> _|_ 2&x?/ + cy2 = 0, ó los puntos dobles de la invo­
lución. 

El par de puntos representados por dicha ecuación 
no debe hallarse, por lo general, en una relación dada 
con el par dado; pero cuando se halla en la arriba indi­
cada, se dice que está inscripto en el par de puntos 
dado, y el punto l x - \ -my = 0 se designa con el nombre 
de eje de inscripción, siendo el armónico de éste res­
pecto al par dado el centro de inscripción. 

En la geometría de dos dimensiones el plano es el 
lugar (Locus i n quo) de puntos y de rectas, representa­
dos respectivamente por las coordenadas x : y : z = 
a : & : c, ^: 'n : ̂  = a : P : T> es decir, el locus i n quo de las 
coordenadas-puntos {x, y, z) y de las coordenadas-líneas 

-n, £), de modo que la ecuación 

\x + + <:s = 0 

representa la recta ó el punto. Este doble aspecto con­
duce, pues, como se sabe, á la consideración de las cur­
vas, según su orden ó su clase. 

Un sistema de puntos en línea recta es una serie y 
un sistema de rectas en un punto un haz-, y la homogra-
fía de la geometría de dos dimensiones depende de la 
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teoría, correspondiente en la geometría de una dimen­
sión, ó sea de la homografía de series y de haces, com­
prendiendo la teoría de la homografía á la de la reci­
procidad ó correlación. Y para dos figuras homográflcas 
de un plano existe un tr iángulo que es su correspon­
diente, llamado autopolar (siUconjugate, según Cay-
ley); y cada punto del plano, considerado como perte­
neciente á la primera figura, corresponde á otro consi­
derado como perteneciente á la segunda; pudiéndose 
construir ésta completamente por medio del tr iángulo 
autopolar y dos pares de puntos correspondientes; y si 
además se establece la correspondencia recíproca del 
punto con la recta, se llega á la teoría del polo y de la 
polar respecto á una cónica que se refiere á la de la re­
lación armónica. 

Si, pues, consideramos una cónica y un punto, una 
recta trazada por éste encuentra á aquélla en dos pun­
tos, y el lugar de los conjugados armónicos del punto 
dado respecto á éstos es la polar de dicho punto, que 
pasa por los puntos de contacto de las tangentes traza­
das por éste á la cónica, y recíprocamente, el polo de 
una recta es la intersección de las tangentes en las in­
tersecciones de la polar con la cónica. Lo que conduce á 
las ecuaciones 

U + X PQ = 0, U + X P1 = 0 

de las cónicas trazadas por las intersecciones de la có­
nica U con las rectas P y Q y de las cónicas que tienen 
un doble contacto con la U = 0, en sus intersecciones 
con la recta P = 0, que es el eje de inscripción, cuyo 
polo, común á todas las cónicas^ es el centro de ins­
cripción. 
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Con estos precedentes, al exponer Cayley su origi­
nal doctrina de la distancia, define lo absoluto en la 
recta, locus i n quo de una serie de puntos, que consiste 
en un par de puntos de ésta; y un par de puntos cual­
quiera puede considerarse como inscripto en lo absolu­
to, siendo el centro y eje de inscripción los puntos do­
bles de la involución formada por los puntos del par. 
dado y los puntos de lo absoluto. Dicho par de puntos, 
además, puede considerarse como un círculo (point-par-
circle), y por consiguiente, dado el centro de inscrip­
ción y un punto del círculo, el otro queda determinado 
de una manera unívoca, pues el eje es el armónico del 
centro respecto á lo absoluto, siendo el otro punto el 
conjugado armónico del punto dado respecto al centro y 
al eje. 

En la geometría de dos dimensiones, lo absoluto es 
una cónica; y una recta cualquiera lo corta en dos pun­
tos que son lo absoluto respecto á ésta, considerada 
como espacio de una dimensión ó locus i n quo de una 
serie de puntos. Asimismo un punto cualquiera deter­
mina con lo absoluto (tiene por tangentes de lo absoluto 
trazadas desde dicho punto) dos rectas que son lo abso­
luto respecto á dicho punto considerado como espacio de 
una dimensión, ó locus i n quo de un haz de rectas, exis­
tiendo ciertas rectas, esto es, las tangentes á lo absoluto, 
respecto á las que éste se reduce á dos puntos coinciden­
tes, de igual modo que ciertos puntos (los de la cónica) 
respecto á los cuales lo absoluto, considerado como es­
pacio de una dimensión, es un par de rectas coinci­
dentes. 

Si en vez de una cónica propiamente tal lo absoluto 
consiste en un par de puntos, la recta que los une se 
llama la recta absoluta, considerada como un par de 
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rectas coincidentes; y un punto cualquiera determina 
con lo absoluto dos rectas, las de unión con los dos pun­
tos de lo absoluto. Este par de rectas es lo absoluto para 
el punto como espacio de una dimensión, ó locus i n quo 
de un haz de rectas. Pero una recca cualquiera encuen­
tra á lo absoluto en un par de puntos coincidentes que 
constituyen lo absoluto de dicha recta como espacio de 
una dimensión. 

Concluye Cayley que siendo la ecuación tangencial 
de lo absoluto 

2 ( p l + g-n -f- r l ) { p ^ + + r0|) = 0, 

la de la recta absoluta es 

x y z 
p q r = 0 

y que haciendo p : q: r = 1: i : 0, p0: qQ: r0 = 1: — i : 0 , 
la ecuación tangencial de lo absoluto es f + -n2 = 0, que 
consiste en los dos puntos de intersección de la recta 
s — 0 con el par de rectas x2-\-y'1=0 ó círculo de radio 
cero. 

Para el caso de ser £ = 1, lo absoluto se reduce á 
los puntos de intersección de la recta en el infinito con 
la circunferencia x2 + t/2, ó á los dos puntos circulares 
en el infinito llamados cíclicos. En el espacio lo absoluto 
es una cónica esférica obtenida por la intersección de 
la esfera con el cono ó esfera esvanecente 

0. 

En suma: Cayley observa que la Geometría métrica 
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es una parte de la Geometría descriptiva; que las pro­
piedades de una figura no son propiedades de esta consi­
derada per se, sino sus propiedades en conexión con 
otra figura llamada lo absoluto; y este tipo de referen 
cia puede ser una cónica. 

Para exponer la Geometría desde el punto de vista 
general de sus sistemas, procede dar noticia antes de 
los vastos desarrollos que las conclusiones de Cayley 
acerca de la Geometría métrica alcanzan, ya en las va­
rias obras del profesor Sophus Lie, Theorie der Trans-
formationsgruppen, Vorlesungen über Continuierliche 
Gruppen, Vorlesungen über Differentialgleichungen y 
el interesantísimo discurso-programa Vergleichende Be-
trachtungen über neuere geometrische Forschungen del 
Dr. F. Klein, publicado en 1872. Y con este propósito 
conviene recordar previamente las nociones más funda­
mentales expuestas por el Dr. Sophus Lie en la primera 
de sus obras citadas. 

Si las variable x \ , .... , x'n se hallan determinadas 
en función de las x i , .... , xn mediante las ecuaciones 
resolubles 

x ' i = f i { x i , .... , «n ) 0" = 1, n), 

estas ecuaciones representan una transformación entre 
las variables x j x ' . 

Una serie finita ó infinita de transformaciones entre 
las x y las x ' se llama grupo de transformaciones, cuan­
do cada dos sucesivas de la serie producen otra que 
también pertenece á ésta. 
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Entre las transformaciones, las continuas tienen ca­
pital importancia, así en la teoría de las funciones como 
en el estudio de las relaciones geométricas, que, aparte 
de su alcance propio, tiene analogías con el estudio de 
las sustituciones ó teoría de los grupos discontinuos, co­
rrespondiendo, por ejemplo, los grupos de transforma­
ciones de un solo parámetro á los ciclos de sustituciones, 
extendiéndose los conceptos de transitividad, pr imit ivi­
dad, etc., que tan importante papel desempeñan en la 
teoría de las sustituciones á las transformaciones conti­
nuas y finitas de grupos. 

Un grupo de transformaciones es finito y continuo 
cuando está representado por un sistema de n ecua­
ciones 

o s i ^ f i { x v .... , ajn , « j , . . . . , a r ) = .... n) , 

en las que f i expresan funciones analíticas de las varia­
bles .... , Xn J a i , , ctr parámetros arbitrarios. Y 
si la serie de transformaciones x ' i = f i ( x l .... xn) está 
representada por un sistema de ecuaciones diferen­
ciales 

Wk - ' " ( k - M . . . . ) 

cuyo sistema de soluciones dependa, no de constantes 
arbitrarias, sino de otros elementos superiores, por 
ejemplo, de funciones analí t icas, entonces el conjunto 
de todas las transformaciones pertenecientes á dichas 
ecuaciones diferenciales forman un grupo continuo infi­
nito que representan un grupo de r términos. 
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Sí las ecuaciones x ' i = . f i ( x ) se resuelven respecto á 
las x, se obtienen las ecuaciones 

x^ — Y ^ { x \ . . . . x ' n ) ( k — 

que representan las transformaciones inversas; si, pues, 
se efectúa la transformación 

X ' i — f i { x i X a ) { i = l . . . . r i ) 

y luego la transformación inversa 

x " i = ¥ i { x \ . . . . X n ) { i = í .... n) 

se obtendrá la transformación idéntica 

X " Í = X Í { 1 = 1 . . . . n), 

que tiene una capital importancia en la teoría. 
Hechas estas indicaciones preliminares, procedere­

mos á exponer sucintamente algo de lo contenido en el 
tomo primero de la Theorie der Transformationsgrup-
pe; ya que, como se ha manifestado, la teoría de los 
grupos tiene íntima conexión con la doctrina que abarca 
los varios sistemas de Geometría, según brillantemente 
expone el Sr. Sophus Líe en esta obra, y procuraremos 
referirnos principalmente á las aplicaciones geométri­
cas. Así, respecto al grupo de un término 

x ' i = f i { x l .... xn , a) ( i = í . . . . n ) , 

haremos notar que cuando coatíene la transformación 
idéntica, sus transformaciones son permutables, y dicho 
grupo es semejante á un grupo de traslaciones 

l / ' j = V i , V' n - l = y n - l , y'n = y a - i - t . 



Entre las co 1 transformaciones del grupo de un tér­
mino, considera preferentemente el Sr. Sophus Lie las 
infinitesimales. 

Cada grupo de un término que contiene la transfor­
mación idéntica puede engendrarse por una transforma­
ción infinitesimal que corresponde á la transformación 
de las coordenadas de un punto en las de otro infinita­
mente próximo, ó á un movimiento infinitamente peque­
ño, y la trayectoria es el lugar de todos los puntos por 
que pasa un punto {x0í .... x011) cuando se verifican las 
co1 transformaciones 

so'i = X i -\- ^ { x l .... xn)U { i ~ í .... n) 

del grupo de un término. 
Eespecto á los grupos de n términos ó parámetros , 

diremos que se engendran mediante el de uno, lo que es 
objeto del capítulo I V . 

Expuesta la teoría de la integración de las ecuacio­
nes diferenciales lineales en las que se hallan relacio­
nados los grupos de un término con las transformacio­
nes infinitesimales, hace el Sr. Sophus Lie intuitivas es­
tas relaciones al considerar que cCj .... a?nSon las coorde­
nadas de n dimensiones, pues el sistema simultáneo 

corresponde á cada dirección del punto en el espacio 
Rn- Y determinando las ecuaciones integrales ó primi­
tivas n—1 de las variables en función de la nsim& , re­
presentan, para un valor origen, una variedad una vez 
extensa, llamada curva integral del sistema simultá-
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neo, que es tangente en cada uno de sus puntos á la di­
rección correspondiente á éstos. Tales curvas integra­
les son las caracter ís t icas de las ecuaciones diferen­
ciales parciales y lineales que Monge consideró para 
n —2. 

Ya que no interesa á nuestro objeto el continuar la 
exposición de la doctrina expuesta en el resto del tomo 
primero, consagrado especialmente á la teoría, y por 
consiguiente, á seguir tratando de todos los sistemas de 
ecuaciones que satisfacen á una transformación infini­
tesimal de las relaciones caracterís t icas entre las trans-
tormaciones de un grupo, de la tramitividad, invaria­
ción y primitividad, de las series invariantes de 'trans­
formaciones infinitesimales, de los grupos adjuntos, de 
la estructura é isomorfismo de los grupos y de otras im­
portantes materias, pasaremos á hacer unos ligeros 
apuntes acerca de las transformaciones de contacto, 
objeto del tomo segundo de la Theorie der Transforma-
tionsgruppen. 

El Sr. Lie comienza por definir el elemento lineal de 
un plano, conjunto de un punto y una recta que pasa 
por éste, cuyas coordenadas son las x, y del punto y el 
coeficiente angular y' de la recta, de modo que toda 
transformación en x, y, y' puede considerarse como una 
transformación de elementos lineales de un plano; y si 
pues 

x ^ X f x . y J , y = Y fx , y) (1) 

representa una transformación puntual x, y j x i , y l se­
rán las coordenadas de dos puntos del mismo plano, de 
modo que ésta es la operación por la cual se pasa del 
uno al otro. 
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Si, pues, á cada punto (x, y) de la curva y—a (xJ=o , 
corresponde cierto valor del coeficiente diferencial 
d y 

— = 2/ , para el punto correspondiente x l = X , yi = Y 

de la curva transformada yl — a, f x j = o, el coeficiente 

diferencial tendrá cierto valor = y ; . Sea ahora 
(x + dx, y + dy) un punto de la curva y — ^ (x) = o 
infinitamente próximo del (x, y) para el punto ( x ^ d x ^ 
Vi + dyJ de la transformada se tendrá d y ^ y ^ dxl = o; 
y expresando yi por medio de las relaciones (1), 

d Y - y i ' d X = { ^ L + y ^ ) dx + 
x.. dx d x ) 

( 
dY , cZX\ 

é identificando con p (dy — y' dx), ya que dx y dy han 
de permanecer ligadas por la ecuación dy — y' dx = o, 
se obtienen dos ecuaciones, de las que resulta, elimi­
nando p, la fórmula 

dY r dY 
dx dy 

dx y dy 

que juntamente con las (1), ó sea 

Xi = X f x ; y) , y l = Y (x, y) 

representan una transformación de las tres variables 
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a?, y, y' llamada por el Sr. Lie la t ransformación pro­
longada (erweiterte) de la (1). Esta transformación po­
see la propiedad de cambiar toda familia de elementos 
(a?, y, y') que satisfacen á la relación dy - - y'dx = o en 
otra familia de elementos { x i , y i , y / ) que satisfacen á 
la relación dyl — y ' f i x = o, ó que dejan invariante á la 
ecuación de Pfaff dy — y'dx = o, pero no siendo las 
transformaciones prolongadas las únicas que gozan de 
esta propiedad, el Sr. Lie llama t ransformación de con­
tacto del plano á toda transformación de elementos 
lineales de éste que deja invariante á la ecuación de 
Pfaff. 

Análogamente, para el espacio, la transformación 
de contacto dejará invariante la ecuación de Pfaff 
dz—pdx — qdy = o, siendo en este caso x, y, z, p , q 
las coordenadas del elemento superficial; el caso gene­
ral en el que se consideran las 2n + 1 variables 
z, x i , .... p l , .... , pa conduce á la resolución del 
problema: hallar todos los sistemas de ecuaciones que 
satisfacen á la ecuación de P fa f f 

dz —pidxi — .... —pndXn — O. 

Sin descender á más detalles acerca del tomo I I , 
para acabar esta reseña pasaremos al tomo I I I , que 
constituye un hermoso trabajo de clasificación de los 
grupos aplicado á la Geometría. 

Comienza por los tres tipos de grupos de una varia­
ble cuyos representantes son: el grupo de las traslacio­
nes x ' = x 4- a, el grupo lineal general x ' = aj + a2 x. 
y el grupo proyectivo general 

a. -f- a^x v 
x = —¡ =— 

1 -f- a.x 
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estudiándose para el plano y para el espacio sucesiva­
mente los grupos primitivos y no primitivos, el lineal 
especial, "el lineal general y el proyectivo general, este 
último objeto de grandes desarrollos, pues para el espa­
cio ocupa una sección de la obra; y después de exami­
nar las clases generales de grupos de transformaciones 
de n variables, dedica una sección á los fundamentos de 
la Geometría ó, según su expresión, al problema de 
Riemann-Helmholtz, que formula así: 

Hallar un sistema de propiedades comunes á la fa­
mi l ia de los movimientos euclideos y á las dos familias 
de movimientos no-euclideos} que los distinguen de las 
demás familias de movimientos posibles en una midti-
pl icidad numér ica de n dimensiones, lo cual será objeto 
de nuestro inmediato artículo. 

De la obra Vorlesungen über differentialgleichun-
gen, sólo diremos que tiene por principal objeto la reali­
zación del concepto de las transformaciones infinitesi­
males por medio de las ecuaciones diferenciales. Abun­
dan también en esta obra las aplicaciones geométricas, 
t ratándose del grupo simple y doble de traslaciones, de 
las traslaciones idénticas, inversas é infinitesimales, de 
las rotaciones, de la forma canónica del grupo de un 
término (eingliedrige) de rotaciones, del grupo de un 
un término de las transformaciones afines, de las trans­
formaciones idénticas, inversas é infinitesimales, de los 
grupos de todos los movimientos del espacio, del grupo 
de un término en el plano, del grupo de r términos 
{r-gliedriger ó de r parámetros) de transformaciones del 
espacio, de las curvas invariantes del plano por todas 
las transformaciones de un término, de las clases de 
transformaciones infinitesimales, proyectivas conformes, 
de las series de curvas invariantes por transformaciones 
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infinitesimales, de las isotermas en el plano y en las su­
perficies curvas, de las superficies integrales, del crite­
rio para la invariación de una curva ó superficie por un 
grupo de un término del espacio, en fin, del grupo de 
un término de n variables y de las superficies cuyas co a 
curvas geodésicas admiten una transformación infinite­
simal. 

La últ ima obra del Sr. Sophus Lie Vorlesungen über 
continuierliche Gruppen mit geometrischen und ande-
ren Amoendungen, no menos interesante que las ante­
riores, tiene gran originalidad, á pesar de versar sobre 
el mismo asunto que las anteriores, conduciendo al lec­
tor desde la relación anarmónica á otras teorías supe­
riores, tales como la estructura de los grupos, los núme­
ros complejos, las invariantes diferenciales, etc., resal­
tando especialmente la notable clasificación de los 
grupos. 

Hecho este resumen de la vasta doctrina encerrada 
en las magistrales obras del Sr. Lie, nos creemos en la 
precisión de bosquejar algunas ideas que contiene el in­
teresante discurso Vergleichende Betrachtungen über 
neuere geometrische Forschungen, escrito por el emi­
nente profesor F. Klein con motivo de su ingreso en la 
Universidad de Erlangen, pues se hallan relacionadas 
con ulteriores desarrollos acerca de las geometrías no-
cuclideas, cuya exposición dejamos para los artículos si­
guientes. 

El trabajo del Sr. Klein es un estudio de los siste­
mas geométricos en relación con los grupos de transfor­
maciones. 

Comienza por considerar el grupo de transformacio­
nes constituido por el conjunto de movimientos, y obser­
va que entre las transformaciones del espacio existen 
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algunas que dejan inalterables ciertas propiedades de 
las figuras, independientes de su posición, de su magni­
tud, de su sentido y de la disposición de sus partes. El 
conjunto de estas transformaciones constituyen el grupo 
principal de las variaciones del espacio. 

Si consideramos, por un momento, el espacio inmó­
v i l como una variedad rígida, entonces cada figura tie­
ne su interés particular, y entre las propiedades que 
posee individualmente, las geométricas se distinguen 
por no variar el grupo superior. 

Así, para generalizar el estudio de la Geometría, se 
ofrece el siguiente problema: Dada una variedad y en 
ella un grupo de transformaciones, hallar la figura per­
teneciente á la misma respecto d las propiedades que no 
v a r í a n por las transformaciones del grupo. 

Limitándonos á las transformaciones lineales, el 
enunciado se reducirá á: desarrollar la teoría invarian-
tiva que concierne á un grupo de transformaciones 
dado en una variedad ó multiplicidad. Y este es el pro­
blema general, no sólo de la Geometría ordinaria, sino 
de los métodos modernos, que se reduce á la elección 
del grupo adjunto. Así, cuando en la trigonometría es­
férica se estudian las figuras con relación á un punto, 
la cuestión se reduce á obtener la propiedad invariantiva 
en el sistema formado por la figura y el punto. 

Eespecto á la Geometría proyectiva, un procedi­
miento de amplificación del grupo fundamental es la 
adopción de las transformaciones recíprocas, otro con­
sistente en la amplificación del grupo de transformacio. 
nes recíprocas y colineales mediante la consideración 
de las imaginarias, lo que exige el extender el dominio 
de los elementos del espacio con los imaginarios de 
igual modo que la introducción de las transformaciones 
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recíprocas en el grupo elegido como fundamental, lleva 
consigo la simultánea introducción del punto y del plano 
á titulo de elementos del espacio. 

Las propiedades métricas son á su vez proyectivas 
respecto de una figura fundamental, el círculo imagina­
rio en el infinito, forma que tiene la propiedad de cam­
biarse en sí misma, mediante las transformaciones que 
pertenecen al grupo proyectivo, que son también trans­
formaciones del grupo superior; y para estar de acuerdo 
con este punto de vista, procede unir al círculo imagi­
nario en el infinito el sistema de elementos reales del 
espacio; las propiedades en la acepción de la Geome­
tr ía elemental son proyectivamente ó relaciones de los 
objetos con los elementos reales ó con el círculo imagi­
nario en el infinito. 

Si A es una variedad que sometida al grupo B se 
transforma en la variedad A ' ; para que A se transforme 
en A, habrá de aplicarse cierto grupo B' á A ' , y cada 
propiedad de la figura A respecto al grupo B dará una 
propiedad de la figura correspondiente A' respecto al 
grupo B ' . 

De modo que si B representa el grupo de transfor­
maciones lineales tres veces infinito que transforma la 
recta en sí, este procedimiento aplicado á A es el mismo' 
que el del Algebra de las formas binarias; y si ahora 
referimos la recta á una cónica A ' del plano, las trans­
formaciones lineales B de la recta en sí originan las 
transformaciones lineales B' de la cónica en sí. 

Pero es indiferente estudiar la Geometría sobre una 
cónica, considerándola como fija, aplicándola solamente 
aquellas transformaciones lineales del plano que no la 
alteran, ó estudiar la Geometría sobre aquella cónica, 
considerando en general las transformaciones lineales, 
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dejando variar á la cónica, de manera que las propie­
dades del sistema de puntos en ésta son proyectivas; y 
se resumen estas conclusiones en la proposición siguien­
te: La teoría de las formas binarias y la Geometría 
proyectiva del sistema de puntos de una cónica son 
equivalentes, es decir, á cada teorema sobre las formas 
binarias corresponde otro sobre el sistema de puntos. 

También resulta que: La Geometría elemental del 
plano y las investigaciones de una superficie de segundo 
grado con un punto fundamental son las mismas, rela­
cionando, como lo hace el Sr. Klein, esta superficie con 
un plano por proyección estereográfica desde un punto 
de la misma; pues la superficie tiene un punto funda­
mental, el centro de proyección, y el plano los dos co­
rrespondientes á las trazas de las proyectantes del cen­
tro de proyección, de modo que las investigaciones pro­
yectivas de un plano en el cual hay fijos dos puntos y 
las de una superficie de segundo grado son las mismas ó 
se corresponden, consistiendo el grupo principal de las 
transformaciones del plano en las transformaciones l i ­
neales que dejan invariable un par de puntos, á saber, 
los dos puntos del círculo en el infinito. 

Puede tomarse como elemento, no precisamente el 
punto, sino cualquiera otra variedad, lo que influirá en 
el número de parámetros arbitrarios, siendo secundario 
el número de dimensiones de una variedad, mientras 
que será lo esencial el grupo de las transformaciones, ó 
mejor dicho: en tanto qiie las investigaciones geométri­
cas tengan por fundamento un mismo grupo, perma­
necerá invariable el contenido de la Geometría. Así, 
por ejemplo, en vez del punto podemos elegir el par de 
puntos como elemento, y referir el conjunto de pares de 
puntos de la cónica al de rectas del plano, haciendo co-
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rresponder á cada recta el par de puntos en el que corta 
ésta á la cónica. Mediante tal representación, las trans­
formaciones lineales de la cónica en sí misma dan lugar 
á transformaciones lineales del plano, considerado como 
reglado, que dejan invariable á la cónica, y llegaremos 
á la proposición: La teoría de las formas binarias y la 
geometría proyectiva del plano son idént icas , cuando se 
toma una cónica como figura fundamental. Y puesto 
que la Geometría del plano, con la cónica como figura 
fundamental, coincide con la Geometría métrica: La 
teoría de las formas binarias y la Geometr íaproyect iva 
métr ica son las mismas. 

En vez de la cónica se puede introducir en el plano 
una curva de tercer orden en el espacio y establecerse 
una conexión entre la Geometría del plano y del espa­
cio ó de una variedad cualquiera, como propuso Hesse 
(Borcliardt's Jour. t . 66). 

Un ejemplo muy adecuado nos ofrece la Geometría 
del espacio ó la teoría de las formas cuaternarias, to­
mando la recta como elemento del espacio y atr ibuyén­
dole seis coordenadas homogéneas enlazadas por una 
ecuación de segundo grado, y la teoría de las formas 
cuaternarias coincide con la determinación métrico-
proyectiva de una variedad engendrada por seis varia­
bles homogéneas. Esto conduce á reflexiones sobre la 
Geometría no-euclídea y de % dimensiones de que, nos 
ocuparemos más adelante. 

Como parte de las consideraciones de la Geometría 
proyectiva hay una clase de investigaciones en las que 
se emplea la transformación por radios vectores recí­
procos que pertenecen á las teorías de las cíclidps y su­
perficies analagmáticas, de los sistemas ortogonales, etc. 

Para establecer un paralelo entre las geometrías de 



— G a ­
los radios recíprocos y la proyectiva, observa el señor 
Klein que: en ésta los conceptos elementales son el 
punto, la recta y el plano; el círculo y la esfera son tan 
solamente casos de la cónica y la superficie de segundo 
grado, el infinito de la Geometría elemental aparece 
como un plano y la figura fundamental á la que se re­
fiere la Geometría elemental es la cónica imaginaria en 
el infinito. 

En la Geometría de los radios recíprocos, el punto, 
el círculo y la esfera son los conceptos elementales; la 
recta y el plano son casos especiales de los últimos, ca­
racterizados por no contener el punto en el infinito, y la 
Geometría elemental surge al suponerse éste fijo. 

Se resumen los desarrollos hechos por el Sr. Klein 
acerca de la transformación por radios recíprocos, en 
las siguientes proposiciones: La Geometría de los radios 
recíprocos en el plano y la Geometría proyectiva en la 
superficie de segundo grado son idént icas , asi como la 
Geometría de los radios recíprocos en el espacio lo es 
con la consideración proyectiva de una variedad que se 
representa por una ecuación de segundo grado entre 
cinco variables homogéneas, y también las Geometrías 
de los radios recíprocos en el plano ó en la esfera real 
tienen sus representaciones respectivas en las teorías 
de las formas binarias. 

No insistiremos en algunas generalizaciones de esta 
teoría de los Sres. Lie y Klein, n i en otros desarrollos 
que este ilustre geómetra hace respecto á las transfor­
maciones de Cremona, el Analysis situs que abraza las 
transformaciones infinitamente pequeñas , el grupo de 
las transformaciones de puntos que corresponden á figu­
ras más bien analíticos que geométricos, el grupo de 
las transformaciones de contacto, del cual nos hemos ya 
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ocupado, el Algebra moderna ó teoría invariantiva, 
pues nuestro propósito solo ha sido el reseñar la impor­
tante Memoria del Sr. Klein en conexión con los traba­
jos del Sr. Líe y también con las teorías de las varieda­
des extensas de cualquier número de dimensiones y la 
de curvatura constante con las que concluye tan intere­
sante escrito, y las que habremos de recordar, unidas á 
otras nuevas en los próximos artículos sobre las geome­
tr ías no-euclídeas y el espacio de n dimensiones. 



Las Geometrías no-euclideas 

El postulado de Euclides ha sido, como se sabe, ob­
jeto de continuadas investigaciones, principalmente 
desde la época del Renacimiento; y entre las numerosas 
tentativas realizadas para demostrarlo, citaremos tan 
solo las de Legendre, que cierran definitivamente la 
historia de esta cuestión capital de la Geometría, en el 
sentido según el cual se t ra tó de resolver. 

Admit i r el postulado, esto es, el hecho de cortarse 
dos rectas que con una tercera forman ángulos interio­
res cuya suma es inferior á dos rectos, equivale á ad­
mit i r que por un punto solo puede trazarse una paralela 
á una recta, ó en lenguaje moderno á admitir que cada 
recta tiene un punto, y sólo uno, en el infinito; locución, 
que asimila el caso de dos rectas paralelas al de dos rec­
tas coincidentes, pues en ambos, dos puntos (sea uno de 
ellos propio ó impropio, siendo el otro propio) determi­
nan la recta, y además, sean las rectas paralelas ó coin­
cidentes, forman iguales ángulos (igualmente orienta­
dos) con otra cualquiera recta, de modo que la suposi­
ción del punto común en el infinito de las rectas que 
forman iguales ángulos con una recta dada fija, extien­
de á todo el plano la relación en que se hallan dos rec­
tas coincidentes, mediante la relación de paralelismo, y 
la correspondencia entre los rayos de un haz pertene-



— 71 — 

cíente á un punto con los puntos de una recta del plano 
(que no pase por el centro del haz) se hace unívoca. 
Desde este momento la Geometría se reduce á una serie 
de sustituciones de elementos equivalentes, cuya diver­
sidad produce otra diversidad correspondiente en los 
enunciados, siendo posible caminar de distintas mane­
ras á t ravés de los" rígidos enlaces del razonamiento; de 
modo que las relaciones cada vez más complejas por 
efecto de aplicarse á combinaciones de objetos en nú­
mero creciente, envuelven dentro de su complejidad la 
eficacia de los principios fundamentales que rigen las 
transformaciones de unos teoremas en otros equiva­
lentes. 

Abandonando el camino seguido para una exposi­
ción rigurosamente deductiva que tan sólo hubiera de­
pendido de haberse demostrado el axioma X I de Eu-
clides, en vista de las infructuosas tentativas efectua­
das por los geómetras hasta Legendre, la nueva direc­
ción señalada por Lobatschewsky díó origen á una serie 
de investigaciones de tanta ó mayor importancia en 
Geometría que las de Abel en la teoría de las ecuacio­
nes y la constitución del Algebra basada en la teoría de 
los grupos, hoy de tan superior alcance en todas las ra­
mas de la Matemática. 

Esta nueva dirección para establecer los fundamen­
tos de la Geometría se halla consignada en la Memoria 
Estudios geométricos sobre la teoría de las paralelas, 
resumen de lo expuesto en los Nuevos principios de 
Geometría con una teoría completa de las paralelas, 
que inaugura la nueva era abierta á las investigaciones 
geométricas por el innovador ruso, el Copérnico de la 
Geometría, según expresión del ilustre matemát ico Syl-
vester, ya que Lobatschewsky dilató los dominios de la 
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Geóinetría sobre lus Elementos de Euclides, como Co-
pérnico'extendió las regiones de los astros sobre el re­
ducido sistema de Ptolomeo. 

El primer resultado alcanzado por Lobatschewsky 
en las obras citadas y por Bolyai en L a Ciencia absolu­
ta del espacio, donde hizo su desarrollo de la Geometría 
independiente del postulado de Euclides, fué el estable­
cer la imposibilidad de ser demostrado éste mientras 
que todos los demás axiomas tengan su verificación en 
la Geometría de estos dos innovadores, como hace ver 
Flye Sainte Marie en sus Eludes analytiques sur la 
théorie des para l lé les . 

Otro resultado consistió en dar amplitud considera­
ble á la base de la Geometría, hasta entonces reducida 
á un simple desenvolvimiento puramente subjetivo afine 
con el idealismo de Kant; pues aparte de su rigor ló­
gico, tiene la nueva doctrina por fundamento la expe­
riencia, ya que la paralela se concibe como la posición 
límite de la recta que gira alrededor de un punto hasta 
que deja de encontrar á la recta base, ó, respecto la cual 
es paralela á uno ú otro lado de la perpendicular bajada 
á ésta desde dicho punto, ya también que, abarcando la 
Pangeometr ía todos los sistemas geométricos incluidos 
por el Sr. Klein dentro de los géneros de las Geometrías 
parabólica, hiperbólica y elíptica, según las hipótesis de 
uno, dos ó ningún punto en el infinito, cada una de estas 
ramas de la ciencia del espacio depende de la determi­
nación de un parámetro . 

Otro resultado, en fin, debido á la evolución reali­
zada por Lobatschewsky y Bolyai, consistió en el hecho 
de que, lejos de menoscabar su importancia la Geome­
tr ía con la adjunción de nuevas direcciones subordina­
das á varios puntos de vista, prevalece sobre las con- i 
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t íngentes bases de los sistemas; y enriquecida con los 
elementos importados por Riemann, Helmholtz, Beltra-
mi , Flye Sainte Marie, T i l l y , Klein y otros, además de 
extender sus dominios, ostenta más que nunca el carác­
ter propio de la Matemática, á saber: la independencia 
de sus relaciones ó núcleo de verdades, tanto de los pri­
meros principios donde predomina la Metafísica en la 
selección de los mismos, como de los hechos de la reali­
dad donde predomina la experiencia. 

Estas investigaciones han hecho descender á la inte­
ligencia desde su fondo sobre el que se desarrollaba la 
Geometría como consecuencia de las definiciones, de sus 
principios y postulados impuestos á p r i o r i , hasta el es­
pacio, como algo externo susceptible de influir con sus 
propiedades y modos de ser sobre las conclusiones pura­
mente lógicas de aquélla, que como dice Clifford, nos 
conduce desde la consideración del aquí y el ahora de 
la Geometría de Euclides á la, del a l lá y entonces. 

Esta teoría del espacio, no como entidad homogénea 
creada por nuestra inteligencia, según resulta de la 
Geometría euclídea, que cuenta entre sus principios 
fundamentales el de poderse trasladar cualquier figura, 
sin alteración de su forma, á cualquier región del espa­
cio, sino como entidad susceptible de variación; no solo 
por el lugar, sino por el tiempo, amplifica el campo de 
la Geometría y hace entrar en su estudio las teorías 
d é l a s superficies deformables, aplicables, etc., y hace 
depender el espacio de la propiedad denominada su cur­
vatura, que en el caso de ser nula se reduce al espacio 
euclídeo. 
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Aunque las obras de Lobastohewsky y de Bolyai 
anteriormente citadas son muy conocidas por los que se 
dedican á estudios geométricos, creemos indispensable 
hacer siquiera un resumen de la doctrina en ellas conte­
nida, ya que constituyen el fondo sustancial de cuanto 
hayamos de exponer acerca de las tres varias direccio­
nes seguidas en la organización de la Geometría, depen­
dientes de los fundamentos que pueden tomarse como 
puntos de partida. 

Desde luego se observará que la íreometría euclidea 
con auxilio del postulado forma un organismo rígido, en 
el cual las demostraciones son eminentemente deducti­
vas; y con suma frecuencia basta el método ad absur-
dum para descubrir una verdad incluida en otra ó que 
es una de sus transformadas, por referirse ambas á ob­
jetos equivalentes ó también de diversa complejidad, lo 
que ocasiona una agrupación correlativa de las proposi­
ciones concurrentes á la demostración de las que son más 
complejas. 

La G-eometría euclidea que, como se sabe, corres­
ponde á un radio de curvatura infinito, es la imagen de 
lo infinito que se nos presenta dotado de fijeza absoluta 
frente á la mutabilidad de lo finito, cuyas alteraciones 
son inapreciables ante la magnitud de aquél; el espacio 
euclídeo es homogéneo y dentro de toda su extensión 
puede trasladarse cualquier objeto de una de sus regio­
nes á otra sin deformación; y existiendo en cada recta 
un solo punto en el infinito, en cada plano una recta, y 
en el espacio mismo un solo plano en el infinito, la corres­
pondencia unívoca de las varias figuras se verifica sin 
restricción. 

Por el contrario, la Geometría de Lobatschewsky y 
de Bolyai, que en adelante llamaremos hiperbólica, se-
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gún la expresión de Klein, ofrece la movilidad de lo in­
definido en sus procesos; la curvatura del espacio le im­
pide el ser homogéneo, la mutación de un objeto, sin de­
formarse, de una región á otra se halla sujeta á restric­
ciones; en cada uno de los planos, el paralelismo se ve­
rifica en dos regiones distintas de cada recta, análoga­
mente al modo de referirse las asíntotas á las ramas de 
la hipérbola, lo que justifica la denominación de Geo­
metr ía hiperbólica; sustituyendo esta G-eometría á las 
relaciones á pHori del método euclídeo, la sucesión de 
los hechos correspondiente á variación continua é inde­
finida del objeto, tiene como nota caracterís t ica la de 
basarse en el movimiento. Si en la Geometría euclídea ó 
parabólica, el procedimiento ad absurdum llega á hacer 
ver incluida una verdad en otra por efecto de la impo­
sibilidad absoluta de que esto no pueda verificarse, en 
la Geometría hiperbólica el movimiento conduce, por 
variación indefinida y hasta continua, de la realización 
de un hecho á la de otro existente dentro de la serie de 
estas mutaciones. 

Definida la paralela como la posición límite de una 
recta móvil alrededor de un punto, resulta que la más 
ligera desviación angular hacia el lado donde está la 
recta á la cual es paralela la convertirá en secante. 

Admitidas, pues, además de esta definición unas 
cuantas proposiciones de la Geometría plana euclídea, 
independientes del postulado, y otras acerca de las figu­
ras esféricas, y sobre todo por efecto de la variación 
continua que sigue en sus procesos, además de la super­
posición de la recta consigo misma en todas sus posicio-
les y de la proposición fundamental: dos rectas no pue­
den cortarse en dos puntos, el que una recta suficiente­
mente prolongada en sus dos sejitidos puede pasar de 
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todo límite y dividir en dos partes toda porción del pla­
no limitada, y que una recta cortará á otra cuando ten­
ga dos puntos situados en distinta región de ésta, Lo-
batschewsky procede á su nuevo desarrollo de la Geo­
metr ía como vamos á ver. 

Con estos preliminares se establece en la Geometría 
hiperbólica que toda recta conserva el carácter de pa­
ralelismo en cada uno de sus puntos, que dos rectas son 
recíprocamente paralelas; y mediante una construcción 
indefinida de triángulos (de modo que cada dos sucesi­
vos son los construidos sobre la base común de otra se­
rie correspondiente de paralelogramos formados) de 
suma angular constante en los que dos de los ángulos 
disminuyen lo que el tercero aumenta hasta llegar á ser 

1 
menores que — a, en cuyo caso sería imposible la cons­
trucción de un triángulo de suma angular Tt-f-a, se llega 
á que: E n todo t r iángulo rectilíneo la suma de los tres 
ángulos no puede exceder á dos ángulos rectos. 

Pero hasta que en un solo t r iángulo rectilíneo la su­
ma angular sea igual á dos ángulos rectos para que lo 
sea en todos, según demuestra Lobatschewsky descom­
poniendo primero un tr iángulo cualquiera en dos tr ián­
gulos rectángulos de igual suma angular por medio de 
la perpendicular bajada desde el vért ice, y luego for­

mando sobre cualquiera de los triángulos 
componentes series de cuadriláteros que 
conducen á un triángulo ABC siempre de 
igual suma angular que el primero, es de­
cir, dos rectos, capaz de contener cual­
quiera otro triángulo rectángulo DBE, de 
modo que sus ángulos rectos coincidan; 

entonces la suma angular de ADC y DBC será dos rec 
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tos, sin lo que la del ABC no podría ser dos rectos, y 
jo mismo resul tará para los dos triángulos DCE y DEB 
componentes del DBC. 

Además: si dos perpendiculares á una recta son pa­
ralelas (y esto ocurre en la Geometría euclídea), la su­
ma de los ángulos de un t r iángulo será igual á TZ. Esto 
lo demuestra Lobastschewsky habiendo demostrado pri­
mero que, por un punto dado se puede trazar siempre 
una recta que forme con una recta dada un ángulo tan 
pequeño como se quiera, mediante 
una serie indefinida de triángulos 
isósceles ACC,, AC'C2,... que con­
duce á un ángulo ACnB menor que 
cualquier ángulo dado. 

Así, pues, ó en todos los tr iángulos rectilíneos la 
suma angular es igual á dos rectos, y entonces el ángulo 

de paralelismoes - i - u , lo que ocurre en la Geometría 

euclídea, ó dicha suma es menor que ^ y el ángulo de 

paralelismo es <i ~ - 'K-

En esta disyuntiva, Lobatschewsky sigue la segun­
da hipótesis admisible, ya que el no estar demostrado 
el postulado lo consiente, y establece una proposición 
fundamental en el nuevo sistema geométrico, á saber, la 
dependencia entre la distancia de un punto del plano á 
una recta y el ángulo de paralelismo, que se enuncia 
del modo siguiente: Dado un ángulo cualquiera «, pue­
de obtenerse una distancia p para la cual el ángulo de 
paralelismo sea a. 

El procedimiento demostrativo consiste en construir 
una serie indefinida de triángulos AB 'A" , A B " A 
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en los que la suma angular es , respectivamente, 
-n; —2a, TC — 4a,... si el primer 
tr iángulo rectángulo AB'A' (en 
el que el ángulo BAA' es igual 
á a) tiene por suma angular w—a, 
hasta que no sea posible la cons­
trucción del tr iángulo, por ha­
cerse dicha suma negativa, lo 
que conduce á la existencia de 
una recta l ímite, por ejemplo la 
GF, de las que encuentran á la 

AB y las que no la encuentran. Se ve, además , que el 
ángulo de paralelismo disminuye cuando p aumenta. 

desde — para p nula, hasta cero cuandop es infinita. 

No nos detendremos ni en cómo demuesta Lobats-
chewsky que las paralelas tienden á aproximarse en el 
sentido del paralelismo, de modo que son entre sí, l íneas ' 
asintóticas, ni en la propiedad de ser paralelas dos rec­
tas que lo son á una tercera, n i en que las interseccio­
nes de tres planos, dos á dos son tres rectas paralelas 
entre sí, cuando son paralelas dos de ellas, proposición 
que equivale á la anterior, ni en la manera de obtener 
la medida de un ángulo triedro que se reduce á la su­
ma de sus ángulos diedros menos un ángulo recto. Solo 
diremos de la proposición: Si tres planos se cortan dos á 
dos según rectas paralelas A k ' , BB', CC, la suma de 
los tres diedros es igual á dos ángulos rectos, que se 
demuestra haciendo girar al rededor de AC un plano 
que corta á BB' en un punto D, y por consiguiente á los 
planos AA' , BB', y CC, BB', según las rectas AD y CD; 
y obtenida la expresión de los diedros AD y CD como 
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pertenecientes á triángulos esféricos de áreas d y s j 
centros A y C, es decir: 
AD = TC —2a — w — X , CD = TI + 2¡3 — w — Z, ex­

presiones en las 
¿i' que w representa 

el diedro de los 
planos D A C y 
A A ' C C ' y X , Y,Z, 
los diedros AA ' , 
BB' , CC, se llega 
á la expresión 

8 = Í ( X + Y + Z - T r ) —a —p — w 
2 

del área del triángulo esférico en la esfera de centro D 
que se reduce á O = ^ - ( X + Y + Z — TT) por la anulación 

de a, B y 3 dependientes de la del diedro w. 
Sentados estos preliminares, llegamos al estudio del 

horiciclo y la horisfera, debiendo observar que, así 
como en la Geometría euclídea las tres perpendiculares 
en los puntos medios de los lados de un triángulo son 
concurrentes, por hallarnos en el caso de que dos rectas 
perpendiculares á otra son paralelas; en la Geometría 
de Lobatschewsky será admisible la hipótesis de que 
dichas perpendiculares no se encuentren, para lo que 
basta suponer que dos de ellas no se encuentren. Ade­
más Lobatschewsky demuestra que las tres son dos á 
dos paralelas, apoyándose en las relaciones que ligan la 
distancia de un punto á una recta con el ángulo de 
paralelismo en dicho punto. Esta relación permite ense­
guida construir lo que llama dicho geómetra curva-lí­
mite ú horiciclo; para ello basta construir en el extre-
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mo B de una recta AB á la que llama eje de la curva-
limite cuantos ángulos se quieran, y para cada ángu­
lo I I {a) (así se expresa el ángulo de paralelismo) en el 
segundo lado, á partir del vértice B , un segmento 
AC = 2a, que dará el punto C de dicha curva. Las per­
pendiculares en los puntos medios de cada segmento AC 
serán paralelas al eje AB y paralelas entre sí; pudién­
dose considerar cualquiera de estas rectas como eje de 
la curva-límite. 

Una propiedad importantísima de la curva-limite y 
que va envuelta en su deno- o jT 
minación, consiste en ser l i - /fl/fV^ 
mite de una circunferencia [ í r ^ ^ ^ 
cuyo radio se hace infinita- ^ L " - - - - ^ ! ? ^ ^ 
mente grande. Así, conside- A 
rando dos ejes AC y BD de la curva-límite y el arco AF 
de circunferencia comprendido entre ambos, se obtiene 
para el ángulo BAF de dos cuerdas la expresión 

BAF = a - ¡ 3 < p - f - Y _ a ó a - P < - Í - Y ; 

y en vir tud de poderse hacer el ángulo y tan pequeño 
como se quiera, bien alejando el centro de la circunfe­
rencia en AC, ya conservando el centro E y aproximán­
dose F á B, se llega á la consecuencia de que la inclina­
ción de las cuerdas ó la distancia del punto B de la cir­
cunferencia á la curva-límite tiende hacia cero. 

Otro importantísimo resultado que sigue en la expo­
sición de Lobatschewsky es la expresión analítica de un 
arco de curva-límite por ijiedio de otro situado á una 
distancia x, ó sea 
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expresión determinada con más riqueza de detalles en 
la Memoria de Bolyai; pero proponiéndonos solamente 
hacer nn resumen de la teoría de Lobatschewsky, nos l i ­
mitaremos á añadir que de la curva-límite pasa á la su­
perficie-límite ú horísfera mediante la revolución de 
aquélla alrededor de uno de sus ejes. En esta superficie 
cualquiera cuerda so halla igualmente inclinada respec­
to á los dos ejes que pasan por sus extremos, lo que de­
muestra Lobatschewsky fundándose en la relación de la 
distancia p y el ángulo de paralelismo, en el paralelismo 
mutuo de tres rectas y en algunas relaciones ele perpen­
dicularidad de rectas y de planos. De este razonamiento 
resulta que la superficie-limite puede considerarse como 
de revolución alrededor de cualquiera de sus ejes, sien­
do un ^\ñ,no pr inc ipa l cuando pasa por uno de los ejes; 
entonces su intersección con la superficie dimite es una 
curva dimite; en cualquier otro caso la intersección es 
una circunferencia; y puesto que cada tres ejes son pa­
ralelos dos á dos, la suma angular de los tres planos, y 
por consiguiente del triángulo curvilíneo que forman con 
la superficie-límite, es igual á *; en la superficie-límite 
los triángulos tienen entre sus ángulos y lados las mis­

mas relaciones que los tr iángu­
los rectilíneos en la Trigonome­
tr ía . 

Las aplicaciones de este siste­
ma geométrico conducen á la 
trigonometría esférica. Paradlo 
considera Lobatschewsky un 
triángulo rectilíneo rectángulo 
en C y ios tres ejes AA' ,66' , CC; 

y obtiene un enlace ó correspondencia recíproca entre 
el t r iángulo rectilíneo ABC y el tr iángulo esférico mnk] 

6 
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además considera la superficie-límite que pasa por A 
cortando á los otros dos ejes y á los planos corres­
pondientes según el tr iángulo A B " C", cuyos lados 
p , q, r, se oponen á los ángulos AA' , BB', CC, y 
desarrollando la figura sobreun 
plano, obtiene las ecuaciones 
fundamentales de la trigonome­
t r í a , observando que CC" depen­
de de h, de modo que CC"=f{b) , 
y lo mismo B B " = f{c) . Toman­
do enseguida CC por eje, se des­
cribe una nueva curva-límite á 
part i r de C hasta su intersección 
D con el eje BB' , y designando el 
arco CD por t, se tiene 

BD = f (a ) B B " = BD + DB" == BD - f CC", 

y por consiguiente f(c) = f (a) -f- f(b) 

y t = p e f(b) = r sen I I (a). ef (*>) 

esto último por ser en el triángulo pqr, p — r sen I I (a). 
Los desarrollos que completan la Memoria y que se 

hallan expuestos con mayor amplitud en la Pangeome-
ti ' ia del misino geómetra, conducen al resultado de que 
la geometría imaginaria, según la denominó ai prin­
cipio su autor, se cambia en la geometría ordinaria 
cuando se suponen los lados de un triángulo rectilíneo 
muy pequeños; además, las fórmulas obtenidas en geo* 
metr ía plana se cambian en las de la esférica, al reem­
plazarse a, &, c, por a V — 1 , h V — 1 , c V —1 . 

La necesidad de limitar este trabajo á una breve re* 
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sefta de la geometría no-euclídea, nos impide dar una 
idea de cómo Bolyai expone la parte relativa á las curva 
y superficie-limites. Concluye la Memoria de este geó­
metra haciendo ver que el sistema euclideo es el límite 
del no euclideo, cuando cierto parámetro i se hace 
infinito. 

La Memoria de Bolyai dió origen á otra Memoria 
del profesor alemán Dr. J . Frischauf Absolute Geome-
trie nach Johann Bolyai, donde encuentra el lector 
aclaraciones y amplificaciones importantes acerca del 
primero de estos trabajos. 

Con la publicación de la Memoria Saggio d i inter-
pretazione della Geometria no euclidea, debida al pro­
fesor italiano Sr. Beltrami, la geometría de Lobatsche-
wsky adquirió un nuevo grado de importancia, puesto 
que la nueva doctrina tuvo un substrato en las superfi­
cies de curvatura constante negativa ó en la pseudo-
esfera. La superposición de las figuras, criterio general 
para las demostraciones en los elementos de Geometría, 
se extiende desde el plano rígido é invariable hasta las 
superficies deformables, no sólo tales como la cónica y 
cilindrica, donde tienen aplicación las propiedades de­
mostradas en el plano, sino hasta las superficies de cur­
vatura constante, en las que pueden cambiar de posi­
ción las figuras, sin alterar de forma n i de magnitud y 
superponerse como en el plano. 

Hemos de notar, sin embargo, ciertas restricciones ó 
cambios en los enunciados de algunas propiedades, se­
gún la superficie considerada, pues la determinación de 
una recta por dos puntos sufre una excepción en la es­
fera, caso particular de las superficies de curvatura 
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constante positiva, cuando aquéllos son los extremos de 
un diámetro, y también el principio de la única perpen­
dicular á una recta por un punto. En cambio para las 
superficies de curvatura constante negativa rige el prin­
cipio de la determinación por dos puntos de una linea 
geodésica, que hace las veces de recta en cualquiera de 
las superficies de curvatura constante positiva ó nega­
tiva. 

El objeto principal del Sr. Beltrami en su Memoria, 
es desarrollar la geometría de Lobatschewsky en la 
pseudo-esfera. Para ello considera dos sistemas coorde­
nados de líneas geodésicas u = const, v = const, de 
modo que las geodésicas pertenecientes cada uno de 
ellos son perpendiculares respectivamente á la geodési­
ca -y = o o ?a = o, y hace una representación de la su­
perficie en el plano. En esta representación que deduce 
de su fórmula fundamental para las superficies de cur­
vatura constante negativa, toda la región plana se halla 
comprendida dentro de un círculo de radio a, por haber 
deducido de dicha fórmula que los valores admisibles 
para las variables u y v se hallan sujetos á la relación 
w' - f í;2 < aa. 

Una geodésica que parte del punto u — o , v = o 
puede representarse por las ecuaciones 

u = r eos [x, v = r sen ¡x 

siendo r y ¡J. las coordenadas polares del punto {u, v) de 
la recta que en el plano auxiliar representa á dicha 
geodésiea, y de la fórmula de Beltrami se obtiene para 
tales valores, siendo ¡J. constante, 

„ adr E , a -f- r 
d? — R — , p = -- log 

a — r 2 a — r 
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R a - f v71*8 --f- va 
ó p = — log , 

donde p es el arco de la geodésica y R el radio de cur­
vatura de la superficie; el valor de p es nulo, infinito ó 
imaginario para r igual á cero, á a ó mayor que a, res­
pectivamente; luego el contorno representado por la 
ecuación u1 + v'1 = a5 en el plano auxiliar corresponde 
al lugar de los puntos del infinito en la superficie, que 
puede considerarse como un círculo geodésico descrito 
desde el punto {u — v — 0) con un radio infinitamente 
grande, de modo que dentro del círculo-límite queda 
representada toda la región real de la pseudo-esfera. 
En resumen: 

I . A dos cuerdas distintas que se cortan dentro del 
círculo-límite corresponden dos geodésicas que se cor­
tan en un punto á distancia 
finita según un ángulo com­
prendido entre 0o y 180°. 

I I . A dos cuerdas distin­
tas que se cortan en la cir-
cunferencia del círculo-límite 
corresponden dos geodésicas 
concurrentes hacia un punto 
situado á distancia infinita y 
que forman en él un ángulo nulo. 

I I I . A dos cuerdas distintas que se cortan fuera del 
círculo-limite ó que son paralelas, corresponden dos 
geodésicas que no tienen punto alguno común en toda la 
extensión real de la superficie. 

Si pq es una cuerda cualquiera del círculo-límite y 
r un punto también interior, pero no situado en la cuer-
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da, á ésta corresponde en la superficie una geodésica 
p'tf dirigida hacia los puntos en el infinito y q' co­
rrespondientes k\os p y q. Desde el- punto r' correspon­
diente al r pueden trazarse en la superficie infinitas geo­
désicas, de las cuales las que encuentran á la p'q' se 
hallan en el arco phq •< 180°, y las otras en el arco 
pcq ^> 180°; de manera que las dos geodésicas corres­
pondientes á las rectas rp y rq son paralelas á la. p'q', 
como ocurre en la planimetr ía de Lobatschewsky. 

No nos detendremos á examinar las analogías, ó me­
jor , la identificación que hace el Sr. Beltrami de la geo­
metr ía de la pseudo-esfera con la de Lobatschewsky, 
sólo diremos, para terminar el resumen que hacemos de 
su hermosa Memoria, que de la fórmula fundamental ya 
citada que representa el cuadrado del elemento lineal 
en una superficie de curvatura constante negativa 

j i -os (a* — ^ + Zuvdudv -f- {a* — w2) dv* ds = sx 

y de las w = r eosp, v = r senp y 

- — IOÍ: — — — 
v u1 H-

deduce para el semi-perímetro de la circunferencia geo­
désica de radio p la expresión 

_ i - — _ L 
p , 1 ' I B R 

TI R sen h o -— ̂  K V e — e 
R 2 
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conforme con la de Gauss 

P _ _P_ 
1 I k k 

en la que representa k el radio de la superficie pseudo-
esférica. 

Pocas palabras dedicaremos á las célebres Memorias 
de Riemann y de Helmholtz, que son tan conocidas por 
los aficionados á estudios geométricos. 

Ya se sabe que la del primero, üeber die Hypoihesen, 
wélche der Geometrie zu Grunde liegen, tiene por prin­
cipal objeto el vasto concepto de la variedad (Mannig-
fa l t igkeü) , en que se basa la notable amplificación lla­
mada Geometría de n dimensiones, es decir, el estable­
cer el concepto de una magnitud de dimensiones múlti­
ples, partiendo del concepto general de magnitud y re­
solver el problema de hallar las relaciones métricas del 
espacio. 

Después de haber construido el concepto de una va­
riedad de n dimensiones, cuyo carácter esencial es que 
la determinación de lugar puede reducirse á n determi­
naciones de magnitud, examina Riemann las relaciones 
métricas de que es susceptible tal variedad y las condi­
ciones suficientes para determinar estas relaciones mé­
tricas, que exigen independencia entre las magnitudes 
y el lugar, y en particular que la longitud de las líneas 
sea independtente de su posición ó que cada línea pueda 
medirse por otra cualquiera. 

Observa Riemann que por hallarse reducida la de­
terminación de lugar á determinaciones de magnitud y 
por depender la posición de un punto en una variedad 
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terminación de nna l ínea estriba en qne las cantida­
des x se den como funciones de una variable; y el pro­
blema se reduce á obtener la expresión matemática de 
la longitud de una línea, ó mejor, del elemento lineal ds 
en función de las cantidades x y dx, homogénea de pr i ­
mer grado de estas diferencias, que crezca en todas di­
recciones y que, por consiguiente, tenga un m í n i m u m 
en su origen, siendo nula su diferencial de primer orden 
y positiva la de segundo. Para el espacio se tiene 
rfs = \/ - (dx)' . A las variedades que pueden redu­

cirse á esta forma las llama Riemann variedades pla­
nas, y se ocupa enseguida de las diversidades esencia­
les que ofrecen las variedades susceptibles de represen­
tarse bajo la forma considerada. La propiedad más im­
portante de las variedades que examina se reduce á 
poderse representar las relaciones de variedades de dos 
dimensiones geométricamente por superficies y las de 
variedades de mayor número de dimensiones por las de 
las superficies que contienen. 

Las relaciones métricas en una magnitud de dos di­
mensiones, cuando el elemento lineal puede expresarse 
por la raiz cuadrada de una expresión diferencial de 
segundo grado, como ocurre en las superficies, están 
caracterizadas en cada punto por la medida de la cur­
vatura; dicha magnitud es el producto de las dos cur­
vaturas de la superficie en el punto considerado, ó bien 
su producto por un tr iángulo infinitesimal formado con 
líneas de mínima distancia es igual á la mitad del ex­
ceso de la suma de los ángulos de dicho triángulo, va­
luadas en partes del radio, sobre dos rectos. La primera 
definición supone que el producto de los dos radios de 
curvatura permanece invariable cuando la superficie 
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sufre una simple flexión; la segunda supondría que para 
un mismo lugar, el exceso de la suma de los ángulos de 
un t r iángulo inñnitamente pequeño sobre dos ángulos 
rectos, es proporcional al área del t r iángulo. Para dar 
una representación á la medida de una variedad de n 
dimensiones en un punto dado, y según una dirección 
superficial dada que pasa por éste, observa Riemann, 
debe tenerse presente que una línea ele mínima distan­
cia está determinada á partir de un punto, cuando se da 
su dirección inicial. Según esto, se obtiene una superfi­
cie determinada, prolongando, según líneas de mínima 
distancia, todas las direcciones, á partir del punto dado 
y situadas sobre el elemento superficial dado. 

Antes de pasar á las aplicaciones al espacio, se ocupa 
Riemann de las variedades planas en general, es decir, 
de aquéllas en las que el cuadrado del elemento lineal 
puede representarse por una suma de cuadrados de di­
ferenciales completas. 

Las variedades, cuya curvatura es siempre nula5 
son un caso particular de las de curvatura constante, 
caracterizadas por la posibilidad de moverse sin variar 
de extensión; siendo alrededor de cualquiera otro punto 
y en todas direcciones exactamente las mismas las rela­
ciones métr icas, en las variedades de curvatura cons­
tante, puede darse á las figuras una posición arbitraria 
cualquiera. Las relaciones métricas de estas variedades 
dependen únicamente del valor de la curvatura. Las 
superficies de curvatura constante positiva pueden 
siempre recibir una forma tal, que los segmentos su­
perficiales puedan moverse en ellas sin flexión; la de 
curvatura nula posee la propiedad de que la dirección 
es independiente del lugar. 

L n cuanto á la determinación de las relaciones mé-



— 90 -

tricas del espacio, cuando se admite como hipótesis que 
las líneas son independientes de su posición y que el ele­
mento lineal se expresa por la raiz cuadrada de una ex­
presión diferencial de segundo grado, pueden expresarse 
sus condiciones necesarias y suficientes haciendo desde 
luego que la medida de la curvatura en cada punto sea 
nula según tres direcciones superficiales, quedando de­
terminadas las relaciones métr icas del espacio, si la suma 
de los ángulos de un tr iángulo es siempre igual á dos 
rectos. 

Si se supone, además, como Euclides, una existencia 
independiente de la posición, no sólo para las líneas, 
sino también para los cuerpos, resulta que la medida de 
la curvatura es en todas partes constante; y entonces la 
suma de los ángulos queda determinada en todos los 
triángulos cuando lo es en uno sólo. 

Concluye la Memoria de Riemann examinando el 
modo de corresponder los sistemas de determinaciones 
métricas con la experiencia, observando que la hipótesis 
del espacio como una variedad ilimitada de tres dimen­
siones se aplica á todas nuestras concepciones del mun­
do exterior, y nos sirve para completar en cada instante 
el dominio de nuestras percepciones efectivas y para 
construir los lugares posibles de un objeto buscado, po­
seyendo dicha propiedad de ser ilimitado el espacio 
mayor grado de certidumbre empírica que otro dato 
cualquiera de la experiencia. Pero la cualidad de infi­
nito del espacio no es consecuencia de ser ilimitado, 
pues si se suponen los cuerpos independientes del lugar, 
atribuyendo al espacio una curvatura constante positiva 
por pequeña que fuera, el espacio sería necesariamente 
finito. Prolongando según líneas geodésicas ó de mínima 
distancia las direcciones iniciales situadas en un elemen-
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to superficial, se obtendría una superficie ilimitada de 
medida de curvatura constante, es decir, una superficie 
que en una variedad plana de tres dimensiones, tomaría 
la forma de una superficie esférica, que sería, por con­
siguiente, finita. 

JJber den ü r s p r u n g und die Bedeutung der geome-
trischen Axioma se titula la también célebre y conocida 
Memoria de HeUntioltz, de la que es indispensable hacer 
alguna indicación, por lo menos cuando se trata de los 
sistemas geométricos no-euclídeos. Se propone este ilus­
tre físico-matemático examinar desde el punto de vista 
filosófico les axiomas geométricos y la posibilidad de 
construir por el análisis sistemas geométricos fundados 
sobre axiomas distintos de los de Euclides. 

Con el fin de evitar las dificultades que ofrece el exa­
men de las hipótesis fundamentales de la Geometría, 
emplea Helmholtz el método de la Geometría analí t ica, 
ya que, siendo todo proceso algebráico una operación 
puramente lógica, no puede introducir entre las cantida­
des á él sometidas ninguna relación que no se halle con­
tenida en las ecuaciones propuestas. 

Hace interesantes desarrollos acerca de las geome­
tr ías en el plano euclídeo, en las superficies de curva­
tura constante positiva y en la pseudo-esfera, haciendo 
ver qué postulados son válidos en una ó en otra, y por 
consiguiente en qué se asemejan ó difieren, exponiendo 
enseguida sus investigaciones propias, afines de las de 
Riemann en algunos puntos, si bien éste toma como base 
la expresión analítica de la distancia de dos puntos infi­
nitamente próximos y llega á establecer los teoremas 
de la movilidad délos cuerpos sólidos, y Helmholtz par­
te del hecho observado de que en nuestro espacio el mo­
vimiento de los cuerpos sólidos es posible en el grado 
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que los conocemos, concluyendo la necesidad de la ex­
presión algebraica considerada por Riemann como 
axioma. 

Principia Helmholtz suponiendo que la posición de 
un punto cualquiera A debe poderse determinar respec­
to á elementos fijos con auxilio de medidas efectuadas 
sobre líneas, ángulos, á reas , etc., y necesarias para de­
terminar la posición de dicho punto, llamadas sus coor­
denadas, que determinan las dimensiones del espacio 
considerado y que va r í an de una manera continua. 

Luego define un cuerpo sólido con relación á un sis­
tema de puntos fijos de la manera siguiente: 

Entre las coordenadas de los puntos que pertenecen 
á un cuerpo sólido, tomados dos á dos, debe existir una 
ecuación correspondiente á la relación invariable que 
subsiste entre los dos puntos durante el movimiento y 
que es la misma para todos los pares de puntos con­
gruentes, siendo éstos los que pueden coincidir con el 
mismo par de puntos fijos del espacio. 

A pesar de su apariencia tan general, esta definición 
es muy fecunda, porque el número de ecuaciones au­
menta más rápidamente que el número de coordenadas 
de los puntos que determinan. Cinco pares de puntos 
originan diez pares diferentes 

AB, AC, AD, AE 
BC, BD, BE 

CD, CE 
DE 

que corresponden á diez ecuaciones con quince coorde­
nadas variables, de las que seis deben quedar arbitra­
rias, si el sistema de los cinco puntos debe moverse libre-
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mente alrededor de un eje, de modo que sólo es posible 
determinar nueve coordenadas para las seis variables. 
En el caso de seis puntos se hal lar ían quince ecuaciones 
para doce variables, etc. Pero con n ecuaciones sólo 
pueden determinarse n magnitudes; luego si tenemos 
más de n ecuaciones, los valores sobrantes deben ser 
funciones de los n primeros. De ésto se sigue que las 
coordenadas de los pantos de un cuerpo sólido, tomados 
dos á dos, deben ser tales, que si en el espacio de tres 
dimensiones quedan satisfechas para nueve de estos pa­
res formados por los cinco puntos, la ecuación para el 
décimo par quedará también satisfecha, A esta circuns­
tancia se debe que la hipótesis admitida en la definición 
de la solidez baste para determinar la naturaleza de las 
relaciones existentes entre las coordenadas de dos pun­
tos situados entre sí á una distancia invariable. 

Para buscar el origen de las determinaciones que de­
finen nuestro espacio como un espacio plano, observa 
Helmholtz la diferencia entre la geometría del espacio 
euclideo y las de la esfera y pseudo-esfera que estriba 
en la medida de cierta constante que llamó Riemann el 
coeficiente de curvatura, que debe ser cero para que los 
axiomas de Euclides sean aplicables; en el caso contra­
rio, la suma de los ángulos de un triángulo no es la 
misma en los grandes triángulos y en los pequeños, y 
Ta semejanza de las figuras sólo sería posible en la Geo­
metr ía euclídea; y si todos los sistemas de medidas 
efectuados en la práctica que dan una paralaje nula 
para las estrellas muy lejanas, confirman empírica­
mente el axioma de las paralelas y manifiestan que en 
nuestro espacio y con nuestros medios de medida el 
coeficiente de curvatura no difiere de cero de una ma­
nera apreciable,! puede preguntarse, como hace Ríe-
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matm, si esto ocurrir ía de otro modo cuando en lugar de 
tomarse como una de nuestras bases de medida el eje 
mayor de la órbita terrestre, se tomasen otras ma­
yores. 

Pero todas las mediciones se fundan en el principio 
de la coincidencia y en la hipótesis de que nuestros ins­
trumentos de medida "son cuerpos de forma invariable, 
sin sufrir otras alteraciones que las debidas á la tempe­
ratura, pesantez, etc. 

Toda comparación hecha por vía de medición tiene, 
pues, por base una hipótesis sobre las propiedades físi­
cas de ciertos cuerpos de la Naturaleza, que sale de la 
pura noción del espacio. Y hasta se pueden indicar las 
leyes mecánicas á las que se subordinan los cuerpos se­
gún se hallen medidos en el espacio esférico ó pseudo-
esférico, acerca de lo que hace Helmholtz una curiosa 
descripción, es decir, cómo aparecer ían á un observa­
dor los fenómenos del espacio esférico ó pseudo-esférico, 
si éstos existiesen, en lo que no llegamos á una imposi­
bilidad real ó lógica, de igual modo que en el cálculo de 
las relaciones de dimensiones, siendo posible el repre. 
sentar el aspecto de un mundo pseudo-esférico tan exac­
tamente como desarrollar su idea; no debemos, pues, 
concluir que los axiomas de nuestra geometría tengan 
su origen en la forma dada de nuestras facultades intui­
tivas. 

I.os axiomas geométricos no pertenecen exclusiva­
mente á la teoría del espacio, t r a t m de magnitudes, y 
sólo puede hablarse de magnitudes cuando hay medios 
de compararlas; toda medida supone posibilidad de mo­
vimientos cuya forma y dimensiones deben ser invaria­
bles, que la Geometría llama áreas, ángulos, l íneas, et­
cétera, y prescindiendo de- las, propiedades físicas y 
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químicas de los cuerpos, se les conserva al menos su 
solidez para lo que hay que invocar la experiencia. 

Concluye Helmholtz que si se considera la idea de 
sólido geométrico como una idea transcendental ex t raña 
á las experiencias reales con las que éstas no tuvieran 
una correspondencia necesaria, como los cuerpos exis­
tentes en la naturaleza no corresponden j amás á las 
ideas que de ellos hemos abstraído, los axiomas de la 
Geometría podrían considerarse dados á p r i o r i p o v aque­
lla noción transcendental, sin poder ser confirmados n i 
rechazados por la misma, y los axiomas no serían pro­
posiciones sintéticas en la acepción que da Kant á esta 
palabra, sino consecuencias analít icas de la idea de los 
sistemas geométricos; son formas á las que puede adap­
tarse un contenido empírico, lo que es cierto no sólo 
respecto á los axiomas de Euclides sino respecto á las 
geometrías esférica y pseudo-esférica; pero si se asocian 
á los axiomas geométricos ciertos principios mecánicos, 
tendremos un sistema de proposiciones de una impor­
tancia real que puede ser confirmado ó invalidado, y 
por consiguiente creado por la experiencia y la obser­
vación. Si tal sistema debiera tomarse como una forma 
transcendental de la intuición y del pensamiento, sería 
necesario admitir una armonía preestablecida entre la 
forma y la realidad. 

Casi al mismo tiempo que Helmholtz publicó la im­
portante J^emoria de que nos hemos ocupado, el mate­
mático belga Sr. T i l l y presentó otra Memoria á la Eeal 
Academia de Ciencias de Bélgica, cuyas ideas desarrolló 
más tarde en su obra Essdi sur les principes fondamen-
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iaux de la Géométrie et de la Mécanique, trabajo muy 
interesante en el cual se hace depender la Geometría de 
la noción de distancia. Esta implica la variación de una 
manera continua y además el hecho de que, dado un sis­
tema de puntos en número finito ó infinito ABCD y 
un punto B' tal que sea AB' igual á AB', existen puntos 
para los cuales el sistema AB' C D' sea absolutamente 
idéntico al primero, es decir, que en los dos sistemas las 
distancias entre pares de puntos correspondientes ú ho­
mólogos sean iguales dos á dos. En estas dos propieda­
des de la distancia hace consistir el Sr. T i l l y su axioaia 
principal, y valiéndose de la representación cartesiana, 
define la distancia de dos puntos en función de sus seis 
coordenadas ^ , y» z„ x:„ z„ F , ^ s,, x2, ^ 0¡i) 
ó F . 

Dados los puntos 1 y 2 y el 2' (a;'2, y\_, z\) tal que 
FJ2 == existe un sistema de puntos en el cual se ha­
llan comprendidos el 1 y 2', idéntico respecto á las dis­
tancias de todos los puntos de iguales números con un 
sistema dado 1234.... 

Para hacer la verificación se toma además de los 
puntos 1 y 2 el 3, de modo que F12 = Fu F2., luego se 
determina el (a?'3, y ' . , z \ ) de modo que satisfaga á las 
ecuaciones F12 = F13- = F23-. Tómense los puntos 4 y 5 
y determínense las coordenadas £c44, y \ , z \ por las 
ecuaciones 

F = F • F = F • - F — F -

y luego las x \ , y's) z \ por las ecuaciones 

E — F ' . F fe= P • • F — F -

Estas seis coordenadas deberán verificar idéntica­
mente á la ecuación F, , = F • ' 
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El Sr. T i l l y demuestra que para satisfacer las condi­
ciones indicadas la función F sólo puede afectar las for­
mas analít icas 

F u = \ J («, — !»a)a + (y, — 2/2)a - f (z—s*)1 

A 
F12 = —- are eos mp 

A A A A A A 

A A A 

\ A A A / 

F,0 = are eos 

definiendo el seno y coseno de a por las expresiones 
.3 

a } i . 4-.... y los hiperbólicos por es-

tas series cambiando los signos —̂  en -f- . 
De estas fórmulas la tercera se reduce á la primera 

haciendo D = co ó á la segunda reemplazando D por 
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A y / — 1 ; corresponden respectivamente á has geome­
trías usual, abstracta y doblemente abstracta, según las 
denominaciones del Sr. Tilly; la denominación de la ter­
cera obedece á que en ella se prescinde de los dos axio­
mas de la geometría ordinaria, es decir, el de las para­
lelas y el del aumento indefinido de la distancia, es la 
geometría de Riemann; en ella la distancia D tiene un 
máximum. En la simplemente abstracta sólo se pres­
cinde del axioma de las paralelas, es la geometría de 
Lobatschewsky. 

Las fórmulas que determinan los ángulos de un 
triángulo en función de los lados, hacen ver la corres­
pondencia entre el aumento de la longitud de los lados 
y la diferencia de la suma angular respecto á dos ángu­
los rectos. 

Pero en los mayores triángulos medidos no se ha ob­
tenido diferencia sensible entre estos dos valores; luego, 
concluye el Sr. Tilly: si la verdadera Geometría fuese 
la de Gauss (es decir de Lobatschewsky) ó la de Eie-
mann, los parámetros A ó D podrían ser suficientemen­
te grandes para que coincidiese con la de Euclides, y 
como ésta puede también ser la única verdadera, basta 
para todas las necesidades, y siendo más sencilla que las 
otras, es lógico adoptarla. 

La obra del Sr. Flye S.te Marie, Etudes analytiques 
mr la théorie des paralléles se basa en la idea de 
que la Geometría de Lobatschewsky se cambia en la or­
dinaria cuando los lados de los triángulos son muy pe­
queños. Por esto comienza con la proposición: La suma 
de los tres ángulos de un triángulo infinitesimal es, en 
el limite, igual á dos ángulos rectos. 

Pasando de lo infinitamente pequeño á lo finito, según 
las reglas del cálculo integral, obtiene las formulas fun-
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damentales de una geometría analít ica, independiente 
d é l a teoría de las paralelas, y examina si dichas fór­
mulas verifican todos los axiomas, exceptuando el de las 
paralelas, pues si se encontrase uno solo incompatible 
con ellas, en la hipótesis de ser el postulado inexacto, 
este postulado quedaría con esto demostrado; y por el 
contrario será imposible admitir que sea susceptible de 
demostración, si los demás axiomas se hallan verifica­
dos en la geometría imaginaria. 

Después de demostrar los teoremas concernientes á 
tr iángulos infinitesimales, trata del arco de radio infini­
to, y halla la relación de dos arcos paralelos de radio 
infinito, comprendidos entre dos normales. ^ 

Siendo z la distancia de los arcos y la relación - j ^ -

de éstos f{z ) , obtiene 
z 

/ •(*) = ek 

Obtiene con relación á un sistema de coordenadas 
las ecuaciones que llama parametrales (por contener el 
parámetro k implícita ó explícitamente) de la recta, de 
la circunferencia, del arco de radio infinito, del plano y 
de la esfera; demuestra que los axiomas referentes al 
cambio de una figura invariable de un lugar á otro, de 
la determinación por dos puntos de una recta y que el 
lugar de los puntos cuyas distancias á dos fijos son 
constantes, es una curva cerrada única, fuera de la que 
no existe ningún punto del lugar, se verifican por las 
fórmulas parametrales, para cualquier valor del pará­
metro, concluyendo que el postulado de Euclides no es 
una consecuencia de los demás axiomas de la Oeome-
t r i a . 
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Después de establecer la trigonometría imaginaría , 
análoga á la de Lobatschewsky, demuestra que todos los 
axiomas de la Geometría se refieren á los tres indica­
dos, tales como el de la existencia del plano, de la me­
dición de las curvas, á reas , volúmenes, etc., indepen­
dientemente del lugar, que el área plana es menor que 
la de toda superficie terminada por el mismo contorno. 

Entre las obras publicadas en estos últimos años, me­
rece lugar preferente la del Dr. Wilhelm Ki l l i ng Die 
Nicht-Euklidischen Raumformen i n analytischer Be-
handlung (1885), cuya segunda parte de mucha mayor 
extensión que la primera, está dedicada al espacio de n 
dimensiones. En las dos partes se consideran las geome­
t r ías de Lobatschewsky y de Riemann. 

Comienza la primera parte por un estudio del trián­
gulo infinitesimal, obteniéndose las fórmulas de la t r i ­
gonometría: 

h c sen — . sen '{ — sen — . sen p 
k k 

c a h h a 
sen —— eos a - } - sen —- eos — eos 7 = sen — eos — 

k k k 1 k k 

a b c , b e 
eos —— = eos —— eos }- sen — sen — eos « 

k k k k k 

La expresión i representa la curvatura del espacio 

de Riemann, y tiene por valor 

J _ _ — d f 
Je* da'1. sen'2^ •• - •• 
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Para la fc = oo resulta: 

í.0 L a recta es infinita. 
2. ° La suma de los ángulos de un t r iángulo es igual 

á dos rectos. 
3. ° E n las fórmulas t r igonométricas, arriba escri-

- a a 
tas, se sus t i tu i rá k sen por a y eos -—• por 1. -

X K 

Para fc2 < 0; 
1. ° La recta es infinita. 
2. ° La suma angular de un t r iángulo es menor que 

dos rectos. 
3. ° E n las ecuaciones citadas tiene k un valor ima­

ginario. 
Para fc? > 0 ; 

1. ° La recta es cerrada. 
2. ° La suma angular de un t r iángulo es mayor que 

dos rectos. 
3. ° En las ecuaciones citadas, k tie7ie un valor real. 
4. " JJos rectas que tienen un punto común, se cortan 

en otro punto. 
Termina la primera parte de la obra con una apli­

cación de las coordenadas de Weierstrass á la geometría 
de Riemann. 

Si OX y OY son dos ejes rectangulares, cp el ángulo 
que el segmento OP forma con el eje de las x, y OP=r'; 
las coordenadas de Weierstrass son: 

p == eos — x — k sen —r-sen y, y — k sen —— eos o. 

De las dos Memorias publicadas Sur la Géométrie 
non-Euclidienne, por el Sr. Gerard, profesor del Liceo 
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de Brest (Théses présenteés á la Facul té des Scien­
ces de Paris, 1892; Nouv. Ann . d. Math. 1883), sólo 
diremos que, tomando el autor como norma de sus 
desarrollos el razonar solamente sobre figuras que se 

£ puedan construir, y partiendo 
de la hipótesis de ser en todo 
triángulo la suma angular infe­
rior á dos rectos, demuestra las 
siguientes proposiciones: 

jSi en un cuadr i lá tero ACac, 
cuyos ángulos a t/ c son rectos, el 
ángulo A es recto ú obtuso, el 

lado Aa es menor que el lado opuesto Co. 
E n un cuadr i tá te ro ACca que tiene dos ángulos rec­

tos & y c, y un ángulo A recto ú obtuso, si desde un pun­
to B del lado AC se baja la perpendicular Bb á ao; se 
tendrá que 

A a < B b < Ce 

ac AC 
' a 6 ' < AB 

Ce — A a ^ AC 
Bh — Aa AB 

Cuando A coincide con a, el cuadrilátero se convier­
te en tr iángulo, y el enunciado anterior se reduce al si­
guiente: 

En un t r iángulo ACc rectángulo c, si desde un pun-
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ta B de ta hipotenusa se baja Bb perpendicular d Ac, 

se tiene 
Ac 

< 
AC 
AB < 

Cc_ 

ah 

Si, pues, k x y k y son dos semireetas perpendicula­
res á una recta k a , y desde 
un punto B de k y se baja B6 
perpendicular á aa;, la reía-

ción , va decreciendo á 

T 

I > 
i I medida que el punto B se 

aproxima al A. Luego si se 
hace tender AB hacia cero, 
dicha relación tiende á un 
limite f ( «A) . Si enseguida se baja la perpendicu­

lar AB' sobre B&; se obtiene que - ^ - a u m e n t a cuan­

do ah disminuye; luego si ah tiende hacia cero, esta ra­

zón tiende también hacia un límite necesariamente in­

ferior, ó á lo más, igual al límite f ( a k ) ; luego 

AB' 
ah 

< f i a k ) . 

Contuiuando el razonamiento consigue el Sr. Gerard 
establecer las fórmulas fundamentales de la Geometría 
no-Euclídea, basadas en que: 

Si se designa L una longitud arbi t rar ia , existe un 
número correspondiente X tal , que en todo cuadri lá tero 
ABCD cuyos ángulos A, B, C son rectos, se tiene 
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Debemos citar ahora, como noticia interesante, el 
opúsculo publicado por el Sr. Mansión, profesor de la 
Universidad de Gante, Principes fondamentaux de la 
Géometrie non-Euclidienne de Riemann (1895). 

Vamos, á terminar esta reseña de la Geometría no-
Euclídea coii una breve exposición de la importantísima 
obra Mcht-JEuklidische Géometrie, debida al eminente 
geómetra Dr. F. Klein (1893). 

Como precedente, examina los resultados obtenidos 
por la Escuela francesa, á partir de los trabajos de 
Poncelet, siendo objeto preferente las propiedades pró-
yectivas que en el plano se refieren á una curva de 
segunda clase degenerada en un par de puntos imagi­
narios, ó en coordenadas-puntos, la recta en el infini­
to, y que en el espacio es el cono absoluto que corta en 
el círculo imaginario al plano del infinito. 

^ También es objeto de estudio la teoría de las deter­
minaciones métricas (Maashestimmungen) expuesta en 
A sixt Memoir upon Quantics, de Cayley. 

La figura fundamental de primer grado correspon­
diente á la ecuación de segundo grado ^a^Xy íck = o 
ó Sxx= o conforme escribe el Sr. Klein, da origen á los 
casos de que las raíces sean imaginarias conjugadas, 
reales y distintas ó reales y coincidentes ó de las deter-
minaciones métricas elíptica, hiperbólica ó parabólica, 
según expresión de dicho geómetra. 

Establece que la diferencia ó diversidad métrica 
(Maassunterschied) de dos elementos x j x' respecto á 
la figura absoluta consistente en dos puntos | y ^' se re­
presenta mediante el producto de una constante por el 
logaritmo de la relación ánarmónica de dichos cuatro 
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puntos-, así M (xx') = K lóg. D. V (iniciales dé Dopel-
verhaltniss). -

En el caso de la determinación métrica elíptica an­
gular en un haz de rayos, la constante k se reemplaza 

i ••. 
V01' - y y los dos rayos que pasan por los puntos circu • 

lares representan la figura absoluta de segundo grado. 
La longitud de la recta es finita en esta determina­

ción métrica é igual á 2k'Tz: 
En la determinación métrica hiperbólica, los pun­

tos | y de la figura absoluta representada por i-a. ecua­
ción Sxs = 0 son reales, y K es una constante, de modo 
que los puntos x y x ' tienen una diferencia métrica real 
ó compleja, según no se hallen ó se hallen separados pol­
los puntos ^ y Además, cuando x ó x' coincide con 
la relación ariarmónica adquiere los valores oo ó 0 res­
pectivamente y sus logaritmos son - f oo ó — oo, de 
modo que la recta, en la determinación métr ica hiper­
bólica, tiene dos puntos á distancia infinita de cual­
quiera de sus puntos que se considere; y en un haz co­
rrespondiente al sistema de puntos de la recta, un rayo 
puede moverse en uno ú otro sentido hacia cada Uno de 
los rayos límites, más allá de los cuales todos los rayos 
son imaginarios. 

En la determinación métrica parabólica hay coinci­
dencia de los dos puntos fundamentales, por ser iguales 
las raíces de la ecuación -xx = 0, lo que da lugar á un 
'solo elemento en el infinito. 

El sistema métrico ordinario de la línea recta estu­
diado en la geometría euclídea elemental es un casó de 
la determinación métrica parabólica. ' 

. Para el caso en que la figura fundamental. sea,, una 
sección cónica "Saik x i xk = 0 obtiene el Sr. Klein sieta 
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modos de determinación métrica, ocupándose exclusi­
vamente de las determinaciones métricas elíptica y pa­
rabólica. 

En el primer caso, cada recta del plano tiene una 
longitud finita 2TrK' y cada haz una suma finita, no 
existiendo elementos á distaxicia infinita, el área dól 
plano en la determinación métrica elíptica está repre­
sentada por 8^ K " ; el arco elemental lo mismo en este 
caso que en el de la determinación métrica hiperbólica 
tiene una expresión que se reduce á =- \/dx"' + dy* 
cuando el parámetro K' es infinito, ó sea en la determi­
nación métrica del plano que se presenta como caso lí­
mite de aquellas otras dos determinaciones métricas, y 
de la elíptica se pasa á la hiperbólica, sustituyendo en 

K 
las fórmulas K' por — ; la geometría hiperbólica es, 

% 

J J. 2K 
pues, la geometría ordinaria en una esfera de radio —7-
ó de radio imaginario. 

Determina el Sr. Klein la distancia de dos puntosa? 
y x' (siendo | y $' las intersecciones de la recta xx ' con 
la cónica), ya en el caso de ser interiores á ésta, ya en 
el de ser uno exterior y otro interior, en el de ser los dos 
exteriores ó en el de ser uno interior y hallarse el otro 
x' coincidiendo con £' en la cónica; para este caso la dis­
tancia es infinita en cualquier dirección; de manera que 
todos los puntos de la cónica son inaccesibles y las dos 
rectas que unen un punto interior con los $ y son las 
paralelas. 

Cuando en las fórmulas de la trigonometría esférica 
2K 

se cambia R por —r— , las funciones circulares se cam-
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bian en las hiperbólicas; y al comparar la determina­
ción métrica hiperbólica con la elíptica, que no da rec­
tas paralelas ó las da imaginarias conjugadas, y con la 
geometría ordinaria, que sólo tiene una paralela por 
cada punto, ésta resulta ser un tránsito entre la elíptica 
y la hiperbólica. 

Termina el Sr. Klein su exposición respecto á la de­
terminación métrico-hiperbólica, dedicando algunas pá­
ginas á la cinemática en la geometría hiperbólica. 

Comienza presentando las relaciones proyectivas de 
dos planos ó transformaciones lineales en las que se co­
rresponden los puntos « < x. ' ) y (a?, o?.). Obtiene 
como primer resultado que por la transformación tres 
puntos del plano vuelven á coincidir con su primitiva 
posición, ó en general que, cuando un dominio de n va­
riables homogéneas se transforma en si mismo median­
te una sustitución lineal, permanecen fijos apuntos del 
mismo; considera las determinaciones métricas por las 
que mediante las colineaciones del plano, la cónica ab­
soluta se transforma en sí misma. Estas colineaciones 
representan movimientos del plano, cuyo estudio deno­
mina el Sr. Klein la cinemática de la geometría hiper­
bólica. 

Una cónica se transforma en sí misma por un número 
triplemente infinito de colineaciones del plano; lo que 
produce en la geometría hiperbólica movimientos en nú-, 
mero triplemente infinito. 

Sea la colineación especial por la que la cónica ab­
soluta se transforma en sí misma, y que posee la pro­
piedad de satisfacer á la relación entre los paráme­
tros X y V 

aX 4- 8 feX'j = aX, - f ^a 
X '— —r 4; o bien , . , 



— 108 — 

podremos decir que: Cuando las x del p l añó se someten 
á una susti tución ternaria por l a cual la cónica se 
transforma en si misma, las X, y \ sufren en la cónica 
una sustitución l ineal binaria. 

Concluye estas investigaciones el Si*.: Klein con el 
resultado de tener el á rea del tr iángulo un máximo re­
presentado por el número. á K V . 

Respecto á suŝ  investiga "iones sobre la determina­
ción métrica parabólica, sólo diremos que, en vez de 
presentar la geometría parabólica como un caso límite 
de las elíptica é hiperbólica, según lo hizo anteriormen­
te, juzga más propio decir que: La Geometría pa rabó­
lica es un caso transitorio entre la elíptica é hiperbóli­
ca, por cuanto el par de puntos imaginarios es un caso 
transitorio entre las cónicas cortadas ó no cortadas 
(las denominaciones einteiligen y nullteiligen, cuya 
traducción adecuada no encontramos, corresponde á los 
casos de no cortar en ningún punto ó cortar á la recta 
del infinito). 

Los tres casos de la Geometría corresponden respec­

tivamente á que la expresión sea negativa, positiva 
ó nula, ó á que la curvatura sea negativa, positiva ó 
nula. 

A.esta exposición general sigue, en la primera parte 
de la obra. Mcht-Euclidische Geometrie, una notable 
exposición histórico-crítica de la Geometría no-Euclí-
dea, dedicada en el primer período á Gauss, Lobats-
chewsky, Bolyai, Beltrami y Cayley; al segundo perio­
do corresponden los trabajos de Riemann y Helmholtz; 
el tercer período comprende las investigaciones ulterio­
res hasta la actualidad; Trata el Sr. Klein de la obra 
del Sr. Ki l l ing Die Nicht-EuUidisclien Raumformeii i n 
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cinalytischer Behandlung, del alcance del sistema de 
Staudt, de las investigaciones de Pasch relacionadas1 
con las de éste y de los resultados obtenidos por el dis­
tinguido profesor de la Universidad de Pisa Sr. BiancM 
y expuestos en sus Lezioni de Geometría differen-
ziale. 

La segunda parte de la obra del Sr: Klein concierne 
exclusivamente á la geometría de tres dimensiones. 

Comienza por tratar la geometría proyectiva del es­
pacio. Da gran desarrollo á la teoría de Plücker sobré 
el complejo de rectas, en la que tomó como elemento la 
recta. Se ocupa sucesivamente de los elementos imagi­
narios del espacio, de las superficies de segundo grado, 
de las colineaciones del espacio; que son la contraposi­
ción geométrica de las sustituciones lineales. 

Tomando como figura fundamental la esfera, si ele­
gimos un punto exterior, su plano polar la corta en una 
circunferencia real (einteiligen KreiseJ, y nos hallamos 
en el caso de la determinación métrica hiperbólica. Si el 
punto es interior, su plano polar es real; pero la inter­
sección, y por consiguiente, el cono fundamental imagi­
nario, hallándonos en el caso de la geometría elíptica. 
El caso que sirve de transición entre estos dos es el de 
la determinación- métrica parabólica cuando el puntó 
se halla en la superficie de la esfera. 

Sin detenernos en las relaciones que establece el se­
ñor Klein entre los grupos de geometrías en la esfera 
con las funciones automorfas, periódicas y las que llama 
de los cuerpos regulares, n i de las sustituciones elípti 
cas, hiperbólicas y loxodrónicas, concluiremos esta ex­
posición de la obra Nicht-EucUdische Geometrie con el 
siguiente resumen: 

En el espacio, las relaciones métricas se refieren á 
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tma cónica determinada que llamamos círculo en el in­
finito (Kugelkreis). 

Todas las esferas del espacio tienen en el plano del 
infinito la misma cónica indivisa fnullteiligen), y las 
distancias de los puntos del círculo en el infinito á cual­
quier punto del espacio son indeterminadas. 

En el espacio ordinario existe una determinación 
métrica parabólica fundada en los puntos cíclicos de 
este plano. 

En el plano del infinito existe una determinación 
métrico-elíptica respecto al circulo del infinito. 

Termina la obra del Sr. Klein con un estudio de los 
movimientos ó cinemática, de la Mecánica de los siste­
mas libres y de los cuerpos rígidos en cada uno de los 
sistemas geométricos ó un examen comparativo de los 
mismos desde estos puntos de vista. 

En cuanto á la interesantísima obra del Sr. Bianchi, 
profesor de la Universidad de Pisa, Lezioni d i Geome­
t r í a differenziale, tan sólo indicaremos lo referente á 
las geometrías no-euclídeas, objeto de los capítulos V I I 
y x v i . 

El asunto del capítulo V I I es la aplicabilidad de las 
superficies de curvatura constante; se ocupa el señor 
Biancbi de las tres formas típicas del elemento lineal: 

2u 

ds1 du* -fe ^ dv* 

ds% = dw5 Rs sen h? j dv* 

<*•' = du* + eos fc^ ^ - j dv* 
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correspondientes á los tipos parabólico, elíptico é hiper­
bólico. 

El capítulo X V I trata de la geometría pseudo-eafé^ 
rica, terminando con un desarrollo acerca de la repre­
sentación de la superficie pseudo-esférica en el plano, 
debida al Sr. Beltrami. 

Concluiremos citando la notable colección de mode­
los en yeso construida en el establecimiento del señor 
Brill en Darmstad y á los cualeTaoompañan Memorias 
explicativas de cada modelo, de gran utilidad para ad­
quirir un conocimiento acabado de estas modernas doc­
trinas geométricas. 

«—^— 



V I H 

La Geometría de n dimensiones 

Se ha visto anteriormente cómo las teorías matemá­
ticas han alcanzado extenso desarrollo por la adjunción 
de nuevos elementos. 

El dominio de la intuición se fué reduciendo á medi­
da que sobre su limitado campo se elevaba el creciente 
dominio de las relaciones, unas veces puramente abs­
tractas, tan sólo referidas por cierta coexistencia á trans­
formaciones de la realidad, otras acompañadas de re­
presentaciones sensibles, con carácter excepcional ó 
transitorio, dentro de la generalidad de las leyes. 

En la Algoritmia las operaciones se elevaron á la ca­
tegoría de las leyes combinatorias de que emanan, con­
fundiéndose en este dominio lo real con lo llamado en 
sus orígenes imaginario, que hoy constituye el dominio 
de las cantidades complejas, dentro del que se incluye, 
como especie subordinada, el dominio de lo real. 

En Geometría también lo imaginario se sobrepuso á 
lo real, alcanzando esta ciencia en su contenido maravi­
llosa amplitud y también grandes facilidades para abar­
car, dentro de la nueva síntesis, numerosas relaciones, 
sin esto más difíciles de adquirir y de retener por nues­
tra inteligencia. 

Pero si en la forma se dilataba el dominio geométrico 
y lo intuitivo quedaba envuelto en las indefinidas mallas 
de lo abstracto, existente como pura relación lógica ó 
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como realidad intelectual, en la materia ú objeto se no­
taban deficiencias de tal cuantía que justifican la frase 
de D'Alembert, Vécueil et le scandale des éléments de la 
Géométrie, aplicada al hecho de haber prevalecido du­
rante tantos siglos el cé'ebre postulado de Euclides como 
proposición no demostrada y aún indemostrable. 

Estas deficiencias concernientes al objeto de la Geo­
metría, que no se limitan al axioma de las paralelas, 
sino que se hacen extensivas á otros postulados tales 
como el de la homogeneidad del espacio y la posibilidad 
de transportarse una figura desde una región cualquiera 
á otra del mismo, se salvan en los tiempos modernos, al 
darse un nuevo giro á la cuestión y seguirse los nuevos 
derroteros señalados principalmente por Lobatschewsky 
y Eiemann. 

Los postulados de Euclides implican el hecho de ser 
la suma de los ángulos de un triángulo igual á dos án­
gulos rectos y de ser el espacio plano ó de curvatura 
nula. Y á su vez, la necesidad del postulado desaparece 
al justificarse que basta para un desenvolvimiento lógico 
de la Geometría el demostrar que dicha suma angular 
no puede exceder á dos ángulos rectos é implícitamente 
el establecer la propiedad del espacio llamada su curva­
tura, lo que reduce la geometría euclídea á un caso par­
ticular de la nueva geometría, más amplia, y cuya am­
plificación acrece cuando el Sr. Beltrami aplica este mo­
derno desenvolvimiento geométrico á las superficies de 
curvatura constante negativa, propiedad que correspon­
de á una suma angular de los triángulos superior á dos 
ángulos rectos. 

Un nuevo punto de vista trae el célebre Riemann con 
la noción de distancia como base de la Geometría, ex­
puesta con mayor desarrollo por Helmholtz, y que lleva 

8 
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al mayor grado de generalización á esta ciencia, basado 
en el concepto combinatario do la multiplicidad (man-
n ig fa l t i gkaü j ; y los sistemas de Geometría parabólica, 
hiperbólica y elíptica resultan incluidos en las geome­
tr ías de n dimensiones. 

El verdadero carácter del espacio de n dimensiones 
consiste, según Riemann, en la propiedad de reducirse 
á 11 determinaciones de magnitud la determinación de 
posición en dicho espacio, esto es, en la determinación 
de un punto por n variables as,, Xn. 

El elemento lineal ds contiene entonces dichas n can­
tidades y los incrementos dx^ dxa, en el caso exami­
nado por Riemann, do ser ds la raíz cuadrada de una 
forma de segundo grado en dx, siempre positiva y en la 
que los coeficientes son funciones continuas de loá x, en 
cuyo caso las líneas geodésicas del espacio se hallan de­
terminadas inmediatamente por sus ecuaciones diferen-

w O + 1) „ 
cíales; y conteniendo esta expresión — — coen­
cientes, funciones arbitrarias de las x, pueden darse á n 
de éstos los valores que se quiera, mediante los cuales 

n Cn — 1) n. . 
quedarán determinados los otros coencien-

tes, de modo que existen en cada punto del espacio con­

siderado 71 ̂  ~ 1̂  funciones invariantes característ i­

cas de esto espacio. 
Si suponiendo tres puntos A, B, C. muy próximos, se 

unen los B y O por una geodésica L , el conjunto de las 
geodésicas determinadas por el punto A y cada uno de 
los puntos de L formará una superficie de dos dimensio­
nes que tendrá cierta curvatura en la dirección del ele­
mento de superficie así constituido; y si - se - conoce I A 
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n {n — 1) -,. 
curvatura del espacio correspondiente á ' d i ­

recciones arbitrarias de elementos do superficie, se co­

nocerá para cualquiera otra dirección. 
El caso en que la curvatura es la misma en un pun­

to, para cualquiera dirección, sin variar de un punto á 
otro, es el de la curvatura constante; y en los espacios 
que la poseen, pueden moverse las figuras, sin alterar 
sus magnitudes y someterse al procedimiento de la su-
p rposición. Estas mutaciones de las figuras dependen 
de seis parámetros en el espacio de tres dimensiones. 

Ya hemos indicado cómo Helmholtz completó las in­
vestigaciones de Rlemann, partiendo de la noción de dis­
tancia al suponer: 1.°, que la posición de un punto puede 
determinarse por ciertas magnitudes que se llaman sus 
coordenadas; 2.°, que entre las coordenadas de los pun­
tos de un cuerpo sólido, tomados dos á dos, debe existir 
una ecuación correspondiente á la relación invariable 
que subsiste entre ambos durante el movimiento de cuer­
po y es la misma para todos los pares de puntos con­
gruentes, ó sea los que pueden coincidir con un mismo 
par de puntos fijos del espacio; 3.°, que en nuestro espa­
cio, cuando fijamos dos puntos de un cuerpo sólido, éste 
sólo puedo girar alrededor de la recta que los une, de­
biendo hallarse en su primitiva posición después de una 
vuelta completa. 

Con estas investigaciones se hallan en intima cone­
xión las que sirven de base á la obra del Sr. T i l l y Essai 
sur les 'principes fondamentaux de la Géométrie et de 
la Mécanique, y sobre todo el Essai de Géométrie ana-
lytique genérale, premiada en 1892 por la Real Acade­
mia de Ciencias de Bélgica, cuyo principal objeto es la 
determinación de las relaciones entre los pares.de pun-

http://pares.de
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tos situados en el espacio, á las que pueden reducirse to­
dos los teoremas y fórmulas de la Geometría, de modo 
que comienza proponiendo el problema: Elegir los nú ­
meros correspondientes d los intervalos de los pares de 
puntos del espacio, no de un modo arbitrario, sino de 
manera que puedan existir entre estos números relacio­
nes generales cualesquiera. 

También creemos oportuno, como ilustración de lo 
que va á seguir, el extractar algunas consideraciones 
expuestas por M. Picard en su trabajo A propos de quel-
ques récents travaux mathématiques (Rendiconti del 
Circolo matemático di Palermo, tomo I X , 1895, pá­
gina 151). 

«Un movimiento de una parte del espacio está defini­
do por tres ecuaciones 

K ' = z f (x, y ; z), y ' * = < f { x , y , z ) , z'*= ty {xt y, z). 

Por esta transformación un conjunto E de puntos 
(x, y, z) se convierte en otro E ' de puntos {x ' , y' , z'). Esta 
transformación es para nosotros un movimiento que 
lleva de E á E'. 

Si ahora hacemos sobre el espacio que vamos á estu­
diar las hipótesis siguientes: 

1.° Los movimientos de este espacio son tales, que 
dejan invariable una función íl (¿c,, y,, z^ £c2, y^, z )̂ de 
las coordenadas de dos puntos cualesquiera (xt, yv z ^ j 
{xt, y.^ 22). En otros t é rminos : si se designan por 
(x'ii y \ i z'Í)> (^'a» y\> z') las coordenadas de estos pun­
tos después de uno cualquiera de los movimientos posi­
bles, se tendrá 

Vv z v x v z i ) = fí ( x ' v V 'v z ' v x ' v V i z \ ) 
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«El origen de esta hipótesis se nota inmediatamente: 
en lenguaje ordinario puede decirse que al hacerla se 
quiere que exista relativamente á estos dos puntos algo 
que permanece invariable después del movimiento, y 
este algo podrá llamarse la distancia de los dos puntos.» 

2.° Se quiere que, según decía Helmholtz, el movi­
miento libre sea posible en cierta región del espacio. Ved 
lo que debe entenderse por esta hipótesis compleja, es­
tudiada profundamente por el Sr. Lie. Desde luego, 
cuando un punto de la región se ha fijado, cualquier 
otro punto de ésta, sin excepción, describe una superfi­
cie (multiplicidad de dos dimensiones). Enseguida, cuan­
do se han fijado dos puntos, un punto arbitrario (siendo 
posibles excepciones) describe una curva (multiplicidad 
de una dimensión); en fin, si se fijan tres puntos arbitra­
rios en la región, todos los puntos de ésta permanecen 
en reposo (siendo posibles excepciones).» 

Tales son las condiciones que imponemos al espacio. 
De esto resulta necesariamente que el conjunto de los 
movimientos posibles debe formar un grupo de seis pa" 
rámetros . Se conocen dos tipos de espacio que satisfa" 
cen á estas condiciones. Desde luego el espacio ordina­
rio ó euclídeo y además los dos espacios no-euclídeos, 
es decir, los espacios en los cuales el grupo d'e los movi­
mientos posibles es el grupo proyectivo que transforma 
en sí misma una ú otra de las superficies de segundo 
grado ar1 + y ' -f- js5 dr 1 = 0 » 

«El Sr. Lie ha establecido que los grupos preceden­
tes son los solos que poseen las propiedades (1) y (2); re­
sultado muy notable que muestra cómo los espacios 
euclídeo y no-euclídeos son los solos sobre los cuales 
puedan hacerse hipótesis que, despojadas de su forma 
científica, son juzgadas por quien no haya reflexio-
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nado sobre estas cuestiones, como de carácter nece­
sario.» 

Este brillante período inaugurado por Lobatschewsky 
é iluminado por los destellos de los fecundos conceptos 
de Eiemann y Helmholtz, puede muy bien apellidarse el 
perioio áureo de la Geometría, en que ésta desde el 
modo de ser á que la llevaron los métodos de Descartes, 
Leibnitz y Monge, pasa al período del transcendentalis-
mo7 pues si bien Descartes da la representación analíti­
ca de la forma geométrica, si Leibnitz sorprende las va­
rias circunstancias del desarrollo de ésta y Monge pre­
senta la serie de transformacióncs de las figuras por pro­
yección, con todo esto no se había pasado de la sistema­
tización objetiva, que se extiende no poco cuando Cayley 
aplica el fecundo método de las transformaciones linea­
les á las relaciones de invariación. Pero desde Lobats­
chewsky, Riemann y Helmholtz, la Geometría se eleva 
al transcendentalismo de las causas y de la razón meta­
física de la existencia y generación de las entidades 
geométricas. 

Hasta entonces la Geometría era una construcción 
del espacio conforme á un dogmatismo invariable, de­
pendiente del postulado de las paralelas; desde Lobats­
chewsky la Geometría se emancipa de este dogmatismo , 
pregunta á la realidad externa independiente del des­
arrollo á pr ior i , ó puramente ideal de la ciencia, y en 
vez de encontrar un antagonismo entre la realidad ex­
terna y nuestros procesos internos ó subjetivos, halla 
una armonía que dilata los horizontes de la Ciencia, pues 
aquel desarrollo subjetivo se reduce á la Geometría pa­
rabólica, límite ó transición entre las de Lobatschewsky 
y de Riemann; y aparte de esta amplificación del obje­
to, acorde, con la elevación de miras subjetivas, resulta 
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un nuevo desarrollo con la asimilación del Análisis á la 
generación de las formas del espacio que expresa Rie-
mann con la denominación Mcmnigfaltigkeit ó multipli­
cidad que hoy constituye el fandamento de la Geome­
tr ía de n dimensiones. 

Descartes había tomado como elemento de la exten­
sión el punto y con él creó la geometría, que llamamos 
cartesiana; ampliando su plan, Newton y Leibnitz lle-
gáron á la geometría infinitesimal. Casi al mismo tiempo 
que Poncelet, Gergonne y Chasles con el principio de la 
reciprocidad ó dualidad, duplican la Geometría, Plücker 
señala un n'uevo camino al considerar la recta como ele­
mento del espacio y al exponer su nueva doctrina sobre 
el complejo de rectas, observando que á nuestro espacio 
puede atribuirse un número cualquiera de dimensiones, 
mediante una oportuna elección del sér geométrico que 
se considere como generador de aquél , siendo de tres 
dimensiones si este elemento es el punto ó el plano, die 
cuatro si se toma la recta ó la esfera, de nueve si es la 
cuádr ica , y así sucesivamente, debiéndose notar el 
avance que da á la nueva teoría el eminente Cayley en 
algunos de sus trabajos,, especialmente en la Memoria 
o l Abstract Geometry, donde estudia las relaciones 
múltiples ó la Geometría m-dimensional, desde el punto 
de vista analítico. 

Y no vamos á ocuparnos de esta evolución geomé­
trica desde el punto de vista metafísico sobre la existen­
cia ó no existencia de los espacios superiores al nuestro, 
lo que está fuera del dominio de la Matemática, si bien 
ha sido objeto de controversia entre algunos filósofos 
matemáticos, pues lo único que nos concierne en este 
momento es la utilidad importada á dicha ciencia por la 
nueva generalización de sus conceptos, con igual título 
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que lo imaginario ha llegado á ser un instrumento pre­
cioso de generalización y de síntesis, que ha perfeccio­
nado considerablemente el organismo matemático, pues 
la generalización que en t raña el concepto de un espacio 
polidimensional ó la geometría de n dimensiones, lejos 
de contradecir lo asentado en la geometría ordinaria, 
hace presentarse á ésta como un caso particular de 
aquélla; y esta generalización, enlazada con las formas 
analít icas, les da una representación, si no sensible, al 
menos esquemática, que auxilia el trabajo intelectual y 
llena vacíos en el sistema de relaciones cuyo engranaje 
forma, para que la inteligencia recorra con mayor faci­
lidad el inagotable dominio de dichas relaciones. 

Ya que no podamos encerrar en corto espacio la rica 
literatura que forma hoy el conjunto de trabajos acerca 
de este desarrollo geométrico, ni que sea cosa fácil el 
realizarlo, señalaremos siquiera algunos rasgos culmi­
nantes de unos cuantos es aritos, para que de su conjun­
to resulte una idea del estado á que ha llegado la nueva 
teoría y de la importancia que tiene en el actual desen­
volvimiento de la Matemática. 

La Memoria del profesor italiano Sr. Ovidio, titulada 
Le Funzioni metriche fondamentali negli spazi d i 
guante si voglíano dimensioni e d i curvatura constan­
te, que se reñere á trabajos anteriores de Clebsch y Jor­
dán, comienza definiendo el elemento en una variedad 
de co " elementos, por cada grupo de los valores de n 
variables susceptibles de recibir los infinitos valores 
reales positivos y negativos; y si w — 1 representa el 
número de dimensiones del espacio, para introducir la 
homogeneidad y simetría de las fórmulas, se determina 
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cada punto por las relaciones de w — 1 de las variables 
á la restante, siendo dichas n variables las coordenadas 
homogéneas de cada punto. Así, x,x', serán los pun­
tos de coordenadas (a?,, ), ( x'n), 

Dados r puntos íc, cc ' ,... £c(r—i), todos los puntos 

X ce -h XV H- . , . + X(r-i) x ( r - i ) 

es decir, los puntos de coordenadas 

(Xa;,--f-X'cc'j + Xa? n-í-^V 4 - . . ) 

en las que X: X': ... : X (r—ü representan r — 1 paráme­
tros arbitrarios, son en número <x>r—1, y constituyen un 
espacio de r — 1 dimensiones, parcial respecto al pro­
puesto de n — 1 (siendo r O ) . 

Así, un r-punto está determinado por r puntos, mien­
tras que éstos no se hallan en un (r — 1) punto; y en vez 
de los r puntos x, x', ...pueden elegirse para determi­
nar el v-punto otros r cualesquiera de sus puntos, con 
tal de que no estén en un mismo (r-k) punto (k = 
(1 ,2 , . . . ) 

Las coordenadas de cada punto X de un v-punto 
dado satisfacen á n-r ecuaciones lineales, homogéneas 
distintas que se obtienen eliminando)., X' ... entre las 
n ecuaciones 

X. + Xcc, + ... \(.r-i) x ' ( r - i ) = o, 

Xs - f X ÍCJ - f ... X:r-i) x ^ - i ) == o , 

que expresan las condiciones para que dicho punto X 
pertenezca al v-punto x x ' . . . xC1-1). 
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Un r-punto contiene infinitos, ( r - í ) puntos { r-2) punr 
tos, ... 2 puntos." 

Entre, los multi-puntos se distinguen el 1 punto ó 
punto simple, el 2 punto, bi-punto ó recta y el 
punto ó plano, siendo el 11 punto el espacio. 

Los puntos cuyas coordenadas satisfacen á r ecua-
ciones lineales homgéneas distintas constituyen un (r—n) 
punto. Un plano ó punto tiene una sola ecuación; 
un r punto se compone de los puntos comunes á los n-r 
planos correspondientes á sus ecuaciones. 

Para hallar la intersección de un ?• punto R con un 
r 'punto R'determinados respectivamente por los pun­
tos íc, x , x i r - í ) é y , y \ y ^ - x \ se consideran las 
expresiones 

X £C -f- XV 4- ... 4- X ( r - i ) x ' ( r - i ) 

- 2/ + lJi'?/'+ ..-+VCr~1^ í/^"15 

de puntos cualesquiera de R y R', para cuya coinciden­
cia deberán verificarse las n ecuaciones 

/. ce, - f X'íc', + . • • + \ i y i 4- ¡j-'í/', + • • • = 0 
Xíe, + X'cc.'2 + ..... + v-Vi 4- H-,..• == o 

R ?/ R' wo t end rán , en general, n ingún punto co­

mún, cuando r - \ - r ' ̂  tz , t e n d r á n uno, cuando r + r'— 

w-f-1, í/ un k punto cuando r -\- r ' = n -\- Te. 
Estas indicaciones bastan para conocer el carácter 

del trabajo escrito por el Sr. Ovidio acerca del hiper-
espacio. 
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Obtiene sucesivamente las condiciones para que un 

r ' punto W esté contenido en otro r punto R, siendo 

r i z i r ' , que se reducen á las de coincidencia, cuando 

r = r ' . 
Enseguida halla las condiciones para que una recta 

corte á un multi-punto, trata de los multi-puntos asocia­
dos, es decir, que se corresponden unívocamente, , de las 
relaciones entre .las coordenadas ele' dos multi-puntos 
que se cortan, de los multi-puntos y multi-planos, de lo 
absoluto de puntos y otras cuestiones, tales como: multi-
puntos ortogonales, perpendiculares comunes á dos 
multi-puntos cualesquiera, proyecciones, momentos y 
co-momentQS de dos multi-puntos, lo absoluto de los pla­
nos, ángulos de multi-planos, amplitudes de multi-pun­
tos y multi-puntos paralelos, constituyendo esta intere­
sante Memoria, según puede juzgarse por los epígrafes, 
una geometría generalizada á cuyos detalles no descen­
deremos, porque será más conducente á nuestro propó­
sito el examinar á continuación la importante obra del 
profesor Kill ing,t i tuladaD¿e Nicht-EukliclischenRaum-
formen i n analytischer Behandlung. 

Según ya se vió, esta obra trata en su primera parte 
exclusivamente de las geometrías de Lobatschewsky y 
de Riemann, limitadas al espacio de tres dimensiones; 
pero la segunda tiene por objeto exclusivo el espacio de 
ñ dimensiones. 

Las generalizaciones de esta nueva Geometría exi­
gen para su desarrollo la admisión de cierto número de 
proposiciones fundamentales sobre las que se edifica 
todo el sistema, así: 

Por cada punto pasan figuras de (n-1) dimensiones 
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(planos ó figuras superiores) que poseen las siguientes 
propiedades: 

1. ° Por cada punto de los planos de n-1 dimensio­
nes, pasan figuras de (n-2) dimensiones ó planos (n-2) 
veces extensos, mediante cuyo reposo aún es posible el 
movimiento del espacio. 

2. ° Por este movimiento se alcanza una posición en 
la cual llegan los planos de (n-1) dimensiones á coinci­
dir con su posición inicial, mientras que sus puntos in­
vierten su posición, 

3. ° En cada plano de (n-2) dimensiones existen 
figuras de (n-3) dimensiones, por cuyo reposo los planos 
de (n-1) pueden moverse en sí, describiendo cada punto 
una línea cerrada. 

4. ° Las mismas suposiciones pueden hacerse para 
cada número inferior de dimensiones. En cada plano de 
v dimensiones, existen planos (v-1) y (v-2) veces ex­
tensos, siendo posible el movimiento en sí del primero, y 
cada plano de (v-1) dimensiones trazado por la figura 
inmóvil, vuelve á superponerse con su primitiva posi­
ción, de modo que los puntos resultan invertidos. 

Las siguientes proposiciones expresan las dependen­
cias mutuas de las figuras: 

a) Si una recta tiene dos puntos comunes con un pla­
no, se halla toda en éste. 

5) Si un plano de n dimensiones tiene con otro de m 

dimensiones { m ^ n ) un plano de (n-1) dimensiones y 
además un punto común, se halla totalmente en éste. 

c) Por un plano de n dimensiones y un punto exte­
rior, puede pasar un plano de (n + 1) dimensiones. 

d) Dadas k rectas que se encuentran en un punto y 
un plano de dos dimensiones trazado por dos de ellas, 
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de modo que ninguna de las demás se halle en éste; se 
puede tragar por tres un plano de tres dimensiones; y 
cuando las k rectas no se hallan en un plano de (k-1) 
dimensiones, sólo puede trazarse por ellas un plano de k 
dimensiones. 

e) Si un plano de n dimensiones y otro de dos se ha­
llan en otro de (n -f- 1) dimensiones y tienen un punto 
común, se cortan en una recta. 

f ) Si dos planos Ei y Em se hallan en otro Ea y tie­
nen un punto común, siendo l -\- m ^ > n , se cortan en un 
El + m—n-

g) Si una recta es perpendicular en un mismo punto 
á k rectas por las que no pasa ningún plano de (k-1) 
dimensiones, es perpendicular á todas las rectas traza­
das por su pie en el plano Ek determinado por las Je 
rectas. 

h) Si k rectas g^g^-- - g\z son perpendiculares en el 
mismo punto P á las Z rectas hv híf .... hi , determinando 
las primeras un plano de k dimensiones y las segundas 
otro de l , entonces cada recta g del primer plano trazada 
por P es perpendicular á cada una de las trazadas por 
este punto en el segundo plano. 

/) En cada plano de k dimensiones Ek existe una sola 
recta perpendicular á un plano Ek- i situado en aquél, 
en uno de sus puntos. 

k) En cada plano Ek y por un punto dado de un pla­
no Ei contenido en Ek, sólo puede trazarse un plano 
Ek- i perpendicular á Ei 

De otra índole son las proposiciones que siguen á las 
expuestas en el tratado del Sr. Killing, pues tienen por 
objeto establecer la Geometría analítica de las formas 
en el espacio de n dimensiones, demostrando desde lue­
go que: si dos planos Ek y E'k se cortan perpendicular-



— 126 — 

mente en un Ek—i, y se trazan, en un punto de E k - i á 
éste dos perpendiculares, la una en Ek , la otra en E'k , 
el ángulo formado por ambas es independiente de la 
elección del punto. 

Demostrando enseguida que: si un Ek tiene con unE., 
una recta común y en Ei se trazan á g dos perpendi­
culares de igual longitu^, las perpendiculares bajadas 
por sus extremos á Ek son iguales, y considerando n 
planos de n — l dimensiones E l , E2, ... E'1 trazados mu­
tuamente perpendiculares en un punto á los cuales se 
trazan por dos puntos P y P', y respectivamente, las per­
pendiculares , a.,,... a-a', a/j, a'g, ...a'n , llega á la 
relación fundamental 

eos cp = eos {lg) eos (l'g) -\- sen {lg) sen (l'g) eos ox 

en la que g designa la recta común á dos de los planos, 
l y V las longitudes OP y OP', cp el ángulo formado por 
éstas y cp1 el de los planos {gl) y {gl') 

Ya que no es nuestro propósito el seguir la exposi­
ción que hace el Sr. K i l l i ng de la geometría analítica, 
sino el dar una somera idea de esta geometría generali­
zada que se funda en la multiplicidad de dimensiones 
del espacio, citaremos, á continuación de la obra Die 
Nidit-Euklidisclien Raumformen,. el interesantísimo 
opúsculo del Dr. Max Brückner titulado Die Elemente 
der vierdimensionalen Geometrie mit besonderer Berück 
sichtigung der Polytope (1894), muy propio para ser­
vir de guía á quien desee iniciarse en esta nueva doo-
trina. . 

Tan sólo se exigen cuatro axiomas para este desarro­
llo puramente racional de la Geometría, tanto, qué en él 
son innecesarias las represe/ntaciOnés'mtuitivas, por de-
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pender los razonamientos de las leyes combinatorias y 
de subordinación é supraordinación' de los conceptos. Y 
si las conclusiones algunas veces tienen representación 
sensible, esto sólo tiene lugar á modo de excepción, ó de 
hecho incidental que realiza una compenetración del do­
minio abstracto y el dominio concreto. ' 

Dichos cuatro axiomas, limitados al espacio de cua­
tro dimensiones, son: 

í .0 Un espacio (de tres dimensiones) corta á una va­
riedad de cuatro dimensiones en dos partes separadas. 

2. ° Por cuatro puntos que no se hallan en un mismo 
plano, pertenecientes á un E,, sólo puede-pasar un 
espacio, es decir, que aquéllos determinan éste. 

3. ° Un plano'que tiene tres puntos, no situados" en 
l ínea recta, comunes con un espacio, se halla totalmente 
contenido en éste. 

4. ° Una recta que sólo tiene un punto común con un 
espacio queda separada por éste en dos partes. 

Dcí último axioma resulta como corolario que si un 
plano TI tiene con un E, solamente una recta R común, 
quedará dividido for ésta «n dos partes separadas, pues 
otra recta i r de. TT eñcuentra á E, en un punto P, y por 
éste quedará R' dividida en dos partes separadas (axio­
ma 4.°); de modo que dos puntos de ambas se hallarán á 
distinto'lado de E „ y por pertenecer estos puntos á 
quedará * separado por ^ en dos partes. - -« 

Con estos fundamentos se demuestran los teóremas si­
guientes: Dos espadas tienen siempre un plano común: 
Ün espacio y ion plano tieiieii-üiid ^ m - c o ñ i w n , asi 
como un espacio y una reda ño GoMmimtotalmente en 
éste, tienen un pun ió común . 
' Así, deduciéndose del primer axioma que dos espa­
cios E^y :E'5 Meiren^riÓ-míénos ;úñ si 
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por éste se trazan en E. dos rectas R y K', éstas queda­
rán divididas en dos partes (axioma 4.°), R, y R' y 
R'2 respectivamente; y si unimos un punto de '^ con 
otro de R, por una recta, ésta se hallará totalmente en 
E, y debe pasar por E'., ya que une dos puntos situados 
á distinto lado de este espacio, es decir, tener otro punto 
P' que será común á E. y E'3. 

^ Demostrado que E3 y E'3 tienen una recta PP' co­
mún, se demostrará que tienen también un plano, tra­
zándose por PP' dos planos en E. que se hallarán depa­
rados en dos partes por E'3, según la consecuencia del 
axioma 4.°; y uniendo un punto de uno de los planos con 
un punto del otro situado á distinto lado de E'3 por una 
recta, que se hallará en E3, pasará por E'3, es decir, ten­
drá un nuevo punto común con éste, ó los dos espacios 
un plano común. 

Se demostrará que un plano TT situado en un espacio 
E3 tiene con otro espacio E'3 una recta común, obser­
vando que el plano común á los dos espacios corta al 
TT según una recta R, por hallarse los dos en E3, y ésta 
-se halla simultáneamente en E3 y E'3. 

En fin, si una recta R se halla en el espacio E3, cor­
tará al plano TZ común á este espacio y al E'3 en un pun­
to P, por hallarse ambos en el espacio E3; dicho punto es 
el único perteneciente á la vez á R y E',, pues si R tu­
viese un segundo punto común con TT , estaría total­
mente en T : , y por consiguiente en E'3, contra la hipó­
tesis. 

Demuestra á continuación el Sr. Brückner que: Dos 
planos de dos espacios distintos tienen siempre un punto 
común. Para conseguirlo, considera las intersecciones 
del plano T T " común á los dos espacios E5 y E's con los 
planos TT y situados respectivamente en éstos, inter-

m 
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secciones que, por hallarse en T I " , se cortan en un punto 
del mismo, único punto común á K' y ~" . 

El anterior teorema y los inmediatos que siguen fijan 
el concepto de rectas y ele planos que se cruzan. Desde 
luego dos planos por los cuales no puede pasar un espa­
cio ó que se cortan solamente en un punto, son dos planos 
que se cruzan. 

Además, un plano y una recta que no se hallan en un 
mismo espacio y , en general, dos rectas de un mismo R4 
no tienen nada común, ó se cruzan. 

Lo primero se concluye observando que si el plano 
TT se halla en E. y la recta R en E'., ésta cortará al plano 
común TT' de ios dos espacios en un punto, así como K en 
una recta R; y puesto que E se halla separada por TT' en 
dos partes, no encuentra á IV, pues solo tiene, en gene­
ral , con u' un punto común exterior á E,'. También se 
ve que, teniendo dos planos situados en dos espacios dis­
tintos un solo punto común P; si se traza en cada uno 
una recta que no pase por P, ambas se cruzarán , y se 
demuestra enseguida que por dos rectas qae se cruzan 
en dos espacios distintos, puede pasar un solo espacio, 
empleando, como se ha hecho en estos razonamientos, 
el plano - común á los dos espacios, y haciendo ver que 
los espacios determinados por cada uno de los planos de­
terminados por una de las rectas con el punto común de 

y la otra recta y esta recta son uno mismo. 
Un espacio queda en suma determinado por cuatro 

puntos no situados en un plano, por un plano y un pun­
to exterior, por un plano y una recta secante, por dos 
planos que se cortan, por dos rectas que se cruzan ó por 
una recta y dos puntos exteriores. 

Un extensión del concepto de haz de rectas y de pla­
nos hallamos al considerar que dos rectas de distintos 



— 130 — 

espacios sólo pueden tener un punto común en el plano 
común á dichos espacios, y que por el plano de aquéllas 
pasa un haz de espacios. 

Terminaremos estas generalidades enunciando que: 
Tres espacios se cortan dos á d o s en un plano y que es­
tos planos pasan por una recta, que cuatro espacios tie­
nen siempre un punto común, ó más bien, cuatro espa­
cios tienen seis planos EE', EE", E'E'", ... con un punto 
común, de los cuales cada tres pasan por un mismo 
rayo , cuatro rectas EE 'E" , EE'E'" , . . . y un punto 
EE'E"E"' , y hay que distinguir en cada espacio dos la­
dos, como en la recta dos bordes y en el plano dos ca­
ras, que se designan con los signos - f y — ; de modo, 
que un punto en ofrece con respecto á los cuatro es­
pacios que se cortan en un punto 16 posibilidades de po­
sición, quedando el dominio-punto tetradimensional di­
vidido por los cuatro espacios en 16 dominios, de los 
cuales cada uno se llama un ángulo cuadri-dimen-
sional. 

La teoría del paralelismo tiene también su generali­
zación correspondiente, pues siendo paralelos dos planos 
cuando tienen dos de sus direcciones paralelas ó sea sus 
orientaciones, dos espacios lo serán cuando coincidan 
en dos orientaciones; ó ' sea en tres direcciones que no 
pertenecen á las mismas orientaciones. 

En cuanto á la perpendicularidad, una recta que es 
perpendicular á tres rectas de un espacio que se cor­
tan en un punto (y no pertenecen á la misma orienta­
ción) es perpendicular d todas las retas trazadas por 
este punto del espacio. Dos espacios que son perpendicu­
lares á una recta son paralelos, etc. 

Si, en fin, consideramos cinco espacios (tridimensio­
nales) que n© pasan por el mismo punto, y de los que 
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ninguno es paralelo á otro; cada 4 de ellos se cortan en 
un punto, á saber: 

a EEE En Em Exv E v , & = E[ E m E i v Ev , 

c = Ei En E i v E y , d = Ej En E m E y , 

e s Ei En E n i E i v , 

cada 3 espacios pasan por el mismo rayo, de modo 
que las intersecciones de los 5 espacios son las 10 
rectas 

áb EE£ E m E i v E y , ac ~ En E i v Ev , etc. 

Cada espacio corta á cada uno de los demás en un 
plano, lo que origina 10 planos: 

ahe = E iv E y , ahel = E m E v, etc. 

Cada 4 puntos a, b, c, d, e se hallan en uno de los 
cinco espacios E v ~ abed, Eiv =E dbce, etc. 

Por los 4 puntos a, b, c, d pasa el espacio E v ; en éste 
pasan por los 4 puntos cuatro planos (cada tres por un 
punto) y 6 rectas (cada tres en un plano), lo que deter­
mina un tetraedro, quedando el espacio E y cortado pol­
los otros en un tetraedro. Los 5 tetraedros que así resul­
tan tienen dos á dos una, cara común, y podemos pasar 
de un tetraedro á otro, atravesando una superficie-lími­
te, y dichos tetraedros forman un continuo tri-dimensio-
nal en la variedad cuadri-dimensional E4. La figura que 
se halla en E4 limitada por 5 tetraedros se llama po­
l i topo. 

El Sr. Brüclmer llama polítopo á cada parte sepa-
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rada en Et por cada poliedro tri-dimensional del E. res­
tante. 

Después de extender la Geometría analítica al espa­
cio de cuatro dimensiones, hace el Sr. Brückner un es­
tudio de los polítopos por medio de sus proyecciones 
sobre el plano de una de sus caras ó sobre un poliedro-
límite que dan un contorno, ó una red de poliedros 
llamados simplemente diagrama o diagrama de los po­
lítopos. 

Con auxilio de estos diagramas desoribe los políto­
pos, especialmente los regulares, ó sea aquéllos en cu­
yos 'vért ices ó aristas se unen cuerpos en igual número, 
terminando con el examen de los polítopos de Schlegel, 
ó sea de 5, 16, 600, 24, 8 y 120 células, ó pentaedroide, 
exadecaedroide, exacosiedroide, icosatetraedroide, oc-

"taedroide y ecatonícosaedroide, según las denominacio­
nes de Mr. Stringham. 

Estos polítopos regulares fueron estudiados por el 
profesor Sr. Schlegel en su Theorie der homogenen zu-
sammengesetzten Baumgebilde (1883) cuyo objeto prin­
cipal es representar proyectados en el espacio de tres 
dimensiones los seis poliedros regulares limitados por 
tetraedros, exaedros, octaedros ó dodecaedros, que en 
el espacio de cuatro dimensiones se corresponden con los 
cinco poliedros del espacio ordinario. Esta proyección 
implica el problema de Estereométria: Descomponer un 
tetraedro, exaedro, octaedro ó dodecaedro en cuerpos 
de igual clase, de manera que en cada vértice concu­
rran igual número de aristas, caras y cuerpos, y en 
cada arista igual número de caras y cuerpos. 

Para proceder á la resolución de este problema ob­
serva el Sr. Schlegel que, siendo el límite de una figura 
homogénea de n dimensiones otra figura de n—1 di-
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mensiones, puede aquélla tener su representación por 
ésta. Con tal fin, considera que una de las figuras lími­
tes ¿e n i dimensiones se aleja y el conjunto de las res­
tantes se desarrolla en una figura plana de n—1 dimen­
siones. Así el perímetro de un polígono, por el aleja­
miento de uno de sus lados puede desarrollarse en .una 
recta, representación que se llama la red lineal del po­
lígono, que tiene un lado menos que el polígono, pudién­
dose completar considerándose á la recta del infinito 
como representación del lado que se alejó. 

Análogamente se procederá cuando se trata de un 
poliedro, cuya red se obtendrá en un plano, ó de un po­
liedro de cuatro dimensiones en el que se supone se 
alejó uno de los poliedros límites al infinito. El polígono 
ó el poliedro que faltan están representados por el ani­
llo que rodea la red plana ó el tejido celular (Zellgewe-
be) que rodea á esta representación tri-dimensional del 
poliedro de cuatro dimensiones. 

El problema arriba enunciado que en el plano se re­
duce á: descomponer un polígono regular en figuras 
análogas (es decir, de igual número de aristas que el 
polígono dado) de manera que en cada vértice se en­
cuentre el mismo número de aristas y de figuras, con­
duce á cinco soluciones, pues un triángulo puede des­
componerse en 3, 7, 19 tr iángulos, un cuadrilátero 
en 5 cuadriláteros y un pentágono en 11 pentágo­
nos, de modo que los números de aristas concurrentes 
en cada vértice son tres en los casos Io, 4o y 5o, cuatro 
en el 2o y cinco en el 3o. 

Estas figuras son las proyecciones planas de los cin­
co poliedros regulares; pero si extendemos el problema 
al espacio de tres dimensiones, se obtienen las seis re­
presentaciones de los poliedros cuadri-dimensionales 
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cuyo estudio hace el Sr. Schlegel en la memoria de que 
nos ocupamos j cuyos modelos se han construido por la 
•casa editorial del Sr. B r i l l , de Darmstadt, con sedas de 
diversos colores y alambres de latón. Estos modelos son 
los arriba citados y se reducen á un tetraedro descom­
puesto en 4, 15 y 599 tetraedros respectivamente que 
corresponden á los poliedros tetra-dimensionales de 5, 
16 y 600 tetraedros; en fin, un exaedro, octaedro y 
dodecaedro, descompuestos respectivamente en siete 
•exaedros, 23 octaedros y 119 dodecaedros. 

Para proceder á este estudio el Sr. Schlegel estable­
ce primero las fórmulas que determinan los números 
de vértices, aristas y caras de los poliedros tri-diraen-
sionales, y los de vértices, aristas, caras y sólidos de 
los cuadri-dimensionales. 

Sólo añadiremos á esta reseña de la obra del señor 
Schlegel, que el poliedro formado por 599 tetraedros 
y cuyo modelo posee la Facultad de Ciencias de la Uni­
versidad de Zaragoza, consta de cinco zonas ó estratos 
cuyos contornos son de latón y cuyos tetraedros son de 
seda morada, azul, roja, verde y color de rosa, respec­
tivamente y cuya descripción detallada hace el sabio 
profesor de la Escuela técnica de Halle, siendo los nú­
meros de tetraedros 56, 164, 218, 16 + 128 y 17. El po­
liedro formado por 119 dódecaedros consta de cuatro 
zonas en las que se cuentan respectivamente 12, 32, 42 
y 33. 

Es digna de citarse en esta exposición de la geome­
t r í a de n dimensiones la importante obra Fondamenti 
d i Geometría a p i i i dímensioni e a p i ú especie d i u n i t i á 
rectilinee del profesor de la Universidad de Padua, 
Sr. Veronese. 

Hace primero una exposición de las geometrías ordi-
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narias, de Lobatschewsky y de Eiemann. La segunda par­
te trata del espacio de cuatro y de n dimensiones en el 
espacio general, partiendo de la generación del espacio 
de cuatro dimensiones por medio de un espacio director 
de tres dimensiones y un punto supuesto exteriormente 
á dicho espacio. 

No entraremos en detalles, ya que hemos tratado 
anteriormente de las proposiciones fundamentales como 
son, que: Una recta y un plano del espacio S4 no se en­
cuentran, ó, si se encuentran, se hallan en un espacio de 
ires dimensiones; Una rectay un espacio de tres dimen­
siones del espacio S4 se encuentran en un punió, si la 
recta no se halla en el espacio etc; y únicamente dire­
mos que, respecto al espacio euclídeo de n dimensiones, 
comienza por la construcción de la irradiación de 
(n—2)ma especie, y sucesivamente se ocupan de las in­
tersecciones de espacios de n dimensiones, de la pirámi­
de fundamental en Sn , del número ' de las dimensiones 
de sistemas de espacios con dimensiones dadas en el es­
pacio Sn , de los espacios paralelos y perpendiculares, 
de la superficie esférica de n—1 dimensiones, de los sis­
temas continuos, de la superficie cónica, de las joperacio-
nes de proyectar y cortar, juntamente con otras cues­
tiones que no especificamos por no prolongar esta 
reseña. 

Creemos oportuno terminar este trabajo haciendo 
breves indicaciones de una obra recientemente publica­
da por el notable matemático M. Poincaré, titulada Ana-
lysis situs (1895.) 

«La Geometría de n dimensiones, dice, tiene un obje­
to real, lo que nadie duda actualmente, los seres del h i -
per-espacio ordinario; y si no podemos representárnos­
los, podemos concebirlos y estudiarlos. Si pues la Mecá-
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nica de más de tras dimensiones debe rechazarse como 
desprovista de objeto, no sucede lo mismo con la Hiper-
geometría.» 

La G-eometria, en efecto, no tiene por única razón de 
ser la descripción inmediata de los cuerpo que impresio­
nan nuestros sentidos: es ante todo el estudio analítico 
de un grupo; nada impide por lo tanto tratar otros gru-
por análogos y más generales.» 

Pero ¿por qué se dirá, no conservar el lenguaje ana­
lítico y reemplazarlo por un lenguaje geométrico que 
pierde todas sus ventajas desde que los sentidos no pue­
den intervenir? Esto se justifica por la concisión del nue­
vo lenguaje y porque la analogía con la Geometría or­
dinaria puede crear asociaciones de ideas fecundas y 
sugerir generalizaciones útiles.» 

Después • de ocuparse del empleo de las figuras con 
el fin de conocer las relaciones entre los objetos de la 
rama geométrica llamada Analysis situs que describe 
la situación relativa de los puntos, líneas y superficies, 
sin considerar su magnitud, y que se extiende al hi-
perespacio, define el Sr. Poincaré las variedades. 

Un sistema de n variables se llama un punto. Si 
existen entre éstas, p ecuaciones y g inecuaciones 

F, (ce,, ... , X a ) = o, ... Fp {x¿ , . . . , ú n ) = o \ ^ 
cp. ( X , ... , aS'n)>0, ...cpq ... , X a ) > 0 ) 

de modo que las funciones F y o sean uniformes, conti­
nuas, y tengan derivadas continuas; el conjunto de 
puntos que las satisfacen forman una variedad de n—p 
dimensiones. Cuando p = o , es decir, cuando no existen 
más que desigualdades, la variedad de n dimensiones 
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representa una parte del espacio de n dimensiones que 
se llama un dominio. 

Sea 

F a = 0 ( a = l , 2 , . . . , _ p ) , 

9 S = 0 • i p 

7< p 
un sistema de relaciones que se compone de p 4- 1 
igualdades y de q — 1 desigualdades; si existen puntos 
que lo satisfagan, formarán una variedad que tendrá 
menos de n —p dimensiones. 

El conjunto de puntos que satisfacen á uno ele los q 
sistemas de relaciones 

F« =-0, T.^OvTv > o ( T < 1 ) 

> 
Fa = o ^ q = o, ... ' f * { < o { y < q ) 

(3) 

se llama frontera de la variedad definida por las condi­
ciones (1); pero el Sr. Poincaré solo considera como ver­
daderas variedades fronteras las que tienen n ~ p ~ i 
dimensiones. 

Cuando no existo ninguna variedad n — p — 1 
dimensiones que satisfagan á uno de los q sistemas (3), 
la variedad es ilimitada, en el caso contrario es l i ­
mitada. 

Si una variedad es finita, continua é ilimitada se lla­
ma cerrada. 
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Sea una sustitución que cambia . . Xn en 
ÍC'J, £c'2, . . . x'n sujeta á las condiciones 

X i = ffi í»n ) 

Si se resuelven estas ecuaciones con relación á 
i»! ,.£»,, sen, resulta 

X k = 'f'k ( ÍW'J, ••• , « n ) ( k = 1, 2, ... , n ) 

suponiéndose que las funciones 'f y ' son uniformes, 
ñnitas y continuas. El conjunto de sustituciones que 
satisfacen á estas condiciones forma uno de los grupos 
más generalas que se pueden imaginar, y que es el ob­
jeto del Analysis situs. 

Considerando ahora dos variedades V y V sujetas á 
las condiciones 

Fa = 0 (« = l , 2 , . . . , p ) ; < p p > o , ( P = l , 2 , . . . , g ) , 

F'a = o ( a = l , 2 , . . . , ^ ) , c p ' p > o , ( P = l , 2 , . . . 2 ) , 

si se puede hacer que corresponda á un punto x^.- .x n 
de V otro punto a?',, x \ ... x'n de V , de modo que 

X'k = tykiXt, x.,, . . . X a ) {k = 1, 2, . . . n); 

el dominio D definido por las inecuaciones 

F a > - ^ F a < £ ' ? p > 0 

contendrá evidentemente á la variedad V. 
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Eesolvienclo ahora el anterior sistema de ecuaciones, 
hallamos 

a?k= fkCaj'j, a2'2, . . . a2'n) (k = 1, 2, ... , w); 

si consideramos el dominio D' definido por las desigual­
dades 

en el cual, las funciones ^'k son finitas continuas y uni­
formes, con determinante funcional distinto de cero, á 
todo punto de V corresponde un punto y sólo un punto 
de V"; de modo que á toda variedad W contenida en V 
corresponderá una variedad W de igual número de di­
mensiones contenida en V ; y si W es continua, finita ó 
ilimitada, también lo será W . Las dos variedades V y V 
equivalentes se llaman homeomorfas. 

También define el Sr. Poincaré las variedades, con­
siderando las ti ecuaciones 

Xi = ^ iVi , V* , ••• , Vm) , . . . Xn = Q n i y i , k r - ' - V m ) 

que representtin una variedad de m dimensiones. 
Si dos variedades V y V se hallan definidas respec­

tivamente por los sistemas de ecuaciones 

xí = 0i y9, ••• Va) Xi = 0 ' (y.^ , y's} ... , y'm) 

siendo las funciones 9 analí t icas; puede ocurrir que ten­
gan una parte común V " también de m dimensiones: 
en este caso las y serán funciones analíticas de las y' é 
inversamente; y se dirá que la variedad V y V son la 
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continuación ana l í t i ca una de otra, pudiéndose formar 
una cadena de variedades V , , V2, ... Va , tales, que en­
tre cada dos haya una común, lo que se llama cadena 
continua; y si ésta es cerrada, Vnno difiere de V, . 

Se puede también tener una red de variedades, es 
decir, un conjunto de variedades tales, que cada una 
sea la continuación de algunas otras, lo que se llama 
una red continua. 

Pasando á la representación geométrica, considera 
el Sr. Poincaré cierto número de poliedros P,, P2, ...Pn, 
y supone que existen en el espacio de 4 dimensiones 
cierto número de variedades de 3 dimensiones Q.,, Q2,. . ., 
QD respectivamente homeomorfas con P, , P2, • • •, Pn • 

' Si Fj es una cara del poliedro P, y 4% el conjunto de 
los puntos de la frontera de Q1 que corresponden á los 
diversos puntos de F,,, y F2 es una cara de P2-, siendo d;2 
la imagen de ésta sobre la frontera de Q2, puede ha­
cerse coincidir ^1 con ¿2: entonces las dos variedades 
Q y Q son contiguas y se pasa del interior de la una 
al de la"otra/atravesando ^ . Las caras F, y F2 se llaman 
conjugadas. 

Si F y F2 pertenecen á un mismo poliedro Pj , la 
variedad de dos dimensiones que no difiere de las 
de dos dimensiones ¿2, separará las dos partes de la 
variedad . 

Supongamos ahora que entre las caras de los n po­
liedros Pi haya cierto número conjugadas dos á dos y 
otras que queden libres. 

Si la variedad total V está formada por el conjunto 
de las Q i , como algunas de éstas son contiguas, podrá 
hacerse que la variedad total sea continua; y si entre las 
caras de Pi no hay ninguna libre, la variedad V será 
cerrada; en el caso contrario, los puntos que correspon-
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den á las caras libres, forman la frontera completa 
de V. 

Así se ve como el conocimiento de los poliedros Pi y-
el del modo de conjugación de sus caras da, en el espa­
cio ordinario una imagen de la variedad V y que esta 
imagen basta para el estudio de sus propiedes, bajo el 
punto de vista del Analysis sities. 

Cuando á varias aristas ó vértices de los poliedros 
P corresponden una misma línea ó un punto interiores 
á V, estas aristas ó estos vértices pertenecen á un mis­
mo ciclo. 

Después de exponer el modo de formación de estos 
ciclos, trata el Sr. Poíncaré de la representación del 
grupo discontinuo, haciendo corresponder á cada susti­
tución un dominio del espacio, lo que conduce á la no­
ción deP grupo fundamental de una variedad. A cada 
una de las sustituciones principales de que se deriva 

. este grupo corresponde un contorno cerrado, y entre 
éstas existen ciertas relacione* ^ue se lUman equiva­
lencias fundamentales. 

Termina esta obra con una generalización del teore­
ma de Euler hecha para un espacio cualquiera. -

El conjunto de obras cuyo contenido se ha expuesto 
con la brevedad que exige el presente trabajo, creemos 
puede dar una idea de la importancia que ha alcanzado 
la doctrina del hiperespacio en los tiempos presentes. 
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