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OBSERYACIONES UTILES

EN EL

ESTUBIS BE LAS MATEMATICAS. :

——— e TS

Nos proponemos condensar en ‘})o‘cas paginas algunas ideas que
sirvan para completar las adquiridas en los tratados elementales de
matematicas.

Creemos que presentando como de relieve, bajo un punto de vista
general lo que tienen de comun las cuestiones matematicas, habre-
mos hecho este estudio, al parecer tan aridoy complicado de facili-
gima comprension, y dado la clave para desentrafiar no pocas difi-
cultades.

Censsguir que el espiritu adguiera cierta aptitud para resolver
por sﬁﬁﬁo multitud de cuestiones de esta ciencia que es la que mas
ge presta 4 ser un resultado del ejercicio ragular del entendimiento;
tal es nuestro objeto.

Por este motivo vamos & desarrollar la série de cuestiones que &
continuacion se expresan:

Algunas nociones de Psicologia.

En la adquisicion y posesionde la verdad distinguimos dos cozas:

1.° Ciertos datos que no suministran los sentidos llamados sen-
saciones v otros saministrados por la razon que llamamos ideas.

2.° La actividad intelectual que combina y relaciona los datos de
la razon y los sentidos. Dicha actividad intelectual es llamada en-
tendimiento por algunos filésofos y con este significado emplearemos
ga espresion en este breve trabajo.

El conocimiento de un objeto se llama nocion, el de una relacion
de dos objetos juicio, y el de una relacion entre juicios raciocinio.

Las nociones, ¢ en general ideas & que se refieren las mateméaticas
son las de: cantidad, ntimero, combinacion, érden, situacion y es-
tension.
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Por esto dice Poinsot que las matematicas gon la ciencia que tiene
por objeto el nfimero, el érden y la medida,

Principios de la ciencia. .

Los principios pueden ser fundamentales y formales. Los primeros
se refieren al fondo y materia de la ciencia; en mateméticas elemen-
tales son la cantidad y la estension. La nocion de estension nos es
dada directamente por los sentidos; para la adquisicion de la idea de
cantidad no hay necesidad de la accion inmediata de los sentidos,
pues estos solo son ocasion para que el entendimiento, fijdndose, ya
en los objetos del mundo esterior, ya en los fenémenos de conciencia,
adquiera idea de nimero y cantidad.

La ciencia no es mas que el desenvolvimiento de los principios fun-
damentales. Las matematicas son el desenvolvimiento de las ideas de
cantided y estension.

Los principios formales se refieren 4 la forma de la ciencia, son
los nudos que unen las ramas del drbol cientifico.

En mateméticas los mas necesarios son:

Lo que se hace con el conjunto de las partes'queda hecho con
el todo.

Si cantidades iguales sufren alteraciones iguales los resultados
quedaran iguales.

Si cantidades desigunales sufren alteraciones iguales los resultados
quedarén desiguales en el mismo sentido.

El primero comprende en si el siguiente: El resultado de una ope-

racion compleja no varia si 4 ella se sustituye una série sucesiva de
cperaciones realizadas sobre los elementos como se pide se verifique
sobre el niimero 6 niimeros propuestos. Pues por medio de &1 resol-
vemos las operaciones complejas valiéndonos de séries sucesivas de
vperaciones elementales.

Otro principio podemos considerar y es: El resultado de una com-
linacion de operaciones realizada con una ¢ varias entidades, no al-
i:ra cualquiera que sea el érden en que se verifiquen. ' '

Este principio complejo que no es evidente por si en la estension
(e comprende, no ofrece dificnltad para su admision, pues ficilmen-
te se nota su verdad haciendo estensivo el siguiente, cuya evidencia
es notoria: Kl drden de sumandos no altera la suma & sustracciones,
multiplicaciones, divisiones, elevacion 4 potencias y estraccion de
raices sucesivas con auxilio de los sencillos razonamientos emplea-
dos en los tratados elementales.

En el caso de combinaciones, no ya de uns misma operacion, sino
2 operaciones distintas, se tendrd presente que para su aplicacion
es necasario considerar las adicionss y sustracciones indicadas como
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los nitmeros que resultarian de efectuar dichas operaciones, es decir,
como 1odos cuyos elemenlcs sou inseparables.

Cuestiones de la ciencia matemitica.

A dos se reducen todas las cuestiones: Problemas y Teoremas.

Hay motivos para creer que el teorema no es mas que una deriva-
cion y perfeccionamiento del problema.

Este en su origen es debido al ejercicio arbitrario de la actividad
intelectual; asi no es estrafio que a{gun matematico antiguo se hu-
biera propuesto: Construir un tridngulo en que dos lados fueran
iguales y desiguales sus 4ngulos opaestos, 6 formar uno cuyos én-
gulos valieran respectivamente, 70°, 50° y 80°, cuestiones imposibles
pues, se hallan en oposicion con las propiedades del tridngulo.

Pero habiéndose llegado & descubrir mas tarde que: En un trién-
gulo 4 lados ignales se oponen 4ngulos iguales, y que la suma de
sus angulos vale dos rectos, se habian de rectificar los problemas ci-
tados en que se pedian imposibilidades por ignorarse las relaciones
que existen entre las entidades que entran en ellos.

La demostracion de los teoremas de una ciencia influye en la per-
fecta enunciacion de los problemas, pues aquellos expresan relaciones
de coexistencia entre varios elementos, y es claro que en vista de
esto no se puede pedir ni establecer en los problemas relaciones de
coexistencia en contradiccion con las de los teoremas.

Estas indicaciones conducen & un resultado, y es que para el des-
cubrimiento de verdades, 6 sea demostracion de teoremas se han de-
bido y se deben dejar algunas condiciones indeterminadas cuya de-
terminacion se busca, lo cual constituye un problema, y en cuanto
esto se ha conseguido obtenemos un teorema, es decir, unae proposi-
cion que ezpresa relacion de coexistencia entre modos de ser de va-
7148 C05as.

Para dar & conocer estas indicaciones las desarrollaremos con un
ejemplo.

El entendimiento puede suponer un édngulo m pn. (fig. 1) trazar
]a bisectriz, y por un punto Ja perpendicular @ ¢ 4 que corta los dos
lados del dngulo.

Hechas las expresadas construcciones arbitrarias, podemos enun-
ciar esta cuestion: S7 se traza wn dngulo y su bisectriz, $i por um

punto de esta se levania la perpendicular acb ;Qué relacion ten-

drin los dnguloz cuyos vértices son los puntos a y b¥

Este es un problema; su resolucion nos da la relacion de igualdad
entre los &ngulos pald y pba.

Conocida esta relacion de coexistencia, podemos enunciarla bajo
la forma de teorema diciendo; Si se traza un dngulo y su hrsectriz,
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Y &1 por un punio de esta se levanta una perpendicular & ella,, coy-
tard los lados del dngulo segun dngulos iguales, 6 éstard igual-
mente inclinada con respecto & ellos.

Indicaremos antes de continuar, que en una cuestion hay dos cla-
ses de entidades y relaciones, unas que ponemos voluntariamente
por medio de ciertas construcciones ¢ trasformaciones, y otras que
aparecen ligadas necesariamente & las que hemos puesto sin haber
intervenido en su aparicion.

Esto se puede ver en el ejemplo citado, pues las entidades y rela-
ciones que infroducimos voluntariamente son el 4ngulo, la bisectriz
y la perpendicular, 4 las cuales se hallan necesariamente ligados los
angulos pad y pla (pues la perpendicular debe cortar necesaria-
mente & los lados del dngulo) sometidos 4 la condicion de ser
iguales.

Volviendo 4 la cuestion, vemos que el teorema citado origina un
n'evo problema ya completo en la enunciacion, pues las condiciones
estdn en conformidad con relaciones cuya existencia se ha probado
por la demostracion del teerema. Este problema puede enunciarse:
Por umn punto lrazar wna recta igualmente inclinada con los lados
de un dngulo; y su construccion estard determinada por las condicio-
nes que coexisten con estas segun el teorema ya mencionado.

Tenemos, pues, tres fases en la cuestion.

1.* Dadas ciertas construcciones arbitrarias jqué relaciones hay
entre los elementos que hemos puesto intenciona(}iamente y los que
aparecen intimamente unidos 4 estos sin que hayamos intervenido en
su introduccion? (Problema primitive.)

. 2." Expresion de la reiacion de coexistencia entre unos y otros
' i elementos. (Teorema.)
3° Conocida la enunciacion que se buscaba en el problema pri-
mitivo (esto es, que los dngulos pa’b y péa son ignales) hallar los
medios de llegar & ella ( Problema perfeccionado en sw expre-
sion. :
A n)asta clase pertenecen los contenidos en los tratados de mateméa-
ticas, pues se refieren 4 teoremas demostrados en los mismos.

Ya hemos definido el teorema.

Problema es una proposicion en que se trata de hallar algo unido
por relacion de coexistencia con otras cosas dadas

Comparando estas dos cuestiones, vemos que: En el teorema nos
proponemos & firmar 6 negar una relacion de coexistencia entre co-
sas enunciadas. Supongamos el teorema: En {odo tridngulo & lados
iguales se oponen angulos iguales. Se trata de afirmar esta relacion
expresada. En el problema, se conoce parte de la enunciacion y se
afirma implicitamente la existencia de cierta relacion con algo no
expresado y cuya expresion se busca. Por ejemplo: Dado e lado del
cuadrado regular inscripto igué relacion twene con el radio? Tmpli-
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citamente se afirma la relacion que ha de existir entre ambas lineas;
pero no se sabe cual sea esta, no se conoce su enunciado; solo cuan-
do se ha resuelto el problema se sabe que es V 2

Halladas las diferencias y relaciones entre el teorema y proble-
ma, creemos conveniente hacer un ligero andlisis de estas cues-
tiones.

En todo teorema encontramos: 1.° ciertas entidades y relaciones
caracterizadas por existir hipotéticamente. 2.° Otras entidades y re-
laciones ligadas 4 las primeras con el lazo de la coexistencia. 3.° Cier -
tas construcciones 6 trasformaciones que ponemos arbitrariamente pa-
ra poder introducir nuevas entidades y relaciones, que nos sirvan co-
mo medios de enlace entre los elementos espresadosen el teorema.
4.° Teoremas riue justifican los enlaces de las entidades y relaciones
auxiliares con las puestas en el teorema.

Asi en la demostracion de: En.todo tridngulo & lados iguales se
oponen dngulos iguales; lo hipotético es el tridngulo y los lados
iguales;lo coexistente, la igueldad de pa b y péea (fig. 1.%) Las enti-
dades introducidas son la recta p¢ que une p con ¢ punto medio de
a b, los dngulos que formaen p y ¢, y los dos tridngulos en que se
divide el total p @ 5. El teorema: Dos tridngulos son iguales cuando
tienén sws tres lados respectivamente iguales relaciona dichas enti-
dades ddndoles cierta solidaridad.

Con pucas variaciones se podria aplicar esto 4 las demostraciones
en Aritmética y Algebra, pues en ambas las construcciones auxi-
liares se hallan reemplazadas por trasformaciones consistentes en su-
mas; restas, multiplicaciones, etc. y las que constituyen la hipétesis
se reducen & espresar por medio del lenguage matemético las rela-
ciones expresadas en la cuestion.

En cuanto 4 los problemas solo diremos que esceptuando algunas
diferencias que se notan en la enunciacion como ya hemos indicado,
tendriamos que hacer consideraciones andlogas 4 las expuestas acer-
ca de los teoremas. Solo afiadiremos que hay variedad en los modos
de enunciar los problemas pero todos se pueden reducir al del gue
hemos tomado como ejemplo en las relaciones con el tecrema. Esto
es: Dado un exdaqono regular inscripto jqué relacion hay entre ests
lado y el radio?

Otro mode de enunciacion del mismo seria: Se trata de inscribir
un ezdgono regular en un circulo dado, que equivale & decir: jQué
comstrucciones debemos hacer (se ignora e{f enunciado de dichas cons-
trucciones) para que el problema sea resuelto? ¥ la construccion cu-
yo enunciado se ignoraba, est& espresado por L == cuando el proble-
ma se ha resuelto,
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ldeas i que se refieren las cuestiones matemdticas.

Las cuestiones de matematicas elementales se refieren 4 las ideas
de érden, posicion y magnitud.

La actividad intelectual afirma ¢ niega las maneras de ser de estos
conceptos, constituyendo un abundantisimo material en entidades y
cuestiones,

Se puede decir que la afirmacion y negacion son los dos polos so-
bre que giran las cuestiones mateméticas. ?

La afirmacion constante de una direccion 6 posicion de elementos
constituye la Iinea recta. La constante negacion de igual direccion
constituye la curva.

La afirmacion total de igualdad de lados en un tridngulo nos da
el equildtero, la afirmacion parcial el isésceles y la negacion el es—
caleno.

La afirmacion total posible de paralelismo nos da laidea de para-
lelogramo, la parcial la de trapecio, la negacion origina el tra-
pezoide.

La afirmacion total de igualdad de lados y dngulos en un parale-
l6gramo nos da el cuadrado, la afirmacion total de su desigualdad
(esta solo es admisible en los lados contiguos mas no en los opuestos)
nos da el romboide.

La afirmacion parcial de igualdad de lados y éngulos nos da en
las dos combinaciones que pueden hacerse el rectangulo y el rombo.

La afirmacion de igualdad de una suma, diferencia 6 relacion de
distancias 4 dos puntos fijos, da los lugares geometricos elipse, hi-
pérbola yecircunferencia.

La combinacion de igualdad de forma y magnitud nos da ls iden—
tidad. La de igual forma y distinta y magnitud nos da la semejanza.
La de distinta forma é igual magnitud la equivalencia. Y la de igual
forma y magnitud con inversa posicion de elementos la simetria,

La aplicacion de estos conceptos 4 la formacion de los niimeros nos
da las difsrentes maneras de hallarse compuestos 6 formas.

Otra de las ileas es la de érden y combinacion que tiene grandi-
sima importancia sobre todo en mateméticas superiores que se po-
- drian llamar mejor sisteméticas, pues su estudio se refiere 4 los sis-
temas. mas bien que 4 loz elementos, objeto de las elementales.

Hemos dicho que la actividad intelectual afirma 6 niega algo de
los conceptos de dérden, posicion y magnitud.

Ejemplos de teoremas en que se afirma 6 niega algo de la mag-
nitad.

Un quebrado no altera aungue se multipliguen sus dos términos
POT UN MISMO MUMEro.

Dos rectangulos de igual base son proporcionales ¢ sus alturas.
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La oblicua que mas se aparta de lu perpendicular es la mayor.

De dos quebrados que tienen igual denominador es mayor elc.

Ejemplos de teoremas en que se afirma 6 niega algo de la posiciow.

Dos rectas que forman con una tercera dngulos correspondientes
desiguales no serdn paralelas.

Dos perpendiculares d una tercera son paralelas.

Si una recta encuentra & una de dos paralelas emcontrard
la otra.

Ejemplos de teoremas en que se afirma algo del concepto de 6rden.

Si se prolongan las aristas de un dngulo triedro d distinto lado
del vértice, el triedro que resulte tendrd iguales sus elementos &
los del propuesto pero inversamente dispuestos.

Para multiplicar un nimero por un producto de varios factores
basta multiplicarlo sucesivamente por cada wno de estos. Kl drden
de factores no altera el producto. El producto de varios productos
indicados es igual al producto compuesto de todos sus factores. (Aqui
se trata de hacer ver equivalencia de resultados por variedad en el
orden de las operaciones.) :

Divisiones de los Teoremas

Podemos hacer tres agrupaciones generales, segun con ideremos
su modo de demostracion, su nbjeto y el fin que nos proponemos.

Principiaremos por las referentes & Aritmética y Algebra.

Bajo el primer concepto distingniremos: Demostraciones que estri-
ban en la descomposicion de un todo en sus elementos, en el retrocese
de una cuestion derivada d su primitiva y en la induccion:

En las dos primeras se parte de los datos 4 los resultados 6 inver-
samente y en la tercera de lo individual ¢ partienlar & lo universal.

Fn el primer grupo se hallan inclnidas las correspondientes &
operaciones de niimeros enteros y de ellas diremos que las referentes
& operaciones directas se verifican con el aunxilio del principio. Lo
que se hace con el conjunto de las partes queda hecho con el todo,
originando las de la division y estraccion de raices un andlisis mas
complejo, puesen ellas tiene gran importancia el mode de distribu-
cion de las partes en el todo.

Las relativas & operaciones indicadas se verifican siguiendo una
marcha ascendente que lleva la evidencia de dicho principio desde
las cuestiones mas sencillas hasta las mas complejas.

Bn cuanto 4 las demostraciones relativas & operaciones inversas se
debe observar que se reducen 4 las de operacioies directas y asi, de-
mostramos facilmente que: Si se divide uno de los faclores de un
producto indicado por un mimero, dicho prodvilo queda dividido

por este nimero; considerando que: Si se multiplica wno de los fac -
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tores de wn producto indicado, el producto queda multiplicado. Lo
mismo sucede en la demostracion de que: La raiz de cierto grado de
un producto es igual el producto de ?:w raices del mismo grado de
los factores, que se refiere 4: La potencia de un producto és el pro-
ducto de las potencias de igual grado de los factores.

Por consiguiente estas demostraciones se verifican por un retroceso
de los resultados de las operaciones directas & los datos.

Numerosas demostraciones se realizan por el método llamado de
induccion cuyo fin es probar que lo afirmado de un objeto que
ocupa cierto glgar en un conjunto, se puede afirmar del que se halle
en el lugar inmediato, 6 mejor del que se halle en cualquier otro
lugar de dicho conjunto.

Su desenvolvimiento en los autores es siempre una cuestion de
forma, como se ve en la demostracion de las leyes de cocientes y re-
siduos, en la del binomio de Newton y en la de la obtencion dyt; las
reducidas de las fracciones continuas,

Y mas que una verdadera demostracion es esto una verificacion
de la ley que el entendimiento concibe como universal en enanto la
ha visto realizada en multitud de elementos que dependen estre si
de un mismo modo.

Considerando el fin que nos proponemos distinguiremos: Teoremas
que se refieren 4 la especulacion y 4 la accion.

DEMOSTRACIONES QUE SE REFIEREN A LA ACCION.

Su objeto es probar la identidad de resultado que dan la operacion
propuesta y otra 1 otras mas ficiles de resolver, por las que se sus-
tituye la primera; como ejemplos se pueden citar las relativas 4 las
operaciones fundamentales y las del m.c.d. y m.c.m. de dos 6 va-
rios niimeros en que se notan sustituciones sucesivas de operaciones.

DEMOSTRACIONES QUE SE REFIEREN A LA ESPECULACION.

Las divisiones que hagamos bajo este punto de vista fundédndose
en modos de considerar el nimero, incluimos en ellas cuanto se re-
fiera & la segunda agrupacion que hacemos de las demostraciones.

Podemos estudiar el niimero segun su naturaleza y su forma.

Por su naturaleza el niimero es entero, fraccionario 6 incomen-
surable.

Por su forma es, simple 6 compuesto.

NATURALRZA DEL NUMERO.

Para comprender lo concerniente 4 la naturaleza del niimero con-
vendré advertir que desempefia tres funciones: 1.* Ser simplemenes

of 4
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pluralidad. 2." Ser modificativo de una operacion, es decir, que de~
termina el grado de esta. Asi en —} el denominador indica que se ha

de hacer, no en el niimero, sino en la unidad, 6 mejor en lo que al-
gunos autores llaman médulo, una modificacion; pero el 8 determi-
na dicha modificacion que aunque de igual naturaleza seria distinta
para otro niimero. Lo mismo se verifica con el indice de los radicales
que es un determinativo que completa la modificacion indicada por
el radical.

Por tltimo, el nimero puede ser considerado como medida de
la cantidad, como determinacion de valor.

De esto se origina la division del mismo en absoluto y relativo.

El absoluto esencialmente entero, cualidad inseparable de los séres
que solo podemos considerar separada de ellos por medio de la abs-
traccion.

El relativo resulta de considerar esa cualidad que se llama ntime-
ro absoluto unida al ser que se espresa y se conoce del modo que
fuede ser espresado y conocido en matemAticas, es decir, por su va-

or 6 sea referido al médulo.

En el niimero relativo hay un tipo que sirve de punto de partida
desde el cual se cuentan todos los valores, que esel centro desde
donde se parte en direcciones opuestas 4 los dos limites, el infinito
y el cero.

La consideracion del ndmero relativo origina los niimeros frac-
cionarios é incomensurables, entrando en los fraccionarios los com-
plejos, que no son mas que sumas de fracciones con relacion & cierto
modulo, que puede ser variable.

Y asi como las figuras semejantes no son mas que los diferentes
grados de una misma forma, asi los diferentes niimeros fraccionarios
no son mas que la série de los nfimeros contemplada, segun diversos
grados de magnitud, no de otro modo que un mismo objeto visto &
través de microscopios de distinto poder.

Esta doble consideracion que entrafia el niimero relativo, esplica
la teoria de los niimeros fraccionarios que se fundan en la doble va-
riacion de ntimero y de valor del médulo, tipo de medida. esencial-
mente estenso.

Omitiremos consignar algunas ideas relativas 4 ntimeros inco-
mensurables 4 que damos cabida en otro lugar.

Expuesto cuanto es conducente & nuestro propésito respecto 4 la
naturaleza del nimero, citaremos las siguientes proposiciones que
se refieren 4 este punto de vista. Za raiz de cierio nimero que no ss
pucede obtener evactamente en entero es imcomensurable. Los coefi-
cientes de los términos obtenidos en el desarrollo del binomio de
Newton son enteros. Ni la.suma nila diferencia de_dos fracciones
srreducibles, tales que el demominador de una de ellas contiene un
Jactor gue no contiene el de la otra, no puede ser entero.
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FoRMA DEL NUMERO.

La forma es la manera de hallarse compuesto, puede considerarse
de dos modos: 1.° Cuando se trate de la composicion del nGmero
prescindiendo de su espresion por medio de la numeracion. Asi la
forma del niimero 56 estard caracterizada por ser divisible por 7y 8
lo cual se verifica indepandientemente del sistema de numeracion en
que estd espresado. 2° Cuando se trata de la composicion de un
namero con arreglo 4 un sistema de numeracion.

La primera clase de forma se puede llamar 7o aparente, (pues no
se manifiesta por sus oifras) y la segunda aparente (pues se mani-
fiesta. por sus cifras.)

Las relaciones de forma no aparente entre dos niimeros son tres.
O uno de ellos estd contenido en el otro, ¢ no estando contenido,
ambos contienen un mismo factor, 6 no estando contenido uno en
otro no contienen ningun factor comun.

Tratemos de las demostraciones que se refieren & la Jorma
aparente.

En este género se hallan incluidas las relativas 4 caractéres de
divisibilidad de los niimeros que se pueden condensar en la siguiente
proposicion general: ST wn némero tiene ciertas condiciones de Jor-
ma ¢s divisible por cierto nimero.

Otra observacion hard comprender lo que caracteriza 4 estas de-
mostraciones. Componiéndose los nmeros expresados segun un sis-
tema de numeracion de varias anidades de diversos érdenes, se trata
de pasar 4 los elementos, es decir, 4 hallar las relaciones de una
unidad de un érden cunalquiera con el nimero respecto al cual se
van 4 determinar los caractéres de divisibilidad.

La cusstion queda, pues, reducida 4 hallar las leyes de los resi-
duos de dividir 1000... por 2, 8, 5, 7, ete., que se reduce &: averi-
guar las modificaciones que deben sufrir las unidades de los diver-
s0s drdenes para constituir mimeros divisibles por 2, 3, 5,7, 11 ete.
(por e]. en la divisibilidad por 3, cada unidad de un érden ha de
sufrir la modificacion de ser disminuida en 1.)

¥ es evidente que de una unidad se puele pasar & varias de un
mismo Grden y de estas & sumas de niimeros e unidades de diver-
808 Ordenes.

Consideremos las demostraciones que se refieren & la forma o
aparente.

Tres secciones pueden hacerse segun consideremos la continencia
0 no continencia de unos niimeros en otros, 6 finalmente la alteracion
0 no alteracion de valor con relacion 4 la de la forma.

A la primera corresponden los teoremas: Si dos sumandos son di-
visibles por cierto mimero, la suma tambien lo serd, del que es caso
particular: % dos miimeros son pares, sw swma serd par. Si uy

T
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Sactor de un producto es divisible por un raimero, el producto tam:
bien lo serd que incluye: Bl producto de varios wimeros pares,
s par. _

A la segunda seccion corresponde: S% un admero es primo con los
factores, es primo con el producto, que incluye: £l producto de dos
RUMETOS TMPATES £S5 LNPAT.

En la tercera seccion consideraremos el caso de la permanencia
de valor con variacion de forma siendo la proposicion fundamental:
Kl drden de sumandos no alfera la suma cuys consecuencia mas
inmediata ¢ importante es que: Z7 drden de jfactores no altera el
producto.

Probadas estas proposiciones es facil establecer, fundéndose en
ellas, las variaciones que sufren las cantidades segun las alteracio-
nes que esperimenten los elementos que las forman.

En esta clase encontramos: 8% wno de los sumandos auwmenta ¢
disminuye, la suma awmenta 6 disminuye en el mismo nimero.

Demostracion ad absurdum.

Habiendo expuesto lo que creemas conducente 4 nuestro propésito
en otro lugar acerca de la demostracion, solo afladiremos lo que se
refiere al métodoad absurdum que creemos merece alguna detencion.

Tres casos admitiremos y son: 1.° Cuando se ha de probar una
proposicion aislada. 2.° Cuando probados todos los casos del directo
falta hacer lo mismo con todos los del reciproco. Y 3.° Cuando cada
caso del reciproco se prueba & continuacion de su correspondiente en
el directo.

El medio empleado para probar una proposicion aislada es, par-
tiendo de la tésis contraria llegar &4 una conclusion que se oponga &
alguna verdad admitida, como sucede al demostrar que: Dos perpen-
diculares 4 una recta, son paralelas y que si una recta corta 4 una
de dos paralelas cortard & la otra de las que las tésis opuestas condu-
cen 4 una contradiccion respectivamente con que: Por un punto solo
puede trazarse una perpendicular y una paralela 4 otra recta.

Supongamos que estando probados los dos casos del teorema: Zodo
punto situado en la perpendicular levantada,d una recta en su punto
medio, equidista de los estremos de la misma y si estd jfuera ete.
dista desigualmente, etc. se trata de probar los del reciproco. Para
ello diremos: Dos proposiciones que tienen igual hipdtesis y tésis
contradictoria son necesariamente incompatibles.

En este caso se hallan: 87 una recta encuentra ¢ una de dos pa-
ralelas encontrard & la otra, si encuentra & una de dos parale~
las mo encontrard @ la olra.

En toda proposicion la hipétesis tiene menos ostension, 4 4 lo mas,
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1gual que la tésis. Asila tésis de: Zos dngulos opuestos por el vér-
tice son ‘iguales, se aplica no solo 4 los éngulos que son opuestos
por el vértice sino tambien 4 los que no lo son. En el caso de ignal
estengion hay reciprocidad y por consiguiente 1a proposicion es
invertible. i

Demostremos ahora el reciproco del teorema, enunciado, esto es
que: Todo punto equidistante de los estremos elc. dista igualmente
y todo el que dista desigualmente estd fuera etc.

Razonaremos del siguiente modo: La tésis del propuesto distaq
sgualmente efc. 6 es mas estensa ¢ igualmente estensa que la hi-
potesis estd en la perpendicular etc. (es evidentemente falsa upa
proposicion que tenga hipétesis mas estensa que la tésis) si probamos
que es igualmente estensa, probado quedard que es invertible la
proposicion, es decir, que podremos ponerla como hipétesis pasando
4 ser tésis la hipotesis.

Supongamos que la tésis citada es mas estensa que la hipétesis
Entonces tendremos que admitir que: Z'odo punto situado en la per-
pendicular elc. dista igualmente ete. y todo punto situado fuera de
la perpendicular etc., dista igualmente elc. proposiciones que ob-
tenemos combinando 4 la tésis comun todas las %ipdtesis posibles.
Pero esta segunda proposicion asi formada se opone 4 la segunda
parte del directo Zodo punto situado fuera de la perpendicular, etc.
dista desigualmente, efc. y como esta es cierta, la anterior serd
falsa, es decir, que tenemos que rechazar que: Zodo punto situado
Juera etc. estd en la perpendicular, luego solo seré cierto que: Zodo
punto situado en la perpendicular ele. dista igualmente etc. siendo
la tésis de idéntica estension que la hipdtesis: luego se puede inver-
tir y tendremos que todo punto que dista igualmente etc. estd en la
perpendicular etc.

De igual modo llegaremos & probar que la tésis diste desigual-
mente et¢. es idéntica en estension & la hipdtesis Zodo punto situado
Juera de la perpendicilar efe. y por consiguiente la certeza de que
81 un punto dista desiguaimente etc., estd fuera de la perpendi-
cular ete.

Supongamos por tltimo que habiendo probado que: Z'odo punto
situado en la perpendicular etc. dista igualmente efc. y que todo
punto que dista igualmente etc. estd en la perpendicular etc. trate-
mos de probar que Zodo punto situado fuera etc. dista desigualmente
¥ que fodo punto distante desiqualmente elc. estd fuera de la per-
pendicular levantade en su punto medio.

En virtud de ser cierta la primera parte del teorema directo y.su
reciproco queda probado que la hipdtesis; Zodo punto situado en la
perpendicular tiene idéntica estension que la tésis dista igualmente,
Luego la proposicion: Z'odo punto situado fuera dela perpendiculas
elcdlera dista iguqimmr‘e ef¢. no puede ser cierta, porque comQ
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ademds lo es que lodo punto situado en la perpendicular ete. dista
igualmente efe. la tésis comnn dista igualments tendria mas esten-
sion que la hipbtesis estd en la perpendiculor. :
i Siendo falso que: Z'ode punto situado fuera de lu perpendicw’ar
elc. dista igualmente ete. serh cierto que: Zodo punto situado fuera
de la perpendicular etc. dista desigualmente etc. De ignal modo se
probara que todo punto que dista desigualmente elc. estd fuera de lu
gerpendicular partiendo de que fodo punto que dista igualmente
estd en la perpendicular.
Para comprender mejor esta exposicion formaremos el siguiente
cuadro:
2.° caso.
Todo punto situado en la perpendicular ete. dista
igualmente ete. ! ; (probado.)
L Todo punto situado faera ete. dista demgual—q ,
[ mente.
Si la tdsis 1.° fuese mas estensa que la hipétesis 1." tendriamos

(1) Todo punto situado en la perpendicular etc.)
dista ignalmente ete. { (hasta ahora nin-

(8) 'Todo punto situado fuera ete. dista iguul-ﬁguuadeaechabla}

mente efe.
Perq

Todo punto situade fuera etc. dista igualmen~-
te ete. G AR

Todo punto situado fuera ete. dista desigual- g nbain patibless)
mente ete.

J La 2.* es cierta; luego la 1.* falsa; luego solo es cierta la propo-
i' sicion (1) con identidad de estension; luego es invertible.
: 3.er caso.

Todo punto situado en la perpendicular ete. dista
igualmente ete. f { (probado.)
Todo punto que dista igualmente ete. estd en la( i :
perpendicular ete. !

Por ser idéntica la estension de la hipdtesis y tésis

Toi‘}::mplun?;gtﬂét::go en la perpendicular ete. dista (no pueden geral
Todo punto situado fuera de la perpendicular ete,

* mismo tiempo
dista igualmente ete. j

ciertas.)

Pero la primera es cierta; luego Ja segunda es falsa; lnego: Todo
punto situado fuera de la perpendicular ele. dista desigualmente
‘efe. esicierta,

Cuestiones geoméfricas.

Respecto al chjeto dividiremos las cuestiones geométricas en tres

3
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grupos segun se trate de relacionar posiciones con posiciones, mag-
nitudes con posiciones 6 inversamente, y magnitudes con mag-
nitudes. _

Asi en el teorema: Dos rectas perpendiculares G una tercora son
paralelas se establece una relacion entre posiciones.

En el teorema: La perpendicular es la mas corta distancie que
se puede trazar deun punto Guna recta, se relaciona la posicion con
la magnitud.

Y en el teorema: Dos paraleldgramos son proporcionales 4 los
productos de sus bases por sus alturas se trata simplemente de re-
laciones de magnitud.

EXISTENCIA DE LAS FIGURAS.

En matematicas y especialmente en Geometria es necesario mu-
chas veces probar la existencia de ciertas entidades, y esto es debido
& que la arbitrariedad del entendimiento puede producir lo contra-
dictorio que no es admisible en el mundo de la realidad.

Asi muchos gedmetras ponen especial cuidado en probar ls exis-
tencia de la perpendicularidad y paralelismo y distinguirla de otra
cuestion distinta que inmediatamente trataremos, cual es la deter-
minacion.

Legendre prueba la existencia de dos déngulos adyacentes rectos
valiéndose del movimiento de una recta al rededor de un punto.

El paralelismo es probado por el teorema: Dos perpendiculares §
una tercera son paralelas, y hay que observar que asi como la igual
inclinacion de una recta 4 ambos lados de otra da la perpendicula-
r‘dad, la igual inclinacion de una recta con relacion a dos y & un
mismo lado da el paralelismo, ya sea este angulo oblicuno, ya recto
o ya sea cero, casos & que corresponden respectivamente las propo-
siciones: Dos rectas que forman con otra dngulos correspondientes
iguales son paralelas; dos perpendiculares & una lercera son pa-
ralelas y dos paralelas 4 una tercera son paralelas.

Establecida la existencia en lo que podemos llamar elemento. de
posicion 6 sea el angulo, concluiremos estableciendo la existencia
del poligono; pues admitida la existencia del dngulo, 6 sea la de
dos rectas pasando por un punto, probada esta la del tridngulo,
porque es posible tomar dos puntos de ambos lados.y unirlos con
una recta, que no pasard por el vértice, pues si pasara, los dos la-
dos se confundirian en una recta.

Existiendo el tridngulo, existe el cuadrilétero, pues sobre uno de
los lados del primero es posible la construccion de otro tridngulo,
pasando 4 ser diagonal el lado comun; continuando de esta manera
quedaria probada la existencia del pentdgono, exdgono y en gene-
ral del poligono,
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Un breve razonamiento demuestra la existencia del paralelégra-
mo. Dado el 4ngnlo dae (fiz.2) es posible la existencia de las para-
lelas b4 y ed respectivanicnte 4 @¢ y @ 4, y trazando la recta éc, co-
mo los angulos 4¢d y ebd son respectivamente iguales & los cba
y bca por alternos, seria superponible la parte f¢d de la figura so-
bre la ¢ 4@ mediante un giro de 180° en el plano, y como ca y be se
encuentran, ¢d y &d tambien se encontrardn; queda, pues, probado
que la figura serd cerrada teniendo sus lados paralelos dos 4 dos.

Analogas consideraciones probarian la existencia de los demas
poligonos que tengan determinado grado de regularidad.

DETERMINACION DE LAS FIGURAS,

Despues de la existencia se debe tratar la determinacion, que es
una especie de esclusion; pues determinar, por ejemplo, la perpen-
dicular 6 la paralela por un punto 4 una recta, es escluir todas las
que pueden pasar por dicho punto menos una que esla perpen-
dicular 6 paralela, dicha esclusion la verifican los autores por re-
duccion ad absurdum.

Tenemos, pues, que los teoremas: Por un punto solo se puede
trazar una perpendicular y paralela & olra récta determinan la per-
pendicular y paralela 4 dicha recta.

Y la proposicion siguiente: Por un punto no se puede trazar en
una direccion mas que una recta con inclinacion determinade, que
Vallejo enuncia como teorema diciendo que: Dos dugulos iguales se
pueden superponer de modo que se confundan, y otros gedmetras
como definicion exponiendo que: Dos angulos son iguales cuando
superpuestos coinciden, es la que determina la oblicuidad.

La determinacion del tridngulo se verifica mediante estas propo-
siciones, pues con su auxilio se consigue la superposicion 6 sea la
identificacion de uno, del cual se dan elementos, con otro ya existen-
te. Ocurren en esta cuestion tres casos principales segun se den tres
Jados, dos y el &ngulo comprendido y uno y los Angulos adyacentes.

La determinacion del poligono se verifica, ya con auxilio de las
demostraciones que determinan el tridngulo, ya con el de las que
determinan los elementos de pusicion ¢ sea los dngulos.

RELACIONES DEL CONTENIDO DE. LAS FIGURAS.

Determinada una figura, lo inmediato es conacer 7elaciones de su
contenido, esto es, las relaciones de coexistencia entre sus elementos
y los que resultan de combinarla con ciertas construcciones.

Toda fignra geométrica es resultado de la combinacion de ele-
mentos rectilineos ya finitos, ya infinitamente pequefios y de sus po-
siciones respectivas. En el caso de ser de longitud finita se obtiene
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el poligono, en el caso de ser infinitamente pequefios, obtenemos la
infinita variedad de curvas en que la posicion respectiva de dichos
elementos estd determinada por el dngulo de contingencia.

Despues de estudiada cada figura en su existencia y determinacion
se combina con construcciones arbitrarias. Y unas veces se trata de
hallar el modo de encontrarse las tres alturas de un tridngulo 6 las
tres medianas del mismo, otras de hallar la relacion entre la perpen-
dicular bajada desde el vértice de un tridngulo isdsceles 4 la base y
los demés elementos que lo constituyen etc.

Todas estas proposiciones estndiadas y sistematizadas son como el
andamiaje que sirve para infinidad de construcciones geométricas,
pues en cuanto se ha hallado la solidaridad de combinaciones dadas
de elementos, esta solidaridad nos da medios de supuesto cierto ni-
mero de ellos obtener los restantes.

Ficuras FQUIVALENTES Y SEMEJANTES.

Por 1ltimo, podemos referir unas entidades 4 otras.

Lo haremos con arreglo & los dos casos que ocurren; el de igual
estension y distinta forma y el de idéntica forma y distinta magni-
tud, 6 sea la equivalencia y la semejania.

Distinguiremos en las figuras dos clases de lineas: dimensivas y
Jormales; llamamos dimensivas las que influyen en la -estension y
formales las que determinan la forma.

Para proceder metédicamente en las relaciones de figuras de for-
ma distinta se debe principiar por considerar aquellasen que las
lineas dimensivas se confunden con las formales (recténgulos de ba-
ses iguales y designales alturas), continuando con la comparacion de
rectdngulos cuyas bases y alturas son distintas, y terminando con la
de figuras en que las lineas dimensivas son distintas de las formales,
( paralelégramos de igual base y altura.)

Es til observar qne las cuestiones de equivalencia (distinta forma
& idéntica magnitud) se reducen & cuestiones de identidad, porque
es facil convertir las que se refieren & formas distintas en olras
que se refieran ¢ sumas d diferencias de formas idénticas.

Las cuestiones de semejanza se reducen & Aacer ver la identidad
de forma de figuras desiguales en magnitud.

La forma resulta de la combinacion de longitudes’é inclinaciones
tanto en las figuras curvilineas como en las rectilineas. La identidad
de forma es debida & la conservacion de la posicion relativa de ele-
mentos y 4 la constancia de relacion entre sus magnitudes en una
¥y otra.

Probado que: 87 s¢ cortan dos lados de un ¢ridngule por wna pa-
ralela al tercero, el tridngulo parcial es semejante al total, (lo cual
equivale & decir que son de igual forma) al estudiar cualquier caso

_=.- =
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de semejanza de tridngulos, la cuestion se reduce 4 identificar, pot
e‘iemglo, el tridngulo g‘4‘c’ (fig. 3) cun el @mn que es semejante
al a be.

Antes de pasar & otro ¢rden de ideas, afiadiremos que lag lineas
dimensivas estdn en razon mversa en figuras de igual magnitud y
las formales en razon directa en figuras de ignual forma.

FigURAS REFERIDAS AL circuro.

Falta exponer otra série de cuestiones importsntisimas que abre
vastos horizontes a4 la ciencia matemética, nos referimosa la teo-
ria de 4ngulos y poligonos considerados con relacion al cireulo.
Esta rama de la geometria elemental tiene grandes analogias con la
geometria analitica. Axi como en esta determinamos un punto por
la posicion ¢on respecto & un sistema de ejes, y un lugar geométrico

.por el conjunto de posiciones relativas de sus puntos, asi en la teoria

que nos ocupa ge trata de establecer cuantas relaciones se han estu-
diado, pero no en absoluto, sino asociadas 4 la idea de posicion rela-
tiva 4 la circunferencia. Esta nueva categoria de ideas permite el
estudio combinado de las figuras rectilineas y -curvilineas y tratar
en toda su amplitud las relaciones de coexisteneia.

Fécil es obtener todas las relaciones ds posicion antes estudindas
independientemente, y ahora considerando las posiciones de la recta
6 combinacion de rectas en el circulo.

En los teoremas. #7 angulo cuyo vértice se halla en la circunfe -
rencia y cuyos lados pasan por los esiremos de un didmélro, es
recto. Las bisectrices de los dngulos formados por los lados opues -
tos de un cuadrildtero inscripto, son perpendiculares se hace ver
cémo las relacianes de arcos y dngulos con el cireulo dan la relacion
de perpendicularidad.

El teorema: % por el punto de contact) de dos circunferencias se
trazan dos cuerdes, las rectas que wnen en cada una sus estremida -
des son paraleles, (fig.4) ofrece un ejemplo en que se determina
el paralelismo.

Otros muchos ejemplos podiamos citar donde se viera repetida la
série de relaciones estudiadas en las teorias antericres.

Afiadiremos por tltimo algunas ideas dignas de recordarse acerca
de la proporcionalidad de lineas considerada juntamente ctom. su
posicion,

Solo trataremos de distancias proporcionales tomadas en daos rec-
tas que se encuentran

Dos casos debemos distinguir: 1.° Cnando las pesiciones estan en
razon directa con las magnitudes. 2.° Cuando lus posiciones estdn

rezon inversa con las magnitudes. Tanto en nue comnaen otro puede
considerarse si se toman Jlas distancias en vn solo lado Jel vértine ¢

en ambos,
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Si se trata de la relacion directa, la proporcion debe establecerse:
1.ersegmento es ¢’ 2 ° segmento como distanciaen 1.° 6 prolongacion
del 1.5¢s 4 2.° 6 distancia tomada en prolongacion del 2.°, esto es;
0b::0a: 0a’: 0b':: oa'': 0b'* (fig. 4.)

En este ca:o hay paralelismo entre las rectas que unen los puntos
correspondientes en los segmentos.

Si se trata de la relacion inversa, la propmuon debe establecerse:
1.er segmente es ¢ 2.° como distancia en2.° 6 pm.angamon del 2.°
es & 1.° 6 distancia en prolongacion del 1.” 6 bien (fig. 5) 0‘e: o‘a‘::
0'b 0'by 0at: va:: 0b*s 0b.

El teorema: 8% por un punto fuera de una circunferencia se tra-
2an une secante y una langente, esta es mediq efc. es caso particu-
lar del relativo 4 las dos secantes como se 7e por la (fig. 6,) pues el
produeto de los segmentos de la secante movible es siempre igual
al de los de la fija, y por consigniente lo serd en el limite de las po-
siciones.

Se puede considerar como el transito de la proporcion directa & la
reciproca.

Si en los lados em,0n se toman dos distancias 0¢,04 inversas.con
relacion 4 0@ y of, términos de oa: of:: of: 0b; tendremos o a: ot::
0g: 0p y sustituyendo en la 1.* proporcion resulta og: op:: of: 06
que estdn en razon directa, y hay paralelismo.

Teoremas fundamentales en las diversas teorias geométricas.

Los teoremas relativos & la igualdad de triangulos apoyados en
los que determinan la posicion de una recta con respecto 4 otra en
los tres casos, sirven de fundamento, & las cuestiones en que se trata
de relaciones de igunaldad; mediante ellos, conocida cierta combina-
cion de posiciones y magnitudes que enfran en un sistema de lineas
6 figuras llegan & determinarse otro cierto nfimero de rectas, posi-
ciones, 6 unas y otras juntamente

En las cuestiones relativas & desicnaldad de rectas es fundamen-
tal la proposicion: De dos quebradas compuestas de dos rectas cada
URE Y CUYos eslremos son comunes, es mayor la que mas se aparta
de la recta, que se apdya en la verdad.

La recta es la linea mas corte que se puede irazar entre dos
puntos,

En las cuestiones relativas a igualdad y desigualdad de inclina-
ciones tiene gran importancia el teorema: Z7 dngulo esterno de un
triangulo es igual @ la suma de los no adyacentes 4 él.

En las cuestiones de semejanza la proposicion fundamental es: §¢
se traza una recla que corte d dos lados de un triangulo sin pasar
por el vértice paralelamente al tercero, 2l triangulo parcial serd se-
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mejante al total, que sirve para probar las relativas 4 semejanza dé
tridngulos, reduciendo esta cuestion & cuestiones de identidad.

Las cuestiones de proporcionalidad de rectas fiindanse en el teore-
ma: Dos dngulos inscriplos que tienen wn arco comun 6 arcos igua-
les, son iguales del cual son inmediatas censecuencias el relativo &
las cuerdas que se cortan y 4 las secantes dirigidas de un punto es-
terior & una circunferencia, y no dejaremos de afadir que asi como
el teorema relativo & la tangente y los segmentos de la secante se
desprende del anterior, el teorema: Un cateto es medio proporcional
entre la hipotenusa y su proyeccion sobre la misma, se desprende de
este iltimo, como puede verse en la (fig. 8) pues es uno de sus
casos particulares.

En la teoria de las 4reas los teoremas: Dos paraleldgramos de
igual base y allura son equivalentes y dos rectangulos son propor-
cionales 4 los prodnctos de sus bases por sus alturas son fundamen-
tales, sirviendo el primero para la reduccion de formas lo enal se hace
reduciendo la cuestion de equivalencia 4 de identidad, y el segundo
es importante para resolver las cuestiones de relaciones de magni-
tedes en sn mayor generalidad.

En geometria del espacio con poca diferencia, andlogas considera~
ciones podrian hacerse.

Audlisis de algunas cuestiones malemdlicas

Hemos indicado que la actividad intelectual combina los datos
suministrados por la razon y los sentidos. Estos datos en el caso
que nos ocupa son la estension y. la cantidad.

Un conjunto indeterminado de unidades es la cantidad.

El entendimiento concibe la série de la pluralidad por la agrega-
cion que comienza con Ja unidad consigo misma.

Este hecho elemental encierra en si el gérmen de todas las cues-
tiones matematicas. En primer lugar tenemos una igualdad de la
suma con la reunicn de los sumandos; en segundo la sustitucion de
operaciones sucesivas elementales 4 una operacion compleja. La sé=~
rie sucesiva de resultados nos da el 6rden sucesivo en la escala de
la pluralidad (aumento por unidades), érden fundamental, sin el cual
todos los demas érdenes son imposibles.

Hemos comenzado por la agregacion sucesiva de unidades; el
transito 4 la agregacion sucesiva de grupos de unidades es muy na-
tural, y asi como la primera operacion se puede representar por la
forma y =7 que representa que un nimero es la suma de sus uni-.
dades, la segunda se puede expresar por y=a-+b+etd+.. que
representa que la suma es la reunion de los sumandos. El caso par-
ticular y=a-+a+a+...=anen que los sumandos son ignales 8@
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llama multiplicacion. Todo esto se funda en el principio: Lo gite g8
hace con el conjunto de las paries etc. que legitima la sustitucion de
lo sucesivo por lo simultdneo, '

Asi como hemos pasado de la agregacion de unidades 4 la de gru-
pos de unidades, podem-s pasar de la agregacion de nimeros 4 agre-
gaciones de productos y=en+entan+...=anp y=anpt+anp
+anpt...=anpyg. esdecir, 4 la forma y=a.b.c d.c... que és'la’
forma general de los productos, cuyo caso particular y=¢.@.@.4a...
=q " da la forma poteacia.

Vemos, pues, que la aplicacion del principio citado y la conside-
racion de los conceptos de igualdad y designaldad, nos ha conducido
4 las tres formas y —a+6+c¢+. .. y=an y=a" fundamentales
ent matemdéticas que expresan los tres modos elementales de forms-
cion de los nlimeros.

El entendimiento puede proponerse cuestiones inversas & estas,
esto es, partiendo de los resultados llegar 4 los datos, de Ia suma,
producto y potencia, al resto, cociente y raiz (estas nuevas operacie-
nes no forman ntimeros como las anteriores, pues las inversas supo-
nen directas que ya los han dado; por esto, los resultados de las di-
rectas siempre son aceptables y comprensibles, mientras que no
siempre sucede esto en las inversas como veremos.)

En cuanto & la suma, la cuestion inversa es indeterminada, pues
& una suma corresponden muchos sistemas de sumandos, por lo cual
solo se estudia en matematicas la cuestion referente 4 una suma de
dos sumandos, que es mas determinada, y para cuya determinacion
completa se fija el ofro sumando.

Respecto & la mnuitiplicacion, considerando tambien el caso de
dos factores, se determina fijando uno de ellos.

Ocurre preguntar jestamos en idénticas circunstancias al comen-
zar por los resultados que cuando comenzamos por los datos? Y es
facil notar que no.

Al proceder directamente hemos ido formando séries de ntimeros
sometidos & las leyes arbitrarias que el enténdimiento fij6. Asi arbi-
trariamente podemos constituir la série de multiplos de 3; 3, 6, 9, 12,
15; 6 la de los cuadrados de los nimeros 4, 9, 16, 25, casos que cor-
responden & las formas y—=an y=a? y aqui no pnede haber con-
tradiccion. Pero al retroceder por medio de operaciones inversas
(sustraceion, division, estraccion de raices) partimos de niimeros ya
formados, niimeros que estén todos ellos sujetos 4 leyes propias (asi
el 30 estd sujeto & ser divisible por 5y 6, y el 11 4 no ser divisible

or ninguno.) Y es evidente que procediendo arbitrariamente scbre

o que ya estd formado en conformidad con ciertas leyes que consti-
tiiyen su esencia, exigiremos acaso que sea sometido & otras leyes
en'contradiccion con las que vinicamente le son aplicables. De aqid
resulta qna nos s2a imposible hallar las veces que 30 contiene 4 12,
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Elues es contra su naturaleza ser divisible por 12; asi como es tam-
ien imposible hallar el niimero que multiplicado por si de 5, pues
hemos tomado como punto de partida un ntimero & que no corres—
ponde la ley de ser cuadrado, la cual estd en contradiccion con su
esencia. :

De manera, que al proceder inversamente puede suceder que, ig-
norandolo, las condiciones supuestas repugnen con lag condiciones
existentes, entonces obtenemos tres resultados: negativo, fraccio-
nario incomensurable. Esto da origen & cuestiones curiosas de que
nos ocuparemos mas tarde.

Obtenidas las formas y =a +8&+ ¢+.. y = an, y =a™ que pulemos
considerar como elementales, se observa que por su combinacion sé
sueden originar formaciones complejas 6 derivadas en niimero in-

efinido. De ellas solo citaremos las y=a-+dn. y=a.5® que en-
cierran en si las teorias de progresioneés y compr-nden los nimeros
formados por progresion ya aritmética ya geométrica.

Las formas citadas y cuantas se pueden suponer indican que €l
género e: la reunion de especies, es decir, que en y—=¢5* la forma
progresion encierra los infinitos casos que pueden ocurrir para las
infinitas combinaciones de valores que se puedendar 4 2.5 y #.

Fécil es pasar de estas ideas 4 la teoria de ecuaciones. _

Para lo cual basta advertir: 1.° Que una cantidad puede admitir
infinidad de formas. 2.° Que una forma puede corresponder 4 infi-
nidad de cantidades. Asi 15=T7+4+8=3.5=6+3* etc. y 5=1+
27; 11==2-+32; 12=343? &tc.

3.° Esto da ocasion 4 la resolucion de problemas siempre que se
deje alguna condicion indeterminada. '

De las condiciones puede haber una sola indeterminada, ¢ puede
haber varias. En el primer caso el problema es determinado ¢ inde-
terminado en el segundo. Asi 7= 3-5123 es determinada. T=ga+4y
es indeterminada. Resolver la segunds es hallar los sistemas de va-
lores de z ¢ ¥ que las satisfacen, y para esto se fijan valores de una
de l1as indeterminadas para hallar el valor coexistente de la otra;
pero fijar un valor 4 2, por ejemplo, es lo mismo que introducir una
ecuacion que en tltimo resultado se podré expresar por z == ntiniero
gue sé fija y como esto se tendrd que hacer para todas las indeter-
minadas menos una, resulta que la ecuacien en que entran todas, ¢
sea la propuesta y sdemés n— 1 ecuaciones determinan igual niime-
ro de indeterminadas dando un sistema de # ecuaciones con 7z incég-
nitas. En el caso general cada ecuacion de_determinacion en vez de
expresar el nimero 4 que es igual cada indeterminada, podré expre-
sar relaciones entre vArias indeterminadas.

Hechas estas indicaciones observemos, que siendo una cantidad
susceptible de infinidad de formas, puede proponerse el siguiente
problema: Dadas dos formas d modos de conséruccion de una can-
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tidad, hallar qué combinaciones de valores de algunos elementos
corresponden d sistemas de valores de olros que se suponen conoci-
dos. Asi, suponiendo y=="Tx+4z; yuﬁx-\g?él se busca el sitema
de valores de @ y z que coexiste con los nimeros 7, 4, 5 y 23 para
que las dos formas den una misma cantidad.

Tenemos, pues, reducidas las cuestiones relativas & ecuaciones 4:
Hallar las condiciones de coexistencia de slementos en formas dis-
tintas de una misma cantidad.

Escritas las espresiones citadas en su forma general tendremos
y=ax+bz, y=cy+d, yexpresando la condicion de igualdad

‘axtbz=cx+d en que hay que ver la variedad de valores de
Z y z que coexisten con la variedad de sistemas de valores que pue-
den suponerse para &, 6, ¢y d .
. Ahota e3 facil dar una esplicacion de ciertos resultados singulares
que se obtienen. Segun las cuestiones pueden ocurrir fres casos: 6
hay infinidad de valores de ciertos elementos que combinados con
05 conoeidos dan para las cantidades valores igudles; 6 no hay nin-
gun gistema de valores de ciertos elementos que satisfagan 4 dicha
condicion, ¢ hay un numero limitado.

Si consideramos las formas y =a?+2ax-+x2,=(a+x)? obten-
dremos para la realizacion de a? +2ax+x? = (a+x)? infinidad de
valores de x; este es el caso de la indeterminacion que se obtiene
cuando se han propuesto condiciones idénticas.

Supongamos que y = —— y =-——. Al pretender que satisfagan &

v
» i oo X AR . . .
la condicion —-==—, es decir, que den valores idénticos nos en-

gontramos con. un imposible, y efectivamente, se comprende que
desarroliandv la série de ntimeros que en la escala de la ‘pluralidad

X X—al. i -
dan! y = .y = ~——jamés podremos obtener dos nimeros igua-

les; y como esto se verifica cualesyuiera que sean los valores de #, @
y 2, esta imposibilidad no es introducida pur- causa de los mismos
sind por causa de la naturaleza de las relaciones en que enfran; es-
tag relaciones son incompatibles.

Algunas veces sucede que se han supuesto tales relaciones y com-
binaciones de valores que no pueden satisfacer 4 la exigencia de
igualdad sino con valores negativos. Asi en y=2 (34 42),=
60+ 'z, solo el valor —8 satisface 4.2 (34 4 2) = 60 4 2.

Obserremos que asi como el valor infinito proviene de nuna repug-
nancia de las relaciones supuestas que no depende de los valores de
las cantidades sino de la naturaleza de las relaciones, asi el valor
negativo indica una incompatibilidad en relacivnes de magnitud,
incompatibilidad que es facil ver se corrige variando los signos adic-
tivos en sustractivos de ciertas cantidades 6 inversamente. De ma-
nera que 2(34—¢z) =60 —2z dard 2= + 8.
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Hemos pues, manifestado el diferente origen de la aparicion del
valor infinito y negativo, y en resumen que los resultados singula-
Tes provienen de la arbitrariedad del entendimiento al poner las con-
diciones de los problemas en contradiccion con las leyes 6 relaciones
de las cantidades.

Indicaremos brevemente que para dar amplitud al mundo de las
relaciones y para no dejar incompleto el sistema de cuestiones que
provienen tanto de las operaciones inversas, como de las hipétesis
arbitrarias (las operaciones inversas tambien implican hipdtesis arbi-
trarias) que se pneden hacer en las igualaciones de formas distintas,
se han dado cabida en el célculo 4 los ntimeros fraceionarios é inco-
mensurables. La introduccion de estos se hace asociando 4 la idea de
nimero la de continuidad, y considerando que este no solo puede
expresar pluralidad, no solo sirve de espresion de la cantidad, sino
de medida como anteriormente espusimos y por consigniente que en
este segundo caso la unidad es compleja, pues estd acompaifiada de
lo que se llama médulo que indica Ia modificacion de naturaleza es-
pecial que se ha de realizar sobre el nimero. Asien 3/ la unidad
estd modificada por el signo Y4 lo cnal quiere decir que & cada ni-.
mero se ha de aplicar el modificativo que afecta 4 su unidad. Me-
diante estas consideraciones el célculo de las fracciones queda redu-
cido & céleulo de enteros, cuyo resultado se ha de someter & la modi-
ficacion espresada por el denominador comun.

Los niimeros incomensurables, hemos hicho, resultan de una ope-
racion inversa. Tambien resultan de condiciones impuestas 4 alguna
operacion como sucece al hallar la fraccion decimal equivalente
& 97 que equivale 4 pedir la relacion entre 8 y 7 expresada en
valores dependientes entre si segun la ley decimal, lo cual esin-
compatible con la naturaleza de los nimeros dados.

La fraccion decimal peri6dica resultante puede explicarse median-
te la consideracion del mddulo, diciendo que es una suma de un
numero infinito de sumandos cuyo médalo estd sujeto 4 decrecer con
arreglo 4 la ley decimal. Asi 7/ =0,4285714..... es la suma de
0,4; 0,02; 0,008; 0,0005.....

Estc se aplica tambien 4 las raices incomensurables.

Por tltimo los nlimeros negativos segun distinguidos matemaéticos
se esplican por la adjuncion 4 la idea de nimero de la de origen.

Con esto damos por terminado este trabajo, pues nuestro pro-
posito ha sido tinicamente tratar algunas cuestiones de las muchas
que ofrece la ciencia matematica.
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