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L0s programes actuales de mis cursos de cdlculo infinitesimal
LO QUE SON Y LO QUE DERIAN SER

PARTE PRIMERA

Consideraciones doctrinales & historicas

Hasta principios del siglo xix la Matematica es eminen-
temente objeliva. La inleligencia desaparece ante sus actos
que se suceden inconscientemente bajo la direccion del mé-
todo. La inventiva es una eleccion esponténea dirigida por
la inspiracion.

Asi se va formando un conglomerado de hechos y de re-
laciones. Las relaciones son inmediatas, directas. Esta es la
caracteristica de las obras hasta Lagrange, el ultimo de los
clasicos para comenzar la época de Abel, de Galois, de Cau-
chy, de Riemann. Eslos altimos inician una evolucion, que
es la época moderna.

Las funciones de varjables complejas, los grupos, los
conceptlos de funciones algebraicas y transcendentes trans-
forman el aspecto general de los dominios mateméaticos.

Las funciones licnen el caricter general de holomorfas,
meromorfas, uniformes, mulliformes y periodicas, v estos as-
pectos son los nuevos puntos de vista que llevan del indivi-
dualismo clisico 4 la generalidad moderna.

Las Tunciones enteras, fraccionarias, en cuanto 4 la for-
ma. Estas Gltimas implican casos del infinito que resultan
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de la correspondencia de infinitud entre el numerador y el
denominador. Las funciones uniformes y mulliformes impli-
can una correspondencia univoca 6 multiple. Esta altima
es una corr2spondencia heterogénea. Una de las entidades de
la correspondencia se ha concretado ¢ replegado.

La teoria de Puiseux hace desplegarse estos valores en los
ciclos que Clebsch expresd por sistemas de lazos fundamen-
tales. Las funciones algebraicas se ramifican.

En la ciencia clasica lo infinito aparece bajo las dos for-
mas de irracional y transcendente por las relaciones de la
diagonal del cuadrado y uno de sus lados y por la relacion
entre un 4dngulo y un lado de un tridngulo. La primera im-
plica una relacién entre dos magnitudes, la segunda una re-
lacion entre magnitud y posicion, generando la Trigonome-
tria y las funciones circulares, asi como la correspondencia
entre los crecimientos por suma y por producto condujo al
logaritmo y & la funcién exponencial.

[La periodicidad es una propiedad que aparece en las
funciones circulares y exponenciales y que adquiere mayor
importancia en las transcendentes superiores.

La ramifiecacion y la periodicidad, constituyen respecti-
vamente, la propiedad general de las funciones algebraicas
y transcendentes.

Las propiedades especiales se hallan en las especies de
singularidades, polos y puntes esenciales, critico y loga-
ritmico.

Las singularidades son las caracteristicas de los modos
de ser cada funcion; expresan la estructura propia de
cada una.

Debemos considerar los modos de variar y de ser.

Asi distinguimos entre los modos de variar el potencial,
el logaritmico, el exponencial, ele.

Se comprende en ellos, los 6rdenes-tipos de crecimiento,
las funciones de erecimiento regular y otras particularidades
expresadas en las obras citadas de los Sres. Borel y Blumental.

La segunda parte de mi curso corresponde a los descu-
brimientos de Cauchy, Riemann, Abel, Jacobi, Fourier y
Weierstrass.

La funcion se distingue por propiedades generales.
Se estudian las funciones uniformes 6 mondétropas, mul-
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tiformes 6 politropas, holomorfas, meromorfas y sinéclicas.

Sus caracteristicas son los ceros, los polos, sus singulari-
dades, las discontinuidades y las periodicidades.

El estudio de las funciones bajo la forma de series v pro-
ductos infinitos adquiere especial importancia, llevando 4 la
teoria de las funciones analiticas de Weierstrass V 4 su expre-
sibn por series enteras.

Por otra parte, la teoria de los grupos discontinuos, cons-
tituyendo el criterio superior de la teoria de las ecuaciones
algebraicas, lleva 4 las correspondencias de orden finito, es-
pecialmente 4 la correspondencia algebraica cuyos mas ca-
racleristicos principios estan dados por los teoremas alge-
braicos de la adicién, debidos 4 Abel, correspondencia que se
enlaza con la aritmética dz las congruencias, llevando 4 la
tendencia aritmetizadora que iniciaron Weierstrass, Hermite
y Kronecker.

Tenemos, por un lado, el ecriterio combinatorio de los
grupos y por otro las variedades de campos y dominios que
sirven de fondo 6 apoyo 4 toda clase de sistemas.

El procedimiento de las transformaciones representa al
movimiento en la vida de la Naturaleza.

La transformacion es el instrumento imprescindible y ca-
pital de la Matemética, cuyo empleo es continuo; por él se
simplifican las expresiones, reduciéndolas 4 formas tipicas ¢
normales.

Ademas, las transformaciones reemplazan unas enlidades 6
sistemas por otros, representdndolos en todas las fases de su
existencia, teniendo especial importancia el problema de la
transformacion de una funcién 6 sistema en si, es decir, la
{ransformacidn idéntica, cuestion capital en la teoria de los
grupos que determina el ntimero de posibilidades de volver
un sistema algoritmico 6 geomiélrico 4 su estado primitivo.

La Geometria proyectiva y el Algebra de las formas ho-
mogéneas, especialmente por los covariantes, son dos ramas
especiales de transformaciones, representando papel prepon-
derante la transformacion lineal en la teoria de los niime-
ros; constituyendo por olra parte la teoria de las funciones
eliptidas un cuerpo de doctrina de transformaciones alge-
braicas de unas funciones por medio de otras y finalmente,
la teoria de las funciones modulares y automorfas una rama
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que se distingue por el caracler y (2ndencia aritmetizadora
de sus transformaciones.

Los cuerpos finitos, campo de Galois, dominios de racio-
nalidad, elec.; y desde olro punto de vista, las diferentes es-
pecies de conjuntos son regiones matematicas, dentro de
las cuales se estudia la existencia y el modo de ser de las
cantidad:s. Pero el dominio mds extenso de todos ellos es el
campo funcional, cuya primera idea luvo Lagrange con el
dleulo de variaciones, sobre el que Abel inici6 un nuevo
cileulo de funciones generatrices que ha originado el moderno
calculo funcional en que han colaborado desde Weierstrass
hasta los contemporaneos.

Ademas la Malematica se presenta bajo los dos aspectos
numérico y geomélrico, cuyo origen, prescindiendo de la Geo-
metria carlesiana, consideramos en el numero complejo de
Gauss y en el afijo de un punto de Cauchy que funda en
esta correspondencia la teoria de las funciones de variables
imaginarias, asi como Riemann fundd ésta o sea la teoria de
las [unciones de variables complejas en su célebre superficie,
llegando & las representaciones del Analysis situs, asi como
en la teoria de los conjuntos, tenemos ofra representacion
grafica de las funciones de variables reales.

Todo esto ha sido el comienzo de la correspondencia geo-
métrica dada por las superficies analiticas, hoy muy diver-
samente empleada, como representacion grafica de toda clase
de funciones.

Y estas representaciones adquirieron al principio un ca-
ricler eminentemente algebraico en los ciclos establgcidos y
definidos por Puiseux y en los sistemas de lazos fundamen-
tales de Gordan, que después se aprovecharon en la lenden-
cia aritmetizadora que, comenzando por la representacién
geomélrica de la periodicidad de las funciones, se llevo 4 las
representaciones de las funciones modulares y 4 la de las
funciones poliédricas y automorfas bajo los conceptos com-
binatorios de la teoria de los grupos discontinuos, después
de haberse empleado wvarias representacionss, tales como la
representacion en la esfera de Neumann, la conforme ¢ las
transformaciones isogonales.

Observaremos ademas que la idea cartesiana de reducir
las cuestiones geométricas & consideraciones de ecuaciones
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representativas de las figuras, no solo tiene como reciproca
las representaciones geométricas arriba enumeradas, sino que
también ésta lleva 4 una representacion del Algebra moderna
6 de las formas homogéneas, cuyo instrumento es la Geome-
tria sobre una curva y aun sobre una sup:riicie algebraica,
que estudia las representaciones de los invariantes, cova-
riantes, etc., por medio de curvas, superficies y de las confi-
guraciones, y de haces de conicas, elc., extendidas por las
relaciones dualisticas de los sistemas polares y de los conexos.

Hasta ahora nos hemos limitado 4 los problemas directos
de la Matematica abstracta, prescindiendo de la Geome-
tria pura,

Los problemas inversos se reducen 4 la resolucién de las
ecuaciones algebraicas y diferenciales, que ofrecen una muy
superior dificultad, pues implican un desdoblamiento de can-
tidades que se hallan como plegadas en sistemas formados
con otras cantidades en relaciones finitas 6 infinitesimales.

Las cantidades que se trata de obtener se hallan sujetas
a relaciones previamente impuestas, al formular cada ecua-
cién, lo que conduce 4 relaciones transcendentes, 4 imposibi-
lidad general de expresiones exaclas,

Solo el demostrar la imposibilidad de resolver las ecua-
ciones generales algebraicas de grados superiores al 4.9, con-
dujo & Abel 4 estudiar la clasificacién de las funciones alge-
braicas no racionales y & establecer las propiedades de las
funciones algebraicas que satisfacen 4 una ecuacién dada.

Lagrange habia comenzado, aunque sin éxito, 4 estudiar
las funciones semejantes, es decir, que admiten las mismas
sustituciones, llegando 4 la expresion racional de una funcién
por medio de otra y 4 la formacién de funciones de n va-
riables que admiten sustituciones dadas, y Galois, el funda-
dor de la resolubilidad de las ecuaciones algebraicas por me-
dio de radicales baso su teorfa en la expresion de las raices
de una ecuacion f (x)=o sin raices iguales, en funcién racio-
nal de una funcion racional V de las raices de aquélla, lle-
gando al criterio de resolubilidad por medio de radicales; y
Abel establecié la teoria de las ecuaciones resolubles, 4 que
se ha dado su nombre.

El procedimiento de la adjuncién de Galois, el dominio
de racionalidad de Kronecker y las teorias generalizadoras y
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puramente absiraclas de Kummer y Dedekind de los niime-
ros ideales y de los ideales han fusionado las teorfas alge-
braicas con la teoria de los niuneros, siguiendo la tendencia
aritmetizadora que se extiende hasta las funciones elipticas
y abelianas.

El problema de la integracion de las ecuaciones diferen-
ciales constituye la cumbre de las fmalulm[v $ 4 que aspira la
Matemalica.

Necesita como preliminar cuanto se ha indicado acerca
del estudio directo de las funciones, pues el desdoblamiento
que conslituye la obtencion explicita de una funcién, com-
binada con los coeficientes numéricos o '1113-.J])1cucos y los di-
ferenciales en la ecuacion, conduce 4 expresiones general-
mente transcendentes de muy varia naturaleza, solo limita-
das por las condiciones de integrabilidad y las que conducen
4 una diferencial exacla.

La historia de la Matematica expresa cuan dificilmente se
ha avanzado en esle escabroso camino, habiéndose comenzado
por casos sencillos impuestos por la necesided de resolver
problemas que presenlaban los fen6menos de la Naturaleza.

La integraciéon formal 6 clasica por medio de un niimero
finilo de elementos 6 cantidades tenia que ser lo excepcional,
como sucedia en Algebra, para la resolucion de sus ecuacio-
nes por expresiones radicales.

Desde ¢l origen del caleulo integral, como en el Algebra
desde Descarles, la integracién de las ecuaciones diferenciales
conslituy6 un conglomerado de reglas y de procedimientos
para ir resolviendo casos especiales del problema, hasta La-
grange.

Por esta época el caleulo combinatorio habia realizado
un importante progreso con el algoritmo de Vandermonde y
poco después, con las investigaciones de Jacobi acerca de los
determinantes, especialmente los funcionales.

El profundo método de Ampére para integrar las ecua-
ciones de derivadas parciales, el método geométrico de Mon-
ge, artificios tales como los paréntesis de Poisson y los con-
ceptos combinatorios de los métodos de Jacobi en la integra-
cion de las ecuaciones de derivadas parciales y de Pfaff en
la reduccién de las ecuaciones de diferenciales totales, jun-
tamente con la consideracion de los sistemas completos de
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Clebsch y los perfeccionamientos importados por Mayer, y
altimamente las importantes contribuciones de M. Darboux
4 esle género de problemas mateméticos, llevaron el proble-
ma de la integracién cldsica 4 su més elevado grado de es-
plendor,

Resumen del programa del curso elemental de caleulo infinitesimal
('.;iL(_':[TLO DE DIFERENCIAS FINITAS

Este caleulo es una preparacion para el caleulo infinite-
simal, v aun se combina con éste en muchas cuestiones, es-
pecialmenle de ecuaciones diferenciales: lo que ejereitod el
talento de los mateméticos del perfodo clasico.

El cileulo de diferencias finitas ejercita en la teoria de
las series y en la determinacion aproximada de las funcio-
nes por los métodos de inlerpolacion.

CALCULO DIFERENGIAL

Como su nombre indica, su cardcter es eminentemente
practico, y la deduccién de los coeficientes diferenciales 6
derivadas de cada una de las funciones elementales, como
limites de las relaciones de las diferencias de la funcién y la
variable independiente, no ofrece nada de particular, asi co-
mo la derivacion de funciones y las diferencias totales, con
sus condiciones de integrabilidad.

Mas delicado es el problema de la obtencién de las de-
rivadas de las funciones implicitas, que se resuelve siguiendo
4 la funcién en la seric de sus valores que varian de un
modo continuo.

Y especialmente, la obiencion de las derivadas de los di-
versos ordenes por medio del teorema de Leibniz, é ingenio-
sas aplicaciones del mélodo de cozficientes indeterminados.
s uno de los ejercicios mdas provechosos ¢ intercsantes de
este ealeulo.

El cambio de variables constituye la teoria de las trans-
formaciones 4 través de las relaciones diferenciales, es un
cambio mutuo de campo de variacion de las funciones, asi
como la eliminacién de las constantes y de las funciones
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arbitrarias es un medio que efectiia el transito de las ecua-
ciones finitas ¢ diferenciales de ciertos érdenes 4 otras ecua-
ciones diferenciales de ordenes superiores.

Este problema expresa la distinta generalidad de las in-
tegrales respecto 4 sus diferenciales, que corresponde al grado
de libertad en las cuestiones de Geometria y de Mecanica,
puesto que en cada derivacion se pierde una constante ar-
bitraria; y el orden de la derivacion sefiala el nimero de
correspondencias arbitrarias que podemos fijar entre cada
par de valores de la funcién y de la variable independiente.

Los clésicos teoremas 6 desarrolios de Taylor, Maclaurin
y Cotes no son mas que las primeras aplicaciones que se
obtuvieron de los principios del cdleulo diferencial 4 la re-
presentacion de las funciones por series.

CALCULO INTEGRAL

El ealeulo integral corresponde, en su primer desarrollo, al
cilculo diferencial que es su problema reciproco.

En el periodo clasico se obtuvieron sucesivamente las
reglas y procedimientos de integracion de las funciones en-
teras, fraccionarias, racionales, irracionales y transcendentes,
predominando los métodos de integracion por partes, de
cambio de variables y por series y coeficientes indetermina-
dos para las integrales indefinidas. Las integrales definidas
ofrecen mas ancho campo a las investigaciones.

Asi como la derivada tiene su representacion geomeétrica
por la tangente 4 una curva, la integral corresponde & una
area.

Ademas una integral definida puede considerarse como
funcién de sus limites 6 de uno solo de ellos, y admile una
gran extension cuando la cantidad bajo el signo de integra-
cion contiene algiin parametro, lo que conduce 4 mélodos de
diferenciacion € integracion bajo el signo integral que per-
miten determinar multitud de funciones, llevando, en parti-
cular, 4 las funciones eulerianas, 4 los polinomios de Legen-
dre, & los nimeros de Bernoulli y de Euler y 4 numerosos
desarrollos de funciones en series.
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ECUACIONES DIFERENCIALES

La integracion clasica de las ecuaciones diferenciales
comprende los capitulos siguientes:

Lo Integrales generales particulares y singulares.

2.0 Multiplicador que hace integrable una expresion 6
ecuacion diferencial.

3.2 Ecuaciones diferenciales de primer orden,

4.° Ecuaciones lineales de orden cualquiera con coefi-
cienles constantes,

9. Ecuaciones lineales de orden cualquiera con coefi-
cientes variables. Método de Laplace,

6.0 Ecuaciones diferenciales susceplibles de rebaja.

7.0 Sistemas de ecuaciones diferenciales.

8. Ecuaciones de derivadas parciales por los métodos
de Lagrange, de Lagrange-Charpit, de Ampére, de Monge,
de Cauchy, de Jacobi, de Hamilton, y de Mayer.

Anilisis moderno
FUNCIONES DE VARIABLES REALES

La teorfa de los conjuntos constituye un método directo
de tratar las funciones de variables reales.

En Italia, el profesor de la Universidad de Pisa, sefior
Dini, publicé su notabilisima obra Fundamenti per la Teorica
delle funzioni di variabile reale, fundada en la teoria de los
conjuntos con la que tiene intima conexién su otra obra
Serie di Fourier e alire rappresentazioni analitiche delle Fun-
zioni di una variabile reale, trabajos en conexién 4 su vez
con los de Du Bois-Reymond, que tienden hacia las aplica-
ciones & la Fisica, cuyo origen se encuentra en los de Fou-
rier que cred la teoria de su célebre serie que se extiende en
la teoria de las series trigonométricas. Y en este orden de in-
vesligaciones liene importancia capital la célebre Mémoire
sur les fonctions discontinues, de M. Darboux, asi como tam-
bién entran en el mismo el método de la condensacién de
las singularidades de Hankel y la obtencion de funciones con-
tinuas no derivables por Weierstrass, Hankel y otros.

Debe citarse ademads el teorema de Riemann que expresa
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la condicion de integrabilidad de las funciones de variables
reales, determinada por la reduccion & cero de la suma de
los intervalos en que la oscilacion de la funcién excede 4
una cantidad fija y tan pequeiia como se quiera.

En Francia, M. Borel, bajo cuya direccion se publica la
coleceion de monografias con el titulo general de Nouvelles
Lecons sur la Théorie des fonclions, publicé varios tratados,
partiendo también de la teoria de los conjuntos, habiendo
colaborado, en esta coleccion, los profesores sefiores Baire,
Blumental, Lebesgue, Lindeloff y olros.

Especialmente, entre las obras que se extienden en analo-
gas cuestiones expuestas por el senor Dini, citaremos: Bu-
khardt, Butwicklungen nach oszillirenden, Funkiionen, Hand-
buch der Theorie der Cylinder Funktionen von Dr. Niels Niel-
seny A Treatise on Bessel Functions by Andrew Gray, siendo
hoy muy rica la literatura de este orden de conocimientos.

Ademads de esta direccion, en sentido de las funciones es-
féricas y cilindricas, que conduce 4 las aplicaciones, 4 la As-
tronomia y 4 la Fisica, hemos de considerar la direccion
abstracta afine con las expresiones de Weierstrass que lien-
de 4 la representacion de las funciones bajo la forma de se-
ries enteras, y que parte de la consideracion de las series uni-
formemente convergentes v de las funciones uniformemente
continuas, constituyendo en este sentido una exposicion ele-
mental, interesante el manual de Hoepli, publicado por el
profesor E. Pascal, en dos tomos, bajo el titulo, Calcolo in-
finitesimale; y ateniéndose constantemente al método de
Weierstrass, el sefior Vivanti publico también, en la misma
coleccion, su Teoria delle Funzioni analitiche.

Con estos antecedentes, la parte de mi programa para mis
cursos actuales comprende: Medios generales de expresar una
funcion; 1.° Integral definida. 2.° series enteras, compren-
diendo la convergencia uniforme, los teoremas de Abel como
fundamento de la exposicion de las series enteras y con au-
xilio del moderno concepto de funciones mayorantes.

Dentro de la consideracion de los conjuntos de Cantor,
los teoremas de Weierstrass y de Darboux sirven de base 4
la exposicion de lo que concierne & la continuidad y discon-
tinuidad, tratandose de las funciones uniformemente conti-
nuas, discontinuas, integrables, continuas no derivables, in-
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tegrales, definidas, singulares de Cauchy, integrales, en las
que la funcién 6 los limites se hacen infinitos.

FUNCIONES DE VARIABLES COMPLEJAS

La feliz idea de Cauchy de representar las funciones de
variables imaginarias en un plano dié un carécter definitivo
4 la teoria de las funciones.

Todas las modernas concepciones, desde las representa-
ciones de las integrales y funciones elipticas de Abel y de
Jacobi hasta las funciones analiticas de Weierstrass, con su
prolongacién analitica y la teoria de los conjuntos, extendida
a varias dimensiones, entran en esta representacion,

En el segundo tomo de mi Tratado de Andlisis, Princi-
pios generales de la Teoria de las funciones, despucs de ex-
puestas las indicaciones arriba enumeradas respecto 4 las
funciones de variables reales, trato de las series, definiendo
la funcion monogena, combinando los puntos de vista de
Cauchy con los de Weierstrass para llegar al conceplo de
funciones regulares y & sus factores primarios, exponiendo la
demostracion del teorema de Miltag-Leffler acerca de la for-
macion de una funcién regular, llegando 4 las nociones de la
funcion analitica de Weierstrass.

Pero al tratar de las representaciones por integrales, sigo
la teorfa de Cauchy para llegar 4 la integracion 4 lo largo de
un contorno 6 integrales curvilineas, enunciando =l teorema
de éste y el de Riemann acerca de la correspondencia entre
la integral doble y la simple, tomada 4 lo largo de un contor-
no y el teorema sobre la funcion sinéctica, lo que conduce 4
los desarrollos en serie de las funciones sinécticas, segin
expresan los teoremas de Cauchy y de Laurent, lo que con-
duce 4 las propiedades respecto 4 los ceros, & los polos v 4
los puntos singulares esenciales.

Con las representaciones geomélricas de los ciclos, debida
4 Puiseux y los fundamentos de la teoria de la superficie de
Riemann termina dicho segundo tomo.
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ECUACIONES DIFERENCIALES

En el periodo moderno se imponfa el tratar las ecua-
ciones diferenciales de una manera general, sustituyendo la
yuxta-posicion de métodos y puntos de vista individuales
por un método fundado en la naturaleza intima de las fun-
ciones consideradas en su mayor generalidad.

A los saltos bruscos de la inventiva aislada urgia el sus-
tituir la uniformidad del procedimiento deduectivo, regular-
menle seguido 4 partir de un crilerio fijo.

Este criterio partio, desde dos puntos de visla, de las in-
vestigaciones de Cauchy y de Riemann que establecieron los
teoremas de la inlegrabilidad de las ecuaciones diferenciales
y de las funciones explicitas, respectivamente,

El teorema de la existencia de la inlegral, debido 4 Cau-
chy, obtuvo un primer perfeccionamiento por Lipschitz y
después por M. Picard y otros matematicos contemporaneos,
bajo cuya eficaz accion avanza constantemente la Ciencia.

istablecida esta base fundamental de la teoria de las
ecuaciones diferenciales, las demds teorias matemdticas se
dirigieron en su auxilio, segin el caridcter especial de
cada una.

En vez de buscar directamente una forma analilica de-
terminada, como segan el procedimiento clisico, se trato de
definir la integral mediante su estudio inmediato y direclo
por medio de sus singularidades. Esto puso 4 contribucion
cuantos resultados se obtuvieron acerca de las singularida-
des de las funciones explicitas y de sus representaciones geo-
métricas, desde Briot hasta M. Poincaré, quien reduce el es-
tudio completo de la integral 4 la parte cualitaliva ¢ estu-
dio geométrico y 4 la parle cuantilativa 6 caleculo numeérico de
los valores de la funcion.

El colosal Lrabajo de Lie sobre los grupos continuos de
transformaciones di6 nuevo aspecto &4 los problemas, llevan-
do la integracion al conocimiento de la estructura del grupo
de la ecuacién considerada.

En este sentido los sefiores Vessiot y Picard han edificado
una teoria de las ecuaciones diferenciales, andloga a la de
Lagrange y Galois respecto 4 las ecuaciones algebraicas.
Los trabajos de M. Painlevé, especialmente sus Legons
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sur la théorie analytique des équations différentiélles expresa
la importancia del estudio de las singularidades de las fun-
ciones, especialmente la distincion de las singularidades esen-
ciales en fijas y moviles, del concepto de irreductibilidad, de
las singularidades no algebraicas, dependientes 6 indepen-
dientes de la variable 2, asi como Ia Importancia de los gru-
pos continuos en esta teoria.

Los descubrimientos de Fuchs sefialaron olra direccion
especial, tanto en el estudio de las funciones explicitas como
en las ecuaciones diferenciales, cuya exposicion se puede es-
tudiar en el Handbuch der Theorie der linearen Differential
gleichuugen von Prof. Dr. Ludwig Schlessinger, en cuyo pri-
mer tomo predomina la teorfa de Fuchs, después de haber
comenzado por el teorema de la existencia y el teorema de
Apell sobre las funciones invariantes, importando varios des-
cubrimientos de M. Poincaré, Thomé, etc., comenzando por
establecer la ecuacion fundamental, los sistemas fundamen-
tales canonicos, con las particularidades que ofrecen los
puntos singulares, la forma normal en la proximidad de és-
tos, el criterio de la existencia de una integral bajo la forma
de serie, para exponer después las ecuaciones diferenciales de
la clase de Fuchs y terminando con la determinacion de las
sustituciones fundamentales con coeficientes racionales.

En los tomos II, y II, tienen especial preponderancia la
leoria de los grupos continuos de Lie, el problema de la in-
version con referencia 4 la integracion de las ecuaciones di-
ferenciales, las funciones triangulares uniformes invertibles 6
especialmente las modulares elipticas con las funciones
fuchsianas y las ecuaciones diferenciales lineales con coeli-
cientes doblemente periddicos, las funciones fuchsianas y el
desarrollo del principio de Poincaré, considerado por este
ilustre mateméatico como método de continuidad.

Debe citarse también 1a magistral obra de Mr. Forsyth
Theory of differential equations, en seis voliimenes.

COMBINATORIA
Tenemos una combinatoria subjetiva que forma una rama

logico-malematica que tiene su lugar en la parte filosofica
de la Matematica y su importancia educativa,
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Pero dentro dzl orden de nuestra actual exposicion, con-
sideramos:

1.0 La combinatoria formal en el sentido de Boole para
las ecuaciones diferenciales y de Cayley en general, lo que
conduce 4 establecer diversas especies de Algebras.

2.0 Una combinatoria objetiva que conduce al cdlculo
de probabilidades con sus multiples aplicaciones.

3.0 Una combinaloria abstracta que constituye la teoria
de los grupos discontinuos.

4.0 Una combinatoria funcional que constituye la teoria
de los grupos continuos.

Fstas teorias forman ramas especiales de la Matematica;
pero de ellas debe tralarse, aunque someramente en un curso
de Analisis infinitesimal por la necesidad de aplicarlas a al-
guna de sus leorfas, por ejemplo, 4 la teoria de las ecuacio-
nes diferenciales y 4 las funciones modulares.

APLICACIONES GEOM ETRICAS

Los antiguos tratados contienen algunos capitulos desti-
nados 4 las aplicaciones geomélricas conducentes 4 la recti-
ficacion de las lineas y 4 las cuadraturas y cubaturas, asi
como & las concernientes, & las curvaturas de las lineas y de
las superficies.

La representacién cartesiana sirvid por mucho tiempo
para resolver estas cuestiones de geometria diferencial, asi
como lambién sirvié para las representaciones geomelricas
en la teoria de las ecuaciones diferenciales.

Pero la representacién paramétrica de Gauss, asi como
su definiciéon de curvatura superficial sirvieron para crear
una geometria diferencial que forma hoy una rama especial
de la Matematica. Y ambas direcciones geométricas son ob-
jeto del tomo V de mi Tratado de Analisis matemdtiico.

APLICACIONES A LAS CIENCIAS EXPERIMENTALES

Desde luego citaremos la Fisica matematica, hoy una de
las mAas exlensas ramas, asi como la Astronomia y Mecénica
celesle & que se agrega como rama heterogénea la Geodesia,
importante desde el punto de vista util y préctico.
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Pero en olra direccion, los progresos recientes de la Qui-
mica conducen & la Mecdnica quimica y 4 la Termoquimica
cuya exposicion se debe 4 M. Duhem y, aun 4 tratados co-
mo el Lehrbuch der mathematischen Chemie von J. J. van Laar.

La leoria del polencial que han desarrollado sucesiva-
mente Laplace, Clausius, Lamé y més larde Neumann y
olros aulores, es el primer fundamento de esta teoria que se
ha enriquecido con importantes funciones y ecuaciones tales
como las de Clausius, Massieu y Van der Waals; y eslas nue-
vas direcciones son ahora de gran importancia para los ma-
tematicos, pues la Naturaleza es una Mateméatica real, con
su geomeiria construida por las formas cristalinas, con su
Algebra constituida por las ecuaciones quimicas, con su Leo-
ria de las funciones naturales, con sus correspondencias que
sirven de base 4 los sistemas de medidas, 4 todo lo que solo
le falta una traduccion en el lenguaje de los simbolos mate—
maticos, para que resulte constituida la Matemédtica teérica.

APLICACIONES A LA VIDA SOGIAL

Cournot con sus Recherches sur les principes mathémati-
ques des richesses (1838) inauguré la obra de adaptar la Ma-
temalica 4 las linalidades de la vida social. Mas tarde, el pro-
fesor belga Walras explicd cursos de economia polilica con-
forme con sus publicaciones, las obras de Broggi Les assu-
rances de la vie, en Alemania, la Politische Arithmetik del
profesor de la Escuela politécnica de Carlsruhe L. C. Bleib-
treu y la Polilische Arilhmetik de Herr M. Cantor y final-
mente la Stalistique mathématique y €l Pelil traité d’ économie
polytique mathématique de M. H. Laurent revelan esta nueva
lendencia de las aplicaciones matematicas cuyos fundamen-
tos cientificos se hallan en el cileulo de probabilidades.

Eslas ensefianzas que son objeto de varias carreras espe-
ciales pueden figurar en los estudios universitarios con el
mismo cardcler con que figuran otras ramas especiales, esen-
cialmente pricticas, tales como la Topografia y Geodesia, ya
que la superioridad de los estudios mateméticos permite lle-
var 4 las méas altas finalidades los objetos de dichos estudios
y concretar al mismo tiempo las abstracciones de la leoria
pura.




PARTE SEGUNDA
Programas

Subordinéndolos 4 eslas consideraciones, redacté mis pro-
gramas para el curso de 1908 4 1909 y para el actual de
1909 4 1910 en la forma siguiente:

Cursos de 1908 a4 1909 y de 1909 & 1910
PROGRAMA DE ELEMENTOS DE CALCULO INFINITESIMAL

Leceién 1.4 Cantidades infinitesimales de diferentes oOrde-
nes.—Principios fundamentales del célculo infinitesimal.—
Relaciones en un triangulo infinitesimal.—Integral: su expre-
sion geometrica.

Leccion 2.* Funciones implicitas.—Condicién de indepen-
dencia de las funciones.—Jacobiano.

Leccion 3. Cambio de variable independiente.—Cambio
simult4neo de variables independientes.

Leccion 4.8 Derivadas y diferenciales de diversos orde-
nes.—Formaciéon de ecuaciones diferenciales.—Eliminacion
de funciones y constantes arbitrarias.—Aplicacion & maxi-
mos y minimos.

Leccion 5. ILongitud de un arco de curva.—Conlactos de
diversos Ordenes.—Recta osculatriz, circulo osculador.—Evo-
lutas de las curvas planas.—Radio de curvatura.

Leccion 6.2 Cicloides y epicicloides.—Movimientos epici-
cloidales y especialmente esférico.

Leccién 7.* Lineas de doble curvatura.—Plano tangen-
te—Superficies envolventes.—Aristas de retroceso.—Plano
osculador.—Normal principal— Angulo de contingencia.—
Hélice,—Movimiento helicoidal.

Leccion 8.2 Puntos singulares.—Discusion.

Leecion 9.4 Polares de diversos oOrdenes.—Asintotas.—
Hessiana.—Tipos fundamentales de curvas en la proximidad
de un punto.
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Leccion 10. Tnlegracion de las funciones racionales ¢ irra-
cionales.—Diferencial binomia.

Leccién 11.  Integracion de las funciones Lrigonométricas
y exponenciales.—Integracion de z"Pda.—Otras integrales.

Leecion ]Q—Inlcg,ldlc‘- definidas.—Paso de la integral in-
definida 4 la definida—Curvas de utilidad y demanda.— In-
terprelacion algebraica de los fenémenos econémicos.—Teo-
rema del valor medio.

Leceion 13, Férmula de Wallis.—Idem de Stirling.

Leccion 14, Cdlculo de las diferencias finitas—Definicio-
nes y notaciones.—Expresion de A7y en funcion de Wiy

u,.—Expresion de u, por medio d2 u y de las m dife-
rencias Au, A'u, ..., A™u—Diferenciacién de las funciones
simples.

Leccion 15. Integracion finita—Definiciones y notacio-
nes.—Integracion de las funciones enleras.—Evaluacion de
las sumas por las integrales ordinarias y de las integrales por
sumas.—Sumas de series.

Leccion 16.—Foérmulas de interpolacion. — Formula de
Newton.—Formula de Lagrange—Férmula de Simpson.—
Aplicaciones especialmente 4 la esladistica.

Leccion 17. Ecuaciones de diferencias finitas—Caso de
la ecuacion lineal de primer orden—Idem de un orden
cualquiera.

Leccion 18. Integrales de diferenciales totales.—Repre-
sentacion geomélrica.—Funcion de fuerza.—Superficies de
nivel.—Intensidad y direccion de la fuerza.—Caso de un
liquido pesado.

Leceion 19. Integracion por diferenciacion é inlegracion
bajo el signo mlvgml —Integrales de Fresnel.—Mélodo geo-
métrico de Poisson

Leccion 20. Integrales eulerianas de primera y segunda
especie.—Relacién entre unas y ofras.

Leccion 21. Funciones mondgenas, monotropas y politro-
pas.—Esfera y plano Lumplupm —Circulo de convergencia.

Leccion 22. Integrales definidas singulares.— Teoria de
los residuos de Cauchy.

Leceion 23. Inlegrales dobles.—Inlegrales de diversos or-
denes.—Integracion 4 lo largo de un contorno.—Voliimenes
v superficies.
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Leccion 24. Teoremas de Riemann y de Cauchy.—Des-
arrollos en series de Cauchy y Laurent.

Leccion 25. Propiedades de las funciones monddromas,
monogenas, mondtropas y politropas.—Puntlos singulares
esenciales.

Leccion 26. Funciones uniformemente continuas.—Fun-
ciones discontinuas—Teorema de Darboux.—Condiciones de
integrabilidad de Riemann.

Leccién 27. Funciones hiperbolicas.

Leccion 28. Formula de Stokes.—Teorema de Green.—
Ecuacion de Laplace.—Piincipios de Dirichlet.—Demoslra-
cion analitica del principio de Arquimedes.

Leccién 29. Atraccion y potencial—Formula de Pois-
son.—Potencial newtoniano y logaritmico.—Potencial de los
cuerpos continuos.—Polencial termodinamico.

Leccion 30. Probabilidad matemética.—Probabilidad sim-
ple, compuesta y modificada por el primer suceso.—Proba-
bilidad total en la repeticién de sucesos.

Leceién 31. Leyes de probabilidad en la repeticion de
sucesos.—Teorema de Bernoulli y su inverso.

Leccidn 32. Teoria analitica de la mortalidad.—Tablas de
supervivencia.—Grupos cerrados y abiertos.— Axiomas Yy
teoremas de la teoria estadistica de la mortalidad.—Algorit-
mo de Knapp.

Leccion 33. Ecuaciones diferenciales de primer orden.—
Ecuaciones homogéneas.—Reduccion 4 una ecuacion homo-
génea.—Meétodo de las constantes arbitrarias.

Leccion 34. Soluciones singulares.

Leccion 35. Factor de integrabilidad.—Aplicaciones 4 la
Fisica.

Leccion 36. Problema de las trayectorias.
Bernoulli, de Riceali y de Clairaul.

Leccién 37. Ecuaciones diferenciales de un orden cualquie-
ra—Existencia de la integral de una ecuacién diferencial
cualquiera.—Condiciones 4 que deben satistacer las constan-

tes que entran en la integral general—Integracion d= la
4™
ecuacion ———=—1u.

dz
Leecion 38. Integracion de las ecuaciones de la forma
g

Eecuaciones de
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Ecuaciones susceptibles de rebaja.—Ecuaciones homogéneas.

Leccién 39, Ecuacion de las fuerzas vivas.— Ecuaciones
de Clausius y del trabajo.—Ecuacién de Van der Waals.

Leccion 40.  Ecuaciones lineales sin segundo micmbro, sus
propiedades.—Ecuaciones con coeficientes constants.—Ca-
sos de las raices imaginarias desiguales.—Caso de las raices
iguales.

Leccion 41.  Reduccion de la ecuacién completa @ la ecua-
cion privada de segundo miembro.—Caso en que los coefi-
cientes son constantes.—Rebaja en el caso de conocerse
cierto nimero d: integrales de la ecuacion sin segundo miem-
bro.—Algunos casos en que se puede integrar la ecuacion.

Leccion 42. Integracion de las ecuaciones diferenciales
por series.

Leccién 43. Integracion de las eccuaciones diferenciales
por medio de integrales definidas.

Leecion 44. Determinacion de las integrales definidas por
la integracion de ccuaciones diferenciales.

Leccién 45, Determinacion de las scries por la inlegra-
cion de ecuaciones diferenciales.

Leccion 46. Ecuaciones diferenciales simult4neas.

Leccion 47. Método de D’Alembert para integrar las
ecuaciones simultineas.—Método de Cauchy.

Leccion 48.—Ecuaciones de derivadas parciales.—Ecuacio-
nes que se reducen a4 ecuaciones diferenciales ordinarias.—
Ecuaciones lineales de primer orden con dos variables inde-
pendientes.—Caso de un numero cualquiera de variables
independientes.

Leccion 49. Ecuaciones de diferenciales totales.—Ecua-
ciones de derivadas parciales de primer orden no lineales
con dos variables independientes.

Leccion 50. Aplicaciones de las inlegrales definidas.—Cua-
draturas.—Rectificaciones.

Leccion 51. Cubatura de los solidos y 4reas.

Leccion 52. Aplicaciones geoméiricas de las ecuaciones de
derivadas parciales.— Superficies cilindricas, conicas, conoi-
des, superficies de evolucion, lineas de nivel y de méixima
pendiente.

)Zu.-Euuacimms de la forma [(




Leecion 53.  Superficies desarrollables.—Integracion de la
ecuacion de las superficies desarrollables.—Superficies regla-
das.—Ecuacion de la cuerda vibrante.

Leccion 54. Curvalura de las superficies.—Curvatma de
una linea situada en una superficie.—Teorema de Mcusnier.—
Curvatura de una seccion normal.—Secciones principales.—
Variacion de los radios de curvatura en las secciones norma-
les.—Umbilicos.

Leccién 55. Teorfa de la indicatriz—Tangentes conju-
gadas.

Leccién 56. Lineas de curvatura: sus propiedades.—Cen-
tros de curvatura de las secciones principales.—Radios de
curvalura principales.—Lineas asintolicas y geodésicas.

Leceion 57. Céaleulo de variaciones.—Propizdades genera-
les.— Variacion de una integral definida.

Leccién 58. Aplicaciones del calculo de variaciones.

Cursos de 1908 a4 1909 y de 1909 & 1910
COMPLEMENTO DE L"..‘il.(_?l'l.ll INFINITESIMAL

Leccién 1.2 Grupos de sustituciones.—Grupo alterno y
simélrico.—Grupos transitivos é intransitivos, imprimitivos
y primilivos.

Leccién 2.2 Isomorfismo de lo: grupos.—Grupos genera-
les de operaciones.—Subgrupos invariantes.—Grupo comple-
mentario.

Leccion 3. Composicion de un grupo.—Factores de com-
posicion.—Teoremas de Holder y de Sylow.

Leccion 4.2 Grupos finitos de rotacion de una esfera.
Grupos ciclicos, diédrico, tetraédrico, octaédrico, icosaédri-
co.—Representacion sobre un plano.

Leccién 5.0 Funciones y ccuaciones poliédricas y modu-
lares.

Leccién 6.* Formas hemogéneas.—Invariantes y cova-
riantes, ete.—Aplicaciones 4 las formas proyectivas y afini-
dades lineales.—Polos y polares de diversos ordenes.

Leccion 7. Estudio particular de las curvas planas.—
Estudio de las curvas en la proximidad de uno de sus pun-
tos.—Métodos de Newlon y de Gua.—Discusion.
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Leccion 8.2 Estudio de las ramas infinitas, Asintotas.—
Conslruccion de curvas y determinacion de puntos singulares.

Lecciin 9.2 Propiedades numerativas d= las curvas.—Nii-
mero de puntos que las determinan.—Ntmero de condicio-
nes impuesto por la existencia de un punto singular.—In-
fluencia de la Hesiana.

Leccion 10. Interseccion de dos curvas.—Férmulas de
Pliicker.—Género de una curva.

Leccion 11. Transformaciones cuadriticas.—Idem de Cre-
mona.—Idem isogonales.—Teorema de Nother.

Leccidn 12. Polaridad é invariacién.—Principio de trasla-
cion.— Steineriana y Cayleyana.— Conexos.— Coincidencia
principal.—Nociones ac:rea de la Geometria sobre una curva
plana.

Leccién 13. Representacion conforme. — Arcos analiti-
cos.—Representacion conforme de una é4rea simple en un
circulo.—Algunos ejemplos.—Método de Schwarz.

Leccién 14.  Formas y funciones poliédricas y modula-
res—Existencia de Jas funciones poliédricas y modulares.

Leceton 15. Estudio algebraico de las ecuacionss polié-
dricas y modulares.—Resolventes.

Leccion 16. Relaciones entre las ecuaciones poliédricas y
la teoria de la resolucion algebraica de las ecuaciones.

Leccion 17. Nociones sobre los conjuntos.— Potencia 0
numero cardinal.—Conjuntos enumerables y no enumera-
bles.—Conjuntos ordenados.—Punto limite.—Conjuntos de-
rivados, aislados, perfectos, densos y por todo densos.—Pun-
to-Frontera.

Leccion 18. Funciones limitadas.— Funciones integra-
bles.—Oscilacién y salto de la funcion.—Teorema de Dar-
boux.

Leccién 19. Convergencia uniforme.—Series enteras.—
Aplicaciones 4 la diferenciacion ¢ integracion.—Funciones
mayorantes,—Formula de Lagrange.—Inversion.

Leccion 20. Polinomios de Legendre.—Propiedades.

Leccion 21.  Funciones discontinuas.—Condensacion de las
singularidades.—Teorema de la integrabilidad de Riemann.

Leccion 22. Funciones continuas no derivables—Ejemplo
de Weierstrass y de Hankel.

Leccion 23. Funciones regulares.— Teorema d» Weiers-
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trass.—Produclos infinitos.—Factores primarios.—Polos y
puntos esenciales.

Leccién 24. Funciones analiticas.—Prolongaciéon analiti-
ca.—Convergencia de cierlas series reales—Curvas de con-
vergencia uniforme.

Leccion 25. Series trigonométricas.—Serie de Fourier.

Leceion 26.  Integrales elipticas ¢ hiperelipticas.—Inlegra-
les abelianas.—Reduccion de las integrales abelianas.

Leceion 27. Integrales de funciones no uniformes.—Re-
duccion del nimero de periodos en las integrales hiperelipti-
cas.—Serie hipergeométrica.—Relacion de los periodos.

Leceion 28.  Ecuaciones diferenciales.—Demostracion de
Cauchy de la existencia de la integral.— Idem de Lipsicht.—
Demostracién de Picard por el mclmlo de aproximaciones
sucesivas.

-Leceidn 29. Delerminacion tnica de un sistema de inte-
grales por los valores iniciales.—Existencia de las integrales
de los sistemas de ecuaciones de derivadas parciales.

Leccion 30. Ecuaciones de derivadas parciales no linea-
les.—Método de Lagrange-Charpit.

Leccién 31. Integracion de la ecuacién de Ampére.—Mé-
todo de Monge.

Leccion 32. Método de Cauchy.—Caracteristicas.

Leceion 33.  Sistemas completos y de Jacobi.

Leccién 34. Métodos de Jacobi y de Hamilton.—Aplica-
ciones 4 la dinamica.

Leccion 35. Ecuacion de Praff.

Leccion 36. Transformaciones de contacto.—Sistemas de
ecuaciones de derivadas parciales.

Leceion 37. Teorema de Painlevé sobre las funciones de-
finidas por una ecuacion de primer orden.—Inversion de la
integral eliptica

Leccion 38.  Generalidades sobre las funciones algebraicas
de una variable.—Teorema de Cauchy acerca del ntiimero de
raices contenidas cn el interior de un contorno.—Teorema
sobre la continuidad de las raices.—Método de Puiseux so-
bre la permutacion de las raices.—Sistemas de lados funda-
mentales.

Leccién 39. Superficie de Riemann.—Superficie de dos
hojas.—Reduccién 4 la forma normal.—Principios relativos
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al orden de conexion.—Reduccion a una superficie simple-
mente conexa.

Leccion 40. Periodicidad de las integrales abelianas.—
Teorema de Abel.—Numero de integrales de primera especie,
linealmente independientes.—Integrales normales.

Leccion 41, Integrales de segunda y tercera especie.

Leccion 42. Funcion armonica.—Definicion.--Las funciones
armdnicas son analiticas.—Teorema en el plano, anilogo al de
Green.—Potencial de las velocidades.—Principio de Dirichlet.

Leceion 43. Soluciones periodicas y asintoticas de ciertas
ecuaciones diferenciales.

Leccion 44. Puntos singulares de las integrales reales de
las ecuaciones de primer orden.-Puntos eriticos fijos y moviles.

Leccidn 45. Integrales algebraicas de las ecuaciones de
primer orden.

Leccion 46. Grupos fuchsianos.—Funciones fuchsianas.

_ Leccidn 47. Ecuaciones de la clase de Fuchs.

Leccion 48.  Funciones hipergeométricas.—Problemas de
Riemann y el grupo de la funcion correspondiente.—Repre-
sentacion conforme por medio de dos soluciones de la ecua-
eion hipergeométrica.—Suslituciones lineales que transfor-
man un cireulo en si mismo.

Leceion 49. Grupos finitos conlinues de transformacio-
nes.—Grupos de Lie.—Ecuaciones diferenciales caracteristi-
cas.—Grupos de un solo pardmetro, sus {rayectorias.—Gru-
pos de un parametro.

Leccién 50. Invariantividad de un grupo.—Invariantes
de un grupo.—Representacion geomélrica.

Leccién 51. Propiedades relativas 4 la constitucién de los
grupos.—Estructura de un grupo.

Leccion 52. Ecuaciones diferenciales que admiten un
grupo dado de transformaciones.—Analogias enlre la teoria
de las ecuacionss diferenciales y las algebraicas con respecto
a los grupos.

Leceion 53. Sistemas completos de funciones homogéneas.

Leccion 54. Transformaciones de contacto.

Leccion 55.—Invariantes diferenciales.

Leccion 56. Superficies algebraicas que admiten un grupo
continuo finito de transformaciones.

Leecion 57. Diversos modos de definir las transcendentes.
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Consideraciones generales sobre mis acluales programas

Mis programas pareceran una mezela heterogénea de doe-
trinas desproporcionadas al tiempo de que se dispone en un
curso de leccién diaria y otro de leceién alterna, insuficientes
para inculear en las inteligencias de los alumnos tan copioso
cimulo de ideas

Pero hemos (lo‘ tener presente que esta abundancia y
este desorden aparenles corresponden 4 la insuliciencia doc-
trinal de los actuales curses matemiticos y al desorden y
falta de precision que lo legislado sobre los cursos de la fa-
cultad de ciencias exactas produce en las cnsenanzas de las
niismas.

Desde hace una ireintena de afios, al suslituirse la asig-
natura que con la denominacion de Complemento de Algebra,
6 sea Algebra superior, explicaba D. Juan Cortazar c¢n la
Universidad Cenlral, por dos cursos de Analisis matemalico;
y el abandono en que se dejaba la mas importante y fértil
de las disciplinas matematicas, el Cdleulo infinitesimal, se
produjo un estancamiento natural en los estudios de la Fa-
cultad que hoy con mayor razén que nunca, tiene la mas
poderosa influencia en la intelectualidad de las naciones.

El comienzo de los estudios de Facullad en las ciencias
matematicas por las leorias de series, fracciones continuas
y derivadas, era el mas adecuado haL.e cuarenta anos y aun
lo era el que se¢ estudiaran, con cierto detenimiento, las in-
vestigaciones de los grandes matematicos, desde Descartes
hasta Sturm sobre la resolucién numérica de las ecuaciones.

Pero desde entonces hasta la actualidad, la vulgarizaeion
de las teorias de Cauchy, Abel, Galois y Riemann hasta las
de Kronecker, Fuchs y Weierstrass en los ultimos tiempos,
se imponian reformas importantes en nuesiros programas,
muy contrarias, por cierto, 4 la tendencia de elementalizar
nuestros cursos, diluyendo en dos, prolongados por acumu-
laciones 6 complementos correspondientes, teorias elementa-
lisimas, bajo el pretexto de que los alumnos necesitan siem-
pre repetir con algunas variantes los cursos elementales, en
los que jamés se les cree, aunque esto sea desgraciadamente
cierto, suficientemente preparados, mas que por sus deficien-
cias elementales por faltas pedagogicas, en todos los grados de
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la ensefianza; y, cuando en lodas las naciones, estos estudios
y olros que figuraron entre los superiores, tales como nocio-
nes de Geometria analitica, de Geometria deseriptiva y atn
rudimentos de Calculo infinitesimal, han pasado 4 los Esta-
blecimientos donde se cursan las maleméticas eclemen-
tales.

Y aunque tal falta de preparacion sea un hecho real, es
indudable que un buen profesor puede ir supliendo estas de-
ficiencias, con un método de seleccion y sobriedad en las
doctrinas que adapte al desarrollo intelectual de sus alum-
nos, y no precisamente 4 la cantidad de conocimientos que
posee, que es siempre facil suplir con definiciones; pues el
encadenamiento de las ideas nunca es tan rigido que no per-
mita disgregaciones momentaneas.

No es de extrafiar, pues, que en mis dos cursos de Ané-
lisis infinitesimal, haya tratado de suplir con ciertos adita-
mentos momentaneos, la falta grave de que en un plan de
estudios matematicos se omilan leorias tan generalizadas en
las Universidades extranjeras como las de Abel y Galois, en
el Algebra; de Cayley, Aronhold, Clebsch, etc., en el Alge-
bra de las formas homogeneas, de Cauchy, Riemann, Sehwarz
y Fuchs, de Fourier, Du B(]lS‘-I{G"yIDOD(l, ete., en las leorias
de funciones de variables complejas y de variables reales, de
de Lie, Darboux y demas malemalicos contempordineos, en
las ecuaciones diferenciales y las multiples representaciones
geométricas que permite el Analysis situs y las de Schwarz
para las funciones poliedrales, modulares y automorfas, todo
lo que deja un enorme vacio en la ensenanza nacional.

Parte muy considerable puede entrar en las ensenanzas
de disciplinas que deben sustituir 4 los dos cursos, mal lla-
mados de Andlisis; porque esta denominacion vaga vy falta
de significacion concreta, puede aplicarse en la Matemdtica
4 todo lo que no constituye la Geometria pura.

De esta manera, se daria alimento nutritive a4 los alum-
nos, en vez de conocimientos dispersos, incoherentes y arbi-
Lrariamente introducidos, sin finalidad org4nica alguna. de-
bidos 4 veces 4 la mania de introducir nombres de objetos
sin aplicacion inmediata que fomentan el verbalismo y el
empleo de la memoria & expensas del espiritu de investiga-
cién y del conocimiento metédico que enlaza y facilita por
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sus conexiones la retentividad natural de los conceptos en
agrupaciones sistemalicas.

LOS PROGRAMAS DE CALCULO INFINITESIMAL

Las consideraciones expuestas manifiestan cuan aliviados
quedarian los programas arriba expuestos, llevando algunas
de sus lecciones a su lugar natural.

Ademas debiera ser un hecho, en un nuevo plan de es-
tudios, el adelantar el Andlisis infinitesimal al primer afio de
estudios universitarios, pues dicho andlisis es un instrumento
precioso que se emplea, lo mismo en numerosas ramas de la
Matematica pura, que en sus aplicaciones 4 las ciencias natu-
rales y sociales, segin arriba se ha expresado.

Respecto a L'&tcis aplicaciones, debe tenerse muy en cuen-
ta que hoy se impone la necesidad de llegar inmediatamente
4 éstas, con objelo de que se reconozca desde luego la uli-
lidad de los estudios mateméaticos que, ademas de desenvol-
verse en las regiones deductivas de la Tégica 6 del enten-
dimiento puro, deben concretarse en las representaciones
del mundo material y las utilidades de la vida.

Ante los apremios de tenerse que conocer las finalidades
matematicas en la integridad de sus teorias y la certeza de
que, si no se exponen, siquiera segun sus lineas generales,
se desconocerd su existencia, quedando incompleto el cuadro
de los estudios matematicos y paralizado el progreso inte-
lectual, que no puede seguirse en un organismo mutilado,
por esa compenetracion de ideas y de leorias que afianza el
conocimiento de las unas en el d= las otras, ha sido indis-
pensable formar programas sobradamente densos en doctri-
nas que se ofrecen como saltos bruscos del pensamiento
matemético, por ser artificiosa su colocacion en aquellos, con
el solo objeto de preparar otras teorias que no deben ser ig-
noradas en absoluto.

CONSIDERACIONES SOBRE LOS FUTUROS PROGRAMAS
Supongamos que la ensefianza malematica procede des-

de las primeras nociones inculcadas al nino, siguiendo los
procedimientos pedagogicos que prefieren el educar al ins-
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truir, el despertar las aplitudes que el almacenar conoci-
mientos no asimilados 4 la inteligencia, por medio de jue-
gos y ejercicios agradables que ensefian & pensar sin sentir-
lo, como ejercicio natural, con el minimo bagaje de libros y
el maximo de contemplacion de la Naturaleza, con la mira-
da directa que conlempla 4 ésta, sin el intermediario de
aquéllos que hacen extraviarse la intuicion natural en los arti-
ficios de un lenguaje sin interpretacion, cuyas traducciones,
las mas de las veces es inexacla.

En este caso la inteligencia, vacia de conocimientos in-
utiles é indigestos, serd una capacidad apta para apropiarse
aquellos conocimientos que son naturales, con aplitud para
estimular la actividad que se dirigird 4 producir algo propio,
aunque sea rudimentario, tan solo la accion 6 movimiento
intelectual. Y eslo es aplicable 4 cualquier ramo de conoci-
mientos en el grado correspondiente 4 cada uno de ellos.

El predominio educativo permitird mas tarde el acumu-
lar conocimientos cuya calidad suplird ventajosamente a la
canlidad, y evitard agobiar 4 las inleligencias y privarlas de
su agilidad en su natural ejercicio.

Las Naciones en las que la educacion es obligatoria y
completa ponen de relieve estos resultados que se contintia
en el grado medio de los Liceos y Gimnasios, permiliendo
que elementalizadas algunas disciplinas, hace anos expueslas
como superiores, va los estudios superiores queden aliviados
de un lastre que dificulta el ascenso hacia las regiones supe-
riores, como en el caso nuesiro, por zfecto de no haber se-
guido desde los primeros pasos los procedimientos educati-
vos, que son la gimnasia del espiritu, que lo fortalece y le da
aptilud para el trabajo intelectual.

La educacion retrasa la marcha en los primeros pasos,
para acelerarla ventajosamente en los grados sucesivos.

En el caso supuesto, no seria factible lo que ya es un he-
cho general. El Algebra clasica, las nociones de Geometria
cartesiana hasta los principios de calculo infinitesimal po-
drian coronar el plan de estudios de segunda ensenanza.
Y en los primeros aios de Facultad, en vez de sus empala-
gosos v tardos estudios del mal llamado Andlisis, que se
presta 4 lodas las genialidades y gustos personales, adquiri-
ria el cardcter concreto del Algebra, estudiada bajo el atra-
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yente concepto de grupo, que ejercita en la combinatoria, del
Algebra de las formas que habituaria 4 las transformaciones
que conducen 4 los invariantes, covariantes v multitud de
relaciones proyectivas del Algebra y de la Geomelria.

Al mismo tiempo, segin ya es un acuerdo unanime, en
las Universidades extranjeras, el calculo infinilesimal, coloca-
do en los primeros cursos de Facullad, ejerceria su aceion po-
derosa para organizar, ¢n un avance rapido, todas las disci-
plinas matemdticas y para conducir inmediatamente & las
aplicaciones y dar 4 los estudios el cardcter intuilivo, resul-
tado de los estudios de la Naturaleza y la parte ulilitaria de
la vida social.

Deben sustituirse esos conglomerados informes de asigna-
turas que se acumularon como al acaso, en un organismo
bajo una idea directora que permita el maximo aprovecha-
miento en este erial donde se embotan las inteligencias pre
cisamente en el periodo de su desarrollo.

Yo, en mis seis lomos de Andlisis malemdltico, he acumu-
lado cuanto he podido, las mas varias teorias cuyos desarro-
los, al parecer informes dentro de la extension de¢ nuestros
cursos, sin embargo, estan somelidos 4 una idea que los rige,
4 la compenetracion de los conceplos, que se auxilian mu-
tuamente en el organismo que todos ellos sostienen, y tam-
bién he aglomerado en mis programas disciplinas distintas,
no solo para suplir las deficiencias del plan de estudios que
roba 4 las inleligencias los dos primeros afnios de estudios,
derrochados en futilidades infecundas, en dogmalismos per-
niciosos al desarrollo intelectual y en repeticiones indi-
geslas, sino para ofrecer ancho campo de exploracion, para
excitar la curiosidad juvenil, ofreciéndole variedad de hori-
zonles y de finalidades, ya para ahondar, ya para extender-
se, conservando la flexibilidad del espiritu que produce la
vocacion ecientifica, analoga al buen gusto artistico en las
otras regiones de la imaginacién y las iueu’lw propulsoras de
la UH]'!IIH.[I:]II(]'](I En los estudios mpvrmu“i. al contrario que
en los elementales, debe ofrecerse variedad y niimero de doe-
trinas, libros extensos, amplitud de miras, siluetas de pensa-
miento que han de preparar el desarrollo intelectual futuro,
como en el orden de los hechos, se forma el cardeter de cada
individue,
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Una mezcla de prefundidad y ligereza equilibra los dos
fines opuestos pero complementarios de los ordenes logico é
intuitivo 6 retentivo, que se imponen para la solidez 6 pro-
fundidad y la flexibilidad expansiva que constituyen las dos
direcciones del movimiento intelectual.

No es de extrafiar que con el descuido de la parte edu-
cativa en los estudios elementales y la falta de expansibili-
dad en los esludios superiores, nuestra inteligencia siga un
movimiento descendente que se va nolando en la [ulilidad
de los gustos de las nuevas generaciones.

Las ensenanzas incluidas en los dos programas constilu-
yven materia para varios cursos, como aconltece en las Uni-
versidades extranjeras, donde la amplitud de los estudios es
noloria.

Pero mientras nuesira ensefianza cientifica no se halle
dotada de los cursos indispensablcs para dar & conocer el
estado aclual de las ciencias matemdticas, debe suplirse con
artificios lo mucho que se omite en nuesiras enseiianzas y
uno de ellos hubicra sido el exiender &4 diaria la caledra
ereada por acumulacion de Complemento de Cdleulo infinile-
simal.

Es necesario explorar ¢l horizonte en lodas sus direccio-
nes para no ignorar la finalidad total que integra las varias
finalidades parciales.

En nuestro caso actual, mientras no esté vigente un plan
completo de ensenanzas cientificas, siquiera serd un mal me-
nor que nuestras actuales deficiencias, el sintelizar y resumir;
lo que podra ser motivo de ulleriores analisis para quien
tenga vocacion y deseo de ahondar en aquéllo que vislumbro
en conjunto.

Los principios capitales de una ciencia 6 teoria son los
hilos conductores hacia sus consecuencias.

En toda finalidad buena y til, més vale tarde que nun-
ca; pero es preferible que, evitando esta deliciencia ganemos
el tiempo perdido, colocdndonos en ¢l nivel sefalado por la
inlelectualidad cientifica de los actuales momentos.

Cuando esto se haga, se podra simultanear la exlension
con la profundidad en los futuros progfamas de nuesiros es-
tudios matematicos y llevar cada una de las teorias al lugar
propio que le corresponde en el plan total de la Ciencia.




Y confiamos cn que lales reformas en pro de los estudios
mateméaticos quedaran incluidas en las primeras disposicio-
nes oficiales encaminadas 4 mejorar nuestros estudios.

En resumen, seria conveniente, de acuerdo con la marcha
general:

1.0 Llevar 4 la segunda ensciianza algunas teorias que
incluimos en los estudios de Facullad. después de haberlas
simplificado convenientemente.

9.0 Comenzar los cursos superiorves por el Cdlculo infi-
nilesimal por ser éste un instrumento precioso para lodas
las ramas de dichos estudios.

3.0 Simultanear el Cdlculo infinilesimal con la leoria
combinatoria de los grupos y sus aplicaciones & la resolucion
algebraica de las ecuaciones cn ¢l afio primero de Facultad.

4.0 Simultanear con el estudio de la Geomelria analilica
proyectiva las teorias también proyectivas del Algebra de
las formas homogéneas, en susltitucion de los actuales cur-
s0s, conocidos con la denominacion de Analisis malemdalico.

5.0 Extender 4 ser diaria la asignatura acumulada de
Complemento de Andlisis infinilesimal, pues su inmensa ex-
tension ¢ importancia asi lo requicre, conservando el caric-

ter de diaria la de Elementos de Cdleulo infinitesimal, puesto
que al servir de base teérica para los estudios experimen-
tales y de aplicacion, debe comprender desarrollos exten-
sos v practicos en este senlido.

De esta manera se habra conseguido trasladar de los pro-
gramas de Cdlculo infinilesimal, 4 su lugar propio, algunas
teorias, que de lo contrario, los han de complicar, ya que de-
ben ser conocidas, aunque someramente la diversidad de fi-
nalidades matemalicas.










