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PROLOGO

Satisfactorio hubiera sido para nuestros propoésitos el fundar
una Revista dedicada, no sélo a trabajos aislados y especiales
sobre diversos puntos concretos y a la resoluciéon de problemas
como ejercicios practicos, sino a toda clase de materias compren-
didas en los vastos dominios matematicos.

Pero el costener una Revista de mateméticas es tarea casi
imposible, donde no hay publico adaptado a la misma; y hasta
el hecho de darle publicidad es poco menos que imposible, pues
la Prensa es un 6rgano reporteril general, y no se detiene en cues-
tiones de indole tan concreta como es la divulgaciéon de los estu-
dios matematicos. Es decir, que la propaganda de los estudios
de esta indole se halla destinada a verificarse poco menos que
en secreto. Y aun cuando asi no fuera, el resultado seria el mismo;
porque el terreno aun no estd preparado; y el reclutamiento fal-
ta por sobra de rutina, de miras interesadas y falta de ideali-
dad que domine e interese a las inteligencias.

Y hay otras muchas razones que justifican tal estado de
cosas pues, en efecto, comenzamos por no tener historia mate-
matica propiamente dicha, porque nada significa algunos hechos
aislados sin transcendencia alguna en el progreso general de
dicha ciencia; y porque la historia sélo se paga de hechos jus-
tificados y no de presunciones més o menos deleznables y pasa-
jeras.

En la falta de base histérica se afianza un menosprecio gene-
ral que posterga este linaje de conocimientos, hasta el punto de
ser muy secundarias y tardias las reformas en los planes de estos
estudios. De lo cual resulta que nuestras ensefianzas son deficien-
tes y anticuadas, pues no responden a los cambios de orientacién
que se suceden con los tiempos y que derogan unas tendencias
para implantar otras nuevas.

Ademés, las reformas no deben inspirarse en utilidades es-
peciales, sino en la pauta general del progreso humano, porque
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una buena organizacién aventaja a numerosos aditamentos in-
coherentes, desquiciados y que pueden ser antagonicos.

Se crean muchas clages pricticas, lo cual es siempre ventajoso
en las ciencias experimentales; pero esto no rige de igual manera
en estudios tedricos de intension espiritual y educativa que in-
fluyen en la cultura nacional, en el honor del espiritu humano,
como dijo Jacobi.

Y ;Qué resultados producen en mateméaticag, NUMerpsos cur-
s0s practicos si éstos tienden a ahondar siempre en el mismo sur-
co y no extenderse por nuevos hori zontes? El machaqueo sobre
composicién de cuestiones ya conocidas no produce més que
el estancamiento: mientras que, como se ve en la historia de la
Matemética, los nuevos problemas se han resuelto sobre la base
de teorias creadas en correlacion con tales finalidades.

Y nosotros, con tal farrago de bagatelas, abandonamos lo
principal, las teorias; pues antes de lanzarse a recolver proble-
mas, debe conocerse la ciencia, para no repetir el caso eterno de
los cuadradores del circulo que se lanzaban a su dificil empresa
con el minimo lastre de conocimientos.

¢Estan incluidas en nuestros programas las teorias de Abel,
de Galois, de Jordan, de Kronecker, de Klein, etc., concernien-
tes al Algebra? ;Lo estan las de los Cayley, Aronhold, Clebsch,
Gordan, etc., en el Algebra que pudiéramos llamar proyectiva
v en consonancia la geometria correlativa a esta Algebra, cuyos
tratados fundamentales son los de Salmon y Clebsch?

Todavia no hemos efectuado en nuestro caudal de conoci-
mientos semejante importacion. Y si todo esto y mucho mas
que se suple nos falta; no hay sobra de teoria sino sobrada 1gno-
rancia de ella, lo que, al menos por ahora, nos coloca en punto
muy distanciado de la corriente general europea. Y bueno es
llamar la atencién sobre este punto para que nos corrijamos,
para que se olvide la especie de que estamos poco menos que
pletéricos de teoria, cuando padecemos inanicién de toda ella.
;Quién de nosotros lee ni compra las obras de Kronecker, de
Fuchs, de Weierstrass, etc.? Pues si esto no sucede, no hay
plétora de teoria. Y necesario es desterrar esta frase de nuestro
vocabulario. Y sin teoria suficiente, toda practica degenerard
en rutina y empirismo y desapareceria todo espiritu inventivo
que se fragua en las alturas de los ideales.

Existen entre nosotros teéricos de varias especies; pero en
modo alguno fedricos matemdticos, es decir, los verdaderos
tedricgs realistas, porque son los Ginicos que se orientan en to-
dos los sentidos de las ciencias de aplicacién.
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En vez de lanzarnos a estudiar la inmensa variedad de cur-
vag que elasificaron los Newton, los Euler, los Pliicker y los Cay-
ley, nos engolfamos en ¢l estrecho recinto de las cénicas que ya
conocia el maravilloso geébmetra Apolonio, 200 afios antes de la
era cristiana. Y para tales resultados nos preparamos con in-
acabables andamiajes de transformaciones, especies de trinche-
ras formidables para tan facil conquista, retrayendo al alumno
con tales logomaquian de avanzar en los al parecer tan antipé-
ticos estudios; porque hay una ley general que inconscientemen-
te sigue la humanidad: la de la proporcionalidad de los resultados
con el esfuerzo puesto. Y nada hay tan eficaz.como las facilida-
des obtenidas para realizar un fin,

¢Hemos derogado el culto a autoresilustres, ciertamente, que
realizaron con éxito su misién hace cuarenta afios, pero que aho-
ra resultan deficientes e impropios para llegar imediatamente
a las nuevas finalidades matematicas? (Porque lo esencial no es
que sea bueno lo escrito en tales libros que ciertamente lo es,
como por ejemplo, son dos monumentos de la Ciencia los Exer-
cices de calcul intégral de Legendre y el Traité du calcul différen-
tiel et du calcul tntégral de Lacroix). Ciertamente que no.

Pero lo util y conveniente es un trabajo de condensacién
de lo que fué de importancia capital en una época y que lo es
menos en otra. Y asi por ejemplo, sin menospreciar y muy al
contrario, sirviéndonos en momentos oportunoz, de los in-
mortales descubrimientos que nos legaron los Euler, Lagrange y
Laplace en la integracién clanica, siguen hoy los mateméaticos
los nuevos derroteros de la integracion moderna, a partir de la
nueva era sefialada por Cauchy y por Riemann.

Hoy se impone que nuestras enseflanzas universitarias se
rijan portratados tales como losde los profesores Appell, Darboux,
Goursat, Hilbert, Klein, Painlevé, Picard, Poincaré, Rouché,
Schlessinger, ete., etc., de los que estamos distanciados, porque
para entrar en este nuevo ciclo se impone una reforma radica-
lisima en nuestros vetustos planes.

Bien es cierto que en algunos de nuestros cursos ya se siguen
a algunos de estos profesores, como por ejemplo, el Tratado de
Mecénica de M. Appell y algan otro, pero esto no basta; porque
es preciso que entremos de lleno en la corriente general. Y sélo
podremos conseguirlo, cuando hayamos militado en la regién de
las teorias arriba consignadas, juntamente con otras que llevan
a las funciones analiticas de Welerstrass a las teorias que par-
ten de la consideracién de las series de Fourier que han cultivado
los Du Bois-Reymond, Neumann, Dini, etc., con las direcciones
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seguidas, sobre los conjuntos de Cantor por los sefiores Baire,
Borel, Hadamard, Lebesgue, Mittag-Leffler y otros. .

A esta falta de densidad cientifica, especialmente tedrica, hay
que afiadir, como hemos dicho, la falta de organizacién, es decir,
el desquiciamiento y la falta de orden.

Hoy, en todas las naciones adelantadas, se tiende a elemen-
talizar los estudios que tiempo hace, ocuparon las regiones supe-
riores, por ser empujados hacia los umbrales por otras nuevas
teoriag.

El Algebra de los Descartes hasta Sturm se ha concentrado
bajo la presion del Algebra de los Abel y Galois, por un lado y la
de los Cayley y Clebsch por otro;y su finalidad se halla conrig-
nada en el notable tratado de H. Weber.

Bajo los auspicios e iniciativas de la Commission internatio-
nale de I'Enseignement mathématique se realiza la importacion
de algunos principios de la teoria de las funciones a la ensenan-
za secundaria, como también nocione: de la representacién car-
tesiana y nociones de Geometria descriptiva. Esta, especialmen-
te utilisima en tal grado de ensefianza, porque el dibujo y lo in-
tuitivo atrae a log estudiantes de pocos afios, cuyag aptitudes
gon muy conformes y favorables para estos estudios.

Por contraste deplorable para nosotros, estos estudios se
llevaron al tercer afio de Facultad, cuando los alumnos apetecen
teorias mas substanciosas, abstractas e intensivas;y, en cambio,
para completar el desquiciamiento intelectual, se diluyen en los
dos primeros cursos de Andlisis, nociones de la Aritmética, en
las que caben repeticiones de la 2.2 ensefianza con el Algebra ele-
mental hasta llegar al teorema de Sturm. Y por otra parte se
da excesiva importancia a la Geometria de Staudt que distrae
yagobia con sus disquisiciones sobre lo imaginario y lo infinito,
que desorienta, con un punto de vista especialisimo, del cauce
general, donde se compenetran multitud de teorias, que por esta
compenetracién se auxilian las unas a las otras, en virtud de
cierta unificaciébn que abrevia y auxilia en la adquisicién de
los conocimientos; pues dicha teoria es un ejercicio rigurosamen-
te logico; y el exceso de este ejercicio atrofia las disposiciones
creadoras e inventivas.

Todo esto es suficiente para demostrar nuestro proverbial
atraso matematico, porque nuestra juventud estudiosa se encuen-
tra con trabas en vez de encontrar facilidades y jamés adquiere
gusto y aficién a lo que se le presenta como indigesto, intutil y
antipatico.

Y con tales deficiencias, disminuye el culto a las ideas puras,
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adulteradas por torpes procedimientos, rutinas y manipulaciones.
¢COomo va a existir entre nosotros publico matemético de ningu-
na especie, con tales precedentes? Ni geémo se han de atraer adep-
tos a tan indigestos como indtiles manjares?

Si en nuestras universidades carecemos de estudios tedricos
suficientes ;cémo vamos a lanzarnos, sin base alguna, a las in-
vestigaciones?

La resolucién de los problemas exige conocimientos teéricos;
y cuando éstos no son suficientes, han de crearse, puesto que los
problemas no son més que transformaciones de log conocimien-
tos tedricos, trayectorias especiales de las teorias que conducen
a un fin sefalado previamente. Y en la teoria se hallan involucra-
dos infinidad de problemas que corresponden a diversas ordena-
ciones de los conceptos. Y asi la Ciencia se dilata por teorias que
envuelven latentes innumerables finalidades précticas.

Con tales antecedentes no es de extrafiar que haya fracasado
hace afios El Progreso matemdtico y otras revistas que le sucedie-
ron; porque el piblico adecuado no podia formarse en las univer-
sidades, tinicos centros capaces de formarlo. Y en vista de ta-
les contrariedades que hicieron fracasar mi intento de publicar
la Nueva enciclopedia matemdtica, que cesé después de haberse
publicado siete tomos con la tnica finalidad de servir para mis
poco concurridos cursos, por el fatal acuerdo de que sean los dl-
timos de la carrera, cuando debieran ser los primeros, asi como
otras obras mias de propaganda que han carecido siempre de
publico, de protectores y de propagandistas, pues la Prensa
no se ocupa de escritos mateméaticos, ciertamente con un
buen sentido practico, porque nuestros pseudomateméaticos,
coreados por cuadradores, rutinarios y desequilibrados uto-
pistas no han podido captarse las generales simpatias que al
menos alcanzan los escritores geniales de la literatura, al recrear
y hacer grata la vida, aunque no trasciendan sus resultados
de este fin meramente espiritual, sin Mecenas protectores,
sin fervientes adictos.y convencidos de lo descabellado de la
empresa ¢habremos de exclamar desengafiados y desalen-
tados, lasciate ogni speranza?

De ninguna manera. Podrdn detener vientos adversos nues-
tra marcha, serd lento el progreso o avance; pero basta que éste
exista aunque sea casi imperceptible, pues mis alumnos en ge-
neral no carecen de disposiciones ni de aficién al estudio; y lo mis-
mo sucederia a otros alumnos, si las enseflanzas se les ofrecie-
ran de un modo adecuado a sus necesidades y se hicieran in-
teresantes. Y esto es lo principal, el hacer las ciencias fan su-
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gestivas como lo ha sido la literatura, puesto que la region de
la verdad y de las realidades no es menos rica que la de la ima-
ginacion y de los sentimientos.

No podemos intentar ya la publicacién de un nuevo Pro-
greso matemdtico que contd escasisimos suscriptores, ni una Nue-
va enciclopedia matemdtica que conté muchirimo menor nimero
de éstos todavia, contables casi por nimeros digitos; pero no
hay que desmayar ante las adversidades, cuando contamos con
las buenas disposiciones nativas de nuestra juventud, capaz de
elevarse, cuando para ello se ponen los medios y se prepara el
ambiente, aunque a expensas de largo lapso de tiempo.

Esta confianza en nuestras condiciones dignas de aprecio,
y de que al fin, aunque tardiamente se venceran lag dificultades,
cuando ge disminuyan los obstéculos arriba enumeradog, unido
a que nuestra actual empresa con ser costosa y llevar al sacrifi-
cio pecuniario, lleva consigo la satisfaccion del placer intelec-
tual, en contraposicién de los que sienten fatiga o tedio por tales
ejercicios intelectuales, nos llevan a insistir en nuestra labor de
propaganda, ya que no ante un piblico que no existe; siquiera
en el reducido campo de la cétedra, dilatado por los atn no muy
fértiles campos de la extensién universitaria que puede ir for-
mando nuevos adeptoz y a la que he consagrado mis esfuerzos
durante los tres Gltimos cursos.

Esta nueva decigién, posterior al decaimiento de estos dlti-
mos afiog, ocasionado por desvios de quienes pudieran haber su-
mado sus esfuerzos a los mios, para formar nucleos persistentes,
en vez de disgregaciones disolventes, me afianzan en mis pro-
positos, fundados en que nuestra juventud va alld donde se la
dirige, con las ventajas o los inconvenientes que sus directores
Je imponen. Y esto lo he experimentado desde el momento en que
he elevado la tesitura de mis cursos, en armonia con mis ideales
de siempre, puesto que mis alumnos estudian con afin y com-
placencia las obras de autores tales como Borel, Bianchi, Gour-
sat, Laurent, Picard, Vivanti y otros que.les facilito para hacer
de esta manera mi biblioteca ptblica. En lo que manifiestan un
buen gusto nativo, adaptado a preferir las obras que elevan el
espiritu sobre lag que lo atrofian con indigestos y artificiosos ar-
caismos.

En vez de estacionarme en cuestiones especiales y de insis-
tir porfiadamente en tal o cual punto concreto que puede ser
desarrollado mas tarde como ejercicio préactico, he tratado de
ofrecer amplios horizontes al estudio y a las investigaciones.
Por estarazén, al leerse los programas de mis cursos, seran
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juzgados como excesivos por la cantidad de materias abarcadas:
pero este defecto queda compensado por la comunidad de las ideas
directorag, como he hecho ver en mis cursos de extensién uni-
versitaria, que encauzan hacia estas miltiples finalidades por
cierta irradiacion que difunde la luz de aquélla hacia nuevos
espacios.

Mis programas ofrecen una multiplicidad excesiva de mate-
rias, que no habria ofrecido en circunstancias normales; sino fue-
ra porque deben salvarse de algin modo las deficiencias arriba
seflaladas en nuestros programas, para no dejar a los licenciados
que salen de nuestras universidades en la ignorancia de las ac-
tuales disciplinas que arrancan, como he dicho, de los trabajos
de Cauchy, Abel y Riemann, de los que se prescinde de un modo
absoluto en nuestras deficientes ensefianzas 0 en nuestros cur-
208,

En otras naciones los numerosos cursos matemaéticos permi-
ten senalar amplios campos a la investigacion.

Norotroz con la defectuosa organizacién actual de log estu-
dios, hemos de comenzar por conocer 1o que es corriente en otras
universidades que caminan bajo las orientaciones modernas arri-
ba senaladas.

Y mientras estono suceda. hay que presentar a nuestros es-
colares siquiera la silueta de las grandes concepciones de la ma-
temdtica contempordnea, que, repito, se ignora por completo
en nuestros curgos y en nuestra pobrisima literatura matema-
tica, reducida a glosar y repetir teorias anticuadas que hoy fi-
guran en segunda linea.

Y como prueba de que es ilusorio el pobre concepto que reducia
a nuestra juventud a no exceder de tratados elementales que do-
minaron durante ha largos afos, entonces en armonia con el es-
caso avance de teorias y de procedimientos educativos, bastara
hacer una resefia de las lecciones desarrolladas hasta la fecha
por los alamnos de mi curso de Elementos de Cdlculo infinitesimal,
como 1o haré en otro lugar.

Y si no puedo decir lo migmo del curso de Complemento de
cdleulo infinitesimal, tal deficiencia obedece a la falta de organi-
zacibn arriba seflalada, que exige esperar al cuarto ajio de estudios
universitarios para estudiar un segundo curso de Andlisis in-
finitesimal.

De manera que los alumnos dedicados a los estudios puramen-
te mateméticos son en escaso namero por las dificultades ma-
teriales que les imponen los planes vigentes, unido a lo incierto
de la recompensa a su benemérita y acrisolada labor, ya que loa
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resultados de un penoso y dificil estudio son tardios y de escasi-
simo provecho.

En vista de tales antecedentes, y, para armonizar mis propo-
sitos, encaminados a mejorar mis cursos con las dificultades ex-
ternas que ofrece la carencia de publico y de propagandistas
matematicos, dedico esta nueva publicacion principalmente
a los alumnos de mis cursos, futuros licenciados o doctores y
profesores de matematicas, para que puedan seguirme en mi la-
bor pedagogica emprendida, y para contribuir a extender indi-
rectamente y divulgar este género de estudios, cuando hayan
desaparecido trabajos que podemos calificar como antafio de
obstdculos tradicionales y libres de ellos podamos internarnos en
otras regiones mas espirituales y vivificadoras.

Y no hay que seguir aferrados a la idea de que los estudios
universitarios deban rivalizar con las Escuelas especiales que
aprovechan de la Matemética lo inmediatamente atil y prac-
tico.

Egte error ha conducido a reforzar en el grado elemental los
cursos de primero y segundo afio de la licenciatura, en perjui-
cio del desenvolvimiento fedrico de la Matematica, propio y ex-
clusivo de la Universidad, cuyo fin es la cultura nacional no £6lo
en la antigua regién del trivium v el quadrivium, sino sobre la
amplia base de todos los descubrimientos del prodigioso siglo
XIX que agregd a la cultura literaria la cultura cientifica, vi-
vificada por la espiritualidad de los descubrimientos matema-
ticos.

Y este menosprecio hacia la ciencia de los Cauchy, Riemann
y Weierstrass y aun pudiéramos afiadir de los Euler, Lagrange
y Laplace, nos ha conducido a nuestro general atraso en esta y
otras materias; porque la cultura humana forma un bloque del
que no debe menospreciarse ninguno de sus elementos consti-
tutivos, como no puede despojarse de ninguno de sus componen-
tes el aire que respiramos.

Este Anuario, que no me atrevo a elevar a la categoria de
Revista, porque esto seria superior a mis medios materiales
para sostenerla, contendr4 ademds de lo concerniente a mis pro-
gramas y cursos, multitud de trabajos de indole critica, pedago-
gia y bibliografica.
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LECCION PRIMERA

CONSIDERACIONES GENERALES

Antes de comenzar las lecciones de este curgo, de extensién
universitaria, voy a dedicar la primera conferencia a reunir al-
gunas ideas que expresen la concatenacién del mismo con tra-
bajos anteriores y especialmente con el curso del afio pasado;
pues, la finalidad de mis trabajos, desde hace muchos anos,
congiste (n abreviar y facilitar la adquisicién de los conoci
mientos matematicos por medio de la sintesis que agrupe las
ideas y los procedimientos de un modo sistemético.

La materia es también la propaganda; pero actualmente
desde el nuevo punto de vista de las varias tendencias mate-
méticas.

El afio pasado agrupé los conocimientos matematicos aten-
diendo preferentemente a su aspecto objetivo.

Tracé los rasgos generales de la Geometria elemental del
Algebra y de la Teoria de los niimeros, que son las tres piedras
angulares del edificio de la matemé4tica cl4sica. Después me ele-
V€ a conceptos generales, tales como los de simbolismo y sistemas
que rigen la actividad intelectual en la constitucién de las teo-
rias.

A continuacién, traté de la finalidad general de toda época,
pero refiriéndome especialmente a los grandes problemas for-
mulados desde la época helénica, que condujeron a multitud
de descubrimientos tales como los de las curvas cuadratrices
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y trisectrices, hasta llegar a la época moderna en que se demues-
tra la imposibilidad de resolver tales problemas, en los términos
primitivamente formulados; y, como cuestion ligada a ésta,
la de los métodos mateméaticos, desde el andlisis geométrico de
Platoén.

Pero ademas de Ja Mateméatica subjetiva, dependiente de Jag
definiciones, axiomas y postulados, existe la Matemdtica real
de la Naturaleza. Y esto fué el objeto de la novena conferencia.
Y, por ltimo, pretendi concentrar estos varios puntos de vista,
llevindolos a la finalidad dominante en todos mis trabajos des-
de ha largo tiempo, es decir, hacia lo que considero como un 74evo
método de exposicion didactica o de ensefianza cientifica, objeto
de la décima y ultima leccion.

En mis primeros trabajos, escritos desde 1874 hasta 1881,
me propuse, ante todo, fijar los distintos modos de considerar
los teoremas reciprocos e inversos de otros, las transformacio-
nes de las figuras de la Geometria elemental, especialmente por
giros y traslaciones y también las transformaciones de unos
problemas geométricos en otros equivalentes para produc’t
un encadenamiento que nos llevara a la solucidn, en conformi-
dad con la idea platonica.

Seguia mas tarde, en 1894, las generalizaciones de losg Car-
not y Poncelet en la Geometria de posicion del primero v en
la proyectiva del segundo, la generalizacién que di6 Chasler
a los porigmas de Euclides, creando la Geometria superior y
de log varios métodos analitico-geométricos, debidos a Grass-
mann, Héamilton, Bellavitis, fuentes del calculo wvectorial,
hoy tan difundido bajo formas distintas, hasta llegar a la gene-
ralidad superior de la Pangeometria que comprende las Geo-
metrias euclidea y las no-euclideas y la Geometria de » dimen-
siones, fundada por Riemann en el concepto del Analysis silus.

Recorri también los variog progresos del Algebra en sus di-
versas manifestaciones, tratando sucesivamente del concepto de
ntmero hasta los ideales de Dedekind, de la generacién del con-
cepto de continuidad, de la generacién del concepto de cualidad,
segun las interpretaciones de Argand y sus sucesores, con los
incalculables resultados que produjo a la ciencia Cauchy, aph-
cando estas interpretaciones en su teorfa de las cantidades geo-
métricas que completé Riemann con su célebre superficie y a
las que siguieron las representaciones cualitativas puntuales
dadas por Cantor en su teoria de los conjuntos y de Du Bois-
Reymond en sus sistemas pantdquicos y apantéticos, llevando
por otra parte los conceptos combinatorios de Boole, Jevons,
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Grassmann, Hamilton, y de Clifford a las diferentes especies
de Algebras, hasta las 4lgebras abstractas de n unidades com-
plejas de Weierstrass y Dedekind.

Pero las circunstancias de mi vida, que aproveché gustoso,
me llevaron a un campo inmensamente més fértil que los ante-
riores; el que los abarca todos, por lo menos en sus lineas gene-
rales; pues nada hay superior al Analisis en la Matematica,
como no sean las leyes de la combinatoria que, como emanadas
directamente de la inteligencia, prescindiendo de la naturaleza
de los objetos, son un molde a priori que rige toda realidad con-
creta u objetiva.

En los seis tomos de mi Tratado de Andlisis, cuya publica-
cién hube de interrumpir por la falta de medios y de ambiente,
reuni las més diversas teorfas; porque sus varios objetos y mé-
todos permiten estudiar un método general, del que todos los
demds métodos no son sino ramificaciones distintas; ya que el
transito de las cantidades, sean nimeros o funciones y sus rela-
ciones bajo forma de ecuaciones algebraicas o diferenciales se
asimila inmediatamente con sus representaciones por puntos,
lineas o superficies; y se pasa de uno al otro campo de un modo
natural.

Pero lo que hay que ver en estas investigaciones, para que
sea 1o mas provechoso posible su estudio. es aquéllo de més ge-
neral que hay en ellas y que constituye su espiritu, con lo cual
los conceptos superiores dominar4n a sus consecuencias v abar-
caran los detalles de las cuestiones a que se refieren.

Por este motivo, mientras fui delegado de la Commussion
internationnale de I'enseignement mathématique, publiqué va-
rios trabajos; tales son: Boletin de critica, enseiianza v biblio-
grafia motemdtica, Ensayo de sintesis matemdtica V nevo. méto-
do de ensefianza matemdtica 'y Sumario de mis cursos de Cdleulo
infinttesimal con arveglo al nuevo método de ensefianza, con los
cuales me propuse contribuir, dentro de mis modestos medios,
a facilitar la ensefianza, haciéndola depender de puntos de vista
generales, comunes a multiplicidad de objetos, tales como los de:
combinatoria, simbolismo, cantidad, sistema, correspondencia,
correlacién, representacién, normalizacién, singularidad y trans-
formacién que cité en una memoria presentada al Congreso cien-
tifico de Zaragoza.

Y en tres cursos que he explicado, de extension universitaria,
el primero interrumpido por pasajera enfermedad, el segundo del
que he hecho algunas indicaciones, y el actual, han tenido y tie-
nen por objeto el seguir este ideal pedagbgico de hacer salir a
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la ensefianza matemAtica del surco permanente en quealgunos
aspiran a mantenerla, sin tener en cuenta que los progresos de
los métodos de ensefianza han de corresponder a los progresos
cientificos para poder asimilarse el hoy abrumador contingente
de teorias constitutivas de la Matemdtica actual.

Como dije al comienzo, el curso actual difiere del anterior en
los puntos de vista, ya que en el anterior traté la Matemadtica
en su aspecto predominantemente objetivo.

Asi, pues, hemos de examinar, el desarrollo de las diversas ten-
dencias que han predominado en las varias épocas o en los
procesos seguidos por los matemdticos, que entre todas cons-
tituyen o integran los métodos de investigacién, a saber:

La tendencia individualista determinativa, Ja tendencia di-
fusiva, la eistematizadora, la constructiva, la intuitiva, la 16gi-
ca, la simbélica y esquemética, la préactica y la tendencia cri-
tica, que desenvolveré en las lecciones sucesivas.

LECCION SEGUNDA

TENDENCIA A LA INDIVIDUALIZACION DETERMINATIVA

Realmente la tendencia generalizadora que sefialan los geo-
metras, desde el siglo XVI hasta Lagrange, difiere de la tenden-
cia individualista, dominante en los periodos griego y drabe de
la Geometria y el Algebra y deberian ser tratados aparte. Pero
Jas exigencias de un curso breve no permiten tal bifurcacion
histérica y, por ello, serdn suficientes algunas indicaciones ge-
nerales acerca de estos dos puntos.

Nos bastara manifestar que, no teniendo la geometria ele-
mental o Euclidea ningin concepto general al que los demads
se subordinan, como no sea el procedimiento determinativo, rea-
lizado directamente por la superposicién de las figuras o indi-
rectamente por el método ad absurdum, no aparece en ella otro
enlace general que el debido al andlisis geométrico de Platon
que establecia encadenamientos de problemas equivalentes,
mediante los cuales se llegaba del problema enunciado al pro-
blema resuelto; y aun este andlisis se continfia en la Aritmética
de Diofanto y en el Algebra de los 4rabes por combinaciones
sucesivas de operaciones o de transformaciones numéricas,
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pues a lo sumo, Euclides llegé a una tentativa de clasificacién
de las cuestiones, segtin las cosas dadas en sus célebres porismas
que contenian en germen la Geometria superior, creada algunos
siglos mds tarde por Chasles, sobre tal base,

Y hemos de consignar que log problemas formulados en la
época helénica, tales como la cuadratura del circulo, la trisec-
ci6n del arco y la duplicacién del cubo fueron ocasién propicia
para un progreso indirecto, consistente en el descubrimien-
to de multitud de curvas cuadratrices y trisectrices, por esta co-
rrelacién intima que siempre ha existido entre los problemas
propuestos y las teorfas a ellos anejas que se construyen para re-
solverlos.

Elsiglo XVI es la época del renacimiento matem4tico. Ga-
lileo, Cavalieri, Descartes, Pascal y Fermat son sus represen-
tantes. Y a estos nombres afiadiremos los de los geémetras: Ro-
berval, Desargues, Mydorge, Gregoire de Saint Vincent, La Hire
y Le Poivre.

Puede afirmarse que esta es la época de generacién del Al-
gebra, por Vieta y por Descartes, de la teorfa de los nimeros por
Fermat, de la Geometria analitica por Descartes, y del célculo
infinitesimal por Fermat, con su método de maximis et mini-
mis.

Al atribuir a Fermat la idea filoséfica de este método, Poisson
s€ expresa en los términos siguientes:

¢«A medida que una magnitud se aproxima a su mdximo o su
minimo, varia cada vez menos y su diferencial se anula cuando
llega a uno de estos valores exfremos. Partiendo de este princi-
pio, Fermat tuvo la feliz idea, para determinar el maximo o el
minimo de una cantidad, de atribuir a la variable de que depen-
de, un incremento infinitamente pequefio, e igualar a cero el
mcremento correspondiente de esta cantidad, previamente re-
ducido al mismo orden de magnitud que el de la variable, etc.»

Pascal y Desargues emplean por vez primera el concepto de
la perspectiva. El primero da un principio fundamental a la teo-
ria de las conicas con su célebre teorema del exdgono ingcrito
enuna conica (hexagrammum mysticum), pues determinando cinco
puntos una cénica, dicho teorema establece una relacién de po-
sicion de un sexto punto; y resolvia el problema de determinar
una cénica por cinco condiciones, expuesto en su Essai pour les
coniques.

Desargues concibe la atrevida idea de considerar como va-
riedades de una misma curva, el circulo, la elipse, la pardbola, la
hipérbola y el sistema de varias rectas paralelas entre si, como una
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variedad de un sistema de rectas concurrentes en un mismo punto;
y aplicaba a los sistemas de lineas rectas, las propiedades de las
lineas curvas, lo que es hoy natural, dice Cha:les Apergu, (pa-
gina 76); porque un sistema de rectas puede ser representado
por una ecuacién tnica, lo que le condujo a aplicar a las seccio-
nes conicas, diversas propiedades del sistema de dos rectas, entre
ellas, la llamada por Pascal maravillosa, que constituye hoy un
principio capital de la geometria moderna o su teorema sobre la
involucién de seis puntos, o sea que: El producto de los segmentos
comprendidos sobre una transversal, entre un punto de la conica
y dos lados opuestos del cuadrildtero inscrito, estd respecto al producto
de los segmentos comprendidos entre el mismo punto de la conica 'y
los otros dos lados del cuadvrildtero, en una relacion igual al de los
productos obtenidos andlogamente con el segundo punto de la co-
nica, situado en la transversal. Y ain examinaba el caso en que se
confundian dos puntos conjugados, Jo que conducia a la mvo-
Jucién de cinco puntos que corresponde al lema IV de Pappus,
referente a los segmentos producidos en una diagonal por dos
lados de un cuadrilatero y sus diagonales, siendo una generali-
zacion de éste, segtn dice Chasles, al considerar las dos diago-
nales como una cénica que pasa por los cuatro vértices.

Las nuevas ideas de Pascal y Desargues, conducen, pues,
a una generalizacién por la cual, multitud de proposiciones de
Euclides y de Apolonio quedan comprendidas en un g6lo teorema.

Y por otra parte, los procedimientos adquieren cierta liber-
tad o flexibilidad, puesto que el teorema de Desargues le permi-
tiria considerar gobre un cono de base circular, secciones arbitra-
rias sin emplear el tridngulo por el eje de Apolonio, que cortaban
al cono por planos perpendiculares a este tridngulo.

Que los antiguos necesitaban multitud de proposiciones par-
ticulares para llegar a los resultades a que llegaron Pascal y De-
sargues por una sola proposicién, se ve en la obra de Chasles,
Les trois livres des porismes d’ Euclide.

La Geometria, en la época griega, siendo eminentemente
practica, pues tendia tan sélo a la resolucién de problemas,
obedeciendo al cardcter determinativo, no tenia otro lazo y ley
general que la sustitucién de unas cuestiones por otras, facili-
tada por el andlisis geométrico, mientras que los geémetras del
giglo XVI, con las relaciones anarmoénica, homogréficas e mnvo-
lutivas y perspectiva, llegaban a una primerd generalizacién
que aun dista mucho, juntamente con los descubrimientos en la
teoria de las ecuaciones hasta Newton y después hasta Sturm,
de la generalizacién debida a los matematicos del siglo XVIII,
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con el concepto de funcién y, méas atin, del cdlculo funcional, cuyos
principios estableci6 Lagrange, creando el calenlo de variaciones.

Ademids, la cuestion dificil era hallar entre las rectas y las
curvas, relaciones que permitiesen concluir, del conocimiento de
lag primeras la formacién de las segundas.

Por altimo, Descartes hizo del problema de Pappus ad tres
aut plures lineas la primera aplicacién de su geometria, o sea:
Hallar el lugar geomélrico de un punto tal, que las perpendiculares,
0 mds generalmente, las oblicuas bajadas desde este punto sobre
estas rectas, bajo angulos dados, salisfa gan a la condicion, que el
producto de cierlas de entre ellas, esté en una razén constante con
el producto de las demds.

Y Descartes, con su nuevo método de las coordenadas, agre-
g6 a la Geometria de log antignos y a la de las transversales, una
nueva geometria, subordinando el Algebra a la Geometria,
expresando grificamente las férmulas algebrdicas y la construc-
cién de las raices de las ecuaciones, lo que ya obtuvo Vieta, efec-
tuando el producto, la divisién, la elevacién a potencias y la ex-
tracci6n de raices, mediante trazados uniformes y sencillos y
Newton en su Aritmética universal presenta un modelo perfecto
de la aplicacién del método de Descartes a la resolucién de los
problemas de la Geometria y a la construccién de las raices de
las ecuaciones.

Descartes, como Vieta, supone conocidas todas las reglas
de la Aritmética, exponiendo que: Todos los problemas de geo-
metria pueden reducirse a términos tales, que s6lo es necesaria
conocer la longitud de ciertas lineas rectas, para construirlos;
y llega ala construccién delos problemas sélidos por una ecuacién.
Y se fija en la significacién geométrica de las formulas algebrai-
cas para salvar al Algebra de las reglas convencionales y de las
obscuridades inherentes a ellas.

Degcartes, con la aplicacién del Algebra a la teoria de las
curvas, hallé los medios de salvar los obstéculos en que se habian
detenido hasta entonces los grandes geémetras. La concepcién
de Descartes permite aplicar todos sus métodos de un modo
uniforme y general, y constituye la introduccién necesaria a los
nuevos métodos de Newton y de Leibniz.

Y Newton, con un instrumento més poderoso que el de Des-
cartes, emprende la clasificacién de las curvas de tercer orden (que
Cramer lleva muy adelante en su Introduction @ I' Analyse des lig-
nes courbes algébriques, funda el problema de la reversién de las
series y obtiene la descripcion organica de las curvas que des-
arrolla Maclaurin.
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Y en este momento histérico, varios descubrimientos enrique-
cen el caudal de los métodos y teoremas geométricos. Uno de
ellos es la descripeion organica de las curvas, obtenida por Newton
mediante el giro de dos dngulos de megnitud constante que giran
alrededor de sus dos vértices O y 07, de modo que sus lados
Oay Od' se corten sobre una recta dada L, en cuyo caso, los otros
dos lados OA y OA' se cortan sobre una coénica que pasa por
Oy 0.

A este descubrimiento podemos agregar algunos de Mac-
Laurin, expuestos en su Geometria organica, sive Descriptio U-
nearum curvaruwm universalis donde se emplea por vez primera
el concepto de la media armdénica de los segmentos comprendi-
dog entre un punto fijo de una transversal y los puntos de
Ja curva considerada. De manera que si: Alrededor de un punto fijo
se hace girar una transversal que encuentra a wWna CUrva Geomt-
trica en tantos puntos como dimensiones tiene ésta y se toma, en
esta transversal, un punto M tal que el valor inverso de su distan-
cia a un punto fijo sea media aritmética entre los valores 1NVersos
de las distancias de los puntosA, B, C,... a este punto fijo, el lugar
geométrico de M serd una recta, teorema que le fué comunicado
por Cotes, a lo que afiade Mac Laurin que: Si se traza por un punto
fijo en el plano de una curva geométrica, una transversal que corta
a una curva geométrica en tantos puntos como dimenstones tiene
y por el punto fijo se traza una segunda rvecta de diveccion arbi-,
traria, pero fija; los segmentos comprendidos en esta recla, enire
el punto fijo y todas las tangentes a la curva, tendran constante la
suma de sus inversos, cualquiera que sea la primera transversal
trazada por el punto fijo, siendo el primer toerema, de Cotes, como
dice Chagles, una generalizacién del de Newton sobre los did-
metros de las curvas, y el de Mac-Laurin otra del teorema de
éste sobre las asintotas, siendo este teorema una deducciéon del
de Newton sobre la relacién invariable del producto de las abs-
cisas al producto de las aplicadas, paralelas de las curvas.

Pero sobre estas generalizaciones y determinaciones que ex-
puso Mac-Laurin en su Tratado de las curvas de tercer orden,
hemos de consignar la transcendencia del método de Newton
que por el lado analitico, al aplicar el célculo de las fluxiones
a la doctrina de las series, conduce a la reversion de éstas, consis-
tiendo su caracter esencial en las transformaciones y aproxima-
ciones sucesivas, asi como por el lado geométrico, sobre la base
de su paralelégramo. prepara las determinaciones que realiza
De Gua con su célebre triangulo y que aplicé Cramer a la obten-
cién de las ramas de las curvas en la proximidad de un punto,
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asi como de las ramas infinitas, cuyo perfeccionamiento final
hallamos en la teoria de Puiseux acerca de los ciclos de las rai-
ces de las funciones algebraicas,

Los Bernoulli, el marqués de I'Hospital y, sobre todo Euler,
completan y eimplifican la obra de Leibniz hasta Lagrange que
perfecciona la teoria de las ecuaciones diferenciales, completan-
dola con la de derivadas parciales y el calculo de variaciones;
y aqui podemos dar por terminada la tendencia genuinamente
generalizadora individual, consistente exclusivamente en genera-
lizacion de conceptos especiales, unificacién y simplificacién de
procedimientos; porque esta generalizacién no llega a ser sis-
temdtica, la cual serd objeto de una de las siguientes lecciones.
Hasta este momento existen generalizaciones, pero siempre res-
tringidas o subordinadas a algan fin inmediato y practico.

LECCION TERCERA

TENDENCIA DIFUSIVA

Sobre la tendencia individualizadora de la Matematica cl4-
sica hoy domina la tendencia expansiva o difusiva de los con-
ceptos.

Antes, la actividad matematica- se concentraba en objetos
particulares o especiales, en problemas previamente propuestos;
y la Ciencia progresaba por descubrimientos incidentales que
surgian con motivo u ocasién del fin propuesto. Asi se descubrie-
ron multitud de curvas; y la teoria de los nimeros, en tiempos
de Fermat, consistia en un amontonamiento de problemas par-
ticulares, debidos a iniciativas especiales.

Hoy, por el contrario, Jas ideas o conceptos se expansionan
o extienden por dominiog los méas divergos.

Antes, lo objetos fueron la ecuacion, la congruencia, la in-
tegraciéon que eran como sistemas planetarios con infinidad de
satélites. En cada problema se concentraban multitud de proce-
dimientos o de métodos. Hoy, se expansionan indefinidamente
las teorias para llegar a la resolucién de los problemas, meros in-
cidentes, abgorvidos en la generalidad de aguéllas.

Las teorias son lo esencial, los problemas lo accidental, la
realizacién de la idealidad propia de aquéllas, el hecho material
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del calculo numérico, por la determinacién de coeficientes, fun--
ciones, variables o pardmetros. Aquéllas, son las ideas en estado
de movimiento, en su fluir libre, éstos los estados fijos en cada
momento de la existencia de las primeras.

En toda cuestién existen dos érdenes antagénicos o en*rela-
cién inversa: los objetos, sean cantidades constantes, variables
o pardmetros, de orden analitico o geométrico y condiciones a
ellos impuestas. El mayor o menor nimero de estas restringe
o extiende la capacidad de existencia de aquéllos, su libre mo-
vilidad. Y cuando los dos érdenes se equilibran, resulta la de-
terminacién; y, segin el predominio del uno sobre el otro, la in-
determinacién o la imposibilidad la redundancia o la cobresatu-
racién: Asi, pues, todos los problemas matematicos concernientes

a la determinacién se hallan potencialmente resueltos y de muy
diversos modos, segin la configuracién o modo de combinarse
los datos en modo y en cantidad.

En Geometria, todas las configuraciones con que puede po-
blarse el plano contienen infinidad de problemas en potencia,
como en la cantera se contienen todas las estatuas y las cons-
trucciones mas diversas. Sélo falta el trazado particular o céne-
vas adecuado en cada caso. Por esta razon, existe una infinidad
de problemas que pueden componerse, combinando conveniente-
mente los datos compatibles, con lo que se deja como desco-
nocido. Todo es cuestién de combinar por sustituciones de ele-
mentos equivalentes o de igual grado. Y otras veces, hay que
resolverlos, mediante andamiajes de construcciones auxiliares,
o densificacién del medio, conducentes a la determinacién. Y asi
se comprende cémo Lagrange, Laplace, Cauchy, Ampeére, Jaco-
bi, ete., llegaron a integrar las ecuaciones diferenciales, mediante
eleccion conveniente de variables, relaciones o sustituciones y
sistemas de operaciones que sefialaban surcos distintos en el do-
minio de las cantidades.

Tan esencial es Ja teoria y tan preeminente, que la resolucién
moderna de las ecuaciones diferenciales se funda en el teorema
de Cauchy, de la existencia, como antes se fund6, en el teorema
de D’Alembert, la teoria de las ecuaciones algebréicas.

Y esta necesidad de probar la existencia, depende de que en
los problemas, las cantidades o entes mateméticos se hallan reple-
gados, englobados o amalgamados; y es necesario saber si la
desplegadura de las entidades buscadas eg posible, a la manera
que se desplega en un plano una superficie desarrollable, sin rup-
tura ni duplicatura, sin que el sistema altere més que en la ma-
nera de presentarse. Y a esta desplegadura contribuyen la mul-
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titud de relaciones de los grupos en las ecuaciones algebraican
y de transformaciones de funciones y de variables que vemos
en los trabajos de Jacobi, Meyer, Lie, ete., y derivaciones e inte-
graciones que sirvieron a Ampére, Laplace, etc., para hallarlas
soluciones de las ecuaciones diferenciales,

Y la capacidad para resolver problemas est4d en razén direc-
ta de la suma de los conocimientos teéricos. Y cuando esto no
sucede, es necerario crearlos, inventando nuevas teorias o des-
arrollando las ya conocidas para rodear los elementos descono-
cido del andamiaje necesario que conduzca a la construcciéon bus-
cada.

Por esta razén, como dijo el profesor Hilbert en el Congreso
de Paris, multitud de problemas propuestos han originado nue-
vas teorias, cuyas correlaciones y dependencias manifiesta en
muy distintas y capitales teorfas. Y, en general, vemos que la
Matemética avanza entre problemas y teorias que son preceden-
tes y condiciones necesarias para su resolucién.

De igual manera, vemos c6mo la aspiraciéon a demostrar el
postulado de Euclides condujo a la Geometria de Lobatschewsky
y luego a la de Riemann. Y esto lo vemos realizado desde la an-
tigliedad, pues siempre en Ja Ciencia, ciertas finalidades ttiles
0 précticas son lag propulsoras de multitud de descubrimientos
teéricos, sin las cuales éstos no son posibles, al menos en lag
ciencias tedricas o especulativas.

Parece que la ciencia de los antiguos, que se concentraba en
problemas especiales, se dirigia a puntos determinados en los que
convergian las tendencias de cada matemdtico y que mas tarde
estas convergencias, cada vez menos marcadas o intimas, iban
aminordndose por efecto de otras atracciones externas de nue-
vas ideas, hasta llegar al paralelismo, emblema de la indiferen-
cia que homogeneizaba asi el campo ideal, estableciendo entre
todas igual capacidad para contribuir a los més variados fines.

Asi como en Astronomia sucedié al sistema de Tolomeo el
de Copérnico y en la Fisica a la teoria de la emisién la de las
ondulaciones, credndose el fluido etéreo; de igual manera, los
matematicos, en los intersticios que dejaban los niimeros ente-
ros y fraccionarios, crearon los irracionales y los transcenden-
tes y sobre los dominios de integridad y de racionalidad, crea-
ron los cuerpos finitos, los ideales y las diferentes especies de
conjuntos hasta el continuo que los comprende a todos. Y asi,
en torno de cada problema, la teoria crea multitud de andamia-
jes o de edificaciones auxiliares, a la manera que se forma un
cristal por la accién del liquido disolvente que lo rodea.
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Vemos, pues, cémo las ideas se disgregan, se concentran o
se dispersan como los 4tomos que integran un CUerpo en sue
diversos estados fisicos y quimicosy se cambian los puntos de
vista.

Hoy las ideas se compenetran como los elementos que forman
seres organizados. Al aislamiento de antes se ha gustituido una
armonizacién entre todas ellas.

Todas se substtuyen, se transforman, se representan, se
correlacionan, se sistematizan, ge ordenan y normalizan, se coor-
dinan y se clasifican. Estos modos y otros anélogos son como sus
atributos en el mundo de su existencia organica.

Y estos atributos, que en las ideag son como las catego-
rias de log metafisicos para la ordenacién de todo lo exis-
tente, se concretan en lag varias finalidades y modos matema-
ticog.

Por ejemplo, en una ecuacién diferencial, las soluciones se
expresan por un sistema fundamental, las integrales tienen su
representacién en una curva o superficie integral; las integrales
se relacionan en un grupo, tienen entre si, por ejemplo, relacio-
nes algebréicas, sus singularidades, etc. De manera que concu-
rren en esta gola entidad infinidad de relaciones propias de muy
de diversas teorias.

De igual manera, en la teoria de las funciones modulares in-
tervienen: la teoria de los grupos discontinuos con los conceptos
de isomorfismo, de subgrupos, etc., el concepto de congruencia,
para geparar diversas clases, la representacion esférica y confor-
me, el concepto de invariante, lag relaciones anarménicas y sus
transformaciones lineales, nociones de la Geometria sobre una
curva algebréica y acerca de la representacién gobre la superfi-
cie de Riemann con sus puntos de ramificacién, con el estudio de
las conexiones y de la normalizacién, la idea de cuerpo y de do-
minio de racionalidad, conceptos de Riemann y de Jacobi acer-
ca de las funciones abelianas, elipticas y modulares, ete.

Se observa, pues, una superposicién de ideas variadas para
desarrollar una especial teoria, una movilidad en éstas, andloga
a la de las energias naturales que, en formas diversas, concurren
a la produccion de cada fenémeno, una invasién deconceptosen
la regién de otros conceptos, que a su vez pueden ser centros
de los demis, desarrollandose las diversas teorias, no segin el
escueto encadenamiento de los tiempos clasicos, sino a la ma-
nera de crecimiento de los seres organicos, por ¢ntus-susceptio-
nem. Nos hallamos en €] caso de la légica que considera los pre-
dicados adaptables a un mismo sujeto, en comprensién, es de-
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cir, aquel fondo indefinido de cualidades adaptables a la infi-
nidad de sujetos existentes para formar toda la realidad posi-
ble, que en la esfera de los hechos posibles es el objeto del calcu-
lo de probabilidades.

Asi como un proyectil lleva en bloque cierta cantidad de fuer-
za viva que al chocar con un objeto, la distribuye en la de infi-
nidad de particulas que vibran, congervando la equivalencia de
la energia en otra forma, los antiguog bloques de la Aritmética,
el Algebra, la Geometria, ete., en log que se concentraba la ener-
gia del pensamiento matematico, hoy se disgregan en infinidad de
particulas intelectuales, de ideas, que se difunden y extienden
en el espacio ideal, actuando sobre log puntos mas diversos, ex-
pansionando asi o desplegando lo que se hallaba plegado o con-
centrado.

Y esto consiste, en que la Matemética es hoy una ciencia cons-
tructiva, eminentemente teérica, como antes era un conglome-
rado de procedimientos, encaminados a las finalidades practicas,
lag mediciones, los cdlculos de la Aritmética practica, las observa-
ciones astronémicas, las probabilidades de los sucesos, ete. Y
habia una concentraciéon en torno de estag finalidades que des-
quiciaban el mundo ideal para emplazarlo alrededor de estos
centros y esta concentracién, composicién y descomposicién,
la realizan las definiciones mateméticas por las que se crean in-
cesantemente nuevos seres,

A la tendencia individualizadora de las ramac elementales:
Aritmética, con sus operaciones, teoria de la divisibilidad v de
las congruencias, proporciones, progresiones y logaritmos, Geo-
metria con sus relaciones de perpendicularidad, paralelismo,
igualdad y semejanza de figuras, con sus aplicaciones a la determi-
nacion de las dreas y de Jos volimenes, el Algebra con sus célcu-
los directo y su teoria de las ecuaciones hasta el cuarto grado,
que concentra un escaso numero de teoremas sobre sus aplica-
ciones inmediatas, en la resoluc'én de los problemas, ha reem-
plazado otra tendencia teérica que concentra multitud de rela-
ciones en torno de cada idea. Por esta razén, hoy constituyen
cuerpos separados de doctrina, por ejemplo: El imaginarismo, las
configuraciones, los grupos discontinuos y continuos, la repre-
sentacién conforme, las series trigonométricas, el problema de
Piaff, las superficies hiperelipticas e infinidad de otras tésis que
pudiéramos enumerar, que dan lugar a tratados, en torno de una
idea; pero que pueden concentrarse a su vez en torno de un
problema o en ¢l desarrollo de una teorfa.

Hoy, la antigua tendencia se conserva, cuando lleva a las cien-
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cias de aplicacién que conducen la teorfa alld donde conviene
a los fines ttiles de la Ingenieria, la Arquitectura, la Industria,
el Comercio y las artes; pero ¢l manantial perenne de verdades
que se ordenan segin su naturaleza propia, independientemente
de finalidades contingentes y m4s o menosarbitrarias con carac-
ter de utilidad, hoy se extiende como los caucen de los grandes
rios que distribuyen sus aguas en infinidad de derivacioneg, ex-
pansiondndose siempre, conservando la frescura al ambiente,
transm’'tiendo y comunicando la fertilidad y la vida o como la
substancia etérea que transmite sus expansiones y concentra-
ciones a todo universo.

La Matemética pura hoy es este manantial del que todas las
finalidades humanas pueden utilizar sus aguas, como el agricul-
tor utiliza el agna de los rios. Y por esta razon puede progresar y
perfeccionarce indefinidamente al lado de las ciencias de aplica-
cion, en la seguridad de que siempre sus teorias les seran utiles,
pero sin preocuparse de ello; porque la utilidad de la idea pura
es la que produce las mas directas e intimas satisfacciones.

LECCION CUARTA

TENDENCIA SISTEMATIZADORA

Hemos visto en la segunda leccién como la Matematica se ha
generalizado desde la geometria de Euclides hasta la de las trans-
versales y la geometria analitica de Descartes; y que, degde la
Aritmética de Diofanto, se llegé a la Teoria de las funciones de
Lagrange.

Al mismo tiempo aparecen los gérmenes de nuevas ramas:
¢l calculo de probabilidades de Pascal, el combinatorio de Leib-
niz, el calculo de transformaciones de Vandermonde, de Wa-
ring y de Lagrange y el célculo de variaciones de este ultimo,
que son ramas destinadas a desarrollarse en el siglo X1X ya en-
trelazarse intimamente con lag anteriores y otras que sucegiva-
mente aparecen, por cierta compenetracion.

El desarrollo matematico hasta Lagrange puede calificarse
como puramente objetivo e individual. Se perfeccionan las no-
taciones, se generalizan los conceptos, se multiplican los métodos
particulares. Cada cuestion hace surgir una idea y un procedi-
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miento mds o menos especial para resolverla. Se ignora lo inti-
mo y esencial de lag cosas: y el genio suple con frecuencia a la
falta de este conocimiento.

En Geometria, la tendencia sistematizadora aparece por vez
primera en la Géométrie de position en la Correlation des figures de
Carnot y en el Traité de Géométrie projective de Poncelet,

Hasta entonces s6lo habia existido una tendencia generali-
zadora que se disenaba en la aspiracién de Fermat y de Simson
a descifrar y adivinar los porismas de Euclides, s6lo conocidos
por los comentarios conservados de Pappus.

Carnot concibe sistemas deformables de figuras, en correg-
pondencia con las mutaciones de signos de sus partes o elemen-
tos, lo que conduce a lao tres relaciones: directa, inversa v com-
pleja; pero es un sistema poco general, pues s6lo se refiere a la
erpecialidad del cambio de signo de las expresiones en corres-
pondencia con el cambio de disposicién de los elementos cons-
titutivos de las figuras.

Monge es el creador de las ficcionen que entrafian los entes
imaginarios, con su idea de la transmutacién de las figuras, su
método de generalizacién y la distincién entre las partes infe-
grantes y las partes secundarias o contingentes de las figuras que
pueden ser indiferentemente reales o imaginarias, como OCUITE,
por ejemplo, con el eje radical de dos circulos, que resume bajo
la denominacién de Método o principio de las relaciones contin-
gentes y le permite dar una explicacién a la palabra imaginario.

Poncelet, deseoso de afianzar su principio de continuidad,
aplicable a una figura, en estado general de construccion, o inde-
pendiente de toda condicién de posicién, que rige a la mutacién
de las figuras de un sistema, introduce el concepto de la recta
y del plano en el infinito y se ayuda para la sistematizacién com-
pleta, sin excepcién alguna, por su ingeniosa concepcion de las
conicas suplementarias, cuyas tangentes y cuerdas son ideales,
en contraposicién a las que son reales, para hacer intervenir, en las
relaciones, los entes que s6lo gozan de una imposibilidad rela-
tiva, haciendo intervenir simultdneamente las entidades reales
y las imaginarias en los dos érdenes de propiedades métricas \{
descriptivas, estableciendo la unidad del sistema con la creacién
de los puntos circulares en el infinito que permiten asimilar los
circulos y las esferas a las cénicas y superficies de segundo gra-
do, diciendo que tienen un elemento imaginario comdn en el
infinito. La adjuncién de los elemento: en el infinito v de los
imaginarios extiende el sistema geométrico y disminuye el ni-
mero de imposibilidades, relacionando lo existente efectivo con
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lo que dej6 de existir por condiciones restrictivas impuestas.

El sistema geométrico de Staudt, aunque muy original en cu
desarrollo, estd calcado en log conceptos de Poncelet, pues con-
siste en una representacion puramente grafica de las relaciones
armonica, anarménica, en involucion y todo orden de relaciones
proyectivas, con la adopeién de lo que llama puntos, planos y
rectas smpropios, estableciendo la geometria proyectiva, inde-
pendientemente de la métrica, sin admitir otros axiomas que
los concernientes a la posicion y al orden de los elementos fun-
damentales, punto y rectas, comenzando por establecer la pro-
piedad de las diagonales del cuadrilitero completo, de quedar
divididag arménicamente, teniendo esta division el caracter
de un invariante proyectivo. Es una traduccién grafica de la mé-
tiica, como ésta es una traduccién numérica de las propiedades
de las figuras.

Y a estas creaciones de Monge y de Poncelet riguen las de
Pliicker con su ingeniosa definicién de los focos como circulos
de radio infinitamente pequefios, doblemente tangentes a la
curva que ge considera, o también, eegiin este geometra, un pun-
to F se llama foco de una curva cuando las rectas FI, F ], que pa-
san por log puntos circulares, son tangentes ala curva o es la
interseccién de la I-tangente con la J-tangente;y citaremog las
relaciones por las cuales Chasles define los puntos imaginarios
en su Geometria superior, las rectas is6tropas de Laguerre y las
numerosas proposiciones que, relacionando lo imaginario con 1o
real, dan generalidad a las proposiciones y unifican los ristemas.

Otra tendencia eistematizadora se realiza con ocasién de ha-
berse descubierto Jas geometrias de Lobatscheswsky y de Rie-
mann que conduce, desde luego, a denominarias hiperbélica y
eliptica, para designar con el nombre de parabélica, la ordinaria
o euclidea, que se calcan en las propiedades de las tres secciones
conicas de tener dos, ninguno o un sélo punto en el infinito; y
Herr Klein ha dado la representacién plana de las tres geome-
trias en su Memoria; Ueber die sogenante Nicht-Euklidischen Geo-
metrie.

Pero ademis de este aspecto sistematizador y representativo,
debemos sefialar otro también sistematizador que da a conocer
Cayley, al referir las figuras de un plano a la cénica fundamental,
como Poncelet refirié las cénicas a los puntos circulares del infi-
nito; porque esto le permitié definir la distancia y el dngulo
por medio de las relaciones anarménicas de cuatro puntos o de
los lados del dngulo con las tangentes trazadas desde el vértice
del 4ngulo a la cénica fundamental, expresion que Herr Klein
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sustituyé por el logaritmo de dicha relaciéon, multiplicado por una
constante. Y esto lleva a la determinacién métrica en el plano, re-
lativa a una cénica fundamental ‘magnarta (Geometria elipti-
ca) o relativa a una cénica fundamental real que nos rodea
(Geometria hiperbilica) que dan las imégenen a estas geometrias
o la Geometria parabilica, cuya figura fundamental son Jos Pun-
tos imaginarios en el infinito, es decir, construcciones que per-
miten concebir como se comportan dichas geometrias; v llegando
Herr Klein a expresar cémo se deducen de la Geometria proyec-
tiva las tres especies de geometria. "

Y en el andlisis, vemog envuelta el Algebra ordinaria en el sis-
tema de Algebras de # unidades complejas, creadas por Weiers-
trass y Dedekind; v, dentro de los dominios combinatorio y geo-
métrico, las diferentes especies de algebras asociativas, defini-
das por su tabla de multiplicacién que expusieron principalmen-
te Cayley y Clifford.

Y por iltimo, en el dominio de Jag ecuaciones diferenciales,
los sisteman completos V jacobianos, los paffianos, los sistemas
fundamentales de Fuchs, y los grupos de las ecuaciones diferen-
ciales expresan las leyes de representacion y de sustitucién o
transformacién de las soluciones de lag ecuaciones diferenciales,
a la manera de las correspondencias proyectivag de la Geome-
tria,

LECCION QUINTA

TENDENCIA CONSTRUCTIVA

Esta es una tendencia moderna que sustituye ventajosa-
mente a las antiguas generalizaciones.

Desde los tiempos remotos el analisis domina en la Matemé-
tica y la sustitucién es el procedimiento general.

Los filésofos Pitdgoras y Platon llevan por el hilo conductor
de la sustitucién de cuesfiones equivalentes a la resolucién de
los problemas.

Y esto depende de que la realidad matematica puede conce-
birse como un mundo de ideas, a semejanza del mundo material,
donde los objetos se hallan simultaneamente. ocupando cada uno
un lugar en el espacio. Y son en ndmero infinito los senderos
que conducen de los unos a los otros.
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De igual manera, las ideas y los objetos correspondientes 0
representativos se hallan eelabonados de modo diferentes, por-
que entre aquéllas no £6lo existe el orden de la sucesion que corres-
ponde al orden de dependencia logica de antecedente y consi-
guiente, sino el de simultaneidad, hasta el punto de que el mun-
do real o fisico es un mundo matematico con sus presiones, ten-
siones, acciones, reacciones y movimientos. Y tal accion o mo-
vimiento puede sustituir a tal otro.

Pues de igual modo, de la infinita posibilidad de relacionarse
las ideas, tal o cual mateméatico vislumbra y elige tal o cual otra
manera. Y he ahi los diferentes métodos o procedimientos para
llegar & un mismo fin, como por ejemplo sucede con los dife-
rentes métodos de integracién de las ecuaciones diferenciales,
sean de Lagrange, de Laplace, de Ampére 0 de Jacobi.

Y en Geometria, existen potencialmente Jag bisectrices de
los 4ngulos, las perpendiculares y paralelas a lag rectas, los cir-
enlos inscritos y circunscritos, las innumerables figuras de la
Geometria del tridngulo, con sus puntos, rectas y circulos es-
pecialmente designados por el nombre de su descubridor, como
en la Tierra ge fijan los nombres de los puntos por primera vez
conocidos.

Existen potencialmente, no so6lo lag configuraciones hoy co-
nocidas, tales como son las de Pascal, el punto g de Steiner, las
lineas G de Cayley, los puntos Ade Kirkman, que resumid Vero-
nese en varios teoremas, sino infinidad de configuraciones por
conocer, como en el mundo estelar, aun quedan por descubrir a
los astrénomos infinidad de estrellas.

La inteligencia traza, en el campo de las ideas, los surcos don-
de han de brotar las teorias cientificas, como el arado sefiala los
surcos donde han de germinar las semillas las plantas de las nue-
vas cosechag.

Antiguamente predominaba lo sucesivo, hoy predomina
la simultaneidad. Antes, el individuo, hoy ¢l sistema. Antes,
la Ciencia era un conjunto de encadenamientos de hilos sttiles,
trazados por las ideas; hoy la Matematica adopta la forma de
irradiaciones que, partiendo de centros distintos, acaban por
compenetrarse.

Antes, los matemAticos procedian por generalizaciones su-
cesivas. Se encontraban ante resultados imposibles para su fi-
nalidades especiales, y salvaban estas dificultades, generalizan-

do sus definiciones. Asi hicieron entrar en la nocién de niimero,
sucesivamente los niimeros negativos y los imaginarios y en la
de cantidades, las transcendentes imaginarias, siquiera mante-
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nidas por las relaciones de sus operaciones simbélicas, como lazo
meramente logico. Y esto consistia en que se procedia de lo
concreto a lo abetracto. Y por esta razén el lenguaje algebréico
luchaba con esta adaptacién de la realidad material a la logica;
y sus problemas se asociaban o sge disociaban de modo vario
segum las circunstancias. Y esta deficiencia estribaba en que los
puntos fundamentales o bases eran accidentales como lo han
sido siempre las sucesivas hipétesis de las ciencias experimenta-
les, que se fundan edificando cada vez sobre las ruinas de las
antignag, otras nuevas.

Hoy, los mateméaticos, proceden construyendo de nueva plan-
ta su edificio, como Descartes, al pretender fundar la Ciencia
moderna prefirié destruir la villa antigua de su ejemplo, a edifi-
car parcialmente sobre las calles tortuosas y entre los edificios
ruinosos, lo que no habria respondido a un ideal perfecto vy,
sobre todo, a una unidad de plan ni a nada acabado y sistema-
tico.

Si el Andlisis tiene como base para su edificacién los fértiles
conceptos de la inteligencia que crea indefinidamente, por de-
finiciones, conceptos sobre la base del nfimero y de la cantidad
continua o discontinua, el geometra en el fondo de sus figuras ele-
mentales, recta y plano y luego curvas o superficies, especialmen-
te definidas o creadas o producidas por varios modos de genera-
cion, tiene también un campo inagotable de entidades v de sig-
temas muy distinto del mundo del Analisis; porque se extiende
en el espacio como aquel en la pura regién del orden de la sucesién
y de la pluralidad.

A los sistemas creados por Poncelet, Chasles, Staudt, basados
en la adjuncién de conceptos tales como los de imaginario e in-
finato, suceden otros sistemas constructivos mediante combina-
cién de figuras.

La fecundidad del talento creador de Steiner, en su Systema-
tische Entwitckelung di6 origen a numerosos sistemas, tomando
como base la nocién de las figuras fundamentales, considerando-
las como elementos de operaciones nuevas y estableciendo mé-
todos proyectivos de generacion de las figuras.

Y casi simulténeamente con Steiner, Moebius en su obra
Der barycentrische Caleul y después Chasles, se construyé la
Geometria sobre la base de las figuras fundamentales de diversas
especies o rangos, desde la forma rechilinea o division puntual,
el sistema plano y la irradiacion (gerbe); y de sus mutuas corres-
pondencias, surgi6 un mundo de relaciones, tales como la co-
lineacion de Moebius, la correspondencia homografica de Chas-
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les, asi como Poncelet habia creado las teorias de las figuras
homolégicas y de las polares reciprocas, al realizar su labor s's-
tematica y como Staudt més tarde, resolviendo el problema de
la proyectividad con sug correspondenciag proyectivas.

Tenemos pues, como medios generadores, las transformacio-
nes homogrdficas, las proyectividades ciclicas que producen gru-
pos ciclo-proyectivos de elementos y andlogamente a como suce-
de en el Andlisis, homografias y correlaciones desvanecidas
(évainouissantes), correlaciones singulaves y diversas especies
de degeneraciones. Y citaremos, para terminar este orden de con-
sideraciones sobre la Geometria, el cdlculo de transformaciones
homogrificas que se enlaza con el concepto de grupo,los haces
y las redes de correspondencias homograficas que llevan a con-
siderar el conjunto de los colineaciones como una multiplicidad
caracterizada por su orden y las multiplicidades formadas por
colineaciones o correlaciones particulares, etc.

La primera idea que, en la region del Andlisis, encontramos
conducente a este fin es la de la adjuncion de Galois.

Este insigne y malogrado matematico concibe la original
idea de hacer reducibles ecuaciones que son irreducibles para co-
eficientes racionales, amplificando el campo de estos coeficien-
tes por la adjuncién de las raices de ciertas ecuaciones. Asi pues,
ecuaciones que son irreducibles en un campo dado, son reducibles
en otro campo més extenso. Y Kronecker desarrolla amplia-
mente esta idea en su memoria sobre lo que llama dominios
de integridad y de racionalidad.

Pero como 1dea fecunda, la de Galois, se extiende en nuevas
aplicaciones, pues el mismo Galois, en sus pocos pero substan-
ciosos escritos, ya habia sefialado la teoria de las funciones y
ecuaciones modulares, es decir, no simples ecuaciones de identi-
dad o funciones existentes de un modo absoluto, determinadas
por uno o vario valores, con el simple caracter de ser uniformes
o multiformes, sino ecuaciones y funciones con relacién a un
médulo. Y esto conduce al fértil campo de las ecuaciones y de las
funciones modulares.

Y por otra parte, Kummer y Dedekind, al continuar las in-
vestigaciones de Gauss, sobre la divisibilidad, extendida por
éste al caso de los nimeros imaginarios o complejos, ecrean el nue-
vo instrumento matematico de los ntmeros ideales (de Kum-
mer) o de los ideales (de Dedekind), como Galois condujo a lano
cién de cuerpo (o campo de Galois) cuya teoria dié Dedekind en su
obra Sur la théorie des nombres entiers algébriques y en el sup-
plement X1 de las Vorlesungen itber Zahlende theorie de Dirichlet.
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Y todas estas construcciones parten de los elementos irredi-
cibles, ecuaciones, curvas, grupos primitivos, exponente a que
pertenece un nimero dado, ete.

Los problemas formulados desde la antigiiedad, se resuelven
generalmente en sentido negativo, por efecto de hallarse mal for-
mulados.

Abel demuestra la imposibilidad de la resolucién general
de las ecuaciones algebréicas, Lindermann la de la triseceién del
arco y de la cuadratura del circulo. Cauchy, Riemann v Weiers-
tras crean nuevos métodos para atacar el problema de la inte-
gracion, especialmente el de la integracién de las ecuaciones di-
ferenciales. '

Pero cada problema tiene el privilegio de exigir la creacién
de una o varias teorias para resolverlo, edificaciones en lag que
queda contenido como el cristal en el cuerpo disolvente que lo
forma. Y de esto vamos a ocuparnos.

Fermat di6 un paso gigantesco en la teoria de las ecuaciones
indeterminadas a las que doté de un principio fundamental que
se designa con su nombre que generaliz6 Euler; y Gauss hizo
una primera sintesis, en la Teoria de los niimeros, bajo el concep-
to de la congruencia, edificando la teorfa de las formas cuadrati-
cas, de los restos y de las equivalencia de las formas, sistema
que se extiende y ‘generaliza con las funciones y ecuaciones mo-
dulares de Galois, con los cuerpos algebraicos finito los niime-
ros ideales de Kummer y los ideales de Dedekind, nuevas teo-
rias creadas en torno de la generalizacién que intenté Gauss
de las leyes de divisibilidad a los niimeros complejos.

El problema de la resolucién de las ecuaciones algebriicas,
aunque resuelto en sentido negativo por Abel, deja un extenso
campo positivo en el que se desenvuelven las ecuaciones abelia-
nas, las de la division del circulo, las metaciclicas, ete., entrando
en la region de las ecuaciones modulares elipticas, bajo los concep-
tos capitales sefialados por Herr Klein en su notable obra sobre
la ecnacion de grado 15.

El cdlculo de las probabilidades hoy comienza a internarse
en la vasta regién de la estadistica y de las aplicaciones a las
ciencias de observacion.

El problema combinatorio de la caracteristica universal de
Leibniz hoy se dirige en el orden subjetivo del Algebra de la 16-
gica y de las clases.

El célculo combinatorio de Vandermonde ha sido la piedra
fundamental de la teoria de los grupos discontinuos, edificacion
aneja al problema de la resolucién de las ecuaciones algebraicas.
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La aspiracién a demostrar el postulado de Euclides ocasion6
los descubrimientos de las geometrias de Lobatschew: ky y de
Riemann.

La integracién de lap ecuaciones diferenciales condujo a
Lie a la creacion de su teoria de los grupos continuos y a Cauchy
a edificar de nueva planta la teoria de las ecuaciones diferencia-
les, sobre la base del teorema de la existencia de las soluciones de
Gstas, elevando con tal fin el nuevo edificio de la teoria de las
funciones de variables complejas que permiten abordar el pro-
blema de la determinacién cualitativa, cegin la expresion de Poin-
caré, ya que, por otra parte, e atacaba el problema de la deter-
minacién cuantitativa, fundando como lo hicieron Weierstraes
y Meray, sobre la base de los teoremas de Abel y los pro-
positos de Lagrange, la teorfa de las funciones analiticas en la
teoria de lag series enteras y al Analisis todo, segin la nue-
va tendencia aritmetizadora, seguida por Hermite, Kronecker y
Poincaré.

LECCION SEXTA

TENDENCIA INTUITIVA

La tendencia intuitiva tiene su origen en Cauchy que, apro-
vechando la interpretacion geométrica de las cantidades nega-
tivas, debida a Argand, la aplicé a su Teoria de las cantidades
geométricas, llegando a la teoria de las funciones de variables
complejas, cuyo fundamento se halla en la definicién de las fun-
ciones monogenas y luego en Jas distinciones entre lag funciones
mondtropasy politropas, hasta la definicion de las sinécticas
que son uniformes, mondgenas, finitas y continuas, que con-
dujeron a la definicién de las funciones algebraicas con sus pun-
tos criticos algebrdicos, a la definicion de las funciones holomorfas
y meromorfas y a la ley de permutacion de las raices alrededor de
los puntos criticos que desarroll§ Puiseux en su célebre memoria
Recherches sur les fonctions algébriques (1850) obteniendo la
ley de la permutacion de las raices alrededor de los puntos cri-
ticos, con la manera de obtener los sistemas circulares y ¢l sis-
tema de lazos fundamentales definidos por Clebsch y Gordan en



la teoria de las funciones abelianas; y estas representaciones se
contintan en la teoria de log residuos de Cauchy.

Tales representaciones adquieren un valiori imo e inestima-
ble complemento con la superficie de Riemann v el Analysis
sifus, con los nuevos conceptos de conexiones de Jog e I)ZI_{;iU.‘_w‘.
todo lo que permite a este insigne matematico desarrollar su
teoria de las funciones abelianas.

Y a estas representaciones hemos de afiad’r la de la doble
periodicidad de las funciones, mediante los paralelégramos de
los periodoe, hecha por Liouville. Y a todo eito afiadiremos la
fecunda idea de Cauchy que permite determinar una integral
a lo largo de un contorno.

Y llegamos a la representacion de las variedades de tres di-
mensioner en el espacio de cuatro dimensiones, como lo hace Poin-
caré en una de eus memorias sobre el Analysis situs (Journ. de
IEcole Polytechnique, 1895), reemplazando el lenguaje analiti-
co por el lenguaje geométrico, por considerarlo mas conciso, pues
permite crear asociaciones fecundas y generalizaciones utiles.
Y realiza esta representacion, considerando en el espacio ordi-
nario cierto nimero de poliedros P,, correspondientes a ciertas
variedades Q, de tres dimensiones en el espacio de cuatro, res-
pectivamente, homeomorfas con los P, es decir, definidas por
sistemas de igualdades y de desigualdades en dominios corres-
pondientes y cuyos puntos se corresponden biunivocamente por
lo que son equivalentes, dando el conocimiento de los polie-
dros P, y el del modo de conjugacién de sus caras en el espacio
ordinario, una imagen de la variedad V; lo que conduce a estu-
diar, en cada caso, los ciclos de vértices y de aristas en estas re-
presentaciones, al grupo fundamental de una variedad y las
equivalenciag fundamentales y a los 6rdenes de conexién de
una variedad de » dimensiones, definidos por los nimeros de
Riemann y de Betti que permiten definir las fronteras, como
puede verse en la obra de M. Picard, Théorie des fonctions algé-
briques de deux variables indépendentes, t. I, cap. I1.

Otra tendencia a la intuicién se manifiesta en obras tales como
las Vorlesungen 4iber Geometrie de Clebsch que conduce por las
relaciones invariantes y covariantes de las formas homogéneas
a sistemas proyectivos en dlgebra y en geometria. Y, basdndose
en el estudio de las singularidades de las curvas, cuya ley se con-
densa en las férmulas de Pliicker, llega hasta la Geometria sobre
una curva algebrdica a la de los conexos, a la integracién geo-
métrica y a la teoria de las integrales abelianas.
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Por otra parte, tenemos las representaciones dadas por las
curvas y superficies integrales que llevan a la consideracién de
las caracteristicas en las teorias de Monge y de Cauchy a la re-
presentacién de la integral singular de Lagrange, como envol-
vente de las demas integrales, pasando por cada punto de esta
superficie una infinidad de caracteristicas que le son tangen-
tes, y especialmente, citaremos la relacién obtenida por M.
Darboux de ser el resultado R (x, ¥, z) = o de eliminar p y ¢
entre las ecuaciones F = o, P = 0, Q = 0 (derivadas estas dos
de F respecto a p v q) el lugar de los puntos de retroceso de las
curvas caracteristicas.

Y respecto a las transformaciones de contacto de Lie, po-
demos recordar que el conocimiento de una transformacion de
contacto permite formar una infinidad de sistemas en involucion,
del cual puede escribirse inmediatamente una integral completa.

LECCION SEPTIMA

TENDENCIA LOGICA

Aunque parezca que en esta leccién debe tener lugar prefe-
rente el Algebra de la légica, creada por Boole y derarrollada
hasta Peano y Schoeder, no vamosa seguir por este derrotero,
puesto que al decir Boole que la validez del andlisis algebraico
depende, no de la interpretacién de los simbolos empleadog,
sino de las leyes de su combinaci6n, pudiendo una misma for-
mula, seglin su interpretacién, expresar soluciones de proble-
mas muy distintos, no debemos preocuparnos de dichas in-
terpretaciones, pues consideramos esta rama con cardcter
preferentemente combinatorio, y no hemos de tratar ahora
de ella. b

Lo que si es capital para nuestro objeto, es la tendencia pu-
ramente abstracta que muchos matemdticos contraponen a la
tendencia intuitiva o representativa de otron. En este centido
procedian los matemdticos antes que Argand diera la represen-
taci6n geométrica de las cantidades imaginarias, empleando estos
simbolos como meros instrumentos del caleulo que conducian
facil y rapidamente a los resultados apetecidos.

En este sentido proceden otros, entre los que ocupa lugar
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preeminente Herr Hilbert que expuso los principios de una Agit-
mética puramente logica (Jahresbericht, 1goo, pags. 180-84), lo
que, en el orden geométrico, le ha llevado a exponer la serie
de postulados y axiomas en que se funda cada especie de geo-
metria (Grundlagen der Geometrie), estableciendo cinco Zrupos
de axiomas y las geometrias correspondientes.

Tratando esta cuestion, M. Couturat en su obra De linfini
mathématique, indica la labor de los matematicos encaminada a
desterrar de las demostraciones todo argumento imaginativo,
toda llamada a la intuicién, y a purificar el analisis de las consi
deraciones geométricas, de manera que todos los principios
sintéticos se hallasen formulados desde el comienzo de la cien-
cia, reunidos y resumnidos en sus hip6tesis primordialen, para pre
gentar las nociones y proposiciones constitutivas de la ciencia,
bajo la forma mas elemental y la més accesible, en un encadena-
miento riguroso y sistematico.

Segtin esta tendencia, proceden Weierstrass y Meray que as-
piran a reducir el Andlisis a Ja teoria de las series enteras, en el
sentido que ya senalé Lagrange, que traté de reducirlo al And-
lisis algebrdico de las cantidades finitas, desterrando la idea del
infinito; y a este fin, Tannery, en Introduction a la Théorie des
fonctions d'une variable, dice: se puede constituir enteramente
el Andlisis con la nocién del ntimero entero v las relativas a la
adicion de los numeros enteros, reduciéndose la nocién del infi-
nito a esto: degpuée de cada niimero entero existe otro. Y en vez
de referir las fracciones a partes de la unidad, considerar una
fraccién como el conjunto de dos niimeros enteros, colocados en
un orden determinado y aplicarles las relaciones de igualdad,
de desigualdad y de las operaciones aritméticas. Asi, por ejem-
plo, dos fracciones (@, b) v (a’, b’ ) son iguales cuando verifican
la relacion siguiente. ab’ = ba'. Y si se multiplican los dos tér-
minos de la fraccién (@, b) por el entero #, se tiene (a, b) = (an, bn)
porque queda satisfecha la condicién abn = ban de la igualdad.-

También Meray en sus Legons nouvélles sur I' Analyse infi-
nitesimal (premiére partie) se expresa de andloga manera.

Considera al Andlisis malemdtico como la ciencia general
de los nitmeros, es decir, de las relaciones numéricas concebibles
entre los objetos a que puede dirigirse nuestra atencién, pres-
cindiendo de su naturaleza particular.

La Aritmética trata de las propiedades especiales de los nu-
meros enteros y fraccionarios, el Andlisis estudia las relacio-
nes poeibles entre niimeros de origenes determinados, abstrac-
cién hecha de sus valores, siendo el Algebra su parte principal
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que es la teoria de las funciones racionales y de las irracionales
algebrdicas. Y el Andlisis infinitesimal se reduce a la teoria de
lag series enteras.

Y, aunque log nimeros enteros gon los solos que intervienen
en las especulaciones teéricas, las imposibilidades, en ciertos cagos,
exijen para conservar la uniformidad, sustituir a los nimeros y
a la operaciones ciertas ficciones que evitan asi lae restricciones
en los enunciados. La introduccién en cada caso, de estos entes
ficticios, permite conservar las correlaciones a través de los en-
cadenamientos de relaciones y de operaciones, y ari se salvan
las divisiones imposibles; v asi se asimilan los ndmeros frac-
cionarios a los enteros. Y, considerando las cantidades califica-
das y neutras que sustituyea los sumandos o a los factores, esta-
blece Meray la teoria de las cantidades negativas, sin recurrir
como antiguamente, a consideraciones de orden concreto, Y and-
logamente, conserva las correlaciones, en el caro de las canti-
dades imaginarias, con auxilio del médulo y el empleo de las
cantidades conjugadas.

El método logico estriba en definiciones impuestas por de-
creto, como dice Poincaré; y su unica preocupacién consiste en
salvar lascontradicciones. Por cu virtud, la Matemdtica pura
es un organismo abstracto en el que tienen cabida las entidades
méas chocantes, sean hiperespacios, cantidades de » unidades
complejas, sistemasde dlgebras y de geometrias, como anterior-
mente lo fueron las claves de Cauchy. Y la logica se encarga de
construir un sistema irreprochable que permanece como molde
abstracto, en el que més tarde puedan encajar algunas realida-
des, como por ejemplo ha sucedido con los célculos vectoriales
y las diversas 4lgebras.

Meray construye un sistema 16gico del Anélisis, fundado en
las reglas mencionadas del calculo, pasando a establecer la teoria
de lag series enteras, basada en la definiciéon de las variantes,
de sus indices que siguen el crecimiento o decrecimiento, de la
convergencia, su adicién, sustraccién y multiplicacién, la equi-
valencia de dos variantes, la continuidad, el médulo, comenzan-
do por los polinomios enteros, primer anillo de las funciones ana-
liticas que son desarrollables en series enteras, definiendo lo que
llama funcién oldtropa en %, 9y, ... con sus olometros S, Sy e
los radios de convergencia, la fase singular, las derivadas y
diferenciales, el cédlculo de los valores de las funciones para cual-
quier sistema de variantes en las mismas areas, el cdlculo por
caminada (chemanement), lag pseudo-funciones con sus articu-
los y esquemas, la generacion de las funciones por desarrollos
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sucesivos, con el ajuste (raccordement) indefinido de las series
de Taylor, construidasa partir de los sistemas de valores inicia-
les.

Esta tendencia l6gico-constructiva o francamente sintética,
opuesta ala tendencia analitico-individual del clasicismo se acen.
tia mas en el cdlculo inverso de las dertvadas, que comienza con
la integracién de las diferenciales totalen, siendo los conceptos mas
interesantes en esta teoria los de variables principales y para-
métricas y de composicion de las funcioney (¥) v los modos de de-
pendencia entre-Jas componentes y las compuestas, y las rela-
ciones de recurrencia de los coeficientes de las series representa-
tivas y, sobre todo, la formacién de los sistemas inmediatos, se-
gn los diversos ejemplos posibles que pueden formarsge con lag
funciones integrales de éstos y la obtencién de las relaciones
diferenciales primitivas, cuyo primer miembro es de orden dife-
rencial superior a todos los del segundo, cuyos diversos grupos
se forman eliminando o sustituyendo, en cada caso0, a las deri-
vadas de las funciones sus expresiones sacadas de los grupos an-
teriores hasta llegar a las relaciones #ltimas.

Y puesto que la existencia de las integrales puede resultar,
sea de una eleccion conveniente de ciertos valores de las cantida.
des que entran en las ecuaciones, sea de una correlacion mutua,
independiente de toda precaucién en la eleccién de los valores
iniciales en cuestién, este wltimo caso conduce a la existencia
de los sistemas pasivos, cuya existencia se refiere a 1a existencia
de las integrales de ecuaciones de diferenciales totales.

Estas indicaciones bastan para dar una idea del método 16-
gico-cintético seguido por Meray en su original tratado de An-
lisis infinitesimal, a lo que podriamos afiadir otros puntos de
vista de su colaborador M. Riquier en la teorfa de las ecuaciones
de derivadas parciales tales, como por ejemplo, los sistemas or-
ténomos, los rangos de regularidad, los sistemas prolongados, etc.

La tendencia logica e expresa muy sefialadamente en la obra
de M. Drach, Essai sur une Théorie générale de U'intégration et
sur la classification des Transcendentes y en su Algébre Supé-
rieure.

Partiendo de los nimeros enteros positivos y negativos, co-
mienza por definir los elementos sobre que razonamos a saber,
los nimeros y las funciones algebréicas, las diferenciales v las
derivadas de estas funciones, o sea las funciones de una o diver-

(*) En esteorden de ideas es oportuno citar los conceptos de raices y espacios de raices
de una operacion distributiva. (Le operazioni distributive e loro applicazion all’ Analisi di
Salvatore Pincherle).
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sas variables que verifican relaciones diferenciales algebraicas
por sus enlaces con los elementos de un primer sistema, formulan-
do, derde luego, las condiciones a que satisface, o sea su modo de
composicién, llegando a la consideraciéon del grupo que forman
dichos elementos por su modo de composicion, elevéandose su-
cesivamente, desde los nmeros racionales,a los polinomios,
fracciones racionales a log numeros y funciones algebriicas,
cuidandose de que todas las consecuencias de dichas relaciones
no sean jamas contradictorias; y llegando a los sistemas irredu-
cibles, lo cual se contintia para lag funciones algebréicas y para las
funciones y los sistemas derivables e integrable, empleando el
procedimiento de Ja adjuncién sucesiva de soluciones distintas
del sistema irreducible, para considerar la medida de lo arbitrario
o de la transcendencia de los elementos de un sistema fundamen-
tal, llegando a los invariantes diferenciales del grupo de trans-
formaciones que cambian un sistema de argumentos en otro de
Jag funciones independientes y a los tipos de subgrupos que lleva
a la clasificacién de los tipos de transcendentes que verifican
ciertas ecuaciones diferenciales. :

Por tltimo, indicaremos cémo el desarrollo l6gico predomina
en la Geometria de la posicién de Staudt, en la del Sr. Enriques,
en la exposicion de la del Sr. Killing, en la Veronese y en las geo-
metrias de 4 dimensiones de los Sres. Brouncker y Jouffret, de
las que he dado algunas lecciones en este curso.

Ordenando estos conceptos, diremos que Staudt aprovechd
una idea expuesta por Chr. Paulus (Encyclopaédie des Seiences
mathémaiques (t. 111 vol. 2. fasc 1, pag. 102) que para interpretar
las imaginarias emplea una involucion eliptica y el par de puntos
homélogos de distancia minima de la misma, par al que corres-
ponde, en la involucién hiperbélica, el sistema de los dos puntos
dobles. Y Staudt afiade en su teoria, la nocién del sentido que
le permite establecer una distincion entre los dos puntos imagi-
narios conjugados, constituidos por los dos puntos dobles de la
involucién, de manera que un punto imaginario se halla definido
por una involucién eliptica sobre una recta real y un sentido
recorrido sobre esta recta.

Pero lo esencial, en el sistema de Staudt, es aplicar a
los elementos imaginarios los axiomas proyectivos funda-
mentales, especialmente los que conciernen a las alineaciones
de puntos y a las intersecciones de rectas, partiendo de la con-
sideracién de cuatro elementos imaginarios (Wurf) pertenecien-
tes a una misma serie lineal, habiendo sufrido algunas modifi-
caciones el sistema de Staudt por varios matemdticos como
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puede verse en la Encyclopaedic der Mathematische Wissenschaft.

Sefialados los caracteres fundamentales del método légico
de Staudt que sustituye al auxilio de las figuras el encadena-
miento riguroso de sus proposiciones, hemos de sefialar otro des-
envolvimiento también rigurosamente logico de la Geometria
sin objeto real o existente, cuales la Geometria de mas de tres
dimensiones.

En diversos tratados y publicaciones debidos a los Sres. Ovi-
dio, Veronese, Killing, Brouncker, Jouffret, etc.. hallamos la
exposicién de sistemas sometidos a un plan de definiciones, axio-
mas y postulados de cardcter combinatorio.

Se definen los 7-puntos, distinguiéndose el p-punto o recta, el
(n—1) punto o plano, etc.

En el tratado de Herr Killing se expresa la genealogia de las
entidades geométricas, expresindose que por cada punto pasan
figuras de (n—1) dimensiones con las propiedades signientes:

Por cada punto de los planos de (n—1) dimensiones pasan
figuras de (n—2) dimensiones o planos (n—2) veces extensos,
mediante cuyo reposo aun es posible el movimiento en el espacio.

Ademds, en cada plano de (n—2) dimensiones existen figuras
de n—3 dimensiones, por cuyo reposo los planos de (#—1) pue-
den moverse en si, describiendo cada punto una linea cerrada.

Y tenemos proposiciones tales como las siguientes:

@) Si una recta tiene dos puntos comunes con un plano, se
halla toda en éste.

b) Siun plano de » dimensiones tiene con otro de m dimen-
siones (m = n) un plano de (n—1) dimensiones y, ademis, un
punto comiun, se halla totalmente en éste.

¢) Por un plano de n—1 dimensiones y un punto exterior,
puede pasar un plano de # + 1 dimensiones.

Por otra parte: si un plano de # dimensiones y otro de dos se
hallan en un tercero de # - 1 dimensiones, y tienen un punto co-
mun, se cortan en una recta y: Si una recta es perpendicular
en un mismo punto a % rectas, por las que no pasa ningtin plano
de & — 1 dimensiones, es perpendicular a todas las rectas tra-
zadas por su pie en el plano P,, determinado por la- % rectas. Y:
Si & rectas 7, ... r, son perpendiculares en el mismo punto p
a las [ rectas &, ... h, determinando las primeras un plano de
k dimensiones y las segundas otro de /, entonces cada recta »
del primero, trazada por p es perpendicular a cada una de las
trazadas por este punto en el segundo plano.

E indicaremos tan sélo que la exposicién dada por el Dr. Max
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Bruncker depende de cuatro axiomas: 1.2 Un espacio (de tres
dimensiones) corta a una variedad de cuatro dimensiones en
dos partes separadas.

2.9 Por cunatro puntos que no se hallan en un mismo plano,
pertenecientes a un P, s6lo puede pasar un espacio (determinado
por aquéllos).

3.0 Un plano que tiene tres puntos, no situados en linea rec-
ta, comunes con un espacio, se halla totalmente contenido en
oste.

4.9 Una recta que s6lo tiene un punto comun con un espa-
cio, queda separada por éste en dos partes.

Y con estos fundamentos se demuestra que;

Dos espacios tienen siempre un plano comun. Un espacio y un
plano tienen una recta comin, asi como un espacio y una recla,
no contenida tolalbmente en éste, tienen un punto comiin.

Y siguiendo estos desarrollos se demuestra sucesivamente
que:

Dos planos de dos espacios distintos tienen siempre ui punto
comain, llegindose a la rocion de dos planos que se cruzan, de ma-
nera que, por dos rectas que se cruzan en dos espacios distintos,
puede pasar un solo erpacio; y, en cuanto ala perpendicularidad:
una recta que es perpendicular a tres rectas de wn espacio que se
cortan en un punto (y no pertenecen a la misma orientacion) es
perpendicular a lodas las vectas trazadas por este punio del espa-
cio. Dos espacios que son perpendiculares a una recta, son parale-
los, etc. Y esto conduce a la construccion de los politopos o polie-
dros regulares del espacio de cuatro dimensiones.

LECCION OCTAVA

TENDENCIA SIMBOLICA Y ESQUEMATICA

El simbolo es el inetrumento propio de la Matematica, en
el dominio algoritmico y también lo es en Geometria, cuando el
objeto carece de exirtencia, como sucede en el dominio imagina-
rio o en el de los hipererpacios.

La Matematica es un lenguaje abreviado. Y la inteligencia
razona directamente sobre los eimbolos representativos de las
cantidades, fiando la validez y precision de los resultados al
rigor logico de;plegado en la préactica de las operaciones, Y este
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lenguaje tiene una variedad considerable, susceptible siempre
de nuevas formas.

Primero se expresaron Jag relaciones de los niimeros por las
ecuacionge indeterminadas o de congruencia v las cantidades por
polinomios y cucesivamente las cantidades transcendentes por
expresiones exponenciales o logaritmicas y las funciones trigono-
métricas y después Jag transcendentes eliptican e l]fp(’_‘]'(_‘}il_‘)f_'jl‘.ilr'..
con nuevos simbolos, tales como lor de Legendre o log de Jaco-
bi v Gudermann, etc. ;

Lae fracciones continuas, lag series. las integrales definidas,
log productos infinitos, ete.. han representado cantidades: v el
razonamiento mateméatico ha permitido expresar lag circungtan-
clag en que es valida o segiin las cuales es valida esta represen-
tacion, estudiando las singularidades que nos hacen llegar a log
cagon de indeterminacién, discontinunidad v el infinito.

Y estas singularidades han conducido a esquemas  que re-
presentan tales estados de las cantidades, por medio de los
puntos de ramificacién, lazos fundamentales. de cortaduras y
espacios lagunares que expresan la no existencia de lag fun-
ciones.

Pero sobre este modo directo y genuino de representar las
cantidades en sus propiedades y en sus transformaciones, se
han intentado a wveces otros procedimientos simbélicos, tales
son los de Boole, Spotiswoode, Herrchel. Ruesell, Morgan,
Carmichael. Y entre fines del siglo XVIII v principios del XIX,
la tendencia simbélica ha predominado, como se ve en las for-
mulap de Laplace y especialmente con el algoritmo de las fac-
toriales de Kramp que desarrollaron Ohm y Oettinger hasta que
Weierstrase perfeccioné este algoritmo. (Ueber die Theorie der
Analytischen Facultaten). Y citaremos el formulario matemético
dirigido por el Sr. Peano y otros trabajos como el de Mr. Wi-
thehead, que llevan, no sélo como éste al e quematismo impli-
cado por las geometrias no Euclideas, sino a perfeccionar el len-
guaje del Algebra de la Légica para constituir un lenguaje abre-
viado de todas las relaciones matematicas, en sustitucion del
ordinario. :

Por otra parte, Grassmann inicié un calculo general, fundado
sobre objetos que después traté Cauchy bajo el nombre de
claves algebrdicas con las leyes fundamentales e =1t )ty 4y =0
que aplico a su Ausdehnungsiehre como Hamilton aplico su calcu-
lo, fundado en las leyes 7* = j* = k* — 1, iy =R, k=1, ki=j
etc., que aplic6 a su teoria de los cuaternios.

Otro esquematismo hallamos en las geometrias de més de tres
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dimensiones, en las que falta la representacion intuitiva, pero en
la que prevalece el rigor de las deducciones légicas, si como
vemos en la geometria de Killing, de Veronere de Jouffret v
en los trabajos de Schlegel, Stringham y de Brouncker, se fun-
dan dichos sigtemas en definiciones y postulados especiales,
de modo que e salve el principio de contradiccién, de ignal modo
que en las dlgebras abstractas.

Y estos esquematismos, en el Algebra y en la Geometria, se
concretan frecuentemente, en las aplicaciones, a la realidad, pues
como dice Boole, al exponer su teoria el Algebra de la Ligica,
Ja validez de este lenguaje g6lo depende de las leyes combinato-
rias y de ningtin modo de sus multiples interpretaciones.

En este sistema tenemos signos numéricos o literales para ex-
presar las cosas, 1 (todo, 0 (nada), x, v, z,... Signos de operacio-
nes 4, —, X, =y el — para la negacién, para representar las
operaciones del espiritu. El signo X expresala conjuncién co-
pulativa, el + la disyuntiva el = la identidad.

Las operaciones estdn sometidas a las propiedades combi-
natorias que rigen al cdlculo general, asociativa, conmutativa,
distributiva, sin que haya coincidencia entre el dlgebra, logica y el
4lgebra numérica. Siendo necesario para sustituir el calculo 16-
gico el desarrollar las funciones por medio de dichos simbolos,
para después realizar la interpretacién de las ecuaciones 16-
gicas formadas, efectuando la eliminacién de ciertos términos.

Sélo indicaremos que: La suma de dos conceptos a y b es
el concepto minimo que contiene a a 'y b y el producto de dos con-
ceptos es el concepto maximo contenido en @ y b. La negacion
de un concepto se expresa por Jevons mediante el subindice
I. Asi, la férmula aa, = o expresa el principio de contradiccion
a 4 a, = 1 expresala totalidad de los seres, y la férmula (¢), = a
expresa la neutralizacién de dos negaciones.

De manera que tenemos.

(ab), = a,+b, | (@ +b)y = a, b,

La negacion de una suma es

La negacion de un producto
el producto de las negaciones

es la suma de las negaciones de

los factores. de los swmandos.
Una suwma de negaciones es Un producto de negaciones
la negacion del producto. | es la megacion de la suma.

Esto ha conducido al formulario matemético cuyos trabajos
se han efectuado en Italia bajo la direccién del Sr. Peano. Y
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hemos de citar la inmensa labor del matematico alemén Schroe-
der y la extensa obra de Mr. Rusell, Principia mathematica, cuyo
caracter es eminentemente esquemético.

LECCION NOVENA

TENDENCIA PRACTICA

La tendencia préactica consiste en caleular directamente lag
funciones, sean explicitas, sean integrales de ecuaciones diferen-
ciales.

La integracién de las funciones a lo largo de un contorno
y los teoremas de Abel que facilitan el empleo de las series unifor-
memente convergentes, son los dos principios que rigen la teo-
ria actual de las funciones.

Los teoremas de Cauchy y de Puiseux que establecen lag
relaciones algebraicas de las funciones, definiendo sus puntos
criticos, los ciclos de las raices y los sistemas de lazos fundamen-
tales, constituyen el medio determinativo o enlace definido que
realiza y concreta cada valor de los que dan el encadenamiento
sucesivo de valores de la funcién, teniendo en la algoritmia
la relacion algebrdica andlogo alcance que el lugar geométrico en
la Geometria. Y las huellas que en el plano de Cauchy dejan las
funciones con sus especies de puntos singulares, de cortaduras o
espacios lagunares, como han estudiado entre otros, Poincaré
y Painlevé, dan el estudio topografico, segtin la expresion del
primero o su estudio cualitativo.

Los conjuntos de Cantor, que establecen el infinito actual
como base de valores de las funciones y, por otra parte, los do-
minios que fijan la regi6n en que una funcién tiene limitados sus
valores o goza de cierta prop‘edad, como por ejemplo, el cer ho-
lomorfa o s'néctica, constituyen el fondo o campo donde estd
determinada por tales o cuales propiedades.

Con estos precedentes, vemos cémo el c4lculo de los residuos,
conduce a la integral de Cauchy y ésta al desarrollo en serie en
el plano de Cauchy y al teorema de Mittag-Leffler que permite
construir funciones con singularidades dadas y a discontinui-
dades que pueden quitarse o desaparecer y a definir previamen-
te funciones con tales o cuales propiedades, en cuanto a sug li-
mites. Asi, respecto a la discontinnidad, tenemos las discontinui-
dades que pueden suprimirse, tememos funciones continuas
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a un lado del punto a y discontinuas al otro lado; y cuando la
discontinuidad es tal, que los valores de x al mismo lado de a
tienen un limite determinado, tendremos una discontinuidad
de primera especie, ciendo de segunda ezpecie cuando no existe
tal limite. Y podra suceder que existan discontinuidades ordina-
rias en ambas partes del punto a o que sea continua a un lado de

a y al otro tenga una discontinuidad ordinaria, o que, siendo diz-
continua a ambos lados de a, tenga a ambos lados una disconti-
nuidad ordinaria o una discontinuidad de segunda  egpecie o
tenga a un lado una discontinuidad ordinaria y al otro una dis-
continuidad de regunda especie, etc., lo que conduce a la nocién
de salto de la funcién.

Y por otra parte, respecto al grupo de puntos, representati-
vos de los valores de la funcion, que conduce a la definicién del
punto limite y a los grupos derivados de los diferentes ordenes,
tenemos la nocién de limite superior o inferior de los valores
de una funcién y a la existencia o no existencia del valor maxi-
mo o minimo de una funcién v a la existencia de un gegmento
tan pequefio como se quiera, en el que la funcion tiene pu limite
guperior, segun el teorema de Weierstrasg, obeervando ademés
que en un segmento finito de una recta podra existir un punto
de ésta tal, que a su derecha no existan puntosdel grupo y que
ademds o pertenezca al grupo, y en un intervalo tan pequefio
como quiera, a su izquierda, existan siempre puntos del grupo, o
bien perteneciendo al grupo, no se verifique la segunda propiedad
o que, enfin, no perteneciendo al grupo se verifique la segunda
propiedad, lo que conduce al maximo (1.2 y 2.2 hip6tesis o a un
limite superior (3.2 hipotesis). En suma, como en la teoria de las
funciones de variables complejas, se trata siempre de la corres-
pondencia entre dos puntos de un plano o de planos distintos,
y ge ve este plano sefialado, en cada caso de una funcién, como
se ha indicado, por cierto puntos o lineas singulares y aun espa-
cios l.tgundre::, en la teoria de las funciones de variables reales,
vemog también el modo de variar una funcién con sus oscilacio-
nes en intervalos dados de puntos y sus propidades, cuando dis-
minuyen estos intervalos, como por ejemplo, la que da la integral
de Riemann o de Lebesgue y, basdndonos en la consideracion de
lan series de series, llegamos a definir las funciones derivables
e integrables v lag funciones continuas sin derivadas, todo ello
valiéndonos de la representacién puntual y especialmente de los
puntos limites, fronteras, etc.

Pero los teoremas de Abel s6lo se refieren a la simple deter-
minacién de la funcién que representa, independientemente
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del intervalo, con tal que gea suficientemente paquefio: v luego
los criterios de convergencia de Bertrand dan un instrumento
que permite conocer el modo de crecimiento y graduar su ma-
yor 0 menor rapidez y fijar log grados de mfinitud de las canti-
dades para establecer sus intimas corre: pondenciag y distinguir
la regularidad y la irregularidad en el crecimiento, todo lo cual
constituye un estudio directo, inmediato en el que la representa-
ciém analitica por medio de las series es un instrumento gecunda-
rio ante la intuicién clara que comunican al razonamiento los
sistemas de desigualdades que rigen la convergencia mayor o
menor de los valores o su divergencia en el dominio cuantita-
tivo.

Y en las ecnaciones diferenciales tenemos el principio de la
existencia, necesario en un estado implicito de una funcién que
debe hacerse explicita, derpués del modo de determinacion.
dependiente de Ja arbitrariedad de la variable independiente
para la arbitrariedad de la funcién o correspondencia de log pun-
tos determinativoe, en cuyos entornos Jas funciones o la variable,
gon uniformes u holomorfas, debiéndoce dictinguir con Fuchs
los puntos criticos méviles e inméviles, siendo en esta teoria lo
culminante, en los hechos, el estudio de las singularidadey que
es la parte cualitativa del problema, que lleva a Poincaré
a lo que llama representacion topogréfica y ademés a la de-
terminacién de los coeficientes de las series representativas de
las integrales; V, en cuanto al modo o a la forma, hay que re-
currir a la teoria de los grupos para llegar a la integral, a los sis-
temas de integrales fundamentales; y como medios, tenemog los
sistemas completos y jacobianos, los pfaffianos, etc. En cuanto
a las relaciones, tenemos los sistemas en involucién. Y partiendo
del concepto de irreductibilidad, se llega a extender lan teorias
de Lagrange y de Galois a Jas ecuaciones diferenciales, formulan-
do teoremas andlogos, correspondientes a la teorfa de los grupos
discontinnos,

Pero las relaciones culminantes son las que expresan log gru-
Pos contmuos en los modos de cambiar las variables y log paréa-
metros, segln resulta de los trabajos de Lie, de Picard, etc.. te-
niendo como base la existencia de las sustituciones infinitesima-
les, instrumento esencial en la teoria de los grupos continuos,
siendo el enlace algebréico, el hilo conductor de todas las rela-
ciones, segtn la idea de Fuchs.




LECCION DECIMA

TENDENCIA CRITICA

Durante la primera fase, la Matematica en la regién de sus
principior ertaba supeditada a la Metafisica por la accién domi-
nante de log grandes filosofor. Descartes, Leibniz, Malebranche,
Espinosa, Kant, Balmes, hasta Comte y Wronski rometen esta
ciencia a sus puntos de vista exclurivos, en la regién de los con-
ceptos fundamentales, mientras que en la region de log hechos
progresaba, mediante métodos particularez generadores, de teo-
riag auxiliares para la regolucién de problemas, con finalidades
concretas y practicas.

Pero en la época moderna se han deslindado los campos;
porque la Matematica, conservando las reglas de la l6gica que
rige sue creaciones y sue procedimientos, ha adquirido un eardc-
ter a posteriori opuesto a los apriorismos de la Filosofia que se
desenvuelve exteriormente al dominio matematico. Porque éste
se funda en seres creados por definicién que originan un mundo
de relaciones abstractas, no contradictorias que, sueceptible de
tener su correspondencia efectiva en entidades del mundo real,
es un molde indefinido que puede definiree o adaptarse a algo
existente en condiciones especiales.

Los juicios propios de la Mateméatica son los hipotéticos,
expresados en cada uno de sus teoremas. Esto en cuanto a la
Matemaética pura o tedrica.

Pero, en contraposicién al mundo creado por la inteligencia,
que 6lo 2e realiza en la regién de las ideas, existe el mundo de la
realidad fizica o césmica que contiene objetos adaptables a las
relaciones mateméticas, en su materia y las energias que actaan
sobre ésta. Y resulta una Matemdtica que se amolda a la Mate-
matica abstracta e hipotética, que termina en la Mecanica racio-
nal v en la Fisica matemética y que hoy tiene su ramificacién
hacia la Quimica, merced a las nuevas ramas hoy conocidas con
los nombres de Termodindmica y Termogquimica.

Dos circunstancias han contribuido pues, a la constitucién de
dos ramas teéricas de la Matemadtica, a saber; la Critica y la Pe-
dagogia, por efecto del congiderable desarrollo actual, cuyas nu-
merosag teorias exigen un doble trabajo encaminado a su coor-
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dinacién sistemética y a su adquisicién por la inteligencia.

La coordinacién sisteméatica se realiza por medio de la légica
que llega a este resultado, por el método deductivo que sug-
tituye al silogismo de los filgsofos el silogismo matematico,
referido a ecuaciones e inecuaciones, ¢omo aquél se reducia al
sujeto y al predicado, es decir, a los juicios sintéticos, en contra-
posicion a los juicios analiticos que nada afiaden a lo contenido
en un término, mientras aquellos extienden indefinidamente
su fondo por adjuncién de nuevos elementos o por construccién
indefinida.

Por otra parte, como hemos dicho, el exuberante conjunto de
teorias, capazde abrumar a la inteligencia més poderosa, exige
una accién organizadora y de aligeramiento que permita la fa-
cil adquisicion de lo esencial y culminante, riquiera el esqueleto
de este cuerpo robusto, para llegar por él, a cualquier region
que se haya de conocer con todos los aditamentos propios del
OTganismo.

Esta doble tarea se ha realizado actualmente, primeramen-
te por trabajos de insignes matematicos como Poincaré, Picard,
Hilbert, Enriques, ete., y de otro modo, por la unién de los es-
fuerzos de todos los matemdticos que han concentrado sus es-
fuerzos en la Encyclopacdic der Mathematische Wissenschaff-
ten y ultimamente, por medio de la Commission internationale
de I'Enseignement mathématique.

Yo, en la modesta esfera de mis escasos medios, siempre he
aspirado a esta doble finalidad, desde hace muchos afios, porque
me he esforzado siempre en contribuir a amenguar nuestro reco-
nocido y considerable atraso, tratando de ponernos, dentro de
la corriente general de que tan distanciados nos hallamos por
nuestros deficientes planes de ensefianza, juntamente con nues-
tra proverbial indolencia. Y poco he de indicar acerca de esto,
pues aparte de mis numerosas publicaciones, basta recordar, cémo
he recordado, las lecciones de mi curso anterior v las del que con
esta leccién termina.

Dos tendencias se siguen en la critica, la una externa o for-
mal y la otra interna que se refiere a la discusién de los princi-
pios fundamentales y su valor relativo.

La tendencia formal se refiere al orden y a la correlacién de
las verdades, prescindiendo de la naturaleza de los principios.

Esta tendencia he procurado seguir en mis numerosos tra-
bajos, porque realiza un fin pedagégico, facilitando la adquisicién
y asimilacién de la Ciencia por las conexiones, enlaces, correla-
ciéon y compenetracién de las verdades y de las teorfas. Y esta
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critica se reduce al arte de la coordinacién y subordinacién de
las unas y de las otras, pudiendo servir de ocasion para la inven-
tiva opor lo menos, cierta originalidad de estilo que nos eman-
cipe del antiguo procedimiento exclusivamente logico y deduc-
tivo, creando cierta libertad en la exposicion de las ideas que
nos permita recorrer ¢l campo matemético en diversas direc-
ciones, por aquella compenetracién de los conceptos que les da
igual importancia en los sistemas complejos, mediante ellos
construidos. Y de esto ya trataremos en varias ocasiones.

La tendencia interna, afecta no a la forma sino a la esencia
de las cosas, es la eritica de los principios o fundamentos cien-
tificos.

Las primeras obras que s¢ publicaron tales como Les méthodes
dans les sciences de raisonnement de Duhamel, L'origine des li-
mites et de la correspondence dans I’ Algébre et la Géomélrie deCour-
not, Applications d’ Analyse et de Géométrie de Poncelet, Les prin-
cipes du calcul infinitesimal de Carnot, Essai sur les principes
fondamentaux de la Géométrie et la Mécanique par J. Tilly y
otras anélogas se referfan tnicamente a la deduccién logica
y tendian al rigor de las demostraciones y a la legitimacion de
ciertas practicas o admisién de ciertas entidades.

Posteriormente las obras criticas han ahondado mds en la
cuestion de los principios. Las tendencias ldgica y aritmeliza-
dora han sefialado dos rumbos en la Matematica. Y el catdlogo
de tales obras va siendo cada dia més extenso.

Al frente de estas publicaciones citaremos las obras Las cien-
ce et Hypotése y La valewr de la Science, Science et Méthode del
insigne Poincaré, La science moderne par E Picard, The Evans-
ton colloguium (Lectures on Mathematics) by F. Klein, Probléme
der Wissenschaft (Federico Enriques). Die logischen Grundla-
gen der exacten Wissenschaften (Paul Natrop), Science et bhilo-
sophie par J. Tannery, Fundamental concepts of Algebra and
Geometrie (John Wesley Young), The principes of Geomelrie de
Rusell, Essai sur ['Hyperespace, le temps, le matiére et l'énergie
par M. Boucher, La Méthode dans la philosophic des mathéma-
tiques par Maximilien Winter, La vérité scientifique par Edmond
Bouty, Etude sur l'espace et le temps par G. Lechalas, La philo-
sophic matématique par Richard, etc.
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Este curso de extensién universitaria improvisado, no puede
ofrecer una division de materias siquiera regularmente com-
binadas, que expresen las tendencias principales que se dis-
tinguen en el desenvolvimiento histérico de la Matematica,

Dificil es distinguirlas vy separarlas en cada una de las lec-
ciones explicadas; porque, como he dicho varias veces hay una
compenetracion de todas ellas, pues los hechos de que se trata
tienen una complejidad natural. Y lo que se ha buscado ha
sido el expresar el predominio de una de ellas sobre las demas
en cada caso. Asi, por e¢jemplo, desde luego, la tendencia légica
predomina sobre todas, pues la Matematica y cualquiera otra
Ciencia es esencialmente un encadenamiento l6gico.

Pero aqui se trata no del encadenamiento que sostiene unas
verdades por medio de otras, sino un procedimiento puramen-
te abstracto, prescindiendo de la realidad del objeto que ha ser-
vido a los matemdticos para exponer algunas ramas de la ma-
tematica, atendiendo exclusivamente al rigor demostrativo.

La tendencia constructiva se confunde muchas veces con la
tendencia pdctica, porque ésta se realiza por construcciones su-
cesivas de los sistemas formados con objetos previamente de-
finidos. Y en esta tendencia lo pedominante es la accidn inme-
diata y directa sobre el objeto que se estudia, esencialmente
opuesta a la tendencia clasica que procedia sobre las formulas
representativas de los objetos, como especialmente, en Geome-
tria analitica, se procede sobre las ecuaciones en vez de proce-
derse sobre el objeto geométrico por éstas representado; mien-
tras que en la tendencia constructiva lo predominante es el
modo de formaciin de los objetos, aunque éste sea directo.

La tendencia légica puede confundirse con la tendencia sim-
bélica o esquemadtica; pero en éstalo caracteristico no es el rigor
l6gico que’ necesariamente se respeta, sino los principios combi-
natorios que predominan en la serie completa de los razonamien-
tos y, en particular, la especie de signos o de simbolos empleados
en cada caso.

En los casos de la tendencia intuitiva, nos hallamos con una
serie de construcciones de los objetos: pero predomina sobre éstas
el cardcter representativo de las relaciones abstractas o de seres
sin existencia real.

Hemos pues considerado tinicamente la preponderancia de
cada punto de vista que nos ofrecen las varias cuestiones ma-
temiticas, dificiles de separar en absoluto, por la compenetra-
cion de las finalidades y de los varios conceptos.
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Sinopsis de la leccion 1."— Consideraciones generales

| GEOMETRIA, ALGEBRA, TEORIA DE LOS NUMEROS

(Bases fundamentales).
MATEMATICA IDEAL,

e d !\ (Definiciones, axiomas,
Resumen del) postulados).

SIMBOLISMO, SISTEMAS.
(Conceptos generales).

curso anterior. ASPIRACIONES.

(Problemas clasicos).

MATEMATICA REAL.
| (Materiay energia).
MEDIOS.
(Métodos matemdticos).
DESARROLLOS EN MIS DBRAS ANTERIORES.
[ NUMEROS ‘ Formas cuadriticas (Gauss).
{

Ll Nimeros ideales (Kumimer).
DISCONTINUIDAD.( |deales (Dedekind).

Descartes.

| Roile \ glgchr_a, Geometria analitica.
G T proximacion de las raices.
CANTIDAD. - BUGE}“ Fourier. | Fracciones continuas (Brouncker),
' léagr(:nge, f Formulas.| Taylor
auchy. “drmulas. i
| St \ | Maclaurin.
ALGEBRA. Argande ... .ihe | lnterpremciﬁn geométrica.
\ Cauchy........., Cantidades geométricas, )
CUALIDAD. Riemann. ..... | Funciones de variables complejas.
Puiseux. ... ...| Ciclos de funciones algebraicas.

Gordan ........; Lazos fundamentales.

ALOEBRAS { Boole, Schroeder| Algebra de la Logica,

1 | 3 3 | Algebra lineal asociativa.
COMBINATORIAS ., Peirce, Cayley. .| piversas especies de Algebras.

ABSTRACTA. (Weierstrass y Dedekind).

NUEVD METODO DE
ENSENANZA.

(Compenetracion de|
los conceptos).

Geometria mé-|
trica.

Depasicidn
proyectiva, |
De posicién. |

Geometria al-
gebraica.

GEOMETRIA

!
(

Geometria |
constructiva|

SUBJETIVO.
Combinatoria y sim-
bolismo.

OBJETO.
Cantidad elemental.
Sistemas.

RELACION

Caorrelaciones.
Correspondencias.
Transformaciones. |

MODOS (&1}
Normalizacion =
Singularidades.
TRANSFORMACIONES
Generacion.

Euclides.
Chasles

Carnot.
Poncelet.

Staudt.

Bellavitis.
Hamilton,
Grassmann.

Lemoine.
Brocard,
Laisant, Longchamps.
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Sinopsis de fa leccion 2.
Tendencia a la determinacign individualizadora

GEOMETRIA

| Por ideatiflcacion.

Determinacion inmediata (Euclides), o
| » reduccidn al absurdo,

n o i Enlace de dos proposiciones extremas pe it -
Encadenamiento analitico (Platon). ] i prop SHiay putiibEacade
! namiento de otras.

Teoremas de Menelao y Ceva.

Hexagammum mysticum de Pascal. (Principio de la teoria de las conicas).
Perspectiva de Pascal y Desargues.

Relacion involutiva de Desargues,

Centro de las medias arménicas (Mac Laurin).

Principios
genery -

Lemas re-| Referentes al cuadrildtero cortado por unu transversal.
furcnlcs\ Referentes a la relacion anarmonica de cuatro rectas concurrentes sobre dos trans-
a los po- versales,
rismas) ldem al exdgono inscrito en dos rectas,
u.1c:|iur:ki-rJ Idem a la relacion anarmonica de cuatro puntos.
des. . .| Lemas concernientes al cireulo.

Métados.,| Deseripcion orgdnica de las curvas (Newton), K
*'| Determinacion por aproximacion de las curvas (Newton, De Gua, Cramer).

ALGEBRA

Aritmético de Diofanto y los drabes,
Newton. (Aritmética universal).
Geonétrico de leacid : TEIE : ial
Métodns, e } Descartes.) Aplie cion del Al;ebrd dla Geumt::tria
! Resolucidn numérica de las ecuaciones.

Determinacionesy -111ruximacinnc~‘-" Rolle, Newton, Lagrange, Fourier- Budan,
aciones y : 59
1

Sturm.
Principios
genera- acion entre las siones simétricas de
Y asids Relacion entre las funcione métricas {Newt{m. Vandermonde; Eagrange.

las ecua- las raices y los coeficientes de una ecuacion. |

ciones |, i »de Cra climinacion) Bezout, Euler, Sylverter.
algebrai- ‘[)L.Erl‘[lll‘lﬂlltt_dL Cramer (el ion) ut, Euler, Sy
cas..... |

ANAL ISIS

Indivisibles de Cavalieri.
Maximis et minimis de Fermat.

f Fluxiones de Newton.

! Infinitamente pequefos de Leibniz

Métodos. .1
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Sinopsis de la leccion 3/—Tendencia difusiva

Adjuncion, construccion de dominios, introduccion de variables
\ EXPANSIVOS,.| ¥ paramelros, generacion orgdnica (por elementos irreducibles,
Mélodos | configuraciones etc )

BENerdles. ) pesTRICTIVOS| Ecuaciones, relaciones, diferenciacion.
ARMONICO, .. | Por compenetracidn de los conceptos.
3 ‘ Inclusidn (espacios).
Dominios) Interferencia {prolongacidn analitica).

] sislellms‘ Identificacion, coincidencia o ajuste.
Exterioridad.

h Rigidos (geomn:étricos)
(condicionados).

’, DIS%;%?:E;?NE)?:JE;OS)':: Puntos, niimeros, variables, parametros.

: Recta, plano, (euclideos), circunferencia, esfera.
Individuos

Cileulo di-1 p40tic0, algebraico, integacion, cuadratura

| ) fectoi i |
: \ Expansiva. Progeccio
4 Extensi s . : :
_Genera-) {ExLERSION) ( nes, |ntc-£ Obtencidn de espacios superiores.
clona i grales......

Restrictiva. ] béistqnlaStIc ecuaciones, ecuaciones algebraicas, diferenciales
| (determinacion)..| Secciones geométricas, lugares geometricos.

: Correlaciones. | ' . : 4
Teoria ... (propiedades )r!Axmmas, postulados, teoremas, corolarios.
Realiza-| Implicita......| Problemas latentes en las correlaciones.

cidbn con-/

dicional..( Contingente,..| Problemas externos a la actualidad teorica.

[ trit Geometria analitica, sistemas de coordenar, dualidad,invariantes, covariantes,
{d:‘egiug rc;} etc., atinidad lineal, caracteristicas, geometria sobre una curva algebraica,
EAIELS conexos, integracion.
|
.

i Algebra clasica, transformacion lineal, invariantes, transformacion de Tschir-
nhausen, teoria de Galois, ecuaciones ciclicas, division del circulo, resolu-
cion algebraicy, ecuaciones metaciclicas, teoria de los grupos, grupos abe-
lianos, grupo de la division del circulo, cuerpo de Abel, grupos de las sus-

x tituciones lineales, puntos de inflexion de las curvas de tercer orden, tan-
Algebra,  conies dobles de las de cuarto orden, ecuacion de quinto grado, grupos linea-
de Weher’- fes de sustituciones ternarias, nimeros algebraicos, niimeros trascendentes

integrales elipticas, funciones theta, sus transformaciones, funciones elip-

ticas, funciones modulares, transformacidn de las ecuaciones, grupo de las
| dcquinlugradp, cuerpos cuadriticos, multiplicacion compleja, clases de
| cuerpos, funciones algebraicas, diferenciales algebraicas y abelianas.

e ———

| Los invariantes de las funciones modulares y elipticas, los periodos de las in-
tegrales elipticas de primera especie, ciertas representaciones conformes

Obras con tendencia difusiva

T T —

Ja métrica proyectiva. Fundamentos de los grupos discontinuos etc. Teo-
ria de los grupos poligonales etc , etc.

Eﬁ%{fﬁcﬂf y sus funciones triangulares correspondientes, problema fundamental, re-
nes modi- resentacion analitica, aplicacion de la teoria de los gr}lposlal problema
lares y au- undamental, los subgrupos del griipo modular, etc. Aplicacion de las teo-
tomorias rias de las funciones, fundamentos de la teoria de Riemann, etc., sistemas

(Klein y modulares ete., transformaciones etc,, ecuaciones modulares etc., grupos
Fricke), s de congruencias etc..... correspondencias modulares..... determinanion de
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Sinopsis de Ia leccion 4"—Tendencia sistematizadorz

Geometria descriptiva de Monge.
Teoriade las transversales de Carnot,
Método proyectivo de Poncelet.
Geometria métrica de Euclides y de Chasles.
Geometria de la posicion de Staudt,
Homaologia.
Polares reciprocas de Poncelet.
Dualidad de Chasles y polaridad.
Geometria reglada (Pllicker).
Complejos, congruencias, superficies regladas:
| Geometria circular,
Geometria ... Geometria esférica de Lie,
Conexos (Clebsch),
Sistema polar de un grupo de puntos.
Involuciones de drdenes superfores.
Haces de chnicas (Steiner).
Afinidad lineal, "
Sistemas ciclicos-proyectivos.
G?)on[etria analitica superior (interpretacion de 1a teoria de las formas alge-
raicas.
Geometria proyectiva de las hiperespacios. (Bertini).
Geometria analitica de n dimensiones. (Laurent).
| Transformaciones lineales.

Congruencias, equivalencias de las formas cuadraticas (Gauss).
Niameros ideales (Kummer).,

Ideales (Dedekind).

Cuerpos finitos, funciones de un cuerpo.

Teoria de los
nameros. ..

——,

Teoria de los grupos (Ruffini, Lnﬁrnnge, Abel, Galois).
Principio de imposibilidad, clasificacidn de las funciones algebraicas (Abel).
Algebra ordi-] Grupos de sustituciones lineales,
naria.......| Funciones semejantes ‘Lagrange).
Ecuaciones abelianas y melaciclicas.
Adjuncién, grupo de iina ecuacion (Galois).

ormas. .. .. Invariantes y covariantes proyectivos.

Algebra delasf
Grupos continuos (Lie),
Sistemas completos (Clebsch).
Sistemas jacobianos.
Piaffianos.

Anidlisis Sistemas fundamentales (Fuchs).
el a0 Variaciones de Lagrange.

Céleulo funcional. . .. 4

Funciones de lineas...; Fredholm, Volterra, Hadamard.

! Ecuaciones integrales,
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Sinopsis de la leccion 5 —Tendencia constructiva

¢ Geometria del tridngulo,

Configuraciones.

Involuciones planas

Caracteristicas de Chasles.

Curvas, hessiana, cayleyana, steineriana y jacobiana.

| Geometria sobre una curva algebraica, curva fundame ntal.

Geometria... |

Conceptos ge-| Independencia lineal, sistemas reducidos, ecuaciones y curvas irreducibles.
nerales.....! Grupos primitivos,

Algebra nrdi-‘ Dominios de integridad y de racionalidad.
naria y teo-] Cuerpos de nimeros (de Abel y de Galois).
ria de los nii- | Funciones modulares y automorias.
meros..... .| Discriminante de una forma cuadrética y deun cuerpo,

\ Emanantes, método de las funciones simétricas
Algebra pro- ldem de derivacion y de las ecuaciones diferenciales.
yectiva.....| proceso () de Cayley.

Método constructivo de Meray.

Construccitn por niimeros irracionales, conjuntos, series, productos infini-
tos, funciones elementales, lenguaje geométrico, (Tannery).

Determinantes funcionales (Jacobi).

Construccion de funciones meromorfas con infinitos dados (Mittag-Lefiler),

Condensacidon de las singularidades (Hankel).

Normalizacion de la superficie de Riemann.

Ciclos de Puiseux:

Reduccion y normalizacion de las trascendentes

Ecuaciones adjuntas, multiplicadores y reducciones (Método de Pfaff).

Teorema de Appell sobre las funciones invariantes

Analisis......

Determinantes infinitos, funciones inf, |

ec. con un niimero infinito de incognitas. | Hill, Appell, Poincaré, Koch

Introduction i I' Analise des lignes courbes algébrigues (Cramer).

A Elementary Teafrise on Curve tracing (Percival Frost).

Einleitung in die analytische Geomeltrie der hoheren algebraischen Kurven
(Dr. Paul Sauerbeck).

The tweraty-seven lines upon the cubic surface by A. Hederson.

Obras geomeé- |
tricas ......

Vorlesungen iiber das Ikosaeder (F. Klein),
Geometrie der Zahlen (Minkowski).
Einfithrung in die Theorie der isogonalen Verwandischaften an der confor-
men Abbildung, von Gustav Holzmilller. !
Thét;ri(e des fonctions algébrigues et de leurs intégrales (P. Appell, E. Gour-
sat).
Construction der differential gleichungen aus particularen Integrales von
Aloys Mayr.
Obras de and-/ Sur la théorie des équations differencielles du premier ordre et du premier
Ti8H8: covn,inie degré par Leon Autonne
Sur I'esf?)rmes mixtes par Leon Autonne.
Mémaire sur les systémes modulaires de Kronecker par M.Harris Hancock.
Sur la transformation des fonctions fachsiennes par M. X. Stouff,
Bei%t‘mgc zé.rr Interpretation der partiellen Differentialgleichungen P. du Bois-
eymond,
Théorie des Transf'orma.‘r‘unsgrupgen von Sophus Lie.
Vorlesungen iiber continuierliche Gruppen von Dr, Georg Schefers (S, Lie)
Géometrie der Beriihrungs transformationen von 5, Lie und G. Scheffers.




Sinopsis de la leccion 0.'—Tendencia intuitiv:

Representacion esférica (Gauss).
Id. conforme (Schwarz).
o i Poliedros de Schlegel y Stringham.
Geometria....\ pglitopos (Brouncker y Schoute).
Geometria de los nimeros {Minkowski y Klein).
Representacion de las geometrias (Klein).

Puntos singulares, algebraicos y esenciales.
Ciclos de Puiseux.
Sistemas de lazos fundamentales (Clebsch y Gordan).
Cortaduras, espacios lagunares.
Representacion de las funciones periodicas.
Representacion de las funciones abelianas,
gltc[gmciéél z{ljiulﬂrgn de un contorno.
ATiai esiduos de Cauchy.
Andlisis . .. Superficie de Rieﬂ'lgl‘lll.
Analysis situs,
Curvas y superficies integrales.
Caracteristicas de Monge, Ampére y Cauchy.
Representacion de Lie, transformaciones de contacto.
Representacion de las variedades (Poincaré).
Id de funciones algebraicas de dos variables.
| Superficies de Kummer e hiperelipticas.

Sinopsis de la leccion 7.'—Tendencia logica

i i Aritmética logica (Hilbert).
Aritmética.... | aritmética y Algebra de Schroeder,

| Princios fundamentales (Pasch). ) .
Geometria....! Axiomas, postulados y especies de geometrias (Hilbert).
Geometrfas de mds de tres dimensiones.

.|\ Andlisis, ciencia general del nimero (Meray). K 4
An:‘ilisis.,,ml Andlisiz infinitesimal reducido al estudio dé las series enteras (Weiertrass,
Meray).

Algébra de la Logica (Boole, Jevons, Schroeder).
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I11.

IV.

VI.
VII.
VIIL.
IX.

X1,

XI1I.
XIII.
XIV.
XV.
XVI.

XVIL.
XITX.
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XX,
XXIL.
XXII.
XXTII.

XXIV.

XXV.
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LECCIONES DE CALCULO INFINVTESINAL EXPLICAUAS POR LOS ALUMNOS

Lecciones explicadas por el alumno A. Santaliestra

Nociones sobre los conjuntos, segin IZ. Pascal.

Determinantes funcionales.

Cambio de variables y eliminacion de
constantes y funciones arbitrarias.

Reversibilidad de las series.

Teoremas de Laplace y Lagrange.

Maximos y minimos.

Series enteras.

Convergencia uniforme.

Continuidad y discontinuidad.

Teorema de Darboux.

Funciones regulares.

Integrales curvilineas.

Integrales de las diferenciales totales.

Polinomios de Legendre.

Funciones Eulerianas.

Trascendentes engendradas por integra-
cién.

[ntegrales singulares.

Ecuaciones diferenciales simultineas de
primer orden.

Ecuaciones de derivadas
mer orden.

Ecuaciones de diferenciales totales.

Cuerpos de ntimeros (Algebra de Weber).

Series de Fourier (Analyse de Picard).

Series de términos positivos, criterios
de 1. especie. Monografia de Borel.

Criterios de 2.8 especie por E. Borel.

Estudio de los eriterios de Bertrand, por
E. Borel.

parciales de pri-

Tratado de Andlisis
por 1. G. de Gal-
teanp.

) Monografia de Borel

|
|
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10.
17,
18.
1.
20.
2T,

Lecciones explicadas por el alumno Jesis Yoldi

. Determinantes funcionales o jacobianos.

Series uniformemente convergentes,
Teorema de Abel.
Teorema de Darboux.

Funciones de variables complejas; series y fun-

ciones monogenas monodromas, politropas, ete.

. Célculo de los residuos. \
7 8. Funciones algebraicas, su continuidad y ob-

tencién de los sistemas circulares.

. Curvatura de las curvas planas.

Sistemas completos.

. Especies de integrales.

Método Cauchy; caracteristicas.
Teoremas de Poisson.

Teorema de Sofia Kowalewski.

- Aplicacién de los teoremas de Poisson.

Teoria de los grupos.
Transformaciones de contacto.
Método de Jacobi y Mayer.
Sistemas invariantes y covariantes.

Puntos singulares: su estudio.
Transformaciones de Cremona.

22 y 23. Grupos continuos. (E. Picard, t. LIT).
24 Teoria de los conjuntos (E. Borel).

=
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f Gieomefria de

Tratado de Andlisis
de 7. G. de Galdeano

Le. sur I'infegr. des
equ aux dererivées
parl, por E. Goursal

A. Clebsch

Lecciones explicadas por el alumno Luis Sancho Izquierdo

Funciones implicitas.

Integrales curvilineas (Teorema de Riemann).
Desarrollo en serie de las funciones sinécticas.

Calculo de los residuos.

Curvas osculatrices.

Evolutas y evolventes.

Integrales hiperelipticas.

Integrales de las diferenciales totales,

- Ecuaciones de derivadas parciales.
Ecuaciones de derivadas parciales no lineales.

Método de Cauchy.

. Ecuaciones de diferenciales totales.

Trafado de Andlisis
malemdfico por I.
i, de Galdeano.
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Grupos de sustituciones, segin ¢l Sr. Bianchi. ’
3. Isomorfismo de los grupos » — » > »

= Lec. sulle leor. dei
4. Grupos de composicion (Teoremas de Jordan ( ?;?:HTN}-“ 3t
y de Holder). \

r5. Sustituciones lineales. (Teoremas de Jordany
Holder. '|
16. Pseudo-sustitucioneslinealesde Jordany Holder
17. Grupos finitos de rotacion de una esfera sobre J euatical plitde
ella misma. | Sl peltiskhs
iy bl i - . (& modulari Vivanti
18. Construccién de los grupos finitos de sustl-
tuciones lineales.
1. Representacion de los grupos finitos sobre ¢l
plano. '

0. Teoria de sustituciones (Funciones semejantes).

1. Ecuaciones Abelianas. / Agéhre supérieure

». Estudios de Galois sobre las ecuaciones reso- de J. Serrret.
lubles algebraicamente. \

23. Ecuaciones integrales (por T. Lalesko.)

Lecciones explicadas por el alumno José M.* Rios

1.8 Cambio de variables.
. Teorema de Darboux y definicion de integral
segtin Riemann.
& Caleulo de los residuos.
& Obtencion de los sistemas circulares de raices, |
evolutas y evolventes. '
. Integrales hiperelipticas y elipticas.
A Calenlo de variaciones.
4 Funciones Eulerianas.
8.4 Integrales dobles. | Tralado de Andisis
0.8 Integrales curvilineas. por 1, . de Galdeano
). Generalidades sobre las ecuaciones diferen-
ciales.
11. Sistemas de ecuaciones de diferenciales to-
tales: ecuaciones de derivadas parciales.
12. Ecuaciones lineales de primer orden.
13. Integracién de las ecuaciones simultdneas li-
neales, i
. Método de Jacobi.
. Principio del ultimo multiplicador.

9]

Lo
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4
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16. La Geometria sobre una curva algebriica

17. (}vilitzll':gii_?l,nL-i:’m del principio de Ia <_-nrrwpc_:_-n-' Eenmeiﬂ;;&ﬁb tebsch

18. Transformacioén de Cremona. |

19. Ecuacione; diferenciales de func. implicitas. |

20. Las integrales abelianas no pueden expresarse |
por los signos ordinarios del Algebra.

21 y 22. Integrales elipticas (2 conferencias).
23. De los ciclos Traité o Analyse
s 7 ez . o o par . L I
24. Transformacion homografica y su aplicacion | P i
a la determinacién del género de una cur-
va y del nimero de puntos singulares v de
inflexion, |
- . - . ') 1
25. Funciones periddicas. |
Lecciones explicadas por el alumno Manuel Pontes
r. Cambio de variables,
2. Integrales dobles.
3. Integrales curvilineas.
4. Desarrollo en serie de las funciones sinéeti-

cas (Teoremas de Cauchy y Lagrange).

5. Superficie de Riemann. .

6. Estudio de una curva en las proximidades de
uno de los puntos.

7. Propiedades numerativas de las curvas.

8. Ecuaciones diferenciales de primer orden, 15

9. Polinomios de Legendre. I;E;adlg :eeﬁglndé;;i:

0. Mé¢todo de Lagrange-Charpit (ecuaciores de | “5f
derivadas parciales de primer orden).

I1. Ecuaciones de diferenciales totales.

12. E] problema de Pfaff.

13. Método de La Place (ecuaciones de deriv. pare.
de 2.9 orden. )

14. Método de Ampére (ecuaciones de deriy. parc. |

de 2.9 orden.) |

15. Método de Darboux; caracteristicas. ’

16, Ecuacion de Ampere.

17. Ecuacién de La Place.
18. Representacion conforme.
Ig. Sistemas isotermos.

I Traité ¢ Analyse par
{ E Picard.

20. Principios sobre ecuaciones integrales (V. Volterra).
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Lecciones explicadas por el alumno Fernando Fernandez Garcia

1.% Teoremas de Abel sobre convergencia de las |
series.

2.4 Método de Newton y tridngulo de De Gua
para el estudio de una curva en la proximidad
de uno de sus puntos.

J Tratado de Andlisis
o Método de Cauchy; caracteristicas. j

por L.G. de Galdeano
Representacion conforme.
& Razones anarmoénicas equianarmonica y ar-

monica.

o= e
=

~

5.4 Generalidades sobre la representacion anali-
tica de las ecuaciones algebriicas.

. Invariantes y covariantes .

& Beuaciones de diferencias finitas.

Determinantes funcionales.

Gieomelria
de Clebsch

oo

to
-

OBSERVACIONES

Los resultados expresados en la lista de lecciones explica-
das por mis mejores alumnos demuestran la eficacia del nue-
vo método que sigoen la ensenanza, adecuado a subsanar, provi-
sionalimente, nuestros deficientes planes de estudios.

A nuestra vetusta practica de emplear un curso anial para
exponer lo que llamamos wna asignatura, opongo la variedad
de materias, elegidas y desenvueltas, indistintamente de diver-
sas teorias, lo que permite al alumno fijarse enlos conceptos ca-
pitales, sin engolfarse enindigestos y pueriles detalles, propios
de nuestro miuy notorio machaqueo, procedente obligado del es-
tancamiento, o rémora para el avance expedito; porque lo prin-
cipal, en todo caso, es la idea directora y culminante, no el
farrago abrumador de hechos u objetos indiscernibles casi, por
su escasa importancia, y el preferir los rasgos caracleristicos de
cada cosa, no lo incidental.

La feliz renovacion de las ideas, aviva y depierta el interés
y estimula nuestra actividad. Y quien posee lo fundamental,
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posee las consecuencias en ello encerradas, y esto es fuente de
produccion intelectual.

Aquellos interminables encadenamientos que tinjan las ideas
por el orden exclusivo de suceston, hoy queda sustituide ventajo-
samente por relaciones de coexistencia Yy de compenetracion
que irradian desde centros multiples v diversos,

Al punto de vista exclusivo de un stlo autor, opongo la con-
sideracién de varios de ellos; porque asi se contrastan entre si.
diversos criterios en el modo de exponer, susceptible de varie-
dad indefinida, suprimiendo los caminos cerrados, los earriles obli-
gados que engendran la rutina y matan el espiritu de la inicia-
tiva. La ciencia progresa mediante una perseverante colabora-
cién de muchos talentos: y nadie tiene en absoluto la exclusiva
ni por el fondo ni por la forma.

Es muy ventajoso ademas el sefialar Jos puntos de encuen-
tro o de interseccién de las verdades y de los conceptos en el en-
rejado que todos ellos forman y quese iluminan los unos por me-
dio de los otros. Y esta luz es grata y un estimulante para ca-
minar por el espacio iluminado.

Y para noprolongar mis este trabajo, concluiré citando las
ideas expresadas en la exposicion del nuevo método.

OBSERVACIONES FINALES

Mi deseo de terminar este trabajo antes de celebrarse el
Congreso de la ensefianza matematica, me impide, por la premiuira
del tiempo, el insistir en los defectos de nuestra organizacion
de estudios matematicos.

Bastard, para terminar este primer cuaderno del Anwuario
de divulgacion matemdtica consignar la deficiencia de los estu-
dios matematicos en nuestros Institutos de 2.8 ensefianzg, redu-
cidos a: 1.9 Nociones de Aritmética y de Geometria. 2.0 Aritmé-
tica. 3.9 Geometria. 4.0 Algebra y Trigonometria.

Los estudios de Geometria no debjeran mterrumpirse y s
continuarse por ciclos progresivos, hasta llegar a nociones de
Geometria descriptiva cn el tltimo afio del bachillerato, porque
el cardcter intuitivo de estos estudios es apropiado al escaso
desarrollo intelectual del alumno.

Retrasdndose la Aritmética demostrada un ano, y alternan-
do su estudio con la Geometria y los cilculos del Algebra, po-




62 —

dria llegarse con mejores resultados que los actuales, a una ins-
truccion matematica mas completa.

Los dos primeros cursos de estudios mateméticos en la Fa
cultad son muy deficientes, pues en ellos debieran tener cabida
el Algebra ordinaria moderna y la de los invariantes y covarian-
tes con la Geometria correlativa y nociones de la teoria de fun-
ciones y del Céleulo diferencial e integral, desde el primer aiio,
para distribuir con regularidad las diferentes materias que hoy
deben conocerse por un licenciado y un doctor, més alguna asig-
natura de critica, de filosofia o de pedagogia matemdtica, ex-
clusiva para los que hayan de dedicarse al profesorado.

Mis especiales puntos de vista sobre la ensefianza me han
permitido salvar provisionalmente algunas de estas deficien-
cias. Una de ellas es que los alumnos dedicados a la seccion de
ciencias quimicas sigan un curso de Elementos del Cdleulo tn-
finitesimal , diario, pues con que fuera alterno les era suficiente
y en cambio el curso de Complemento de Cdleulo infinitesimal
que es alterno, debiera ser diario, para los dedicados a la seccion
de ciencias exactas o también fisicas.

Estas deficiencias las he salvado, dedicando el primer tri-
mestre al edlculo de las derivadas, diferenciales, integrales y re-
solucion de las ecuaciones diferenciales, en los casos mas gene-
rales y cuyo conocimiento es suficiente para los quim‘cos, quie-
nes han de resignarse, en el resto del curso, a actuar en muy con-
tadas ocasiones, porque el ejercicio de machagqueo es impropio
de cursos superiores, dejando el lugar preponderante a los ma-
temdticos que deben elevarse a los estudios teéricos de la Ma-
tematica contempordnea, los cuales, dcberfan, no condensarse
violentamente, como hoy se hace, en un par de cursos del
doctorado; sino distribuirse uniformemente en los cursos de
la licenciatura para dar lugar a que las ideas se posen y se asi-
milen a las inteligencias.

Otro de los remedios provisionales, aplicables a nuestras
enfermedades universitarias, consiste en la seleccion de mate-
rias que deban ser estudiadas, en la simplificacion y toda clase
de facilidades, muy contraria a la creacion arbitaria de obstacu-
los que retrasen a la inteligencia en el camino de la verdad y de
su ilustracion.

El prurito de senalar para ser estudiadas obras agotadas
y el seguir el método de los apuntes, cuando hay obras superio-
res a éstos en la mayoria de los casos, puesto que sélo son admi-
sibles cuando se trata de lecciones de excepeional importancia
y no de asuntos ordinarios que se encuentran tratados en obras




= B3

que basta designar a los alumnos, evitaria el hacer dificil e
indigesto, lo que es facil, agradable y de inmediata asimilacién.

El haber proporcionado tales facilidades a mis alumnos,
me ha permitido el que todos los afnos encuentre algunos capa-
ces de seguir los estudios matematicos y el elevar la tesitura
para bien de su cultura, dejandola distanciada a la de los anticua-
dos programas que prescinden de los adelantos del siglo XIX.

Ahora bien; estos resultados que pueden apreciarse por la
lista de las lecciones expuestas y desarrolladas, por mis alum-
nos, no pueden considerarse como un éxito completo y defini-
tivo.

No basta en la Ciencia el ser un mero repetidor de lo que otros
han dicho, una especie de estante de biblioteca o un intérprete
de doctrinas, aun desarrolladas con detalle, en virtud del ejer-
cicio regular de los procedimientos logicos, puramente deduc-
tivos. Hay que aspirar a algo mds, a despertar las iniciativas
para salir del estado pasivo de quien almacena conocimientos
para ser meramente un erudito

Este segundo resultado es mas dificil que el primero, entra
en la fase educativa que agiganta los esfuerzos y eleva el nivel
de las naciones. Y debe comenzarse en los grados inferiores,
cultivando las aptitudes y las facultades del espiritu gradual-
mente, desenvolviendo la actividad y buscando més que la ad-
quisicién de los conocimientos, el perfeccionamiento de dichas
facultades y aptitudes.

Ya la Pedagogia matematica y las practicas seguidas en las
diversas naciones legislan sobre este punto, y por ello no es ne-
cesario el tratar de ello en este resumen de mis altimos trabajos
y procedimientos.
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