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PREFACIO

El primer Congreso cientifico de la Sociedad espanola inau-
gura una nueva era en nuestra vida cientifica; si vida puede
llamarse a esta quietud intelectual que nos abruma, desde muy
largo tiempo.

Hace falta ante todo, para esta vida, una renovacion de la
atmosfera, que ha de comunicar movimiento 4 nuestras inte-
ligencias atrofiadas por el reposo, debido & la ley de inercia, en
virtud de la cual todo se mueve conforme al impulso recibido.

Segtn los planes que nos rigen y los procedimientos repeti-
dos, con persistente monotonia, no refiriéndonos 4 lo material
que principalmente concierne 4 las ciencias praclicas por exce-
lencia, como la Fisica y la Quimica, sino 4 la Matematica te6-
rica, que preside la evolucion de éstas y otras muchas aplica-
ciones, podemos decir que ha faltado: 1.2 Una coleccion de en-
senanzas, conforme 4 los planes de las Universidades moder-
nas. 2.2 Procedimientos pedagogicos para facilitar la adquisi-
cion de los conocimientos y hacerlos agradables.

Sin estas dos condiciones, la ensefianza es completamente
inttil y carece de finalidad.

La publicacién del Boletin de crilica, ensenianza y bibliogra-
fia matemdtica tiene por objeto, no solo poner de manifiesto las
diferencias de nuestra ensenanza matematica, desde su punto
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de vista formal y practico, sino servir de complemento 4 los
estudios oficiales, ya con exposiciones didacticas sobre las di-
versas ramas de la Ciencia, ya con noticias interesantes del mo-
vimiento actual, en lo que concierne 4 la misma.

Diferencias entre la segunda ensefianza y la superior

Las ensefianzas elementales deben tener cierto caracter de
aislamiento. Las inteligencias por formar, no se hallan dispues-
tas para las grandes sintesis; porque éstas solo se edifican sobre
numerosas ideas v conocimientos. Lo individual debe preceder
4 lo general, ¢l andlisis 4 la sintesis, la intuicion a lo abstracto,
las representaciones sensibles 4 las leyes 6 principios cientificos.

La ensenanza debe imitar & la Naturaleza y seguir la mar-
cha de la evolucion historica. Aquélla ofrece el malerial & nues-
Lros sentidos, para que se depure por los conceplos; ésta se ve-
rifica en ciclos de conocimienlos incompletos, que se perfeccio-
nan en otros ciclos sucesivos; los genios mateméaticos adivina-
ron lo que después ha complelado la critica perfeccionindolo,
y haciéndolo servir de base para nuestros descubrimientos.

Es por lo tanto desacertado el querer ensenarlo lodo, el en-
golfarse en detalles indigestos que producen repulsion y anti-
patia previa, causa del alejamiento hacia lo que parecié des-
agradable al principio, y que lo parecera siempre, después. Serd
también desacertado el pretender ensefiar completamente lo
que se llama una asignatura. Convendra ensefiar cierto niimero
de definiciones, divisiones v reglas, aprovechando la edad del
desarrollo de la memoria mecanica; el libro, eserito con la de-
hida conecision, serd un vade-mecum del estudiante; pero del li-
bro ha de extraer el profesor lo sustancioso, para su obra edu-
cativa, por medio del andlisis y una graduacion lenta de los
problemas que vayan ensenando al alumno & discurrir, ven-
ciendo dificultades de escasa cuanlia.

Asi como los libros extensos son perjudiciales; porque los
han de aprender de memoria los alumnos, no acostumbrados
todavia 4 dar el debido valor & las palabras y, menos, 4 hacer
resuimenes de lo que han leido, propio solo de personas de cier-
ta cultura; también es muy dificil que mantengan la atencion
durante largas peroraciones del profesor, pues se hallan en la
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misma situacion que quien oye hablar en pais extranjero un
idioma al cual no se halla acostumbracdo.

La acecion del profesor debe ser intermitente, no continua:
debe seguir el trabajo del alumno corrigiéndolo; y asi éste Lo-
mara parte acliva, é ira construyendo la ciencia 4 su manera,
bajo la direccion de aquél, que anles de formular la conclu-
sion definitiva, debe hacer intervenir 4 olros alumnos para
mantlener asi en aceion la actividad y el interés de todos, y ela-
borar las ideas. :

En vez de presentar las ideas bien ordenadas en una rigu-
rosa sintesis, deben presentarse segin el desorden del analisis.
Los ensayos, las tentativas y correcciones de este método, aqui-
latan los conocimientos 4 que conduce. Los conocimientos asi
adquiridos son verdaderamente propios: ha elaborado las ideas,
convirtiéndolas en productos intelectuales, es decir, en cono-
cimientos fundados; y asi como el arquitecto contempla el edi-
ficio que ha construido, desde los cimientos, despues de haber
analizado todos los materiales constitutivos del mismo, el alum-
no podra contemplar el todo, que es la forma abreviada de su
trabajo.

En la ensefianza superior, por el contrario, el libro adquiere
una gran importancia. Ya el alumno ha comenzado 4 emplear
la razon como instrumento; ya puede hacerse cargo de lo subs-
tancial de los razonamientos, expuestos en las obras de consul-
ta; v puede seguir la explicacion del profesor, que debe tender
4 la sintesis de lo que nunca puede ser tratado, desde muchos
puntos de vista, en una sola obra.

Si en la segunda ensefianza, cada asignatura es y debe ser
una disciplina aislada de las demas, en la ensenanza superior
esta tendencia debe ir desapareciendo desde el comienzo, pues
las ramas de la Ciencia se van entrelazando. En Geomelria ana-
litica, los determinantes, invariantes, ele., se combinan con los
resullados obtenidos en el estudio de las curvas y de las super-
ficies; en el Algebra también hay algunos de estos conocimientos
que se enlazan con los concernienles 4 los grupos y la teoria de
los niimeros.

Y cuanlo mas nos elevamos, tanto mas se relacionan los
diversos sistemas.

+  En segunda enseiianza, parece que nos hallamos en la épo-
ca del clasicismo. Asi como en los porismas de Euelides nos en-
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contramos innumerables proposiciones particulares, cual dela-
lles dispersos de un problema superior, que se Lrata de resolver,
y que Chasles resolvio, en general, con la sintesis que constitu-
ye su Geomelria superior, también vemos como Fermat acu-
mula proposiciones sobre proposiciones en sus comentarios &
la Aritmélica de Diofanto, y los Bernoulli, el Marqués del Hos-
pital y olros afianzan con nuevos problemas, y contrastan la
eficacia y bondad de los inventos Newtoniano y de Leibnitz.
El espiritu analitico de las escuelas filosoficas, exclusivamente
demostrativo, parece preponderar, con excepeion de las rafagas
de genio que daban algiin avance, llegindose hasta la gigan-
Lesca concepceion de la Mecanica celeste. La ensenanza secun-
daria debe tener ese cardcter clésico, esa sobriedad de razona-
mientos, esa fijeza en cada cuestion especial, que no desvie la
alencion de la linea recta del razonamiento.

En la ensefanza superior, el cardcler preponderante es el
que senalan las innumerables conquistas hechas en el brillan-
lisimo siglo XIX.

Hoy, no investigamos cllsladm cual los pocos mateméticos
que formaban una pléyade, en la época de Descartes, ni en la
Newtoniana, pues los organismos universilarios, mancomuna-
dos con multitud de asociaciones cientificas, L'Ullslilu_\_'mfun
nicleo poderoso de progreso; y la Ciencia se mueve bajo tan
multiples impulsos. No es de extranar pues, este avance con-
tinuo en todas direcciones; y que la vida de las ideas sea una
de las varias [linalidades y la mas poderosa, en el progreso de
las naciones cultas; lo que se expresa por el gran movimienlo
bibliografico, tanto en la ciencia abstracta, como en sus apli-
caciones.

El rigor en la demostracion se aquilata, hasta el punto de
lnmumlu de la intuicién, manteniéndolo en los razonamien-
tos, por el ténue hilo de los eonceplos eminenlemente abstrac-
Los de la razon pura.

Mas, por otra parle, la direccion del razonamiento no es la
exclusiva de agotar lodas las consecuencias de un principio,
ahondando indefinidamente; sino la de exlension, propia de
los juicios sintélicos que suman conocimientos nuevos 4 los ya
adquiridos, como ramas colaterales que se enlazan y afianzan
las unas en las otras, adquiriendo mayor rigidez y fuerzay cons-
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tituyendo macizos que sirven para soslener y generar olras
nuevas.

Asi como el silogismoes puramenle un medio demostrativo,
y contiene, continuandose, multilud de consecuencias; asi le-
nemos numerosas verdades matemalticas, contenidas en una
verdad més general; y nos basta poseer esta primera, para po-
seer todas sus consecuencias, que facilmente pueden hacerse
explicitas, sin preocuparnos de ello, hasta que nos sirvan de
alguna ultilidad.

En otro caso nos hallamos, cuando se pretende obtener nue-
vas verdades. No se lrata de una coexislencia de mas 4 menos,
como entre la causay el efecto, entre el género y la especie; sino
de una coexistencia colateral. No se trata de profundizar, des-
de un principio, todas las consecuencias en ¢l contenidas, sino
de agregar 4 unas coexistencias por contiguidad, olras que es-
pesen la serie de relaciones, como se espesan las tramas de un
tejido 0 la red de tridingulos en un cinevas geodésico.

Esto depende de lo que en logica se llama la comprension
de una idea, que corresponde & la mululu(l de cualidades que
posee cada ser.

Por ejemplo: en la Geomelria del tridngulo, se trazan las
bisectrices, las medianas, simedianas, el punto y circulo de Le-
moine 6 de Broecard, ete., y al tridngulo primitivo se han agre-
gado distintas figuras, mltm amente lL‘ldLit)ﬂ 1das, y que forman
un complejo de construcciones indefinidamente prolongable,
por agregacion de nuevas figuras; y el plano sera el soporte de
todas ellas; y esto resulta .nmhmmcnlc en las configuraciones
y en la multitud de sistemas que pudieran construirse; y no
suuplementc en un plano, sino en el espacio; y no en el espacio,
sino en nuestra inteligencia que, contiene la imagen del mundo
exterior en forma de ideas, y cuantos mundos ideales pueden
crearse, con esa fuerza combinatoria, que es la fuente de todas
las relaciones que se encadenan en la Ciencia.

Por esta razon, las matematicas han dado gran impulso al
estudio de las transformaciones y las han 11111][11)[1&1(!0, tanto,
que hoy casi puede llamarse la Matematica, la ciencia de las
transformaciones.

Y la ensefianza universitaria sigue 4 laCiencia en esta evo-
lucion. Asi como en Geomelria elemental, por ejemplo, se pasa
de un teorema 4 otro teorema, mediante la simple sustitucion
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de un dngulo por otro, 6 de una recta secante por otra paralela,
en las geometrias superiores, 6 en anélisis, se pasa de unos sis-
lemas 4 otros; y esto conslituye un método demostrativo; por-
que la existencia y la verdad del primer sistema se reproduce
exactamente en el sistema dedueido, 4 través del Lérmino me-
dio, represenlado por la relacion intermedia, que sirve de trdn-
sito del uno.al otro.

Este método de las transformaciones es el instrumento mas
precioso; porque traslada las dificultades de un sistema 4 otro
mis sencillo, hasta que se han reducido 4 verdades evidentes:
asi vemos cémo, por el Leorema de Noelher, una serie de trans-
formaciones bicuadraticas reduce un sistema que contiene tan-
gentes coincidentes & otro que las contiene separadas; asi, las
secciones hechas en una superficie de Riemann reducen el or-
den de conexion; y asi, desde el comienzo del caleulo integral,
un simple cambio de variables conduce 4 la integracion de mu-
chas funciones.

Por (ltimo, la ensefianza universitaria, no debe practicarse
en un orden simplemente sucesivo, 4 la manera de un hilo sttil
de longitud indefinida, sino como una serie de irradiaciones 6
nicleos que, desde varios centros, se extienden en multiples
direcciones; en vez de separar por abstraecion, se deben con-
centrar las ideas en los sistemas, donde se compenetran, for-
mando entidades complejas. Y al contrario, en vez de avanzar
por lo simple, sintetizado, en un procedimiento de cardcter ahs-
tracto, se debe caminar por lo compuesto, para estudiar 4 la
vez varios objetos, que el analisis va separando de aquéllo. Por
ejemplo, con motivo de las integraciones, el alumno se ira per-
feccionando, mediante la prictica, en las diferenciaciones: y
en vez de separarse, como hace medio siglo, el calculo diferen-
cial del integral, se estudiarin simultaneamente; porque ambas
operaciones son completarias entre si.

Otra fase de la ensefianza matematica es su parte estética,
muy descuidada. :

Es cierto que los verdaderos matemdlicos no necesitan de
estos auxiliares. En sus privilegiadas inleligencias se presenta
la Matematica con sus naturales atractivos, ocultos 4 la gene-
ralidad de los que estudian por necesidad esta ciencia.

Si la inspiracion artistica tiene algo de casuistico, de incons-
ciente y rapido que parece aparlarse de las leyes naturales, las
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altas ideas de los génios matemdticos han tenido su parte de
inspiracion, aunque refrenadas por la razon, que ha contras-
tado los primeros arrebatos del genio. La ley de alraccion de
Newton, la concepeién de los grupos de Galois, la inversion de
las integrales elipticas, ete., han sido momentos de inspiracion,
asi como lo es, aunque en menor grado, una solucién elegante
de un problema.

Generalmente atrae més aquéllo que impresiona 4 los sen-
tidos: pero existe un sentido superior que ve las relaciones abs-
tractas; y éste, 6 se uiqlllt re con la practlica de la ensefianza 0
existe, desde un principio en las inteligencias maleméticas.

De andloga manera que un objelo bello, se ofrece por los
sentidos 4 la sensibilidad, que provoca la mocion estética en
nuestro espiritu, los objetos matemalicos, por sus armonias,
por la manera de constituir unidades de conceptos en varieda-
des, que son, como los colores en la pintura y las notas en la mi-
sica, también producen la impresion de lo bello. Este tiene sus
gradaciones. Comienza por la conlemplacion de la simetria,
por la combinacion de las figuras regulares en los dibujos; con-
tintia por el empleo de ciertas curvas, lambién regulares; y se
ve como esta tl)mpmirién de elementos sencillos va constitu-
yendo combinaciones variadas y agradables.

Por otra parte, el niamero nos ofrece algunas‘armonias, tales
como las que Pitagoras comenzo6 4 contemplar en las primeras
represenlaciones graficas de los mismos. Y estas armonfas se
contintan, primero conforme con la sobriedad segiin la que el
Algebra interpreta y resuelve algunos problemas, lo que se
acentiia mas, cuando nos elevamos 4 las armonias de los in-
finitos, ete.

Para el matematico, la Mecénica celeste de Laplace es
como un reflejo de las armonias sensibles del Universo: y no
necesita ni los colores ni las magnitudes, ni la simultaneidad
de los movimientos para contemplar un conjunto bello y hasta
sublime; solo que en el matemético,la razon dirije a la mocion
estética, que se realiza como un hecho subordinado.

Pudieran escribirse muchos volimenes, describiendo las
bellezas matematicas, que constituyen un dominio extenso en
el dominio de lo bello; puesto que una de las caracleristicas de
este sentimiento es el orden; y el orden resplandece en todas
las concepciones matematicas, desde la concepcion de Descar-
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tes, al subordinar 4 las ecuaciones la Geomelria, y desde el bi-
nomio de Newlon, que encierra el germen de las leyes combi-
natorias, y la aspiracion de V\umslq hacia una ley suprema de
la Matematica, hasta el actual armonizarse de las mas diversas
teorias, lodo expresa que la Malemalica liene una constante
direccion hacia lo bello; pero lo bello, cuyo escenario es la ra-
z6m, independiente de otras afecciones humanas, que también
ofrecen en otros mundos distintos la representacion de la be-
lleza.

Pero en lo bello matematico existe un elemento considera-
do generalmente, como exlraiio 4 la estética; la precision que
es su carcter esencial, el solo que g guia hacia lo verdadero, in-
dependientemente de las apariencias 6 aspectos de la verdad.

Otro cardcter de la enseiianza universitaria ha de ser el es-
piritu de expansion. La Matematica actual no puede encerrarse
en un marco, por grande que ésle sea; extiende sus teorias in-
definidamente en multitud de direcciones; y sobre los proble-
mas actuales, cuando se hallen resueltos, 0 se haya demostrado
su imposibilidad, surgiran otros nuevos.

El estado natural de la Matematica, como el de la Fisica y
la Quimica, es de formacién y de avance indefinido.

El profesor, ademés de las obras de consulta, ha de hallarse
al tanto de lo que aclualmente se pl‘miu(‘i‘ Por esto, son muy
provechosas algunas lecciones semanales 0 qumun.ltos segin
se efectiia en algunas universidades, de leclura 6 eritica de al-
gunos capitulos 6 trabajos, sean memorias 6 diserlaciones, lo
que es muy 1til para despertar el espiritu de la investigacion
y de analisis general.

Ensefianza de la Geometria

No vamos 4 recorrer la ensenanza de la Geomelria, ya se-
gun.la direccion adoptada por Legendre, cuyos mas genuinos
u'pxuwnlanlos han sido hasta el dl.} M.M. Rouché y Combe-
rouse, ya segiin el nuevo rumbo seguido por M. Meray, que tan-
tos prosélitos cuenta, en su empleo de las rolaciones y trasla-
ciones, y la subordinacion al concepto de grupo.

Vamos 4 exponer algunas observaciones complementarias
4 la ensefianza y 4 la exposiciéon de esta disciplina matemalica.
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Respecto 4 los principios de la Geomelria, bastard decir
que, mas deben ser presentados 4 los alumnos como origen
de donde han de partir las consecuencias que vayan apren-
diendo, que como discusiones filos6ficas, pues la critica de los
principios debe ser objeto de la preparacion para el profesora-
do, en los cursos universitarios de Pedagogia ¢ Historia criti-
ca de la Matematica.

Es muy necesaria la nocién de la recta y el plano como sis-
temas de puntos fijos en el espacio, por el reshalamiento, segtin
dos 6 tres puntos que quedan fijos: lo que puede ensefiarse con
reglas 0 planes adecuados. '

Los procedimientos de superposicion 6 del empleo de tridn-
gulos iguales, son los primeros recursos que se utilizan para la
demostracion geométrica.

Pero enseguida se podra dar cierta unidad 4 estas investi-
gaciones, tomando como base las equivalencias geométricas.
Asi, por ejemplo, en un plano; dar dos puntos equivale 4 dar
un punto y una direccion, 6 sea un dngulo (con relacion 4 una
recta 6 direccion fundamental), y dar una paralela equivale 4
dar un punto para la determinacion de la recta.

El sistema de dos paralelas cortadas por una secante equi-
vale 4 dar un tridngulo. El tridngulo es la figura fundamental
de la geometria plana, pues todas las determinaciones se redu-
cen a encadenamientos de ridngulos, que se determinan 4 su
vez, mediante combinaciones de dos puntos 6 de un punto con
una direccion; y no basta dar dos direcciones (respecto 4 dos
rectas que necesariamente forman un angulo finito 6 nulo)
porque: Todos los lriangulos lienen una suma angular constan-
le; y no se sabe cual de estos tridingulos es el que quiere consi-
derarse, habiendo por lo tanto, indeterminacion.

Pero hemos de tener presente, desde un principio, otra re-
lacion que sigue 4 la delerminacion 6 sea, la correspondencia
unipoca.

La forma logica de la relacion univoca esta dada por las
proposiciones contrarias 0 reciprocas.

La demostracion simultanea de una proposicién y su con-
traria 6 su reciproca equivale & estahlecer la correspondencia
univoca.

Esla correspondencia es un caso particular de la siguiente:
Si en todos los casos posibles de una cuestion, da cada uno de ellos
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corresponde una consecuencia dislinla, se efecliia la proposicion
reciproca; la relacion serd univoca.

Cada antecedente con su consecuente, se hallardn en una
region distinta de las que representen esqueméaticamente cada
uno de los casos. No habra ni omisién ni compenetracion.

Esta relacion univoca se podra continuar por toda la Geo-
metria, a partir de la definicion de la recla como la que se su-
perpone a si misma, al moverse, quedando fijos dos de sus
puntos.

Al girar una recta por un punln exterior a4 olra, tomada
como ])clho, se formaré Loda la serie posible de angulos, siempre
creciendo 6 decreciendo, hacia un dngulo llano (dos rectos) 6
hacia cero, segiin la direccion del giro; y, 4 cada dngulo corres-
ponders un solo punto de la rectay quutl;l ran establecidas acto
conlinuo, las proposiciones relativas 4 la igualdad y (lk‘h]}_.lllﬂ-
dad de 4ngulos con los lados, en el tridngulo, y por consiguien-
te las propiedades del triangulo, figura fundamental de la geo-
metria plana.

La perpendicularidad, como el paralelismo, como los tridn-
gulos isosceles, son las singularidades de la Geometria elemen-
tal. EI triangulo equildtero es una doble singularidad. Las pri-
meras, suman una delerminacion; esta ultima dos, en las con-
diciones impuestas en los problemas; lo que produce una su-
perabundancia 6 exceso de condiciones, que permile una sus-
titucion de términos medios, para llegar 4 la solucion buscada.

Con auxilio de la simelria, se lIe.;_;u al estudio del paralelo-
gramo y hasta los poligonos regulares de 4n y de 6n lados, sien-
do n entero. Aun al pentdgono regular se llega, con auxilio de
la simetria y de los lrmncrulm isosceles; pero ya desde el decé-
gono, hay necesidad del auxilio del nimero.

Aun se extiende la influencia del método de las figuras igua-
les & las relaciones de la recta y del angulo con la circunferen-
cia: y el triangulo isésceles es la figura nuxlhm necesaria, ]; A
las relaciones de ignaldad y de (lL’Hl(flldltlnl{i de posicion o e
magnitud.

Pero, como se ve en todas las teorias matematicas, el nii-
mero se presenla como el instrumento mas natural y sencillo
en sus aplicaciones. La razon de proporcionalidad se impone
desde luego.

La perpendicular nos ha servido de término medio para las
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relaciones de simetria. ElI paralelismo nos sirve para la propor-
cionalidad, la homolecia y la semejanza de las liguras.

Podemos imaginarnos el plano formado por una red de
tridngulos iguales, como mas adelante se ve en la leoria de las
transformaciones fuchsianas; y forméndose con estos tridngu-
los elementales otros triangulos, segiin indica la formacion de
los niimeros triangulares, nos encontramos con los tridingulos
semejantes, que se refieren unos 4 otros, segin la ley de pro-
porcionalidad.

El complejo de un tridngulo rectingulo con los dos trian-
gulos parciales formados por la perpendicular 4 la hipotenusa,
trazada desde el vértice, conduce al teorema fundamental de
las relaciones mélricas en toda la Geometria euclidea: al leore-
ma de Pilagoras.

Ya no es necesario apelar al elemental procedimiento de la
simetria, pues todas las determinacioones serian posibles, me-
diante redes de triangulos rectangulos: pero esto se suple por el
teorema de Pilagoras extendido 4 cualquier clase de tridngu-
los. Esta relacion métrica permite el trinsito de las cantidades
ligadas por la ley de proporcionalidad, dngulos, arcos, areas
eleétera.

Pero las relaciones métricas, después de oblenidas indivi-
dualmente, se sistematizan en el capitulo de la Geomstria ele-
menlal que se llama Trigonomelria.

El plano, lo consideraremos ahora cubierto de triangulos
homoléticos con cada tridngulo rectingulo, cuyo yno de los
vértices de la hipotenusa es el centro y el otro un punto de una
circunferencia fundamental para deducir, mediante el coefi-
ciente de proporcionalidad, de cada triangulo, todos sus homo-
téticos; y girando de un modo continuo la hipotenusa alrededor
del centro, y considerando todos los tridngulos homotéticos de
cada tipo de tridngulo rectdngulo fundamental, tendremos to-
dos los triAngulos del plano, sometidos 4 la ley universal de los
grupos.

Sin embargo, la Matemdtica, siguiendo un rumbo invaria-
ble hacia la generalidad de las ideas y la sistematizacion, sus-
lituye 4 este procedimiento natural, el que le permite pasar
rapidamente de unas determinaciones métricas a olras, por
medio de las formulas trigonémétricas, deducidas de la defini-
cion del seno como una relacion numeérica entre un catelo y la
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hipotenusa; y tenemos resuelto en toda su generalidad el pro-
blema de la métrica elemental.

Expuesto ya lo concerniente & la métrica elemental, pase-
mos 4 otro orden de ideas.

Podemos suponer el plano eomo una inmensa pizarra don-
de coexiste una combinacion de figuras, sometidas todas ellas
4 leyes geométricas definidas; y de ello nos ofrece un ejemplo
la Geometria del tridngulo, cuyos puntos notables, como dice
M. Poulain, que se pueden nombrar, son en namero ilimitado;
y lodas sus innumerables figuras expresan soluciones de un
numero indefinido de problemas.

La supuesta pizarra puede borrarse, para dar lugar 4 nue-
vas combinaciones de figuras. Y en este caso, la Geometria ele-
mental se nos presenta como una fuente inagotable de cierto
numero de configuraciones.

En particular tratemos de resolver un problema sencillo,
por ejemplo: Trazar desde los puntos A y B, exleriores a una
recla, olras dos rectas que se encuenlren en ésta, formando dos an-
gulos iguales con ella, en senlido opuesio.

Se sabe que para resolver este sencillo problema, al tomar
el punto B’, simétrico del B, con relacion 4 la recta dada, en-
tre todos los vértices delos triangulos isosceles, BM' B’, BM™ B’
etcétera, el que da la solucion es el vértice M que se halla en la
recla AB’.

Andlogamente, en la resolucion del problema: Por los ex-
tremos de una recia A B, trazar un arco de circunferencia capaz
de un dngulo dado, después de haberse trazado un angulo M BB’
igual al dado, de modo que BB’ sea la prolongacion de A B, el
tridangulo isésceles AM B, inscripto en la circunferencia que se
busca, juntamente con la perpendicular en B & BM, esla fi-
gura que conduce 4 la solucion.

Vemos que, en el primer problema, la recta AM B, y, en el
segundo el triangulo AM B, que son dos figuras regulares ¢ sin-
gulares, agregan una condicion que delermina la figura, cuyo
complejo da la solucion, mediante un simple cambio de un ele-
mento por otro.

De entre los puntos en numero infinito M, M, M™,... de
la recta, en el primer problema, solo el M de la recta A B" esta
determinado, de igual modo que el tridngulo isosceles AM B,
entre la infinidad de tridngulos AM’ B, AM" B, ...
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En el primer problema, figuran la recta y dos puntos simé-
tricos, en el otro, la tangente en B 4 la circunferencia, el eje
de simetria de los puntos A y B, y un sistema de oblicuas
iguales.

Se ve pues, que lo esencial en la solucion de los problemas,
es obtener liguras singulares, que tengan una condicién super-
abundante; y, en este caso, basta ya sustituir el elemento que
se busca, unido con el agregado 6 adjuntado, por una relacion
de coexistencia determinada.

Ya se sabe que el andlisis geométrico de Platon 6 Pitagoras,
es un enlace hipotético al principio, que se hace efectivo, con
auxilio de las figuras intermedias que se adjuntan.

LLa Geometria elemental expresa los defectos inherentes 4
la ciencia de las primeras épocas. El genio suple 4 la falta de
métodos y de leyes generales.

Los métodos por simetria, por inversion, de lugares geomé-
tricos, el de traslacion paralela de Herr Petersen y otros mu-
chos que pudieran cilarse, expresan rasgos felices de inventiva,
con los que se suple la falta de los superiores ideales de la cien-
cia moderna.

Sin embargo, con la variedad de métodos arriba enuncia-
dos, se combina cierto espiritu de generalizacion, expresado
por las sustituciones sucesivas de unos problemas 6 Leoremas
por otros.

La demostracion de un teorema es un encadenamiento de
proposiciones, en el que se eliminan varios términos medios,
quedando unidos los términos extremos.

En la resolucion de un problema, se hacen transformaciones
parliculares, que reducen aquél & otro problema equivalente,
llegindose de este modo 4 un problema final.

Asi, por ejemplo, el problema: Trazar una circunferencia
langenle d otras dos y ¢ una recla, se reduce 4: Trazar una cir-
cunferencia tangente ¢ una recta, & una circunferencia iy que pase
por un punlo, sustituyendo una de las circunferencias por otra
concéntrica y la recta por otra paralela.

Esto lo podemos observar, considerando los célebres poris-
mas de Euclides, que expresan una primera tentativa hacia
una generalizacion de la Geomelria, pero encubierta atn por
las trabas naturales de una particularizacion.

Los porismas de Euclides son proposiciones, en las que unién-
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dose el caracter determinado del problema al cardcter general
del teorema, condensan en si, eslas dos clases de proposicio-
nes. Se presentaban como un rico filon de verdades, y, 4 pesar
de su caracter de individualizacién, encerraban los gérmenes
de los leoremas de Pascal y de Brianchon y del procedimiento
de generacién de las conicas, que evidenciaron con luz clarisima
eslos dos geémetras, con un espiritu sintético.

Hemos llegado 4 la linea divisoria de las Geomelrias ele-
menlal y superior, en la que la ensefianza pasa 4 adquirir su
caracler sistemaitico.

Nota acerca de algunos problemas de la Matematica

Como es sabido, dos procedimientos sigue toda ciencia en
su desarrollo; y de ellos no puede emanciparse: el analisis y la
sintesis.

Por combinacién de los conocimientos adquiridos, surgen
olros nuevos, se forman los conglomerados de ideas y de rela-
ciones que se llaman sistemas.

El avance por composicion 6 sintesis es, en general, es mas
sencillo y fecundo; y es parecido 4 las operaciones directas del
cileulo. Rara vez se encuentran contradicciones 6 anomalias,
porque los primeros datos se extienden 6 dilatan, y fertilizan
el campo de las verdades, para ponerlo en disposicion de pro-
ducir otras nuevas.

Pitagoras acumul6 interesantes propiedades de los niimeros
y Euclides Ilegé hasta los porismas.

Mas tarde, la Perspectiva, la Geometria descriptiva, la
Proyectiva con sus dos métodos de la proyeccion y de la seccion
seguian su marcha progresiva, acumulando siempre relaciones,
por combinacién.

Pero ya en los primeros pasos del andlisis, los resultados
eran lodavia probleméticos,

La inteligencia se encontraba con algo que le era imposible
descifrar; y se detenia ante especies de enigmas, como eran los
numeros llamados sordos, asi como, por el conlrario, se llamé
arménica aquella hermosa relacion que corresponde al acorde
perfecto de la musica: y encontraba aun mas dificultades que
vencer en las llamadas raices imposibles de las ecuaciones.
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En olro terreno, se formularon los famosos problemas de la
cuadratura del cireulo, triseceion del arco, ete.; y progresa la
Ciencia con esfuerzos sin cuento, para tratar de resolverlos.

Y todos estos fracasos 6 conlrariedades obedecian 4 una
causa. Se trataba en tales casos de algo complejo que se aspi-
rabaa desplegar 6 desenvolver, sin un conocimiento de su natu-
raleza intima: se trataba de obtener una relacion 6 entidad
contra su manera de ser, que implicaba lo absurdo 6 lo con-
tradictorio.

Se atribuian 4 la Matematica incorrecciones que solo pro-
cedian de la inteligencia y nunca del rigor y exactitud de
aquella.

Los ejemplos citados conducen 4 las dos clases de causas
que han influido, por largo tiempo, en producir cierta descon-
fianza para atribuir 4 la Matematica el cardcter de la ciencia
exacta, por excelencia.

Tratemos, en primer término, el easo citado respecto 4 las
ecuaciones. l.as deficiencias aparentes del Algebra resultaban,
no de esta ciencia y rama, no del objeto, sino de la discordancia
entre el sujeto 6 la inteligencia y el objeto. Pero ademas, un
nuevo factor contribuia 4 oscurecer la verdad y 4 sumar nuevas
dificultades, para que resplandeciesen las armonias y concor-
dancias que debieran siempre existir, entre las relaciones y ver-
dades matemalicas.

El lenguaje, este intermediario entre el sujeto v el objeto,
ha sido siempre una causa, sino de errores, de falta de precision
v de exacla correspondencia entre los datos y los resultados
de los problemas.

La traduceién de los problemas en ecuacion, como se sabe
por los libros elementales, ca origen & asociaciones v disocia-
ciones de multitud de cuestiones que, una discusiéon pone de
manifiesto; v, en cuanto 4 lasimposibilidades aparentes, porla
traduccion inexacta del enunciado de los problemas 6 las efec-
tivas, porexigirse algo contradictorio, se hallan tambien expues-
tas en dichas obras.

Los simbolos de lo negativo, lo imaginario, del infinito y de
indeterminacion han sido los medios empleades por el Algebra
para corresponder 4 las circunstancias singulares de los proble-
mas, que les hacian salir de las reglas corrientes.

Las tentativas de Carnot, al establecer las correlaciones de
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las figuras, por medio de sistemas variables, de una manera con-
tinua, y los esfuerzos de Poncelet por justificar el principio de
continuidad en los transitos de lo positivo 4 lo negativo ¢ ima-
ginario, juntamente con el principio de fransmulacion de las
figuras de Monge, dieron un caracter sistematico a las rela-
ciones entre éstas y las expresiones algebraicas correspondien-
tes, aun en el caso en que ciertos objetos perdian su existencia
real, y constituian un estado preparatorio para el actual es-
tado de la abstraccion de la Matematica, que ha establecido
sus principios con rigor eminentemente logico, 4 expensas de
la intuicion sensible.

L.a cuadratura del circulo, la trisecciéon de! arco, la cuestion
del postulado de Enuclides, 1a resolucion general de las ecua-
ciones algebraicasy la integracion general de las ecuaciones di-
ferenciales se han resuelto, cada una, segun sus especiales acep-
ciones, y su naturaleza propia.

El simple cnunciado de cada una de estas cuestiones era
consecuencia natural de un incompleto conocimiento de la na-
naturaleza de las cosas, que hoy se ha depurado por la critica,
basada en las exactas definiciones de los conceptos.

Ahora ya no tratamos de armonizar la inteligencia 6 el mo-
do de expresion de sus conceptos, con los objetos; se trata sim-
plemente de relacionar dos géneros distintos de objetos intelec-
fuales, tan antagonicos, como el namero y la extension. Tal
sucede en los problemas de la cuadratura del circulo y de la
triseccion del arco.

Estas relaciones, que parecian accesibles, desde las prime-
ras tentativas hechas, con esperanza de éxito, eran complicadas
en extremo; pues los mundos del niimero y del espacio se rigen
cada uno por sus leyes propias; si bien la inteligencia ha llegado
4 armonizarlos en correlaciones innumerables que constituyen
como sus intersecciones; pero en las esferas de sus existencias,
se acercan muchas veces, sin llegar 4 coincidir; y inicamente
los métodos que crea la inteligencia conducen & aproximarlos
indefinidamente, como vemos que se aproxima una cantidad
hacia su limite, ya se trale de niimeros, de figuras geométricas
6 de uno y olro; porque tambien, dentro de cada uno de estos
miindoes, existen sus entidades, en cierto modo antagénicas,
irreducibles las unas 4 las otras. 0 con existencias separadas;
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asi como otras se funden en coexistencias que son sus intersee-
ciones, lo comun de su ser ¢ de su vida.

L.os dos mundos del niimero y del espacio existen, cada uno,
como especie de caos, en el que todo se halla confundido, amal-
gamado, como fondo sin forma, como el marmol en las cante-
ras, sin presenlar mas apariencias que las de su estructura pro-
pia, el modo de agruparse sus 4tomos v sus moléculas, que son
las caracteristicas de su ser y existir.

Y para que sobre este caos, la inteligencia cree entidades,
relaciones, formas perceptibles, agrupaciones y sistemas cue
se organicen en teorias y éstas en la ciencia, necesilta, no solo
seguir el método de composicion sucesiva, arriba indicado, que
constituya la sintesis; sino desdoblar por el analisis, aquéllo
que esla plegado en circunvoluciones complicadisimas, que so-
lo con reiterados esfuerzos, con incesantes impulsiones y ten-
Lativas ha llegado 4 extender, 4 desplegar, a dar formas 0 apa-
rencias regulares, a4 convertir en ser inteligible y despues en
concepto 6 idea.

De esto nos ofrece un ejemplo clarisimo, la serie de inge-
niosos procedimientos, y de relaciones, que han agrupado Her-
mite, Lindemann, y Wantzel y despues Herr Klein, para dilu-
cidar Ia cnmp]u,'\da cuestion de la cuadratura del circulo, de la
posibilidad de resolver los problemas con la recta y el circulo,
que llevan 4 demostrar la imposibilidad de resolver los proble-
mas de la duplicacion del cubo y de la triseccion del arco.

Estas cuestiones ofrecen un ejemplo muy adecuado de co-
mo se compenelran los conceptos al parecer mas heterogéneos
en la resolucion de un solo problema; y de como la Ciencia, pa-
ra desplegar los objetos sometidos 4 su analisis, ha de plegarse
4 su vez, concentrando en una sola dificultad los mas varia-
dos recursos, los procedimientos que pertenecen a sus regiones
al parecer mas apartadas.

Dejandn 4 un lado las infructuosas tentativas hechas, desde
los primieros tiempos en que los geometras persiguieron este
ideal; y citando tan solo el hecho de haber probado Lambert
que la razon de la circunferencia al diAmetro es inconmensura-
hle, comenzaremos por bosquejar la serie de conceptos y de
verdades que se han agrupado desde las investigaciones de
Hermite, para llegar a las ultimas conclusiones concernientes a
estos problemas irresolubles.
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Las formulas de Hermite, expuetas en su Mémoire sur la
fonction exponentielle, implica multitud de relaciones.

L.a ecuacion fundamental, como todas las ecuaciones, lleva
en si, no solo las relaciones implicitas enlre las raices y los coe-
ficientes, sino las determinaciones de éstas verdaderas incogni-
tas, por el métodode los coeficientes indelerminados, llegindose
4 un grupo de ecuaciones, que hacen explicitos aquellos valo-
res antes implicilos, y, después de transformaciones ingeniosas,
4 una ley de recurrencia; procedimiento simplificador que, en
la Matem#tica, es un recurso general para reducir las dificul-
tades complejas 4 su grado mas elemental, desde el que poda-
mos ya recorrer de nuevo una facil escala ascendente; como
en el andlisis, de una condicién hipotética, que se llegd 4 con-
verlir en efectiva, por una serie de problemas, terminada en
otro final, cuya solucion se conoce, se vuelve a ascender, segun
una nueva serie inversa; pero ya, de conocimientos reales y efec-
Livos, hasta la condicion anles hipolética, que ahora es tam-
bién electiva; porque el encadenamieto tiené en si la efectlivi-
dad 6 existencia real de las verdades en él eslabonadas.

Ya hemos llegado & dar un paso importante para la resolu-
cion del problema: pero tan distantes nos hallamos de su extre-
mo final, que atn no se distingue el camino que salve esta dis-
tancia. Todavia es necesario intercalar olros términos medios
que sirvan de puenle, para mirar los bordes lejanos de las dos
regiones del dominio en que se mueven nuestras ideas.

Aun, parece inconcebible, ya que nuestra inleligencia no
comprende 4 veces, como conceptos al parecer muy heterogé-
neos, se entrelazan y combinan, de igual manera que los elemen-
tos de la Quimica. Atun es necesario acudir a las integrales defi-
nidas de variables imaginarias, aun es indispensable, adjuntar
en un proceso de realidades, algo que solo tiene una existencia
ficticia, que llega @ lo sumo 4 la de su esquema representativo.

El transito de lo real a lo real por medio de lo imaginario,
que efectuo Cauchy, por un rasgo de su genio incomparable, sir-
ve hoy de fundamento, el mas sélido en la Matemédtica, para
establecer las realidades de sus incontrovertibles conclusiones.

La funcion de una variable compleja y ésta son las afijas
de sus puntos correspondientes, en el plano de Cauchy. Las al-
teraciones de los valores de aquéllas influyen en las posiciones
de éstos y reciprocamente.




Se trata pues, de una correspondencia de valores numéricos
por una parte y de puntos imagenes por olra.

El teorema de Lindemann, por el que se demuestra la impo-
sthilidad de la cuadratura del circulo, se reduce a demostrar que
PI RAIZ CUADRADA DE MENOS UNO, 10 puede ser raiz de una ecua-
cion con coeficienles racionales; y para llegar 4 este resultado, se
forma un solido encadenamiento de verdades, en el que inter-
vienen muy diversas ramas del Andlisis.

Como arriba se ha visto, hemos de considerar la correspon-
dencia intima que existe entre cada punto representativo de
una luncion, su variable independiente y los valores de ésta, es
decir, resumiendo, correspondencias entre niimeros variables
y sus puntos movibles, como pudié¢ramos considerar las varia-
ciones de posicion entre un cuerpo y su sombra.

Pero, como preparacion 6 antecedente necesariodel teorema
de Lindemann, necesitamos la relacion de Hermite que conduce
4 la anulacion de un determinante, que es funcion de las dife-
rencias de las raices de cierfa ecuacion.

Los puntos principales del trayecto, donde pudiéranios con-
siderar que ha de reposar la inteligencia en su accidentado via-
je, estan sefialados. Son tres: 1.Y Formacion del determinante
de Hermite. 2.» Demostracion de que al anularse dicho deter-
minante, se llega al resultado contradictorio de que dos raices
de dos ecuaciones irreducibles distintas sean iguales, lo cual
implica la imposibilidad de que pueda existir relacion alguna
lineal entre cierfas sumas de canlidades exponenciales, que en-
tran en las férmulas de Hermite. 3. La imposibilidad de que
pi raiz cuadrada de menos uno sea raiz de una ecuacton irredu-
cible, con coeficientes enleros, que representa la estacion de lie-
gada de nuestro accidentado viaje. Pues ciertamente, que ha
sido necesario despejar el terreno de multitud de obstaculos,
de abrir caminos expeditos, v aun de consiruir puentes, como
si realmente nos halliramos en el caso de hacer una campana
en lerritorio enemigo.

L.os preparativos,no cedend loslrabajos que hemos enumnie-
rado, pues coustituyen un ntcleo respetable de doctrina.

Necesitamos llegar al amplio dominio de las funciones de
variables complejas que, como hemos dicho, se mueven, por
medio de sus punlos representativos en el plano de Cauchy.

Tenenios que inlegrar, 4 lo largo de un contorno, es decir,
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trazar una curva en dicho plano y delerminar, para cada uno
de sus puntos, el valor de una integral 6 funcion, que es la mis-
ma cosa, manteniendo siempre esa relacion intima entre los nt-
meros y sus puntos correspondientes. Pero, en el plano, comoes
un pais accidentado, existen precipicios, lugaresinaccesibles que
debemos evitar, aquéllos en los cuales, la funcién se hace infi-
nita 6 indeterminada; porque en la Malemadtica, no siempre
se verealizada la variacion continua querepresentalasllanuras;
sino que, por el contrario, parece que aquélla ama las alturas y
los abismos, los accidentes de todas clases, que como, en la
Naturaleza, comunica al alma la impresion de lo bello.

Lo que ge conoce con el nombre de singularidades, lo que
nos hace forjar un mundo de relaciones, cuyos elementos son
imaginarias; y que sobre el mundo sensible, donde varian nues-
tras intuicicnes se ciernen, como en nuestra vida, sucede con
las concepciones del arte, que la hermosean y nos llevan tam-
bién & olra vida superior, relacionada estrechamente con la vi-
da malerial complementéndola; y todo ello constituye la vida
snperior del matematico. El arte de éste, sin embargo, arraiga
con mas fuerzas enlas puras regiones de larazon, que en las
de la fantasia. El orden, en sus indefinidas variedades, es el
creador de la belleza inteleclual.

Sobrela representacion de un simbolo, que nacié en la Cien-
cia con la denominacion de lo imaginario, se funda toda la teo-
ria de las funciones de variables complejas, cuya vida queda re-
presenlada por las huellas que deja en un plano y atn en el es-
pacio y en los hiperespacios.

Ya hemos llegado al determinante de Hermile; ya en el tra-
vecto que debe recorrer la integral, segiin la linea trazada en el
plano, hemos evitado los puntos peligrosos del viaje, que rea-
liza aquélla, conservando su delerminacion y su continuidad.
Pero aun necesitamos disponerla previamente, con objeto de
(ue se presente en forma adecuada para lanzar sobre nosotros
la luz de la evidencia.

En las regiones de las cantidades, éstas se presentan em-
brolladas y amalgamadas de tal suerte, que precisa apelar 4 los
procedimientos mateméaticos andlogos, 4 los del andlisis quimi-
co, por cuyos procedimientos se ha precipitar el metal puro de
las sales que lo contienen 6 ha aparecer en el fondo de un erisol.
Por los procedimientos reduclores, el andlisis matemético
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nos lleva esta vez, 4 contemplar nuestra inlegral bajo una for-
ma normalizada, que expresa una relacion recurrente entre in-
tegrales de grados sucesivos, que nos conduce 4 su expresion
en forma lineal, cuyos coeficientes son funciones enteras, con
coeficientes enteros, de las raices de la ecuacion, que sirvio de
punto de partida 4 todo nuestro razonamiento. Y de dicha for-
ma surgen, para cada raiz de la ecuacion, otras tantas funcio-
nes, cuyos coeficientes constituyen el determinante fundamen-
tal en la cuestion resuelta por Hermite, cuya integral tiende
hacia cero y acaba por anularse, lo que prepara el teorema de
Lindemann.

A continuacion de las relaciones arriba diseniadas, lenemos
pues, la serie de transformaciones que realiz6 Lindemann, redu-
cidas en lo substancial, 4 obtener una serie de ecuaciones de su-
mas de raices de la propuesta, supuesta irreducible, como las
anleriores, cuyos términos se hallan constituidos por sumas de
cantidades exponenciales, que llamaremos sigmas, que contie-
ne un término por cada raiz de la ecuavion correspondiente de
las sumas de las raices, dos 4 dos, tres 4 tres, ete.; v lo esencial
del razonamiento consiste en la imposibilidad de exislir una re-
lacion lineal, con coeficientes enleros, entre las sigmas de las expo-
nenciales correspondientes d las diversas sumas de las raices.

No hay para que seguir las varias transformaciones de Lin-
demann, que solo pueden conocerse por medio del conciso len-
guaje matemdlico; lo expueslo indica sobradamente la natu-
raleza y cuantia de los razonamientos, por los cuales se llega fi-
nalmente 4 1a conelusion de la imposibilidad arriba formulada,
que constituye el teorema de Lindemann; y no es la presente li-
gera resciia, para citar las recientes invesligaciones de los ilus-
tres profesores Hilbert y Klein acerca de esta cueslion, asi
como la de los matematicos franceses, que han edificado una
exlensa rama acerca de las funciones y de los nameros trans-
cendentes, cuyo origen se encuentra en una memoria de Liou-
ville, inserta en el tomo X del Journal de Mathémaliques pu-
res el appliquées.

Otro de los grandes problemas de la antiguedad, muy dig-
no de citarse, es la lriseccion del arco, que en la segunda mitad
del siglo diez y nueve se redujo & reconocer si un problema se
puede resolver por la regla y ¢l compds.

Para que un problema se resuelva con la rectay la circun-
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ferencia, es necesario y suficiente que cada uno de los puntos
encadenados por los datos se determinen: hien por la intersec-
cion de dos rectas, bien por la inlerseccién de una recta y una
circunferencia 6 porla de dos circunferencias.

La resolucion analitica del primer problema da una expre-
sion racional y los dos ultimos dependen de una ecuacion de se-
gundo grado, cuyos coeficientes son funciones racionales de los
dates y de las coordenadas de los puntos, determinados ya por
construceiones anleriores: Y puesto que se repite esla opera-
cion, al determinarse sucesivamente cada uno de los puntos por
cuyo sistema se debe llegar 4 la resolucion del problema, ten-
dremos un sistema 6 una serie de ecuaciones de segundo gra-
do, que permilirdn determinar sucesivamente una serie de in-
cognitas, que terminard en la verdadera incognita del proble-
ma. Ademds, por ser recurrentes los sistemas, podremos sim-
plificar; los coelicientes, serdn funciones respectivamente, linea-
les de cada incognita y de los datos, de tal manera, que una de
las ecnaciones no podra ser satisfecha por una funcioén racional
de los datos y de alguno de los sistemas de raices de las ecua-
ciones precedentes.

Y, obtenida la ecuaciéon resultante de eliminar las raices
anteriores 4 la ultima, se llegara 4 una ecuacién final cuyo gra
do serd4 una polencia de dos, que da todas las soluciones del
problenia y ninguna extrana, que se demuesira ser irreducible.

Con estos preliminares, se puede aplicar el métode de Want-
zel, comenzando por deferminar si la ecuacion propuesta es irre-
ducible; y, si no lo es, descomponerla en faclores irreducibles, 4
cada uno de los que se habra de aplicar el método.

Esto sentado, si el grado de la ecuacion irreducible del pro-
blema es una potencia de dos, podrd tal vez ser éste de los que
se resuelven con rectas v circunferencias. En caso contrario,
se podra concluir que no es susceptible de tal solucién.

Omitiendo detalles que prolongarian demasiado esta re-
sefia, y que pueden verse en la memoria de Wantzel (Journal
de Liouville, t. 11, 1837) 6 en la chra del Sr. Iichegaray, Diser-
taciones malemdlicas sobre la cuadratura del circulo, método de
Wantzel y la divisidn de la circunferencia en paries tguales(1887),
bastara decir que el método de Wantzel, conduce 4 coniplicacio-
nes enormes de cilculo, tales como las que exigen los proble-
mas de investigar si, dada una ecuaciéon de forma entera con
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una incognita, 6 en general, un sislema de ecuaciones con coe-
licientes racionales, admiten como soluciones valores irracio-
nales de las incognitas, v si, dada una ecuacién entera con una
incognita, cuyos coeficientes son funciones racionales de los da-
Los, de(.ldn sila ecuacion es irreducible.

Solo diremos para terminar que, planteado el problema de
la duplicacion del cubo, se deduce que la ecuacion resultante es
irreducible; pero, por ser su grado 3, no satisface 4 la condicién
necesaria de ser una potencia de 2; y lo mismo sucede en el pro-
blema de la triseccion del arco.

Como se vé, estos problemas entran en la region, no solo del
Algebra sino del Andlisis, puesto que se eleva hasla la conside-

racion de los ntimeros transcendentes.

Y, 4 contar de la época helénica, se trato de resolverlos,
desde el de la triseccion del arco, hasta el de la cuadratura
del circulo porla construccion de curvas tales, como la ecisoide
de Diocles, la concoide de Nicomedes, la cuadratriz de Dinds-
trato, y por intersecciones de conicas, ele.

En cuanto 4 los problemas de la duplicacion del cubo y
de la triseccion del arco, se ve que resulta de la teoria general
de las ecnaciones, y sus dificultades se reducen 4 las de ésta,
conduciendo a la tecria de Galois acerca de la resolubilidad
de las ecuaciones por medio de radicales, 4 su teoria de la
adjuncion y a considerar el dominio de racionalidad.

En cuanto al problema de la division de la circunferencia
en partes ignales, bastara decir, que su dificultad se trasladé 4
la teoria de los ntimeros, <egiin hace ver Gauss en sus Disqui-
sifiones arithmelicae; pero que dependio del Algehra, desde que
Abel descubrio la teoria de las ecuaciones que llevan su noni-
bre, y se halla expuesta en las dlgebras de Serret y Herr H. We-
ber de 1a Universidad de Strasburgo v en la obra, sobre esta
cuestion, del profesor Herr Bachmann

Respecto al postulado de Ifuclides nos bastara decir que la
Geometria de Lobatschewsky ha demostrado la imposibilidad
de demostrarse; pero en revancha se ha llegado a establecer la
existencia de tres geometrias igualmente posibles, con sus sis-
temas especiales dc postulados.

Vana era también la tentativa de resolver algebraicaniente
todas las ecuaciones, empleando & lo sumo un niumero finito de
expresiones radicales. i
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En este problema, como en todos los demés, parece que los
primeros matematicos se hallaban sugestionados por una aspi-
racion a relacionar todo lo que se presenlaba como objeto de
sus investigaciones en una correspondencia fijada por ellos, de
un modo arbitrarios, segtin sus individuales aspiraciones, pues
arbitrario era cuadrar exactamente el eirculo, como trisecar el
arco y resolver las ecuaciones con arreglo 4 una pauta fija, sin
alender, 4 si las relaciones por ellas impuestas 4 los objetoseran
las que realmente les convenian. Aqui habia un término arbi-
trario, y la conclusion solo hubiera sido exacta por una extrana
casualidad.

La resolucion general de las ecuaciones algebriicas era otra
exigencia arbitraria, impuesta por el espiritu exagerado de ge-
neralizacién que guia, por lo comiin, las empresas humanas.

Se resolvian las ecuaciones de 1.9 y 2.0 grado; y ya se aspir6
A resolverlas todas, por analogos procedimientos, mediante for-
mulas constituidas por un niimero finito de simbolos; pero el
problema resistio 4 los esfuerzos de Euler y de Lagrange, des-
pués de haber resistido los de sus antecesores; y Abel demos-
tré la imposibilidad.

No era posible ese desdoblamiento exigido, de lo que for-
maba un complejo de relaciones, que se extienden & un domi-
nio superior al de las cantidades racionales.

Galois, por primera vez, extendié el dominio de estas can-
tidades, adjuntandoles irracionales, no cualesquiera, sino per-
tenecientes & ciertas ecuaciones irreducibles; lo que encierra
un conceplo de inmensa importancia; pues rige la distribucién
de los nirrieros segiin una ley de normalidad; porgue entre In
infinidad de ecuaciones que, como individuos 6 elementos, se
hallan en el sistema cue las contiene 4 todas, se eligen las mds
simples, aquéllas que conlienen siempre todas las raices de las
funciones que dependen de una sola, que enbloques, estan con-
tenidas, como factores en dichas funciones, relacion aniloga A
la que liga 4 los enteros con sus factores primos, que divide el
dominio de los niimeros enteros en regiones de numeros, que
tienen un maximo divisor comun.

Esta eleccion de ecuaciones irreducibles, tiende 4 evitar
repeticiones y 4 producir relaciones univocas, 4 la manera que
en la teoria de las funciones se prefiere, la consideracion de las
que son uniformes, y regulares en el entorno de un punto.




La adjuncion, permitio 4 Galois resolver ecuaciones irreso-
lubles, en un dominio méas amplio, que el en que eran irresolu-
bles, asi como ¢l calculo ordinario se va generalizando, & medi-
da que ¢l dominio de los enteros se extiende al de los niimeros
racionales y éste al de los algebréicos.

Pero esta cueslion tiene otra fase. Las raices de las ecua-
ciones se hallan entre la infinidad de los niimeros algebréicos:
y para que algunos de éstos perlenezecan al dominio que coni-
prende una ecuacion deferminada, es necesario que cierta ley
de normalizacién se cumpla para que, en vez de elementos
dispersos, sin ley que los dirija, se hallen encadenados en sis-
temas; y esto se verifica en las eecnaciones resolubles 6 abelia-
nas, cuyvas raices se hallan ligadas por medio de un lazo 6 re-
lacion racional.

Vemos ya pues, como la ley de normalidad da la respues-
ta precisa al problema de la resolucion algebrdica de las ecua-
ciones; porque la Ciencia solo puede conlestar, rectificando,
una imposicion exagerada, conforme con la esencia de cada
genero de cantidades que existen individualmente, segiin las
condiciones que fijan su existencia y que se ocultan a exigen-
cias arbitrarias.

I.as ecuaciones binomias son el caso mas sencillo de las
ecuaciones abelianas. Sus raices se distribuyen en ciclos, 6
forman todas un solo ciclo, expresando esa ley del orden que
presidio, desde un principio al Algebra por lo que se quiso que:
en su definicion, entrase como esencial el principio del orden,
seglin expreso Poinsot, al establecer la armonia existente en-
tre las ecuaciones algebraicas y las de congruencia, como ex-
presion del orden, tan predominante en la teoria de los niime-
Tos, (que convierte 4 ésta en una de las ramas mas elegantes de
la Matematica.

Las ecuaciones abelianas, en general, elevan al mas alto
grado estas relaciones del orden, regidas por las relaciones ex-
presadas en la teoria de los grupos, que es la rama superior de
la combinatoria, la ley universal que rige 4 toda la Matemati-
ca, especialmente, cuando 4 los grupos discontinuos del Alge-
bra, se unen los grupos continuos del Andlisis.

Aun llegamos 4 otro de los problemas formulados, desde el
origen del caleulo infinitesimal: la integracion de las ecuaciones
diferenciales.
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Las dificultades de este problema superan & las de los pro-
blemas anteriores; y sin embargo, aun se aspiraba 4 segnir
siempre en el sendero que habia conducido 4 integrar las pri-
meras ecuaciones, que se ofrecieron 4 los grandes gedmelras
del siglo diez y siele, cuando las (nplu‘ll)an & expresar las le-
ves universales de la Naluraleza.

Aquéllas ecuaciones se inlegraban: el genio matemdtico
hallaba recursos inmediatos que coronaba el éxilo; sus trans-
formaciones ingeniosas, la reduccion de las dificultades 4 otras
més sencillas, siempre triunfaban de las dificultades. Parecia
que la serie de las conquistas iba & ser interminable. Pero pron-
to fué decreciendo aquel ardor y entusiasmo ante las dificul-
tades crecientes que imponia el problema. Se integraban ecua-
ciones particulares, pero no se llegaba 4 la integracion ge-
neral.

Una nueva era comenzd, cuando Lagrange, Monge y Am-
pére abordaron la integracion de las ecuaciones de derivadas
parciales v, cuando Pfaffl obfuvo la eélebre reduecion que cons-
lituye su problema.

La teoria combinatoria penetraba en la parte formal del
problema, con las aplicaciones de los paréntesis y corchetes de
Poisson, las formulas de Cauchy y de Donkin, v el acertado
empleo que de ellas hicieron . d{,()ljl, Mayer y Hamilton, has-
ta el punto de que en la teoria de las ecnaciones diferenciales,
la de las ecuaciones de derivadas parciales es la més perfecta,
la mejor construida.

Pero no se trata de resolver tal 6 cual ecuacion elegida,
como sucedia en las primera época de las grandes creaciones
matematicas; se trata de resolver cualquiera ecuacion, es de-
cir, el problema general.

Asi, mientras que se trataba de las ecuaciones sencillas,
existian procedimientos especiales, como para el caso de las
ecuaciones homogéneas, 6 se reducian a las cuadraturas, 6 se
transformaban en ecuaciones de Riccali, ete.

Pero esto comprende un campo muy limitado dentro del
que abarca el problema en su generalidad.

Como en la resolucion de todos los problemas de la Mate-
matica, fué preciso caminar por otros derroteros.

El origen de esta nueva direccion se halla, como hemos vis-
to en otras ocasiones, en la nueva direccion adoptada por Cau-
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chy y por Riemann, que coincide con un nuevo concepto de la
integral, y en la que se unen las disquisiciones de Herr Can-
tor y du Bois-Reymond sobre los conjuntos y las pantaquias.
Esto, desde el punto de vista algoritmico.

Si acudimos 4 una imagen que ofrecen las modernas in-
vestigaciones y que son una generalizacion de lo que [undo
Cauchy al establecer la correspondencia enlre los puntos re-
presentalivos de las funciones y sus variables complejas, po-
dremos imaginarnos un fondo inmenso, donde se hallan acota-
dos, no solamente los valores de las funciones con sus variables
independientes, sino también los valores implicitamente da-
dos por las ecuaciones, no solo algebraicas sino diferenciales; y
podremos representarnos un mundo lleno de puntos lineas,
superficies y hasta espacios inferiores incluidos en olros su-
periores.

Si consideramos, al principio, una recta que contiene todos
los puntos correspondientes & valores reales, veremos por un
lado, punlos aproximandose indefinidamente hacia sus limi-
Ltes, 6 mejor, segiin la idea de las secciones de Dedekind, dos
series de punlos luminosoes, por ejemplo que se acercarin de
uno y otro lado, 4 cierto punto que permanece en la oscuridad
y expresa el valor irracional 4 qué aquéllos se aproximan. Y
aun hay mds; en estas regiones, donde hemos encontrado los
niimeros irracionales, constituyendo ¢on los racionales el domi-
nio de los nimeros algebréicos, hallaremos, sobre el fondo del
continuo, representado por la linea recta, otros numeros de
superior calegoria, los transcendentes, que no pué{h‘-n existir
en los moldes de las ecuaciones algebraicas; numeros regidos
por una ley de crecimiento que pasa sobre las leyes que rigen
a los demas niimeros.

Pero antes de llegar & esta categoria superior, lenemos que
detenernos un momento en la serie de funciones algebraicas de
los diferenles 6rdenes, cuya clasificacion hizo Abel, como pre-
liminar para establecer la imposibilidad de resolver algebréii-
camente las ecuaciones generales de grado superior al cuarto.

Tenemos, en primer lugar, después de las funciones ente-
ras y racionales, aquéllas que dependen de las variables, y de
radicales de indice primo de funciones racionales, que seran
las funciones algebréicas de primer orden; pero silas funciones
de que se trata dependen de las variables, de raices indice pri-




30 —

mo de funciones racionales y ademas, de raices de indice pri-
mo de funciones algebrdicas de primer orden, tendremos las
funciones algebréicas de segundo orden, y asi sucesivamente;
Jlegando 4 deducir la forma de las funciones algebraicas de
orden m y de grado n.

Sobre la clasificacion de Abel, Liouville presento una cla-
sificacion anéloga de las funciones transcendentes. De primera
especie son aquéllas en las que los signos de las operaciones
transcendentes se aplican 4 simples funciones algebriicas;
mientras que en una transcendente de enésima especie, los
signos de que se trata pueden referirse & todas las cantidades
de especie inferior,

No vamos 4 detallar esta enumeracion que comienza en las
transcendentes mas sencillas, y nos llevaria, con el estudio de
las Lranscendentes superiores, al inacabable desarrollo de la
Leoria de las funciones.

Basta lo expuesto, acaso con demasiado detalle, como in-
cidente del objeto principal que nos guia en este trabajo, para
dar una ligera idea de la infinidad de correspondencias que
encontramos entre las funciones y entre las variables y mas
aun, si consideramos las correspondencias mutuas entre las
funciones.

Siguiendo ahora nuestras anteriores indicaciones, encontra-
riamos, adem#s de la seccion de Dedekind, por la que se repre-
senta un ntmero irracional, las representaciones que ofrecen
los conjuntos perfeclos, densos, ete., en la teoria de las fun-
ciones de variables reales; y pasando & la representacion de las
funciones de variables complejas, también podremos conside-
rar el plano como una region de luz, por donde una funcion es
sinéctica, segtin la denominacion de Cauchy, 0 bien uniforme,
segiin la expresion actualmente mas generalizada; region
tan solo ennegrecida por los puntos singulares aislados, por
Jas cortaduras 6 por los espacios lagunares. Dandonos cada fun-
cién particular un dibujo distinto en el plano, que sera su es-
quema caracteristico. Y estas representaciones se extienden
actualmente con auxilio de la superficie de Riemann, & los hi-
perespacios, 4 sus conexiones, etc., cuyo conocimiento se faci-
lita por el proceso de la normalizacién y con auxilio de las co-
rrespondencias y de las transformaciones.

Asi, para llegar 4 la integral general, hemos de acudir, otra
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vez, 4 la irreductibilidad de los sistemas, como considerAbamos
ecuaciones irreducibies en los dominios de la teoria de los ni-
meros y del Algebra; y, siguiendo la sugestiva exposicion del
senor Pincherle en su obra: Le operazieni distributive, conside-
raremos la correspondencia entre dos espacios lineales S v T
con n elementos a linealmente indeépendientes del primero y los
n elementos que les corresponden del segundo espacio (ue, 0
pueden ser también linealmente indepenidientes, 6 estar some-
idos 4 r relaciones distintas, por efecto de una operacion de-
generadora A, de especie r, resultando, en tal caso, que di-
chaoperacion hace corresponder al cero en T, r elementos de S,
que llamaremos las r rafces de A, y que servirdn para consti-
Luir con estas raices. linealmente independientes, el nuevo es-
pacio de las raices de A; lo que lleva 4 considerar el modo de dis-
tribucion de las raices, por la iteracién de A; lo que se expresa
por sus potencias sucesivas, como en la teoria de los ntimeros,
para los periodos 6 en la de las sustituciones, para los ciclos,
lo que da las raices propias 6 impropias, consideraciones que
llevan & los espacios invariantes, 4 las operaciones conmutables
regulares, singulares, etc., etc.; todo lo que nos interna en la
capital leoria de los grupos de transformaciones, cuyos ampli-
simos desarrollos se deben & Sophus Lie.

Y con estos antecedentes, ya podemos decir que el proble-
ma de obtener las soluciones generales de las ecuaciones dife-
renciales se reduce 4 la consideracién de los espacios raices y
sus correlaciones con sus espacios primitivos, lo que se halla
expuesto en la obra citada. Y asi vemos en armonia, con lo arri-
ba expuesto, cémo podemos esquematizar con representacio-
nes graficas, las correspondencias cuantitativas entre la fun-
cion implicita de una ecuacion diferencial y las variables in-
dependientes.

Vemos, de igual manera que vimos al tratar de otros pro-
blemas, como se modifica el primitivo enunciado, 4 medida que
la critica depura las condiciones del mismo.

Sophus Lie, en sus trabajos monumentales sobre los orn-
pos continuos, realiz6 una lahor gigantesca, aglomerando, en
sintesis grandiosa, los grupos proyectlivos del plano, del es-
pacio euclideo, hasta los grupos de transformaciones de contac-
to, y aan de los hiperespacios, que condujo, entre la infinidad
de aplicaciones y puntos de visla, que es capaz de sugerir tan
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amplio cuerpo de doctrina. 4 una teoria respecto a las ecua-
ciones diferenciales, an4loga 4 la de Galois, acerca de las ecua-
ciones algebraicas; y por tltimo, la resolucion del problema de
la infegracién analitica cuando, han sido infr ucluosas las ten-
tativas hechas para conseguir su integracion formal, estriba
en el conocimiento de la estructura del grupo de la ecuacion di-
ferencial; pero también estriba, 4 semejanza de lo que hemos
visto en ofras leorias, en la condicion de irreductibilidad, con
lo que se leva el problemia & circunstancias analogas 4 las que
llevan 4 Galois 4 la resolucion de la ecnacion por radicales;
pues un sistema es reducible, cuando se le puede adjuntar otras
ecuaciones algebraicas compalibles, sin ser sus consecuencias;
lo que da un sislema reducido.

Y el problema de la integracion se resume en las dos opera-
ciones siguientes: 1. Reduceion de la ecuacion & ecuaciones
irreducibles; 2.¢ al estudio directo, en todo el campo real v
complejo, de la integral de estas ecuaciones irreducibles como,
manifiesta M. Painlevé enalgunos de sus trabajos; v cuando una
ecuacion diferencial es reducible, entre los sistemas reducibles,
existe uno de orden diferencial minimo, automorfo, es deeir,
cuya solucion general se deduce de una solucion particular,
por la transformacion de un grupo, ete.

Por ultimo, es necesario, aplicando los recursos enumerados
del andlisis, para la representacion de las funciones, seguir & la
funeibn que satisface 4 una ecuacion diferencial propuesta, en
todo el curso de su existencia, senalando las singularidades que
la caracterizan, lo que constituye la parte cualitaliva del pro-
blema, segtin la expresion de M. Poincaré y, después, efectuar
ios caleculos numeéricos.

Vemos pues, qué arsenal de conocimientos v de teorias ha
sido necesario para atacar el casi 1110\pugnahle problema de
la integracion de las ecuaciones diferenciales; que fué preciso
abandonar, en la inmensa mayoria de los casos, el ideal primi-
tivo de la inlegracion formal, para dirigirse, por los diversos
senderos de la integracion logica, geométrica ¢ analitica, que
ann hoy sirven 4 los matematicos de estimulo para nuevos pro-
gresos, los cuales siemipre seran posibles en el amplio camipo
donde se desarrollan, pues el fondo objetivo es inagotable, co-
mo nos muestra el simple hecho de que, solamente en el estre-
cho limite comprendido entre 0 v 1, tenemos el conjunto ina-
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golable del continuo donde, por cierta Aritmética infinitesimal,
se encierran infinidades de conjuntos de ntimeros enteros, ra-
cionales, algebréicos y transfinitos; y por tanto en los dominios
que también se eligen como escenario de las relaciones mate-
méticas, en los dos ordenes cualitativo y cuantitativo, com-
prendiendo en toda su amplitud la extensién v el nitmero, la co-
rrelacion de unas cantidades con otras, dentro de las distin-
ciones que ofrece la integridad, la racionalidad, lo algebréico y
lo transcendente, las (ll‘%('ﬂ]llllll.llll‘lllﬂ'\ las anomalias de todo
género; deben hacerse 0\])11(11% ciertas cantidades, lo que no
siempre es posible 6 repugna 4 determinadas condiciones exi-
guhls que no son las propias para conseguir dicho fin.

La Mateméatica pues ha dado HIL‘ID})IL‘ contestacion 4 los
]Jml lemas clésicos, ya resolviéndolos 6 presentando las condi-
ciones de su posibilidad, ya demostrando que son imposibles,
dentro de éstas.

La Matematica en Espana

La ensefianza se adapta siempre 4 la Ciencia. Podemos afir-
mar que la Ciencia procede del maestro, asi como éste, 6 se for-
ma en el ambiente en que vive, 6 crea este ambiente, cuando
no existe; lo que constituye el limite 4 que llega el genio.

Plalon y Aristoteles ensefiaban en sus escuelas, y sus doc-
trinnas se han perpetuado entre nosotros. De igual manera Ar-
quimedes, Apolonio y Euclides pasaron 4 traves de la civili-
zaclon drabe 4 nuestros dias.

Vieta y Descarles crearon el Algebra y la Geometria ana-
litica, y, sobre estas nuevas doctrinas, Newton y Leibitz idea-
ron nuevos algoritmos y sefialaron otros rumbos 4 la inven-
tiva de los matematicos. Y los rlimipu[m de éstos continua-
ban el sdlido umdficnamlelllo de la Ciencia, que va no se inte-
rrumpio.

Entre otros muchos insignes mateméticos, Euler y D’
Alembert continuaban avanzando, 4la par que condensaban
las anteriores conquistas en nicleos cada vez més espesos, que
se dilataban bajo la forma de un extenso tejido de relacio-
nes que, en su vasta extension, se iluminé por dos nuevos fo-
cos espléndidos, representados por Cauchy y Gauss, después
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que los Lagrange, Laplace, Monge y Ampére habian dado un
nuevo brillo 4 las conquistas de sus predecesores.

En esta situacion se hallaba la ciencia matemdtica 4 co-
mienzos del siglo XIX.

No hay para qué relatar las numerosas ramificaciones, cu-
ya exposicion detallada exigiria muchos volimenes y nos apar-
taria de nuestro objeto, que constituyen las diversas finalida-
des 4 cuyo impulso la ciencia actual se mueve, cadavez con
mas vida y con arrestos de mayor potencia.

1

Nosotros, por desgracia, guiados & impulso de otros de-

rroteros, no pudimos establecer un lazo de continuidad con
aquellas corrientes; nuestra ciencia mateméatica fué un refle-
jo palido de lo que produjeron nuestros vecinos; y 4 lo sumo
importabamos, no con la fuerza vital que le comunica el foco
primitivo, de donde irradia, fortaleciéndose para nueva vida,
sino mediante los ténues reflejos del libro de texto, confor-
mado para aprender y repelir; pero no para crear nuevas
ideas. Legendre, Lacroix, Monge primero, y mas tarde, obras
de menor cuantia, mas cefiidas 4 una ensefianza excesivamen-
te concretada 4 un fin inmediato, y por esto de menor tras-
cendencia, como Cirodde, Lefebure de Fourcy, Sonnet y Iron-
tera, Leroy, Olivier, Tresca, 4 los que también agregamos
las obras de Sturm y Duhamel para el cilculo infinitesimal.

No es de extrafiar que, con solo estos modelos, muy aprecia-
bles, como lo fueron indudablemente, para comunicar 4 Ia ju-
ventud el extracto 6 resumen de lo constitutive de la ciencia
cldsica, se llegara, en suma, & una noticia de lo que era la Ma-
temética, todo lo mas, para las aplicaciones maleriales de in-
mediata utilidad. Pero 4 estos resultados faltaba algo de esen-
cial, el espiritu inventivo que inspira para creaciones nuevas
y que da vocacion y gusto para la vida de la inteligencia.

El ilustre talento que s¢ ha movido en las mas diversas di-
receiones, y especialniente en el solitario erial de la ciencia ma-
tematica, D. Jose Echegaray, quiso dar impulso 4 algunas dis-
ciplinas de actualidad, en su tiempo, tales como la Termodina-
micd, los determinantes, la Geometria superior de Chasles,
como poco ha lo hizo con la teoria de las ecuaciones de Galois,
las funciones abelianas y aun finalmente con la Fisica ma-
tematica, que hoy explica en la Universidad Central.

El sabio profesor Sr. Torroja importé 4 Espana la her-
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mosa teoria geométrica de Staudt, y difundit el gusto hacia
obras como las de Reye vy Fiedler.

Aun se conocieron propositos de iniportar las originales
concepciones d= los Cayley, Aronhold, Clebsch y otros ma-
tematicos, eondensadas en los tratados de Salmon: pero tan
acertados deseos, no encarnaron en la prictica. Y nos queda-
mos con una ciencia incompleta v ademés, sin condiciones {a-
vorables para adquirir iniciativas propias.

También es ciertoque, en la misma Universidad central, hoy
se explica la Geometria analitica & que el profesor Sr. Vegas
ha dado forma, segim la direccién de los Chasles, Fiedler A
Ovidio; y aun yo, en muy modesta esfera, he trabajado des-
de hace bastantes afios por dar un cardcter critico 4 la cien-
cia, al mismo tiempo que importé varias teorias; y algo se ha
hecho individualmente en varias revistas publicadas, mejo-
randose ademds la parle doctrinal en nuestros cursos univer-
sitarios; pero, ni esto, ni las individuales iniciativas de algunos
profesores, llegaron & salvar la inmensa distancia que aun nos
separa de los verdaderos focos de la cultura cientifica, mien-
tras no se publique una reforma radical en las ensefianzas de la
Matematica, la Fisica y la Quimica, que las dote de la parte
especulativa y los medios materiales que demandan, v que
hoy nos colocan en una lamentable inferioridad, respecto 4 lo
que en las otras naciones se practica.

La critica matematica

Podemos ¢onsiderar el origen de la critica en los tiempos
de Carnot y de Poncelet.

Carnot se propuso explicar los principios del Céleulo infini-
tesimal, por una especie de compensacion que se efectuaba en
las ecuaciones aproximadas, para llegar 4 las verdaderas, y, en
su Geometria de posicion, trata de reducir 4 una ley general las
alleraciones de los problemas, en el transito de las soluciones
positivas 4 las negativas y 4 las imaginarias, sometiendo las
figuras & un cambio continuo, que produce la infinidad de posi-
ciones de cada una, dentro de un sistema.

Poncelet lleva més adelante la idea de Carnot, tratando de
establecer su principio de continuidad, y llegando 4 generalizar
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sus puntos de vista, hasta admitir que existen simbolos de im-
posibilidad, como existen para la posibilidad, pues aquélla, mu-
chas veces es relativa, y solo obedece & ciertas circunstancias
especiales, como hizo ver Monge en su metodo de fransmula-
cién de las figuras, y en efecto, aunque el eje radial, en el caso
de las circunferencias exteriores, pasa 4 ser imaginario; aun
conserva algunas de sus propiedades esenciales.

Poncelet es el primero que lleva su espiritu generalizador
hasta considerar los dos puntos circulares del infinito 6 la co-
nica esférica como lazo de union entre todas las circunferencias
de un plano, 6 las esferas en el espacio de tres dimensiones.

Trabajos de critica son los de Helmholtz, cuando aspira 4
explicar los axiomas de la geométrica, en visla de los nuevos
horizontes que abren 4 la Ciencia las geometrias de Lobats-
chewsky y de Bolyai. Y por entonces, en el Algebra, la inge-
niosa interpretacion de las cantidades imaginarias de Argand
y de Buée, suscitan los trabajos criticos de Vallés, los de Fly
St. Marie, que en Espaiia llegan 4 la interpretacion filosofica
de Rey y Heredia.

Y, en otro dominio, aunque sin salir del caracter dogmati-
co de exposicion puramente doctrinal, los varios trabajos, pri-
mero, de Ampére y de Jacobiy después de Plaff y de Mayer,
principian 4 vislumbrar un perfodo de critica para las ecuacio-
nes diferenciales, pues el caudal de métodos y de conceptos al
desbordarse, parece que busca una ley reguladora que los man-
tengan en un sistema ordenado y comprensivo de todos ellos,
conduciendo 4 la contestacion definitiva que exigia el proble-
ma de la resolucion de las ecuaciones diferenciales.

Algunas obras aparecen aisladas en este flufr de los concep-
tos filosoficos de la Matematica, como son los métodos geo-
métricos de Lamé, las obras criticas de Cournot, los métodos
de las ciencias de razonamiento de Duhamel y los principios
filosoticos de la Mecé4nica de Freyeinet; y no hacemos alto en
las evoluciones iniciadas por Wronski y Comte, parque é¢slas
son mas bien un miovimiento filosélico-matematico, (ue un
avance dentro de puro dominio matematico, independiente de
los especiales criterios de cada sistema filoséfico.

Pero el terreno se preparaba cada vez mas para un desarrollo
franco de la critica. Los nuevos puntos de vista de Cauchy y
de Riemann sefialaban una nueva direc¢ion 4 la Ciencia, que
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la separaban del desenvolvimiento clisico; y esto se afianzaba
més con la originalisima representacion dada por Fourier 4 las
funciones de variables reales, por medio de las series trigono-
mélricas. .

Por otra parte, Boole, con sus principios del Algebra de la
Logica, importaba 4 Ia Matemélica una nueva teoria, arrebata-
da al dominio de la Légica, que habia de influiren la constitu-
cion de aquélla, en la direccién de los conceptos combinaterios.

Citaremos al sabio profesor Houel, que escribio obras satu-
radas de espiritu eritico acerca de los nuevos descubrimientos,
que los Hamiton, Grassmann, Hankel v olros establecieron
también, como preliminar de un periodo de franca critica, ne-
cesaria para coordinar lantas y tan dispersas teorias. No hay
para qué insistir en el desenvolvimiento que tuvieron las ten-
dencias hacia la eritica, por electo de este especial desarrollo,
en ¢l orden subjetivo; y en el orden objetivo, las teorias de los
conjuntos de Cantor y du Bois-Reymiond condujeron & traba-
jos filosoficos tales, como expresan la obra acerca las Tunciones
de este ultimo y las de Hankel.

Pero hasta el actual momento, en que nos hallamos, la cri-
tica no se emancipa del fondo de la ciencia, donde se halla su-
jeta como la forma que lo complementa. Y llega mas tarde la
tendencia 4 la separacién de la eritica, como disciplina, con exis-
tericia per se y no per accidens. El inmenso progreso de la Mate-
matica en todos sentidos, lo imponia, No es posible actualmen-
te abarcar su total contenido, sin ideas generales, reguladoras
de cuanto en ella se ha hecho. Solo sintelizando, para hallarla
idea comiin 4 direcciones varias, y procediendo 4 la clasifica-
cién de los objetos, ideas y procedimientos, se puede abreviar
el eamino para llegar al fin,

Si el descubrimiento constante de nuevos métodos estable-
ce una especie de equilibrio entre las dificultades de la ciencia,
por su acrecenlamiento, y la potencialidad intelectual; la eri-
lica, al realizar sus funciones de clasificacion y de ordenacion
de andlisis y sintesis, realiza 4 su vez este equilibrio, entre la
fuerza creadora de la inteligencia y el objeto siempre movible,
expansivo y susceptible de una reproduccion indefinida.

Este nuevo rumbo de la MatemAtica se ha sanciona-
do ya por el aditamento en los Congresos internacionales de
una seccion dedicada 4 la historia y ensefianza de la Matema-
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tica, y se va alianzando con las producciones de los grandes ma-
lematicos y la aproximacion de algunos filosofos hacia estas
teorias que tienden 4 la ldgica cientifica.

Las geonietrias no euclideas, la depuracion y critica de las
definiciones, postulados y otros principios generales, la expli-
cacion de muchas anomalias, para reducirlas 4 cierta normali-
dad, dentro de las leyes generales, y aun los nuevos progresos
de la Meeanica, la Fisica v la Quimica tan afines con la Male-
mélica pura, que pasa 4 ser un intérprete de sus fenémenos v
de sus leyes, ha fijado estas nuevas corrienles, que se van ex-
tendiendo, 4 la vez que profundizando en el cance de las ideas.

Todo esto, segiin ya se ha manifestado en varias circuns-
tancias, comienza 4 llevarse 4 la practica en las Universida-
des v, es de esperar que haciéndose cada vez mds extensivo,
se llegue 4 la creacion de las disciplinas que ensenen la logica
de las ideas matemdlicas y la educacion de las inleligencias
para facilitarles el modo de adquirir un eonocimiento suficien-
te de lo que hoy comprende el organismo de la Mateméatica.

Consideraciones respecto al ingreso y ascenso
en el profesorado

Ya hemos dicho, en un articulo anterior, que la enseiianza
se adapta siempre 4 la ciencia vulgarmente conocida; v tam-
hién hemos hecho una resefia muy rapida de lo que oficialmen-
te se praclica en nuestra ensefianza, no por falta de un general
y ferviente deseo de elevar nuestra cultura cientifica, sino por
falta de iniciativa entre los poderes que han transformar el
reposo en movimiento.

La ensenanza cs un reflejo de la ciencia, y como tal, 1a re-
produce.

Entre nosotros la finalidad de la ensefianza se ha reduci-
do & aprencer algunas leorias, con aplitud para aplicarlas en
su parte practica 4 algin lin util; pero a este resultado que
puede representar el cuerpo, le falta el alma, la idea, reprodu-
citndose y extendiéndose para nuevas finalidades. Las ideas y
las teorias no son utiles en cada momento; pero pueden ser-
lo; ¥ por lo menos en la Ciencia se trabaja, como dijo Jacobi,
por el honor del espiritu humano,
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Pero iqué puede esperarse de una ciencia importada, sin
un centro productor como lo fueron la Escuela politécnica de
Paris, las universidades de Erlangen, de Gottinga, de Cam-
bridge, de Berlin, ete.?

Tenemos que distinguir, desde luego, entre una ciencia y
una asignatura, aquélla es un arbol frondoso, que se dilata en
todas direcciones, ésta un fragmento informe, destacado con
cierta arbitrariedad del organismo 4 que pertenecia, mutilada
por las sefiales que ha dejado su artificioso desprendimiento.

Una cosa es ensefiar tal 6 cual asignatura y otra ensenar
la Ciencia 4 que determinada asignatura se refiere.

Fnseiiar una asignatura es una labor, en cierta medida,
mecanica; y como artificiosa, también son artificiosos los me-
dios de adquirirla y de retenerla: la memorria y la fuerza de
atenci6n, aunque el espiritu intervenga con su fuerza asimila-
dora vy comprensiva. La ciencia quedara cristalizada ¢é infe-
cunda: el alma serd un espejo que reflejara los rayos de luz re-
cibida.

Ensefiar 14 ciencia es ofra cosa; es eomunicar una corrien-
te de ideas, movibles y adaptables segiin convenga 4 delermi-
nados objetos, para hacer brotar relaciones: y, aunque siem-
pre bajo una influencia predominante, no encerrada en mol-
des limitados a priori, pues hay que hermanar la libertad con
la disciplina, la autoridad con las inicia tivas propias, que deben
ser siempre dirigidas y encauzadas por el profesor, sobre todo
esto tltimo, en la segunda ensenanza donde, en vez de inicia-
tivas. debe cultivarse el espiritu de atencion, de analisis, etc.

Ia ensefianza de las asignaturas, conviene ciertamente en
la segunda ensenanza, porque se impone la separacion de las
teorias con el fin de adaptarlas 4 la debilidad intelectnal del
alumno; pero exigir mucho es habituar al exagerado empleo de
]a memoria v viciar la inteligencia para el porvenir. No se debe
olvidar que el fin de la segunda ensefianza ha de ser preferen-
temente educalivo.

En la ensefianza superior, tambien deben existir las asig-
naturas; pero no siempre con el caracter de aislamienlo, que
tentan en el periodo clasico.

No hay mas que recorrer algunas obras modernas de ilus-
tres matemdaticos para convencerse de ello.

Fl Tratado de Andlisis de M. Picard, recorre muy dislintas




=g =
regiones de la Matemélica, todas ellas encadenadas por esa
compenelracion de ideas que la llevan hacia la unidad. El Al-
gebra del profesor Herr Weber se extiende por las teorfas de
los niimeros, de las formas homogéneas, y llega hasta las fun-
ciones abelianas que invaden sus dominios. La Geometria de
Clebsch y de Lindemann comparte con las teorias geométri-
cas de Plucker y de Chasles, las teorias algebraicas de Cayley y
del mismo Clebsch, con las de 13iemnann y también con las in-
tegrales y funciones abelianas. 1.a teoria de las superficies de
M. Darboux subordina 4 su objeto la multitud de teorias dis-
tintas que concurren al fin principal de la obra.

Lo expuesto, justifica la variabilidad de las ensefianzas por
un mismo profesor y aun dentro de un Curso; porque es conve-
niente, preferir & una serie indefinida de lecciones acerca de
un mismo asunto, tratar Ia Ciencia por capitulos elejidos, con
objeto de presentar lo subslancial 6 culminante, dejando al
alumno el completar los detalles faciles v secundarios, que ha-
rian perder un tiempo precioso al profesor, especialmente, si
se Lrata de ejercicios de puro mecanismo, tales como de ejerci-
cios de puro mecanismo 0 calculos sencillos.

Cierto es que aun no estamos en condiciones de adoptar es-
te proeedimiento libre de ensenanza, que podria conducir & de-
plorables abusos; debiéndonos contentar por ahora con el au-
mento, en nuestros cuadros de ensenianza de las disciplinas que
faltan, para que ésta constituya un todo integro, segiin la Cien-
cia del presente.

Hemios visto de qué modo, la Enseianza sigue 4 la Cienecia,
¥ que por tal razon, no puede tener franca finalidad.

Esle cardcter acompaiia 4 los aclos subsiguientes: ingreso
en el profesorado, ascensos en la carrera, ele.

La forma de ingreso en el profesorado corresponde 4 la mez-
quindad que se nota en las finalidades de nuestra ensefanza.

Por lo general, los ejercicios de aptitud para el profesora-
do han consistide en preguntas sacadas por suerte, no de un
programa publicado en la Gaceta, de modo que cada opositor
supiera el limile 6 la extension de la doctrina que se le exije,
sino de preguntas que algunas veces fueron como acertijos pues-
los al azar: cuyo resultado puede, en algunas ocasiones, ser
negativo.

Hoy, debieran publicarse cuestionarios amplios que per-
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nitieran, no el contestar 4 un detalle insignificante, que pudie-
ra muy bien no recordarse en un momento dado, ni preguntas
con caracter de problemas, que no dan lugar & la reflexién en
un momento yque, & lo mas, pudiera saberse de memoria, lo
que seria contraproducente; sino cuestiones importantes que
dieran motivo 4 interesantes punlos de vista, que revelen al
profesor, no al alumno que lleve aprendida una respuesta de
memoria.

Ademas no debe limitarse el cuestionario al reducido cam-
po de una sola asignatura, que ya por si expresa un fragmento
arrancado mas 6 menos violentamente de la Ciencia; sino cues-
tiones amplias de varias teorias, pues el profesor, en la aclua-
lidad, como sucede con escasas excepciones, debe tener una
cultura general, por efecto de las correspondencias mutuas de
casi todas las disciplinas matemalticas; y aun en el caso de la
segunda ensefianza; porque ahora algunos estudios, considera-
dos antes como superiores, se han elementalizado, pasando d los
programas de los Institutos, Liceos y Gimnasios.

Es necesario preferir el enterarse de lo que se sabe en canti-
dad y calidad, es decir, la prueba positiva, que no mostrar lo
que no se sabe, lo cual es como el infinito, para todos.

Y en tltimo resultado: El contestar & cinco, diez @ otro ni-
mero de preguntas, nada prueba, si es cuestion del momento;
pero podria probar si, dandose tiempo para la reflexion, aque-
llas preguntas contestadas por escrito, dieran ocasion i reve-
lar el espiritu inventivo del opositor, siempre que la pregunta
no fuera simplemente banal.

Respecto & la leccion, nada prueba tampoco, el que un opo-
sitor encerrado durante varias horas, que llegaron 4 ser vein-
ticuatro, con cuantos libros de consulta desee, explique du-
rante una hora, lo que se halla en cualquier libro de texto.

Esle ejercicio, sifuese improvisado, con algunos momentos
para preparar el plan de su explicacién, probaria al profesor
y mostraria los recursos propios, la inventiva y sus cualidades
como tal, y sus conocimientos. Y esto lo afianzaria mas en sus
réplicas 4 lo adversarios, que también tendrian ocasion para
mostrar su valia.

Pero de lodos los ejercicios, el que verdaderamente prue-
ba, es el del programa, que debiera presentar cada opositor, con
un solo dia de unticipacion ante el Tribunal y sus adversarios;
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lo que daria 4 conocer cualidades del momento y el grado de
su cultura cientifica.

<s, en verdad, altamente deplorable que los ascensos en el
profesorado estén reglamentados con exagerada estrechez de
miras: aunque ya se comprende que esto obedece 4 la necesidad
de cortar abusos; pero siempre que haya un profesor de noto-
ria ilustracion, que lo haya demostrado durante una larga se-
rie de anos; y que pueda demostrarlo en cualquier ocasion, con
hechos extraordinarios, no correspoude ni & su dignidad ni 4
su prestigio el somelerse 4 ser juzgado, si desea un ascenso; aun-
que entre nosotros, éste es muy mezquino, pues solo puede con-
sistir en pasar a la Universidad Central; lo que no compensaria,
por olra parte, las molestias de una oposicion, sobre todo si
deseaba canibiar de asignatura, supongamos por ejeniplo, para
crearla ¢ darle nuevas orientaciones: que todo pudiera suce-
der; pues hay quien siempre permanecera invariable, 4 pesar
del trascurso de los tiempos; y hay quien puede, separando ma-
lezas, es decir, teorfas siempre respetables, pero que pertene-
ciendo a un periodo de formacion, hoy sélo deben figurar en la
parte historica, construir un nuevo organismo, alendiendo a las
modernas corrientes v, sobre todo, al modo aclual de ser las
teorias que dejan lastre, de poca utilidad, nara aprovechar lo
verdaderamente eficaz. Y esto se relaciona con la cuestion
siguiente:

Desde hace no pocos atios, se halla publicada una ley de
analogias que dan derecho & obtener tal 6 cual citedra; v esto
se une a la preferencia de quien obtuvo, por oposicion igual 6
andloga catedra; y aun para dar derecho & acumulaciones de
asignaturas por estas misnias conexiories.

Pero resulta que, en la Ciencia, estas analogias, por lo ge-
neral son distintas de las dictadas en la disposicion.

Pues jquién duda que hoy el Cdlculo infinitesimal extiende
sus ramas por toda la Matematica?

El Algebra es el primer grado del Andlisis, en el que las re-
laciones son entre cantidades conocidas y desconocidas; y és-
tas aparecen como funciones de aquéllas. Y las relaciones que
establecieron Lagrange y Galois, se exlienden 4 las nuevas ecua-
ciones del calculo infinitesimal, que se complican por la media-
cibn de las funciones derivadas. Pero la teoria de los grupos
domina sobre éstas, de andloga manera que sobre el Algebra.




Aqui los grupos discontinuos, alli los continuos. Aqui se ha de
hacer explicita una incognita, que es funcion de las cantidades
conocidas, alli una funcion que ha de aparecer con cierta ar-
bitrariedad, correspondiente 4 la forma de la ecuacion que
se da.

En cuanto & la Geomelria analitica y la infinitesimal, aqué-
Ila es una primera fase de ésta, cuyo elemento conitin es la tan-
genle, representacion grafica de la derivada; siendo, desde un
principio, el calculo integral, el caleulo inverse de las tangen-
tes, v éste, el caleulo directo de la resolucion de las ecuaciones
diferenciales, que ha de convertir en explicita una funcion im-
plicita.

La Geontelria analitica, lleva 4 las singularidades, con au-
xilio de su rama especial titulada, Geometria sobre una curva
algebriica; y 4 las singularidades conduce la Geometria infini-
tesimal y se remonta, partiendo del elemento que genera, por
un movimienﬁn continuo, cada curva.

La diferencia que exista entre estas dos ramas de la Mate-
mailica estriba en la diferencia de mélodo. Por éste, la Geo-
melria infinitesimal se remonta a regiones muy superiores; y
4 su vez la Geomelria infinitesimal se presenta como la parte
grafica 6 representativa del capital problema formulado, al
prelender resolver las ecuaciones diferenciales.

Ya hemos analizado someramiente las conexiones del And-
lisis infinitesimal con las ramas inferiores: El Algebra y la Geo-
metria analitica. De igual modo verianmios que la Geomelria
pura recorre un camino paralelo al de la Geometria analitica,
aunque més lentamente; porque jamads las construcciones gra-
ficas podran igualar al nimero, en su eficacia para Hegar mas
pronto al fin en sus rdpidas evoluciones, que se conlinuan en
escala creeiente, desde el nimero aritmético, hasta el algebrai-
coy, por fin, al transcendente.

Y por ultimo, diremos que, sobre todas estas teorias se cier-
nen los caleulos abstractos y muy especialmente la teoria de
los grupos, que todo lo abarca con su inmensa generalidad, y es
como el molde 4 que cada una se ajusta. Con lo que hemos de-
mostrado, cuén arbitrario es tratar hoy, de establecer afini-
dades 6 diferencias entre las diversas ramas de la Matematica.

Se impone pues, un nuevo plan de ensefanza donde se agre-
guen las ensefianzas que [altan, donde no aparezean esas asig-
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naturas, que no deben figurar entre los estudios universitarios,
que son una especie de rémora para las inteligencias, y que han
alcanzado las ventajas de las acumulaciones, en perjuicio del
progreso cientiflico, que exije cierla sobriedad en la eleccion de
disciplina, parare: alizar la ley de la economia del esfuerze, y una
postergacion y desigualdad entre el profesorado, por causas
fortuitas, y hasta L.Ulllmploducuntcs, como arriba se ha de-
mosirado.

Una ensehianza fundada en el azar, en lo secundario & in-
cidental, exige una reforma que sea mas conducente para elevar
el factor mas importanfe en una Naeion: la cultura inleléctual,
hase de todas las demaés.

Cursos universitarios
SEMESTRE DE VERANO (1907)

BerLin,  Schwarz—Céleulo integral. — Ejercicios acerca
del mismo: Teoria de las funciones elipticas.—Capitulos eleji-
do de la teoria de las funciones analiticas; coloquios ma-
tematicos; Seminario. —— Frobenins— Teoria de las ecunacio-
nes algebrdicas; Sem. Scholly: Teoria del potencial; Teorias es-
peciales de las funciones; Seminario.—Hellrer: Sobre las se-
ries & integrales de Fourier—IKnoblauch: Sobre las obras de
Leonardo Huler y su significacion en la Mateméatica moderna;
Teoria de las superficies curvas: Teoria de las lineas alabeadas.
—-Lehrmann- Filhés: Caleulo diferencial; Ejercicios sobre el mis-
mo.—Schur: Teoria de los determinantes.— -Landau: Calculo de
variaciones; Cdlculo de probabilidades.— ¥Vorrsier Histo-
ria de la Astronomia moderna; Ecnaciones fundamientales del
cileulo del tiempo v del espacio.—Strupe: Astronomia pricti-
ca; Seminario.— Bauschinger: Tecria de las perturbaciones:
Calculo deinter pul(.('mn ¢ integraciones de la Mecdnica.—Mar-
cuse: Introduccion 4 la Astronomia; Geografia y Fisica terres-
tre; Teoria de los instrumentos y 'll]]l(_d(_lollt‘b de la Aslrono-
mia.

Ristenpart: Conocimiento del Cielo; Movimiento de Mer-
curio en 1907 y fenémenos relativosal mismo.—FHelmer!: I'igura
de la Tierra.—-Triangulaciones geodésicas.—--Rubens: Comple-
mentos matematicos de la Fisica experimental.—Planlk: Me-
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cinica de los cuerpos deformables, Ejercicios.— Neesen: Op-
tica geométrica,

Bonn.  Study.—Geometria diferencial; Capitulos elegidos
de la Mecanica: Seminario.—Kowallekuki: El problema de la
division del cireulo; Teoria general de las ecuaciones diferen-
ciales; Ijercicios sobre las mismas.— London: Elementos de cél-
culo diferencial ¢ integral; Fjercicios sobre el mismo: Axono-
metria y Perspectiva con ejercicios.—Schmidt: Integrales defi-
nidas; Fundamentos de la teoria de los conjuntos v de la Teoria
de las funciones reales.—Monnichmeyer: Mecénica celeste;
Ejercicios practicos.—Kustner: Teoria de la determinacion de
las orbitas planetarias y de los cometas; jercicios practicos;
Coloquios sobre astronomia.

BresrLav. Resanes—Célculo diferencial é integral; Semi-
nario.—-Sturm: Transformaciones geométricas; Teorias geo-
meétricas de la Mecénica; Semin.—Kneser: Principios generales
de la Dinamica; Teoria de las series de Fourier y de sus inte-
grales; Semin.— Franz: Geodesia elemental y superior; Practi-
cas de Astronomia Geodésica: Ejercicios sobre la Astronomia
teorica.—-Schaefer: Mecinica teérica.

ERLANGEN. Gordan.—Algebra; Geomelria del espacio;
Seminario.—Noether: Cdlculo diferencial é integral; Mecani-
ca analitica.—[I7ilb: Guia malemalica acerca de la Geomeltria
sintética y deseripliva, con ejercicios.

FrisurGco. Luroth—Funciones elipticas.— Astronomia
teorica.—Slickelberger: Caleulo integral; ejercicios sobre el mis-
mo; Geometria infinitesimal.—ZLoewy: Ecuaciones algebraicas:
Introduccion 4 la Matemaélica superior con aplicaciones y cues-
liones acerca de las ciencias naturales; Seminario.— Weingar-
ten: Sobre la deformacion de las superficies.—Seith: Empleo
de las secciones conicas en la Geomelria elemental.— Koenis-
berger: Mecanica de los cuerpos sélidos, liquidos v gaseosos:
Geofisica.—Tolle: Mecénica tecnologica.—Gorringa.—Klein:
Curvas y superficies; Seminario.— Hilber!(: Teoria de las ecua-
ciones diferenciales con una variable independinte; Seminario.
—Minkowski: Caleulo de variaciones; Calor radiante: Semina-
rio.— Runge: Fologrametria, con ejercicios, Resolucion numé-
rica de las ecuaciones, con ejercicios; Seminario.— Brendel:
Calculo de las diferencis: Seminario; Trabajos sobre el domi-
nio de las anomalias, Seminario.—Hergloz: Ecunacioness dife-
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renciales lineales en el dominio complejo.— Caratheodory: Cal-
culo diferencial é integral.—Schwarzchild: Astronomia popu-
lar; Rotacion de los cuerpos celestes; Astronomia fisica, Prac-
tica, Seminario.—-N. N.—Geomelrin analitica.—Schwarzs-
child: Astronomia popular; Rotacion de los cuerpos celestes;
Astrofisica, Praclicas, Seminario.—Ambronn.— Determina-
cion de los lugares; y de las orbitas de las estrellas dobles.

GrerswaLp  Thomé: Mecénica; Curvas planas algebraicas
Seminario.—FEngel: Caleulo diferencial ¢ inlegral II. ]_.]0.1(.1-
cios; Teoria de los gr grupos de transformaciones.— Vahlen: Geo-
metria proyectiva, Ejercicios; Teoria v aplicaciones de los ins-
trumentos geodésicos.—Mis.— (,omplemcnlos mateméticos
de la fisica experimental.

Harte a S Cantor: Caleulo diferencial é integral I1; Meca-
nica analitica, Seminario.— Gufzmer: Geometria analitica del
plano.—Introduccion 4 la teoria de las ecuaciones diferenciales
Seminario rhard: Teoria de los nivieros v ejercicios.—
Bernstein: Algebra y ejercicios.—Introduceién 4 los seguros
matematicos, ejercicios.— Ruchholz.—-Cdlculos de las probabi-
lidades, de los errores y aplicacion 4 las Lriangulaciones; ejer-
cicios practicos para la determinacion de los lugares.

HemerLBereg Koenisberger: Calculo diferencial é integral,
Teoria de las funciones, Seminario.—M. Cantor: Aplicacion del
andlisis 4 las curvas superiores planas.—Aritmética y Alge-
bra para los hacendistas. Kochler: Geometria analitica plana;
Capitulos elegidos de la Geometria sintética del espacio.—
Boehm: TFundamentos de la Aritmética, el Algebra y el Ana-
lisis; ejercicios de Matematica superior —-Bopp Historia del
caleulo infinitesimal desde Leibniz hasta Lagrange.—-Valen-
tiner: Determinacion de las orbitas; Capitulos de la Astro-
nomia estelar: Progresos de la Astronomia. Astronomia desde
Newton.—Wolf: Elementos de Meteorologia.

Iena.  Haussner: Caleulo dilerencial con ejercicios; Capi-
tulos elejidos de Geometria (Colineacion, Perspectiva y Axono-
metria): Geomelria diferencial, ejercicios de GGeomeltria anali-
tica plana; Seminario.—Thomae: Geometria analitica plana:
Cartografia.— Frege: Teoria de las fuerzas segiin las leyes de
Newton.— Rau: Técnica de la elasticidad y llalquo de la soli-
dez, ejercicios prwtu'm —Knopf: eterminacion de liempos
y lugares, con ejercicios practicos, observacion de las estrellas;
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A
Geodesia, con ejercicios practicos, edlculos del curso de los pla-
nelas y comelas,

Kier. Pochhammer: Geonetria analitica del espacio; in-
troduccion 4 la teoria de las funciones elipticas, Seminario.—
Heffter: Mecéanica analitica; Fundamentos del analisis (Nume-
ros irracionales, valores limites, convergencia, continuidad),
Seminario.—Landsberg: Célculo diferencial, ejercicios sobre
el mismo; Céleulo de variaciones.—Weinnold{: Geometria sin-
lética~ -Kobold: Geodesia superior, ejercicios geodésicos.—
Harzer: Determinacion de los lugares geogrificos; ejercicios;
Teorias de la precesion y de la nutacion. — Kreulz: Calculo
de las 6rbitas de las estrellas dobles, paralaje y aberracion.—
Stroemgren: Calculos de casos especiales del ]nuhlcma de los
tres cuerpos; Geografia matemética.

KoENISBERG 1| Pr.—Meyger: Geometria analitica plana,
ejercicios; Geometria diferencial, Seminario.—Schoenflies: Cal-
culo diferencial, ejercicios, sobre el concepto de curva.—Saals-
chulz: Teoria de los determinantes; Sobre la serie hipergeome-
trica de Gauss v otras series interesantes; Ejercicios algebrai-
cos v uxpmicit’m—-Bm‘!t’r'mmm' Teoria de los instrumentos
astronomicos; ejercicios con los instrumentos para la observa-
cion de las estrellas.— Cohn: Introduccion 4 la astronomia teo-
rica; Capitulos elejidos sobre Mecanica celeste.

Lerezic.—Neumann: Capitulos elejidos de Matemética 6
de Fisica matematica.— Mayer: Dindmica analitica; ejercicios.
—-Holder: Teoria general de las funciones de una v ariable com-
pleja; Integrales definidas, Seminario.—Rohn: Geometria pro-
vectiva; Geometria analitica plana, Seminario.—V. Oellingen:
Geometria perspectiva.—Hausdorff: Ecuaciones algebraicas.
—-Liehinann: Ecuaciones diferenciales ordinarias: ejercicios.—
Bruns: Anilisis practico; Optica geomélrica; Ejercicios prac-
ticos sobre la observacion de las estrellas.—Pefer: Astronomia
y téenica cronologica: ejercicios pmrtum——!mhu Intro-
duceion al esluthr} matematico de las ciencias naturales.—
Strecher: Geomelria practica.— -Zimmern: Sobre la Geomelria
de los babilonios.— Des-Coudres: Introduccion 4 la Fisica teo-
rica: ejercicios; Series de Fourier.

Marpure. —FHeusel: Geomelria analitica del plano y del
espacio; Teorfa de las funciones; Seminario.—Neumann:
Algebra; Mecdnica analitica, Seminario.—v. Dualvigh: Caleu-
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lo diferencial, ejercicios; Geomelria descriptiva con ejerci-
Fueler: Sobre los integrales definidas y las aplicacio-
nes fisicas de las funciones en su representacién elemental;
Astronomia popular.— erq- Ecuacionesdiferenciales.— Frehu
Freussner y v. Dalwig: Determinacion de tiempos y lugares.

Munick. —Lmrh'mrmn Teoria de las funciones cl:pur"lf-
Teoria de las formas algehraicas, Seminario.— Voss: Ecuacio-
nes de derivadas parciales; Algebra 11, Seminario.—Prings-
heim: Caleulo integral; Ejercicios; Complemento geométri-
co del calculo diferencial— Dochlmann: Geomeltria descrip-
tiva IT; ejercicios: Estatica grafica; ejercicios.—v. Weber: Geo-
mefria analitica del espacio; Ejercicios; Céleulo diferencial
ejercicios.— Brunn: Elementos de Matematica superior.—
Harlogs: Geometria elemental plana y del espacio.—-Perron:
Teorfa analitica de los nimeros.—v. Seeliger: Los nuevos mé-
todos en la teoria del movimiento de los planetas; Ejercicios.—
Grassmann: Introduccion & la Astronomia.—Graelz: Mecanica
analitica II.

EsTrAsBURGO.—Reye: Capitulos elejidos de Geometria sin-
tetica superior; Teorfa de las fuerzas, que acliian segin la
ley de Newton (Teoria del potencial); Algebra, Seminario.—
Simon: Metodologia y Didéctica del cileulo y de la Matemati-
2a en las Escuelas superiores.—Wellstein: Introduccion 4 la
teoria de las funciones algebriicas; Superficie de Riemann; Se-
minario.—7'imerding: (xunmetnn analitica del espacio: Geo-
metria descriptiva II, con ejercicios; Desarrollo de los prin-
cipios de la Mecédnica, Seminario.—Epsiein: Teoria analitica
de los numeros, Seminario.— Becker: Astronomia esférica;
Geodesia con ejercicies y demostraciones; Observaciones as-
tronomicas ¢ instrumentos de ias observaciones estelares; Co-
loquios astronémicos.

TusinGga.—v. Brill: Geometria analilica del espacio; Cur-
ralura de las superficies, Seminario.—v. Slahl: An4lisis ele-
mental; Analisis superior (Céleulo de variaciones), Seminario.—
Maurer: Geomelria sintética, Ejercicios.—Gans: Introduccién
al Andlisis vectorial con aplicaciones 4 la Fisica matematica.

Austria-Hungria. Kovrorsvar.— Schlesinger: Integrales
definidas; Funciones fuchsianas; Seminario.— Valyi: Geome-
tria analitica; Ecuaciones resolubles algebraicamente; Ejerci-
cios; Seminario.— Fejer: Ecuaciones diferenciales en el domi-
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nio real: Funciones enteras transcendentes.—Klug: Geometria
descriptiva; Ejercicios.— Farkas: Propagacion de la energia;
Mecanica analitica; Seminario. '

Francia. Paris. Facultad de ciencias, 2.° semestre (desde 1.°
de Marzo de 1907).—E. Picard: Determinacion de las integra-
les de las ecuaciones de derivadas parciales por diversas condi-
ciones de los limites, dos leceiones semanales.—Goursal: Ecua-
ciones diferenciales y ecuaciones de derivadas parciales.—
L. Raffy: Teoria de la curvatura y propiedades de las lineas
trazadas sobre las superficies.—P. Painlevé: leyes generales
del movimiento de los sistemas, la Mecdnica analitica, la Hi-
drostatica y la Hidrodindmica.—P. Apell: Elementos de Ana-
lisis y de Mecanica.—Andoyer: Conjunto de materias compren-
didas en el certificado de Astronomia.— Boussinesq: Corrientes
tumultuosas y turbillonarias 4 que dan Iugar los lechos de gran
seccion, (Tubos de conduccion, y corrientes de agnas descubier-
tas).—G. Koenigs: Estudio cinemético y dindmico de las ma-
quinas.— Borel: Calculo de probabilidades y teoria de los
errores. :

ConFERENCIAS.— L. Raffi: Conferencia sobre el calculo
integral y las aplicaciones geométricas.—P. Puiseur: Confe-
rencias sobre la Mecanica; Trabajos practicos de mecdnica
fisica.

ENSENANZAS Y EJERCICIOS PRACTICOS para los estudiantes
pertenecientes 4 la Escuela normal superior.—J. Tannery:
Calculo diferencial ¢ integral. — L. Raffy: Aplicaciones del
Anélisis 4 la Geometria.”—G. Borel: Matematicas.—F. Hada-
mard: Mateméticas.

Cursos LiBrRES.—M. d* Oecagne: Calculo grafico y nomo-
grafia.

Suiza. BErRNA.—Graf: Funciones de Bessel; Integrales de-
finidas; Ecuaciones diferenciales; Caleulo diferencial ¢ integral;
Calculos diversos; Malematicas elementales; Mathem. semin.
Oll: Caleulo diferencial; Geometria analitica plana.—G. Huber:
Astronomia esférica II; Repeticion de la Astronomia I; Geo-
metria analitica del espacio; Teorfa de las superficies; Teoria
de las envolventes y lineas focales; Mat. semin. (direccion geo-
métrica).— Beulelli: Elementos de Geometria proyectiva; Geo-
metria practica con ejercicios sobre el terreno.—Moser: Capi-
tulos elejidos de la Matemética; La transcendente pi.—Crelier:
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Geometria sintética 11; Proyeccion central; Ejercicios de Geo-
metria.— Bohren: Céleulo de probabilidades.

GinERRA.—C. Cailler: Caleulo diferencial é integral: Ejer-
cicios; Mecénica racional; Conferencias de Andalisis.—H. Fehr:
Teoria de las ecuaciones; Geometria descriptiva y proyectiva
Ej@](l( ios de Algebra y Geometria; Geometria vectorial; .%euu-
nario de Geometria superior—R. Gaulier: Astronomia teorica.
R. de Saussure: Geometria del movimiento; Mecénica de los
fluidos.

ZuricH. Escuela politécnica federal: Seccién normal de
ciencias matematicas.—Hirsch: Calculo integral, ejercicios;
Teoria de los invariantes.— Franel: Caleulo integral, ejercicios.
Geiser: Geometria analitica 11; Superficies algebraicas.—Hur-
wilz: Ecuaciones algebraicas.—Hurwilz mil Lacombe: Semina-
rio matematico.— Bebslein: Seguros mateméticos; Probabili-
dad matematica; Aplicaciones del célculo de probabilidades.
Rosenmung: Arte de las medidas y ejercicios.—Wolfer: Deter-
minacion geograficas de los lugares; Ejercicios sobre las obser-
vaciones astronomicas; Aphmmnn de los métodos de determi-
naciién de los tiempos y lugares.— Beyel: Los fundamentos de
la Geometria: Axonometria, Perspectiva, Tratado de sombras.
Dumas: Ejercicios de nomografia; Ejercicios sobre la resolucion
numérica de las ecuaciones.—7T. Keller: Ejercicios de Calcu-
lo diferencial é integral—Kraft: Mecénica analitica; Caleulo
geométrico.

CAMBRIDGE. Pm}' Forsyth. Ecuaciones diferenciales:
Funciones de dos 6 més variables complejas. Funciones alge-
braicas y sus integrales, L. T.; Geometria diferencial clcnmn-
tal, 3. E. T.; Prof. Sir G. H. Darwin: Mecénica celeste (Atrac-
ciones y Polencmi), 3. M. T.: Dindmica astrontmica, 3. L. T.
—Prof. Sir R. S. Ball: Teoria planetaria, 3. M. T.; Astrono-
mia esférica, 3. L. T.—Prof. Larmor: Electricidad v Magne-
tismo, 3. M. T. Conferencias de Fisica matematica, 3. M. T.:
Teoria Electrodinamica y Optica, 3. L. T.: Termodinamica
y Teoria de los gases, 3. E. T.—Dr. Obson: Analisis harmo-
nico;, 3. M. T.: \fﬂn‘i(‘mnes y sonido, 3. 1. T.—Dr. Baker:
Introduccion 4 la Teoria de las funciones, 3. M. T.; Curvas y
superficies, 3. L. T.—Mr. Herman: Hidrodindmica, 3. M. T.:
Optica geométrica, Hidromecanica, L. T.: Hidrodindmica y
sonido, E. T.—MTr. Richmond: Geometria algebraica; Geome-
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tria solida, M. T. y L. T.: Geometria sintética (Métodos y apli-
caciones), . T.—Dr. Whilehead: Geometria sintética: Des-
arrollo sistemético, M. T.: Principios de Matematicas (Mme-
ro y Magnitud), L. T.: Principios de Mateméticas (Logica
simbolica). — Dr. Barnes: Ecuaciones diferenciales, 3. M. T.
Mr. Webb: Dindmica y vibraciones, L.T. Mr. Mollison:
Atracciones y Teoria del Potencial, E. T.—Mr. Berry: Fun-
ciones elipticas y Teoria elemental de las funciones; Funciones
elipticas (Tcoria de la transformacion), E. T.—Mr. Bennet:
Geometria lineal, L. T.—Mr. Munro: Hidrodindmica y Soni-
do, M. T.—Mr. Bromwich: Teoria elemental de los limi-
tes, M. T.: Teoria del Potencial, E. T.: Calculo de variacio-
nes, E. T.—Mr. Grace: Invariantes y aplicaciones geométri-
cas, M. T—Mr. Hardy: Funciones integrales, E. T.—Mister
Bateman: Ecuaciones integrales.— Mr. Stratfon: Dindmica
analitica, E. T.——Mr. Hinks: Demostraciones en Astronomia
practica, M. T. y L. T.—M. Bevan: Matematicas para los es-
ludiantes de Fisica, M. T.

Estados Unidos. Nueva York.—Prof. P. Fiske: Célcu-
lo superior; Introduccién 4 la teoria de las funciones de una
variable real; Funciones definidas por ecuaciones diferenciales
lineales.—Prof. F. N. Cole: Introducciéon 4 la teoria de las
funciones; Teoria de las curvas planas.—Prof. James Macluy:
Funciones elipticas; Aplicaciones del célculo 4 la teoria de las
superficies y curvas en el espacio.—Prof. D. E. Smith: Histo-
ria de las matematicas.—Prof. C. J. Keyser: Los principios de
las matematicas; Teorias modernas en la Geometria.—Profe-
sor H. B. Miichell: Ecuaciones diferenciales; Anélisis geomé-
trico.—Prof. Ed. Kasner: Geometria de los sistemas dinami-
cos.—Dr. G. H. Ling: Teoria de los nimeros; Idem superior.

Harvarp UNiversrry. Prof. W. E. Byerly: Introduccion
al Algebra y a la Geometria modernas; Series trigonométricas
(con el prof. Peirce).—Prof. B. 0. Peirce: Métodos de Fisica
matematica, Elasticidad.—Prof. Osgood: Calculo diferencial é
integral (2.° curso): series y productos infinitos; Teoria de las
ecuaciones de Galois.—Prof. M. Bocher: 1 eoria de las funcio-
nes; Ecuaciones diferenciales de la Fisica.—Prof. C. L. Bou-
fon: Hidromecénica; Ecuaciones diferenciales de la teoria de
los grupos continuos de Lie.—Prof. J. K. Whiltmore: Elemen-
tos de Mecanica; Geometria diferencial de las curvas y super-
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ficies.—Prof. E. V. Hunlington: Conceptos fundamentales de
las matematicas.—Dr. J. L. Codidge: Geometria lineal.—Doc-
lor H. N. Davis: Dindmica de los cuerpos rigidos. Ademads hay
eursos de lecturas ¢ investigaciones, elc.

La relacion completa de estos cursos puede verse en L*En-
seignement mathémelique.

Publicaciones periodicas

ANALES DE LA FacuLTap DE CIENCIAS DE ZARAGOZA.—
[ista es la tercera revista cientifica que se publica en Zarago-
za. La primera fué¢ El Progreso malemdlico; la segunda, La
Revisla rimesiral, por el catedratico D. José Rius y Casas, nues-
tro distinguido amigo y compaiiero, y la tercera, los Anales,
con la eolaberacion de todo el claustro de esta Facultad de
Ciencias.

No hay para que encomiar lo que porsi se recomienda; pues
supone animos, esfuerzos y sacrificios, donde el pablico cien-
tifico estd por formar: pues las ciencias positivas, principalmen-
te en su region teorica, han sentido mas que ninguna otra cla-
se de estudios, los rigores de la desgracia y de la impopularidad;
bien es cierto que, al carecer de atractivos exteriores pierden
2asi la totalidad de su fuerza sugestiva; pues sus encantos si-
guen 4 la medilacion y no salen 4 la superficie.

Nos limitaremos @ presentar el sumario del ltimo numero
publicado.

MatemaTica El euarto Congreso internacional de mate-
maticos. Z. G. de Galdeano—Observacion a una nota concer-
niente 4 la espiral de Poinsot. R. Guimaraes.—Iecciones ele-
mentales de Geometria analitica vectorial. Leccién primera.
G. Silvdan.—Quimica Unaelecion de Quimica mineral. M. Se-
sé- Villanueva.—Historia NATURAL.—Liquenes de Aragén,
porel R. P. L. Navés S. J. (continuarda).—METEOROLOGIA Ob-
servaciones meteorologicas.—Resumen del ano 1907. Estacio-
nes de Zaragoza, Huesca, Teruel y Soria, por los profesores en-
cargados J. A. Izquierdo, J. P. Soler, J. Domenech y A. San-
lo Domingo.—Observaciones del segundo trimestre, por J. Iz-
quierdo.

Congresos cientificos.— Cronica.— Bibliografia.—Cuestio-
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nes propuestas.—Cuestiones resueltas.—Publicaciones reci-
bidas.

L‘ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE. SUMARIO: H. Poincaré.
—L‘invention mathématique.—A. Buhl.—Le nouveau diplo-
me d‘études supérieures et 1‘agrégation des sciences mathéma-
tiques.—A. Coslabel—Sur le prolongement analytique d‘une
fonetion méromorphe.—J. Andrade—Le premier livre de Géo-
métrie naturelle (fin).—C. Burali-Forti—L importance des
transformations lineaires des vecteurs dans le calcul vectoriel
général.—Cronique.—les mathématiques au 37 Cengres de
I*Asociation francaise, Clemont-Ferrand 1908.—Necrologie.

Notes el documents Cours universitaries.—Allemagne.-—-Aus-
triche—Hongrie.—Suisse.

Obras recientes

Bibliographie— Bullelin bibliographique.

D10OPHANTISCHE APPROXIMATIONEN; eine einfuhrung in die
Zahlentheorie von H. Minkowski (1907). Leipzig, B. G. Teub-
ner.

La primera obra del profesor Herr Minkowski, Geomelrie der
Zahlen, (1896) es, como dice Herr Hilbert, un modelo de una
teoria aritmética que opera, de un modo riguroso, con los con-
ceptos de la Geometria.

Esta nueva rama, debida 4 Herr Minkowski, ha sido pos-
teriormente también objeto de las investigaciones del profe-
sor Herr Klein en sus geniales Ausgewahlte Kapilel der Zahlen
Theorie 1895 y 1896, y en la Ecyclopaedie der Mathemalische
Wissenschaften se hallan las indicaciones técnicas y bibliogra-
ficas correspondientes.

La tltima obra de Herr Minkowki (1907) es la continua-
cion de las anteriores, con nuevos desenvolvimientos.

Citaremos tan solo los epigrafes de cada uno de los capitulos.

Capitulo primero. Aplicacion de unos principios elemen-
tales.—Cap. 2.° Enrejados de nimeros, de dos dimensiones.
—Cap. 3.° Enrejados de tres dimensiones.—Cap. 4.° Sobre la
teoria de los nimeros algebrdicos.—Cap. 5. Sobre la teoria
de los ideales.— Cap. 6.2 Aproximacioén de las cantidades com-
plejas por cuerpos de niimeros de {res 6 cuatro raices de la uni-
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dad, donde se consideran enrejados de nimeros de cuatro di-
mensiones y cuerpos convexos en los mismos.

Las breves indicaciones que preceden y los titulos de los
capitulos expresan suficientemente la importancia de la obra.

LenrBucH DER Arcesra von H. Weber, driller Band.—
Braunschweig, 1908, F. Vieweg.

Tanlo este tercer tomo, como los dos anteriores, expresan
la nueva amplitud que ha adquirido este hermoso cuerpo de
doetrina matemaltica, que se llama Algebra.

Como en los tomos anteriores, se ve en ¢l recientemente pu-
blicado, como se compenetran las teorias matematicas en una
armoniosa unidad. Basta para cerciorarse de ello enunciar
las materias que contiene.

LIBRO PRIMERO. PARTE ANALITICA. (“np 1.° Integrales elip-
ticas. Cap. 2.° Funciones theta.— Cap. 3. Transformaciones
de las funciones thelta.—Cap. 4.° Funciones elipticas.—Capi-
tulo 5.° Funciones modulares.Cap. 6.°© Multiplicacion y divi-
si6n de las funciones elipticas.—Cap. 7.° Teoria de las trans-
formaciones de las ecuaciones y la ecuacion de 5.9 grado.

Lisro 2.9 Cugrros cuaprATICOS.— Cap. 9.2 Disecriminante.
—Cap. 10.° Cuerpos y formas algebraicas.— Cap. 12. Ideales
en los cuerpos cuadraticos.—Cap. 12. Ordenes de los cuerpos
cuadraticos.—Cap. 13. Equivalencia de los grupos de name-
ros. —Cap. 14. Composicion de las formas y de los ideales.—
Cap. 15. Degeneraciones de las formas cuadraticas.— Cap. 16.
Clases de numeros en los cuerpos cuadraticos.

Liero 3.9 MuLtipLICAGION coMPLEJA.—Cap. 17. Funcio-
nes elipticas y formas cuadraticas.—Cap. 18. Grupo de Galois
de la ecuacion de las clases.— Cap. 19. Caleulo de las clases de
invariantes.—Cap. 20. Ecuacion multiplicadora en la multi-
plicacion compleja.— Cap. 21. La norma de los invariantes de
las clases..— Cap. 22. Desarrollo de las funciones modulares de
Cayley.

LiBro 4.9 CUERPOS DE LAS cLASES.—Cap. 23, Division de
los cuerpos.

LiBro 5. FunNcioNEs ALGEBRAICAS.—Cap. 24. Funciones
algebraicas de una variz Cap. 25. Funcionales.—Capilu-
lo 26. Valores numéricos de las funciones algebraicas.— Capitu-
lo 27. Diferenciales algebraicas y abelianas.—Tablas.

ANAES SCIENTIFICOS DA ACADEMIA POLYTECHNICA DO
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Porto, publ. s. dir. de F. Gomes Teiveira—vol. II1. n.° 2.—
Index.—H. de la Goupilliere: Surfaces nauliloides. -

RexDICONTI DEL CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO.—Di-
rettore: G. G. Guecia (Maggio-Junio): Korn: Algemeine losung
des problems Kleiner, stationarer reibenden Fliissigkeiten
(cont. e fine), Pisicali (L.). Sulle corrispondenze funzionli non
analitiche originate da integrale definiti.—Somnia (G.): Sulle
configurazioni mobili di Moebins nelle trasformazioni asinto-
tiche delle curve e della superficie.—Hadamard (J.): Sur les
séries de Dirichlet.—Severini: Studio sul primo teoreme di
Lie.—Landau: Ueber die Approximation einer stetigen Funk-
tion durch eine ganz racionale Funktion.— Fredholm (L): Sur
lintegrale fondamentale d'une équation differentielle ellipti-
que 4 coefficients constants.— Burali-Forti (C). e Marcolon-
go (R.)—Per I‘unificazione delle notazioni vetoriali (nota IV).
—Marletla (G.)—Alcuni teoremi sulle curve razionali degli
iperespazi.—Somigliana (C.): Sui potenziali ritardatti—Ha-
damard (J.)—Rectification 4 la Note «Sur les series de Di-
richlet.—Veblen (0.): On the Well.—Ordered Subsets of the
Continuum.

Renbicont ete. t. XXVI, Fascicolo 11, (Settembre-Otto-
bre, 1908).—Inbpice: Medict (S).—Sui gruppi conformi (cont.
e fine).—Noether (M.), Poincaré (H,), Segre (C.) (velatore):
Relazione del concorso internazionale per la «Medaglia Gu-
ceiar.— Poincaré (H.): Lfavenir des malhématiques.—Lan-
deau: Beitrage zur analytische Zahlentheorie.

JoURNAL DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES, publiée
par . Wiber (Octobre, 1908).—Coleccion de ejercicios de
Matematicas y Fisica.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE,
(t. XXXVI fasc. II1, 1908).—TABLE DES MATIERES, Le Roux
(J.): Sur les caracteristiques des systémes d*équations aux de-
rivées partielles.—Combebiac (G.): Sur la génération des métri-
ques.—Petrovitch (M.): Sur une suite des fonctions rationne-
lles rattachées aux équations algébriques.—Raffy (L.): I.tude
sur les surfaces imaginaires de Monge 4 lignes de courbure
confondues.— Rémoundos (G.): Contribution 4 la théorie des
singularitées des équations différentiélles du premier ordre.—
Adhémar (R. D): Les fonctions implicites en nombre infini et
I“équations integrale non lineaire.




Obras nuevas

Francesco Severi: Lezioni di Geometria Algébrica. (1908).
—Padova, Draghi.

Rudoelph Sturm: Die Lehre von den Geomelrischen ver-
wandtschaften. Ersten Band. 1908.—Teubner, Leipzig.

G. de Galdeano (Z.): Exposicion sumaria de las teorias ma-
tematicas. 1907.

G. de Galdeano (Z.): Algunas consideraciones sobre la Filo-
sofia y ensenanza de la Matematica.

G. de Galdeano (Z.): Caleulo diferencial, pr. dpesetas.

G. de Galdeano (Z): Principios generales de la teoria de las
funciones, pr. 7 peselas.

G. de Galdeano (Z): Aplicacion del calculo infinitesimal
al estudio de las figuras planas, pr. 7 pesetas.

G. de Galdeano (Z.): Calculo integral.

G. de Galdeano (Z.): Aplicacion del caleulo infinitesimal al
estudio dc las figuras en el espacio, pr. 8 pesetas.

Teoria de las ecuaciones diferenciales, pr. 12 pesetas.
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